1. Campos Escalares

1.1 Dominios e Regioes
1.1A Esboce a regido R do plano R? dada abaixo e determine sua fronteira. Classifique R

em: aberto (A), fechado (F), limitado (L), compacto (K), ou conexo (C).

(a) R = {(z,y) € R% y >0} (b) R={(z,y) €eR* z>0ea?+y? <1}

(¢) R =]1,2[x[0, 400 (d) R={(z,y) e R} 1 <2’ +y* <2}

() R={(z,y) e R* 4 <a? <9} ) R={(z,y) eR} 0<zel<y<2}

(g) R ={(z,y) e R* z <y} (h) R ={(z,y) €R? |z| <1, -1 <y<2}

(i) R={(z,y) eR? 42? +y*> > 9} (i) R={(z,y) € R*}senz <y <cosz, 0 <z <w/4}

(k) R =[0,1] x [1,2] ) R ={(z,y) € R? |z +Jy| < 1}

(m) R={(z,y) eR*} 1 <2?—3y?*} (n) R={(z,y) eR?% (z?+y*—1)y <0}

(0) R = {(z,y) € R? z* <y} (p) R={(z,y) €R% [z[ <2e1<a®+y?}
(@) R ={(z,y) € R 2* <y} () R={(x,y) €eR% [z[+ |y <2e 1 <a®+¢*}

1.2B Em cada caso determine e represente graficamente o dominio da funcao z = f (x,y).
(a) z=+y—22+2z—y (b) z = /|z| — |y| (c)d4x? + 2 +22=1, 2<0

(d)zzln(1—4x2—y2/9) (e)z:\/ln(x2+y2—3) (f) z=zexp(y) —Inz

(g) z = arccos (y — z) (h) z=+/(z—3)(y — 2) (i) z = arcsin [z/ (z — y)]
—z2 - x — r? —
G o= Vi v R e eI PR
\/m sen T — seny ys—1

1.1C Esboce a regido R = {(z,y) € R% (22 +y* — 1) [(& — 1)% 4+ 4% — 1] < 0}, verifique que

ela é aberta e determine sua fronteira.

1.1D Em cada caso esboce algumas curvas de nivel funcao z = f (z,y), de modo a obter uma

visualizacao do seu gréfico.
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(@) 2 =+ 47 0) 2= V@ZrE  (@e=(+)
(d) z=In (1 + 2%+ y?) () z=x+y (f) z = sen (z — ¥)

(8) 2 = || = ly| (h) z=8—22 -2y (i) 2 =22 (2 +42) "

() = =ay () z=V0-22=92 () z=/1-22/4—y?/9
(m) 2= |z —y| (n) 2=z +y? (0) 2=z —y?

1.1E Identifique e esboce a curva de nivel da funcio z = 2y — 43 que passa no ponto P (1,2).

Observe o comportamento da funcao ao longo da tangente que passa no ponto P.
1.1F Identifique as superficies de nivel da funcdo w = z? + y? + 22, nos niveis 0, 1 e 2.
1.1G Identifique a superficie de nivel da funcio w = 22 +y2 — 22 que passa no ponto P (1,1,1).

1.1H Esboce o grifico da fungao z = f (z,y) dada por:
(a)f(x,y):?) (b)f(xay):x (C)f(x,y)zl—x—y

(d) f (2,y) = seny @ f(@y) =exp(V/eZ+y?) () flry)=3 a1

(&) f )= Vi~ (W) flay)= V16— 22— 167 (i) f(z,y) = (&> +42) "

G) £ (@,y) =12 () f(ey) =log(Va2+y?) () f(z.y) = sen(a® +42).
1.1I Descreva as superficies de nivel da funcdo w = f (z,y, 2) .

(a) f(x,y,2) =2+ 3y + 5z (b) f(z,y,2) = 2% + 3y + 522

(C)f(mvyaz):‘rz_yQ_'_zQ (d)f(:n,y,z)::rz—yQ

1.2 Limite e Continuidade
2xy
22 4+ y?’ 5

f(1+A£U,1)—f(1,1) —0e lim f(O,Ay)—f(0,0)
Az Ay—0 Ay

1.2A Considere f : R? — R definida por: f(x,y) = (z,y) # (0,0) e f(0,0) = 0.

=0.

Mostre que: lim
Az—0

1.2B Em cada caso, mostre que a fun¢ao z = f (x,y) nado tem limite quando (z,y) — (0,0) :
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T4y x |z| xy
(a) 2 z? +y? (b) 2 x2 + 92 () 2 z—y3 (d) 2 222 4 3y
2 6
Ty z z zy (z —y)
e) z = f) 2 = —— = h) z = 2= 4/
@=mrm = @immias We="RT
L Aty L a2 - 22 — 42 . ot 2 4 22y
(1)2_ 2 (.])Z_ 3 3 ()2_ 2 2 ()Z_ 2 22 :
T +y T2ty e +y (x? + y?)
_ 242 — 22
1.2C Verifique que a fungao f (z,y,2) = PR nao tem limite na origem.
1.2D Calcule os seguintes limites:
2
—1)senz
(a) lim In (zy + 1) (b) lim u (c) lim _sen(zy)
x—>(1) zaj—>8 x 21‘/—>8 sen x seny
y— — —
1 —cos/x expsen (z2y) + cos
(d) lim ik 4 (e) lim arctg (y/x) (f) lim psen (2°y) Y
a—0 senzseny =2 2—0 cos (zy)
y— y— y—
() lim 2 sen (%% +22)7Y2]  (h) xEHEQy\/x3 +2y (i) lim [z cos (y/4) + 1)/
y4>8 y—4 Yy—T
Z—>

1.2E Use a definicao de limite e prove que:
(a) lim (2z 4 3y) =11 (b) lim (322 +y) =5 (c¢) lim (22 +¢?) =2
z—1 z—1 r—1

y—3 y—2 y—1
(d) im 2z +y+2)=4 (e) lim (222 —y?) =—-1 (f) lim (224 y* — 4o +2y) = —4
r—1 r—2 r—3
y—1 y—3 y——1
=l 3 2
- 2 _ : y*+xzt - B
(g) :112%(1’ —1)=0 (h) i{%m—o (1) lim (z +y)sen (1/z) =0
y—0 y—0 y—0
5 5 z—0 9 5
2(zx—1 —
() lim% -0 (k) lim (22 —¢%) =—-3 (1) lim (z 2) (v —2) =0
z—0 2% 4y z—1 =13 (x—1)"+3(y—2)
y—0 y——2 y—2

1.2F Mostre que:

1 —cos/x sen (22 + 12
(a) 111%7y:0 (b) lin% ( zy) = =2 (c) lin%wzoo
G x 2=0 1 —cos\/a? +y AR +y
N zy xy? . :
1.2G Mostre que as fungdes f (v,y) = —— e g(2,y) = 57— ndo tém limite na origem.
y—x ==y
3-734?/4

1.2H Considere a fungao f : R?\ {(0,0)} — R definida por f(z,y) = Calcule

(at+y2)°
os limites de f (z,y) quando (z,y) — (0,0), ao longo dos seguintes caminhos: (a) eixo z; (b) reta

y =z; (c) curva y = x2. A funcdo f tem limite na origem? Por qué?
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1.21 Verifique se a fungao z = f (z,y) é continua no ponto Py indicado.

(a) 2 =+/25 — 22 —y2, Py(-3,4) (b) z=exp(—zy)In(7+2%—2y), P (0,0)

<c>z=j—fy2, Py (0,0) (d) 2 = sey# 2z e f(z2z) =1, Py(L,2)

— 2z’
1.2J Identifique a funcdo z = f (z,y) como combinacao de fungdes elementares do cédlculo e

deduza que ela é continua em seu dominio.

4z — o T
(a) f(z,y) =2y (b)f(:v,y):m (c)f(m,y):y2_1
.’132
(@ £ @) = 30 (©) F o) = arcsen (y/a) (1) £ (@.9) = n oy —2)

1.2K Discuta a continuidade das seguintes funcées:

22 2
(a) f(z,y) =

Vo sextye fza) =1
-y

(b) f(:c,y):exp[l/(a:2+y2—1)],sex2+y2<lef(x,y)zo, sex? 4y >1

exp (9{:2 + y2)

(©) f (woy) = =y se (@) # (0.0) e £ (0,0) =1
@ o) =0 ey 20 f(o-0) =1

1132—2
(e) f (2,9, 2) : (,9,2) # (0,0,0) e £(0,0,0) =0

- :z:2+y2+z2’se

(f) f(x,y) =42 + 92 se da? +9y?> < le f(z,y) =0, se 402 + 9y? > 1
(g) flz,y,2) =2? + 92 + 22, sex? +y? +22<1le f(r,y,2) =0,se x> +¢y> +22 > 1

1.2L Considere as funcdes g e h definidas em R? por:

32y <y

2.9 , 0,0

g(z,y) = a:2+y2’se (z,y) # (0,0) e h(ry) = 2+ se (z,y) # (0,0)
1, se (z,y) = (0,0) 1, se (z,y) = (0,0).

Verifique que a origem é uma descontinuidade de g (z,y) e de h(z,y). Em que caso a descon-
tinuidade pode ser removida? Recorde-se que remover uma descontinuidade significa redefinir a

funcao de modo a tornd-la continua.

1.2M Verifique que a origem é uma descontinuidade da fungao:
sen (x2 + y2)

fz,y) = 1—cos\/a:2+y27

0, se (z,y) =(0,0).

se (z,y) # (0,0)
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Essa descontinuidade pode ser removida?

2,2
7y arctg (zy) -

1.2N Sabendo que: 1 — <
3 Ty

2,2
x
1 e 2zy|— Ty <4 —4cos/|zy| < 2|xyl,
calcule os seguintes limites:

(a) lim arctg (zy) (b) Tim 4 — 4 cos \/|zy|

=8 2y =g el

1.20 Seja f (z,y) = exp [—1/ (mQ —l—y2)] se (z,y) # (0,0) e f(0,0) = 0. Verifique que f &
continua em todo ponto (x,y) do R? e calcule os limites:

oy J (B2,0) o 4 (0:47)
A% Aa 8t Ay

2
1.2P Considere a funcao f (z,y) = %, sez2+93 #0, e f(0,0) = 0, definida no dominio
T Yy
D = {(z,y) € R% 2% +3* # 0} U{(0,0)} .
(a) Calcule o limite de f na origem, ao longo das retas y = mx.
(b) Calcule o limite de f na origem, ao longo do caminho y = —z?/3¢”.
(c) Calcule o limite de f na origem, ao longo do caminho 7 = cos?, —7w/2 < 0 < 0.
(

d) Investigue a continuidade de f.

1.2Q Mostre que ili% arctg <W> = g (veja o Exercicio 1.2F(c)).

y—0

1.2R Use coordenadas polares e mostre que ( %nn( ) (a:2 + y2) log /22 + y2 = 0.
z,y)—(0,0

Alerta! A mudanca para coordenadas polares pode nos levar a conclusoes falsas. Por exemplo,
2

em coordenadas polares a funcao f (x,y) = assume a forma:

x4 + 92
2r cos? 6 sen 0
r2 cost 0 + sen2 6’

f(rcosf,rsenf) = quando r # 0

e dafi segue que, ao deixar 0 constante e fazer r — 0, encontra-se lim f (rcos@,rsenf) = 0. Esse

r—0

cdlculo induz a afirmagao (falsal) de que o limite da fungao na origem é igual a 0. Ao longo do

2

caminho y = 22, contudo, tem-se rsen = 72 cos? § e, portanto:

2r cos?fsend

f(rcosf,rsenf) = .

=1, Vr,0.

Assim, no caminho y = 22 (ou rsen = r? cos? #), tem-se lin%f (rcos@,rsenf) = 1 e, portanto, a
r—

fungao f (x,y) nao tem limite na origem.
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Respostas & Sugestoes

Exercicios 1.1

1L.IA | (@) | (b) [ (c) | (D) | (e) [ (£) | () | ()| (D) |G| & [@]@m)]M@/|()]|®mI]I@]IH(H
A X X X X
F X X X X X X
L X X X X X X
C X X X X X X X X X X X
K X X X
YA YA YA
R R R
() (b) (¢
______ y A R y A
e
R §
....... @ ()
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y A Y A Y i
S | e . [\
: VR
(&) (h) (@)
y A y A v A
b R
R
/A s \ / ’
() (k) M
VA v A VA
R
.‘/-._\ R
a‘:: o :1*:: >
(m) (n) (0)
YA YA
R +
R‘ _
(p) ‘@
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(a) OR = {(z,y); y =0} (b) IR = {(z,y); 2 +¢* =1, 2 >0t U{(0,y); -1 <y <1} (c)
R = {(Ly); ¥y >0y U{(2,9); ¥y >0} U{(2,0); 1 <z <2} (d) IR = {(z,9); 2> +¢* =
1} U{(z,y); 22 +9y?> =2} (e) OR é constituida das retas ¢ = -3, 2 = -2, vt =2ex = 3
(f) OR ={(0,y); 1 <y <2 U{(z,1); = > 0} U{(2,2); = > 0} (g) OR = {(z,y); = = y}
(h) OR = {(£1,9); y > —1}U{(z,~1); -1 <z <1} (i) IR = {(z,9); 42” +¢* =9} (j)
OR ={(0,y); 0 <y <1} U{(z,sinz); 0 <z <7/2} U{(z,cosz); 0 <z <7/2} (k)IR ¢Eo
quadrado de vértices (0,1), (0,2), (1,2) e (1,1) (1) ORé o quadrado de vértices (0,41) e (£1,0)
(c) R ={(1,9); y > 0}U{(2,y); y > 0}U{(2,0); 1 <2 <2} (m)IR={(z,9); 2> —¢y* =1}
() OR = {(z,y); 2> +y* = 1} U{(2,0), —00 <z < 00} (0) IR = {(z,9); y = z°} (D)
IR ={(z,y); |z = [y[}-

1.1B (a)y > 22 e2zx >y (b) —|z| <y < |z] (¢)4a?+y2 <1 (d) 422+ 42/9 <1 (e
P2+y2 >4 )z>0 (ga—-1<y<az+1 (h)[z<3 y<2oulr>3ey>2 (i
xyg (l<a?+y2<4 K y#ED)"z+nr () (@2-1)(y2—1)"" > 0. Eis os

1<
m_

gréficos:

AP\

() : ) (¢)

8
Sy

Y

8y

(d) (©) ()
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K
8y
e
8y

() (h) (i)
Yy A y k.
» R
R
B -
........................... . " oz
(k) SRR ()
1.1C
Observe que a desigualdade (22 +y% —1)[(z —1)2+3%>—-1] <0 ik
é equivalente ao sistema:
?4+y’<1l e (z—1)%2+52>1 ou R
?2+y?>1 e (z-1)2+y2<1 . z
Fig. 1.3

1.1D Em cada caso fazemos z = A, A constante, e obtemos as curvas de nivel.
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(a) 22 +9y2 =X\ A>0 ®) 22 4+92 =V, A>0 () 22+ 92 =1/A\, A>0
YA YA YA
T T T
(d) 2?2 +1y2=e* =1, A>0 (e)z+y=A (f) x — y = arcsen \
y A Yy y
T T T
(g) |z| — |yl = A (h) 22 42y =8 — A (i)2$:c(m2+y2)
y A y A y A
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$2

(i) zy = A (1)4+7§=1—A2, A <1
Y
(m) |z —yl = A n) z+y* =\ (0)z—y2 =\
y /‘% y

1.1E No ponto Py (1,2) tem-se z = 0 e acurva de nivel por Py é y = 223. A reta tangente tem
equacdo y = 6z — 4 e sobre essa reta f = —4z3 4+ 12z — 8. Assim, quando z — oo, a funcio f

tende para Foo.

1.1F A origem, a esfera z? + y? + 22 = 1 e a esfera 22 + % + 22 = 2, respectivamente.

1.1G O hiperboléide de uma folha z2 + 3% — 22 = 1.

1.1H
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(d) z=3 (e) z==x fHlz+y+z=1
8| f
S
S
—
/ y ‘/—; y
(@) (b) (¢)
(d) 2 =seny z = exp /22 + y? (f) 2 =3 — 22 — 2
x SN
Yy y Yy
(d) (e) ()
(g)z:\/x2—y2 (h) z = /16 — 22 — o2
‘ y

y
(8)

(h)
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(l) z =sen (2% + y?)

(k)

1.1I (a) planos (b) elipséides (c) hiperboléides (d) cilindros.

1.2B Além dos caminhos canénicos como as retas, considere: y = /z em (e), y = —z%e® em (i),

3 2

y?=2%em (g) y =22 em (h) e y = —z¢® em (j).

Exercicios 1.2

12D ()0 (b) =1 ()1 (A)1/2 (e x/4 ()2 (g0 )0 @) (1+2v2)".

1.2E Como ilustracao, faremos o item (b). De fato:

322 +y—5|=[3(2* - 1)+ (y—2)| <3|z — 1z + 1|+ ]y —2|.

Se \/(a:— 1) + (y —2)*> < 6, entdio |z — 1| < d e |y — 2| < & e teremos 322 +y — 5| <38 |z + 1]|+4.
Para evitar uma equagao do 2° grau em §, admitamos que o § procurado seja menor do que 1. Assim:
lt+1 =]z —1+2 < |r—1]+2 < d+2 < 3 e, portanto, }3:62 +y— 5’ < 104. Para concluir,

imaginemos ¢ > 0 dado e escolhamos § = £/10. Dessa forma teremos:

0<\/(x—1)2+(y—2)2<5:\3m2+y—5}<e.

ke escolhendo k adequado  (b) Idem.

1.2G (a) Considere os caminhos y =0ey ==z

1.2H (a) 0 (b) 0 (c) 3/8. A fungao nao tem limite em (0,0).

1.2T (a) sim (b) sim (c) ndao (d) nao.
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1.2J A funcdo f (z,y) é combinacdo de fungoes elementares sendo, portanto, continua em seu

dominio.
(a) D(f)={(z,y); >20ey>00uz<0ey<0} (b)D(f)={(z9); y#2x}
(¢) D(f) ={(z,y); y # £1} (d) D(f) ={(z,y); (z,y) # (0,0)}

1.2K Note que a funcao estd definida em todo plano R2.
a) f é descontinua nos pontos da reta y = x, exceto no ponto (1/2,1/2);
b) f & continua em todos os pontos do R?;
c¢) f & descontinua na origem;

e) f é descontinua na origem;

)
f)

(
(
(
(d) f nao tem ponto de descontinuidade, isto &, ela é continua em todo R2;
(
(f) f ¢é descontinua nos pontos da elipse 4% + 9y2 =1;

(

g) f é descontinua nos pontos da esfera 22 + y? + 22 = 1.

1.2L A fungao g é descontinua em (0,0) porque o limite de g (z,y) na origem ¢ 0 e g (0,0) = 1.
Para remover essa descontinuidade basta redefinir g na origem pondo ¢ (0,0) = 0. A fungao h (z,y)
é descontinua em (0,0) porque nao tem limite nesse ponto. Esse é o caso de uma dsecontinuidade

que nao pode ser removida.

1.2M Usando coordenadas polares, obtém-se:

sen '1"2

li = lim —— = 2.
(qj7y)li§070) f(@9) r20 1 — cost

Note que, sendo f (0,0) = 0, a funcdo f é descontinua na origem. Essa descontinuidade pode ser

removida redefinindo f na origem por f(0,0) = 2.

1.2N Em cada caso aplique-se o Teorema do confronto.

(a) 1— x2y? o arctan (zy) arctan (zy)

< <1l= lim =1
3 zy (z,y)—(0,0) Y
(b) 2 — |zy| <4—4cos\/]a:y| <9— lim 4 — 4 cos \/|zy| _

6~ |zy] (2:)—(0.0) |zy]
1.20 Vejamos a continuidade de f (z,y). Fora da origem a fungao f é uma combinagao de fungoes
elementares sendo, portanto, continua. Na origem, temos:

1
lim  f(z,y) = lim

— = 0=f£(0,0).
(z,y)—(0,0) r—0 exp (1/12) 1(0,0)
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Az, 0 0,A
Logo, f é continua em todo plano R?. Verifique que lima,_.g f(AJZ,) = limay—0 f(A’y) =0.
€L Y
1.2P
A . . ka? .
(a) Ao longo da reta y = kx, temos lim,_,¢ f (z, kz) = lim,_0 P 0;
(b) Ao longo da curva y = —2%/3¢% | aplique a regra de PHopital e mostre que o limite néo ¢ 0.

1.2Q Segue diretamente do Exercicio 1.2F(c).

1.2R Usando coordenadas polares e a Regra de L’Ho6pital, obtemos:

( l)irr%O 0 (x2 + y2) log /22 + 32 = lir% (T2 log r) = lim log r =0.
z,y)—U, T— —

Em que momento no cédlculo do limite acima foi utilizada a Regra de L’Hopital?
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