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2% Lista de Exercicios

1) Em cada um dos exercicios abaixo calcular a integral de linha do campo
vetorial f ao longo do caminho indicado:
a) [o(z* = 2zy)dz + (y* — 2zy)dy sendo C o arco de pardbola y = 2 que
une os pontos (—2,4) e (1,1).
(x +y) d:v (r—y)dy
fC 2 + y
percorrida no sentido contrario aos ponteiros do relégio.
fc dx i dy onde C' é o contorno do quadrado de vértices (1,0), (0,1), (—1,0)

e (0, 1) percorrldo no sentido contrario aos ponteiros do relégio.

onde C' ¢ a circunferéncia z? + y? = a2,

%
)f(x y,z) = £i :y?—l—(xz—y)k ao longo do caminho dado por
(t):t2z +2t7 +43k, 0<t < 1.

e) fc ydr + zdy + xdz, onde C' é a curva de intersecao das superficies
r+y=2ex?+y?>+ 22 =2x+y). A curva é percorrida de modo que
mirando da origem o sentido é dos ponteiros do relégio.

2) Um campo de forcas f do espago tridimensional vem dado por f(z,y, z) =

- =

x i +yj +(xrz—y) k. Calcular o trabalho realizado por esta forga ao mover
uma particula desde (0,0,0) a (1,2,4) ao longo do segmento de reta que une
esses dois pontos.

_>
3) Calcular o trabalho realizado pelo campo de forgas f(z,y,z) = y* i +

— - . -
22§ + 2%k ao longo da curva de intersecio da esfera x? + 3% + 22 = a? e

o cilindro 2 + y? = az, sendo z > 0 e a > 0. O caminho é percorrido de
modo que, observado o plano xy desde o eixo z positivo o sentido seja dos
ponteiros do relégio.



4) Considere um arame semicircular uniforme de raio a. a) Demonstrar
que o centréide estd situado no eixo de simetria a uma distancia 2a/7 do
centro. b) Demonstrar que o momento de inércia do arame com respeito ao

) 1
diametro que passa pelos extremos do arame é §M a®, sendo M a massa do
arame.

5) Achar a massa de um arame cuja forma é a da curva de intersegao da
esfera 22 + y> + 22 =1 e o plano . + y + z = 0 se a densidade do arame em
(z,9,2) é x°.

6) Dado um campo vetorial bidimensional

f(z,y) = P(z,y)

oP
em que as derivadas parciais 0 e a7 sao continuas num conjunto aberto
Y x
S. Se f é um gradiente de um certo potencial ¥, demonstrar que
or  0Q
dy  Ox

em cada ponto de S.

7) Em cada um dos seguintes campos vetoriais, aplicar o resultado do
exercicio 6 para demonstrar que f nao é um gradiente. Achar seguidamente

um caminho fechado C' tal que ]{ f#0.
c

2) flay) =yi a7,

b) f(z,y) =y i + (vy — )

—
J.

8) Em cada um dos exercicios abaixo estd definido um campo vetorial f.
Em cada caso determinar se f é ou nao o gradiente de um campo escalar.
Quando for um gradiente encontrar a funcao potencial correspondente.

— 7 =
flx,y)=3z%yi +2° 7.
— —
) flw,y,2) = (w+2) i —(y+2)J +(z-v)
37 2,377 2, 27
flx,y,z) =2zy® @ +a°2° 5 + 32°yz°* k.

¥,



1) Seja S um paralelogramo de lados nao paralelos a nenhum eixo co-
ordenado. Sejam S7,55 e S3 as areas das projecoes de S sobre os planos
coordenados. Demonstrar que a drea de S é \/S? + S3 + S2.

2) Calcular a area da regiao que no plano = + y + z = a determina o
cilindro 2% + y? = a?.

3) Calcular a drea da porgao da esfera 2 +y?+ 22 = a? interior ao cilindro
2% +y* = ay, sendo a > 0.

4) Calcular a drea da porgao da superficie 22 = 2zy que se projeta no
primeiro quadrante do plano-xy e limitada pelos planos x =2 e y = 1.

5) Calcular a drea da porcao de superficie conica 22+ y? = 2?2 situada por
cima do plano-zy e limitada pela esfera 22 + 4% + 22 = 2ax.

6) Calcular a drea da porciao de superficie conica 2?2 + y? = 2? situada
entre os planos z =0 e z + 2z = 3.

7) Calcular a area do toro de equagao vetorial

%
7 (u,v) = (a+ vcosu) sinv 7 -+ (a+bcosu)cosv7+bSiuk

onde 0 <b<ael<u<2m 0<wv <27
8) Seja T o disco unitdrio no plano wv, T = {(u,v): u?+0v* <1}, e
ponhamos

2u — 2u - W+ -1—

- -
(u,v) w2 +v2+1 ! +u2+v2+1‘7 +u2+v2+1

a) Determinar a imagem por r de cada um dos seguintes conjuntos: a
circunferéncia unitéria u? + v? = 1; o intervalo —1 < u < 1; a parte da reta
u = v situada em T

b) A superficie S = r(T") é muito conhecida, diga qual é.

9) Seja a semiesfera z2 + y? + 221, z > 0, e ?(m,y,z) g + y7

Seja 7 o vetor normal unitério exterior de S. Calcular o valor da integral de

superficie / / ? - 7dS, empregando:
s

_>

- L= . . . . -
a) a representacao vetorial 77 (u,v) = sinwucosv i +sinusinv j +cosu k ,

b) a representagao explicita z = /1 — 22 — y2.

10) Demonstrar que o momento de inercia de um recipiente esférico ao

2

. . 2 .
redor de um diametro é igual a gma , sendo m a massa do recipiente e a o

seu raio.



11) Seja S a porcao do plano limitada por _1>1m trlangulo de vértices
(1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1) e seja ?(m,y, z) =x1 + yj + Zk Represen-
tamos com 7 a normal unitdria a S que tem componente z nao negativa.

Calcular a integral de superficie / / ? - 71dS utilizando:

a) a representacao vetorial r(u,v) = (u + v) T (u—w) 7} + (1 — 2u) ?,

b) uma representagao explicita da forma z = f(z,y).

12) Seja S uma superficie paramétrica dada na forma explicita z =
f(z,y), onde (x,y) varia numa regiao T, projecao de S no plano zy. Sejam

=Pi+Qj+REk e 7 a normal unitdria a S de comgonerge Z Nao neg-
ativa. Empregar a representagao paramétrica r(x,y) =z i +y j + f(x,y) k
e demonstrar que

//? TS = //( P——QﬁJrR)dxdy,

onde P, e R estao calculadas em (z,vy, f(z,v)).
13) Seja S a mesma superficie do exercicio 12), e seja ¢ um campo escalar.
Demonstrar que

o [foten s - /mmwu(af) - (2 oy
//¢xy, Ydy A\ dz = /¢a:y, (x,y)) fdxdy
//quy, Ydz A\ dx = /gzﬁxyfxy fdxdy

14) Se S é a superficie da esfera 22 + y* + 2% = a?, calcular o valor da
integral de superficie

//xzdy Adz + yzdz A de + 2dx A dy.

Eleger uma representacao para que o produto vetorial fundamental tenha a
direcao da normal exterior.



