Calculo Diferencial e Integral 3

Prof. Milton de L Oliveira
10 de dezembro de 2023

1 Integrais Duplas
Considere a figura 1 abaixo que estabelece uma regiao R no plano.

R

Figura 1: Regiao no Plano

Dividimos a regiao R em regioes retangulares conforme a figura 2 abaixo.
A totalidade das subregices retangulares fechadas inteiramente contidas em R
constitui uma particao interior de R. Designando por Ry, Rs, --- , R,, essas
subregides retangulares, entao a particao interior é P = {R;, i = 1,--- ,n}.
O comprimento da maior diagonal das R; serd denotada por ||P|| e chamada
norma da particao P. A area de R; denotamos por AA;. Veja a figura 3.

Definicao 1. Seja f uma funcao de duas varidveis definida numa regiao R
e P={R;,i=1,---,n} uma particio de R. Uma soma de Riemann de f
para P € qualquer soma da forma

onde (u;,v;) estd em R;.



~

Figura 2: Regiao no Plano dividida em Retangulos

R

Figura 3: Regiao dividida por Retangulos menores inteiramente contidos nela

Definicao 2. Sejam f uma funcao de duas varidaveis definida numa regiao
R e L um numero real. A afirmacao

||P||—>0; ( )
significa que, dado € > 0 arbitrdrio, existe 6 > 0, tal que se P = {R;} € uma
particao interior de R com ||P|| < 6, entdo

<e¢€

zn: f(ul, Ui)AAZ' — L

=1

para qualquer escolha de (u;,v;) em R;.



Definicao 3. Seja f uma funcao de duas varidaveis definida em R. A integral
dupla de f sobre R, é dada por

//Rf(:v,y)dA = ggo;f(ui’vi)AAi

desde que o limite exista.

Definigao 4. Seja f continua  com f(x,y) > 0, para todo (x,y) € D
(regigo de defini¢ao de f). O volume do sdlido compreendido entre o grdfico
de z = f(x,y) e acima de D é

V= //f(x,y)dA.

Veja a figura 4.

S:z:f(x,y)

—

b
Figura 4: Sélido abaixo do grafico de S e acima do dominio D

Se f(x,y) < 0 em R, a integral dupla de f sobre R é o negativo do volume
solido situado acima do gréafico de f e sob a regiao R.



Teorema 5. Seja f uma fungao integravel e ¢ uma constante real qualquer.
Temos que

(z)//cfxydA—c//fxy
(zz)// (x,y) +g(x,y))dA = /f:vydAJr// g(z,y)d

(1i1) Se R € a uniao de duas regzoes nao superpostas Ry e Ry entao

[[#@waa= [[rwpirs [[ 1@

(iv) Se f(z,y) >0 em R entdio / f(z,y)dA > 0.

2 Integrais Iteradas
Se R é uma regiao retangular do tipo
R={(z,y): a<z<b, c<y<d}

entao a integral de uma funcao f definida em R é dada por

4f(x,y)dA—/a/cf(a:,y)dydx—/a / o)ty
4/f(:v,y)dA:/c /a f(x,y)d:cdy:/c /a f(x,y)dx_ dy.

Exemplo 6. Calcule f1 ff 22 + 62%y) dydz.
Solucao: Por defini¢ao

4 p2 4 y2 2
/ / (Qx + 6x2y) dydx = / [2xy + 622 (—)} dx
1 J-1 1 2)1 4

= [+ 122) — (20 4 807

1

4
= / (695 + 9:702) dx
1

= [3:162 + 3:v3]11 = 234.

ou
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Exemplo 7. Calcule ffl f14 (22 + 62%y) dzdy.
Solugao: Temos que

2 4 21 2 23 4
/ / (2x + 6x2y) drdy = / 2—+6| — |y| dy
—-1J1 L 2 3 1

- /2 [(16 4 128y) — (1 + 2y)] dy

1

2
:/ (126y + 15) dy
-1

= [63y> + 15y]” , = 234.

Agora queremos integrar sobre regioes dos tipos R, e R, abaixo. Seja R
uma regiao do tipo R,, ou seja, uma regiao definida por

R, ={(z,y) eR*: gi(z) <y < goa), a<z<b}
ou do tipo R,, isto ¢, uma regiao definida por

Ry ={(z,y) e R*: hi(y) <z < ho(y), c<y<d}

/ / F(,y)dA = / b / g;f) F(,y)dyds
jo T

/ / f(,y)dA = / d / h(()) £ y)ddy.
R, !

Conforme as figuras 5 e 6.

entao temos que

ou



d
z = h(y) x = ha(y)
c
a . b t T
Figura 5: Regiao do tipo R, Figura 6: Regiao do tipo R,

Exemplo 8. Calcule f02 fjf (23 + 4y) dydz.
Solugao: Por defini¢ao

2z

/02 [/;x(xg‘—i—ély)dy} dx:/OQ {x3y+4y;L2dx
[

- /02 (2° (2z) + 2(22)?) — (:c%? +2 (:c2)2>] dx

Exemplo 9. Calcule f13 ff 2y cos xdxdy.
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Figura 7: Regiao do exemplo 8

Solugao: Temos que

3 o2 3
/ / 2y cos xdxdy = / 2y [sen x]%
1 Jr 1

3

71'] dy

2y |seny“ — sen
Y ?J 6

2y seny? — y) dy

213
[_cosy __]
1

= —4 —cos9 + cos 1.

/3
g

Exemplo 10. Seja R a regidgo do plano-zy delimitada pelos grdficos de y =

senx ey = cosx com x variando de 0 a 5. Calcule (y + 1)dA.

Solugao: Temos que

cosx x 2 cosx
//y+ 1)dA = / / y+1dydx—/4 {%ﬂ/] dx
senx 0 senx

1 [cos®x sen? x
= + cosx — —senxz| dx
. |2 2

1 i 3
= {—sen2x+sen$~l—cos:v] =v2-=.
4 . 4



x=m/6 T = y?

Figura 8: Regiao do exemplo 9

Y =senx

Yy =CoST

INE

Figura 9: Regiao do exemplo 10

2.1 Area e Volume

Ja vimos que se f(x,y) > 0 e f é continua, entdo o volume V do sélido
compreendido entre o grafico de z = f(x,y) e sobre uma regiao R, do plano
xy é:

V = /RI f(z,y)dA

Deduz-se portanto, que

b rga(x)
V= / / f(x,y)dydz.
a Jgi(x)



A area da regiao R, é dada por:

A= / / a4
neste caso,

A @) ’
A:/n/()@M”:/h@%ﬂ$=/Wm@%—m@Wm
a Jgi(z o .

De modo analogo, temos que para regioes do tipo R, vale resultado seme-
lhante, isto é,

V:/Ry f(z,y)dA

d rha(y)
V= / / f(x,y)dzdy.
c Jhi(y)

e a drea da regiao R, vem dada por

A—//R 14

Y

e portanto, que

o que nos da
d pha(y) d hao) b
A= iy = [ Wiy = [ ihato) - mw)av
c hi(y c a

Exemplo 11. Ache a drea A da regiao do plano-xy delimitada pelos grdficos
de 2y =16 — 22 e x + 2y = 4.

Sol.: Temos que
2

x x
8- ey=2-".
y 5 ey 5

Interceptando as duas equagoes acima obtemos

x z? x x?
2—5—8—? 0u2—§—2(4—z)
ou ainda
T T T T z
2—5—2(2—5)(2+§) ou (2—5)[1—2(2+§)]—0



o que implica

x T = -3, ou
(2—5)(—3—x):O:>{ -

Logo:

4 S—ﬁ 4 2 4 2
A:// Qdydx:/[8—I——(2—£)]dx=/[6+z—$—]dx
A LT 2 T2

xXr

2 3 343

4 6 12

Exemplo 12. Ache a drea A da regiao do plano-xy delimitada pelos grificos
dex=19 r+y=2cy=0.
Sol.: Interceptando x = ¥ com x + y = 2, obtemos:
v¥H+y—2=0

cuja raiz ¢ y = 1. Logo, temos:

1 ¥z 2 p2—z
A= / / dydz + dydzx.
o Jo
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Exemplo 13. Ache o volume do solido do primeiro octante delimitado pleos
planos coordenados, pelo paraboldide z = x> +y> +1 e pelo plano 2z +y = 2.

Sol.: Temos que

/ / (2% + y* + 1)dydx

=/ g+ Lyl o
0 3

- /l[ﬁ(z —2r) + @ -2 2)da

114 14
= / [~ =2 + 102 — 102 + —]dx
o 3 3

7 10 14 11
= [—=a' + Z2® — b + =) =

6 3 3707 6

Exemplo 14. Ache o volume V do sélido que estd no primeiro octante e
¢ delimitado pelos trés planos coordenados e pelos cilindros ? + y?> = 9 e

Y422 =0.

Sol.: O sélido esta situado abaixo do grafico de z = /9 — y? e acima da
regiao R (que equivale a um quarto do circulo x? + y? = 9, junto com os
pontos interiores ao circulo). Assim:

/ / o= dedy
= [ o=y

= /03(9 —y?)dy

3
Y
= [9y — 3]3 = 18.

2.2 Integrais duplas em Coordenadas polares

Considere a regiao R como na figura 11, delimitada por arcos de circulos de
raios 71 e 19 € por dois raios que saem da origem. Se Af é a medida em
radianos do angulo entre os raios e se Ar = ry — r; entao a area AA de R é

AA = —r2A0 r%A@

11



r20

Figura 10: A drea de um setor circular de raio r e angulo § é A = =~.

Figura 11: Setor Polar

ou
AA = %(r% —r1)A) = %(TQ + 1) (rg — 1) A0

chamando 7 = $(ry + 1) entao

AA =TArAf.

Agora consideremos a regiao R como na figura 12, delimitada por dois
raios que fazem angulos a e [ com o eixo polar, e pelos graficos de suas
equagoes polares r = g1(0) e r = go(f), em que g; e g2 sdo fungdes continuas
e g1(0) < ¢g2(0) para a < 0 < 5.

Subdividimos R por meio de arcos circulares e raios conforme a figura
13. Entao a colecao de setores polares elementares Ry,---, R, que estao
completamente dentro de R é chamada a particao polar interior P de R. A
|| P|| é o comprimento da maior diagonal dos Rj,. Escolhido um ponto (ry, 0%)
em Ry talque r; seja o raio médio, entao

AAk = T‘kAT‘kAHk.

Se f é uma funcao continua das variaveis polares r e 6 entao temos o
seguinte resultado.

/ /R F(r,0)dA = /a ’ /g g(:) F(r,0)rdrdd

12

Teorema 15.



Figura 12: Regiao Polar

Figura 13: Particao da Regiao Polar

13



= lim Z f(Tk, Ok)rkArkAGk
k

[P|—0
Se f(r,0) =1 em toda R, entdo a integral acima é igual a drea de R.

Exemplo 16. Ache a drea da regigo R exterior ao circulo r = a e interior

ao circulo r = 2asin .

Figura 14: Regiao Circular

Sol.: Os pontos de intersecao destes circulos sao:

1 T 5%
=2asinfd = sinf=-=0,=—e¢ly = —.
a a sin sin 5 1 6e b 5

Logo:

57

Sm 2a sin 0 2% 92
A:/G/ rdrd8:/6 [%]fﬁsin@de:

5 Ja 5

5

5t

3 2 5
(2a*sin? 0 — a—)d@ =a’ (2sin? 6 — 1)dG
x 2 x 2

1 1 sin 260 _ 5
=a’ 1—cos20 — -)df = a’[-0 — 2
a/g ( cos 2) a[2 5 ]g

V3
FRETR

ol

14



Note que x = acosf, y = asinf, nos faz deduzir que
r = 2asinf
implica em

Py =2ay =2+ —2ay+a*=a*= 2>+ (y—a)’=d

Exemplo 17. Ache a drea da regiao R delimitada pelo lago da lemniscata
r? = a%sin20, a > 0.

.+ Quando ¢ variar de 0 a 7, varremos um laco da lemniscata. Segue

Va2 sin 20
e [T - [

1 T
= 5/0 a? sin 20d6 = —7¢ ?[cos 203

que:

1 1
— —ZaQ(—l -1)= §a2.

Formula de mudanc¢a de varidvel:

/ /Rf (z,y)dydz = / / f(rcos 0, rsin 6)rdrde.

Exemplo 18. Utilize coordenadas polares para calcular

o aTa? i
/ / (2% + y*)2dydz.
—a JO

3 Integrais Triplas

Consideremos um sélido () no espago tridimensional, dividimos esse sélido
em regioes cubicas, ou seja, dividimos o sélido () em uma particao P que é
a uniao de n cubos )1, ...,Q0,, que estao inteiramente contidos em (), veja
a figura 15. Considere um cubo @)} que esta contido no sélido, e tome um
ponto Py(Zg, Yk, 2x) dentro do cubo Q.

15



Figura 15: Sélido ) no espaco

Seja f uma fungao de trés varidveis x, y, 2z definida no sélido @), aplicamos
f no ponto P, e multiplicamos pelo volume desse cubo AV}, formamos entao
a soma de Riemann

Zf(mmykyzk)AVk
K

a norma da particao P = @)1 U ... U @, é dada pela maior diagonal dos Qy,
|P| = maxi<k<, diagonal{Q}. Dai tomamos o limite quando a norma da
particao P tende a zero, se esse limite existir entao teremos a integral tripla
de f sobre @), ou seja, integral tripla de f é

///f(x’ Y, 2)dv = “lji'rilozk: (@, Yk, 21)d V.
Q

No caso em que () é um paralelepipedo dado por

Q={(r,y,2)eR*: a<2<bh c<y<d m<z<n}

///f(x’y’z)d'” - /ab /cd/mn f(x,y, 2)dzdydz.
Q

16
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Exemplo 19. Calcule ///(:Uy2 +y2*)dv se

Q={(r,y,2)eR®: —1<x<1,3<y<4, 0<z<2}.

Solucao:

4 1 g2
/ / / (zy® + y2°)dzdady = 28.
3 J1Jo

Suponha agora que () seja uma regiao do tipo

Q= {(x,y,z) cR®: (z,y) € Reki(x,y) < zgkg(x,y)}

onde ki e ky sao funcoes com derivadas parciais primeiras continuas em toda
regiao R. A regiao @) estd entre os graficos de z = ki(x,y) e z = ka(x,y) e
sob ou sobre a regiao R. Segue que se f é continua em @) entao

ff o= [ [ s

Se a regiao R é do tipo R, entao

g2(x) k2(wy
// f(@,y, 2 dU—/ / / (x,y, z)dzdydz..
ki(z,y)

Analogamente se a regiao R ¢ do tipo R, entao

ha(y ka( l’y)
// f(z,y, z)dv —/ / / f(z,y, z)dzdzdy.
k1(z,y)

Exemplo 20. Ezpresse // f(z,y,2)dv como uma integral iterada se Q) é

dA.

a reqiao do prz'meiro octante delimitada pelos planos coordenados, pelo para-
boldide z = 2 + z* +1 192 ¢ pelo cilindro 2* + y? = 1.

Solugao: Segue dai que

1 V1—22 2+x2+iy2
J[[t@aai= [ [7 ] £ (2,9, 2)dzdydz.
0 0 0
Q

17



Se f(z,y,2z) = 1 em toda regidao @, entao a integral tripla de f sobre @ se

escreve como dV e seu valor é volume do sélido determinado por Q.

para o exemplo acima o volume de @) é

1 VI=2? p24a?4+1y?
= / / / dzdydzx..
o Jo 0

Exemplo 21. Ache o volume do sélido S delimitado pelo cilindro x®> =y e
pelos planos y+z=4 ez = 0.

2
/ / / dzdydx— 56
—2 Jx2

Q={(z,y,2): a<x<b h(x) <z< hy(x), ki(z,2) <y < ky(z,2)}

ha(x ko(z,2)
//fxy, dv—// / flx,y, z)dydzdx

Exemplo 22. Ache o volume da regiago () delimitada pelos grdficos de z =
322, z=4—-2%, y=0 e z+y=06.

1 4—x2 6—=z
4
:/ / / alyalzalq::ﬁ
-1 3$2 0 ].5

Se () é uma regiao do tipo

Q = {(Jf,y, Z) : (y,Z) € R7 ]ﬁ(y,Z> <z < kQ (y,Z)}

[ffewsin= ] [ o

Solucao:

Se @ for da forma

entao

Solucao:

entao
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4 Momentos e centro de massa

Suponha que temos uma lamina nao-homogénea L que tenha a forma de uma
regido R do plano-xy. Se a densidade de massa por drea no ponto (z,y) é
d(z,y) e 0 é continua em R, entdo

m—//Ré(x,y)dA

Seja P = {R;} uma partigdo de R e, para cada k, seja (xy,y;) um ponto
arbitrario de Ry. Como 0 é continua, podemos pensar que ¢ é quase constante
em Ry. Logo, se ||P| ~ 0, a massa Amy que corresponde a Ry pode ser
aproximada por 6(xy, yr)AAg, em que AAg é a drea de Ry. Admitindo a
massa Amy concentrada em (xy,yx), entdo o momento deste elemento de
L em relagdo ao eixo-x é o produto de yxd(xy, yx)AAr. Como a soma dos
momentos deve aproximar o momento da lamina, definimos o momento M,
de L em relacao ao eixo-x como segue:

M, = lim Zyk5(l‘k7yk)AAk=// yo(z,y)dA
: R

I1Pl|—=0

Da mesma forma o momento M, de L em relacao ao eixo-y ¢é

M, = lim Zxk(S(xk,yk)AAk:// zd(x,y)dA
: R

P[0

Definimos o centro de massa (ou centro de gravidade) da lamina como o
ponto (Z,7) tal que T = M,/m, §y = M,/m.

Se L é homogénea, entao a densidade de massa por drea d(z, y) é constante
e pode ser cancelada nas equagoes acima.

Exemplo 23. Uma lamina tem a forma de um triangulo retangulo isosceles
com lados iquais de comprimento a. A densidade de massa por drea no ponto
P ¢ diretamente proporcional ao quadrado da distancia de P ao vértice oposto
a hipotenusa. Ache o centro de massa.

Sol.:
A lamina é a mesma do exemplo anterior. Temos que 6(z,y) = k(2?+y?),
e ja sabemos que m = $ka*. Por definiao:

a a—x 1
M, = // zk(x® + y*)dA = / / vk(z® + y?)dydr = —ka®.
R 0 0 15
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Logo,
1—15ka5 2
T = = —a.
tha* 5
Analogamente, M, = 1—15k:a5 ey = %a. Assim, o centro de massa da lamina é

(3a.3a).

Exemplo 24. Uma lamina tem a forma da regiao R do plano-xy delimitada
pela pardbola x = y? e a reta x = 4. A densidade de massa por drea no ponto
P(z,y) € diretamente proporcional a distancia do eizo-y a P. Ache o centro
de massa.

Sol.:

A densidade de massa por drea em (z,y) é d(z,y) = kx para uma cons-
tante k. Segue-se da forma de ¢ e da simetria da regiao, que o centro de
massa esta sobre o eixo-z, isto é, y = 0.

Por definicao, temos que

m= //kdi—k;//:cd:cdy

1 12
= / {—12} dy = —k/ (16 — y*)dy = 8k:
-9 2 yz —92 5

Temos também que

M, = // k:ch_k:// w2 dwdy

1, / 512
= -z dy = —k 64 —y’)dy = —F.
/2 |:3 :|y2 v 3 ,2( 4 ) 4 7

Consequentemente:

8|
|
|

logo o centro de massa é (2,0).
Momentos de Inércia de uma lamina:

I, = // y?0(x,y)dA (Momento de Inércia em relacio ao eixo-)
R

I, = / / 225(x,y)dA (Momento de Inércia em relacio ao eixo-y)
R

Iy = // (* +y*) 0(z,y)dA (Momento polar de Inércia, em relagao a origem).
R

20



Exemplo 25. Uma lamina tem a forma semicircular da figura *. A den-
stdade de massa por drea € diretamente proporcional a distancia do eizo-x.
Ache o momento de inércia em relacao ao eixo-x.

Sol.:
Por hipdtese, a densidade de massa por drea em (x,y) é §(z,y) = ky.
Temos que o momento de inércia em relacao ao eixo-x é

a Va2—x? arq Va?—z?
I, = / / y* (ky)dydx = k/ {—y‘l} dx
—a JO0 —a

1 @ 4
= Zk/ (a* — 2a*2* + x')dr = 1—5k5a5.

—a

Os momentos de inércia sao uteis em problemas que envolvem a rotacao
de um objeto em torno de um eixo fixo. Por exemplo, a rotacao de uma roda
( ou um disco) em torno de um eixo. Se uma particula P da roda tem massa
m e esta a uma distancia k do eixo de rotagao, entao o momento de inércia [

o

de P em relacio ao eixo é mk?. Se a velocidade angular o7 € uma constante

w, entao a velocidade v da particula é kw. Sabemos que

Como v = kw,
1

1
E, = —mk*w® = —Iw?
2 2
Como E,. = %Iwz, a energia cinética € diretamente proporcional ao momento
de inércia.

Consideremos agora um soélido com a forma de uma regiao tridimensional
(. Suponha que a densidade de massa em (x,y,z) seja 0(z,y,2) e que §
seja continua em toda Q. Seja {Q} uma partigao interior de @, e seja AV}, o
volume de Q. Se (xk, Y, zx) € um ponto de Q) entdao a massa correspondente
¢ aproximadamente igual a 0(zk, Yk, 2x) AVik. A massa do sélido ¢ o limite de
tais somas, isto é, ffo §(x,y, 2)dV.

O momento em relagdo ao plano-ry da parte do sélido que corresponde
a Qp é aproximado por zxd(Zg, Yk, 2x)AVk. Somando e tomando o limite,
obtemos o momento do solido M,, em relagao ao plano—zy. Analogamente,
obtemos os momentos M,. e M,, do solido em relagao aos planos yz e xz,
respectivamente. Ou seja, temos

Momentos e centros de massa em trés dimensoes:

m = ///@ 5z, y, 2)dV.

21



Mwy:///Qzé(:c,y, 2)dv
M,. — / / /Q yo(,y, 2)dV
M, / / /Q 26(z,y, 2)dV

My, _ M, _ M,
ay_ 72_
m m m

T = (centro de massa)

Centréide: (z,y,z) = 1, obtemos o centrdide (7,7, Z).

Exemplo 26. Um sélido tem a forma de um cilindro circular reto de raio
da base a e altura h. A densidade num ponto P € diretamente proporcional
a distancia de uma das bases a P. Ache o centro de massa.

Sol.: No exemplo anterior, vimos que d(x,y, z) = kz, e obtivemos m =
%ﬂ/{:hQa?.

O centro de massa estd no eixo-z, de modo que basta achar z =
Além disso, pela simetria do sélido e pela forma de d, podemos calcular M,,
da seguinte forma:

a pVa2-x2 ph
M,, = 4/ / / 2(kz)dzdydz
o Jo 0

a pvVa?2—z? 23 h
=4k / / {—] dydzx
0 0 3 0

4 a va2—x?
— Zpn? / / dydz
3 0 0

4 a /02 2
= gk’hg/ [y]oa - dl'
0

4 a

= 5/{;]13/ Va2 — z2dx
0

4 1 1

= —kh®-7ma® = —7kh3d>.

3 4 3

M,y

Dai 1 3 92
5 — sz _ ?ﬂ_kh a _ gh
m §7Tkh2a2 3

logo, o centro de massa ¢ (0,0, 2h).
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Exemplo 27. Um solido tem a forma da regiao do primeiro octante delimi-
tada pelo paraboldide z = 4 — 922 — y? e os planos y =4x, 2 =0 ey =0. A
densidade em P(x,y, z) é proporcional a distancia da origem a P. Estabeleca
integrais iteradas para calcular 7.

Sol.: A densidade em (z,y, 2) é 0(z,y, 2) = k(2® + y* + 2%)2 para algum
k. Temos que

8 o\A—y3/3 4922
m = /5 / / k(2?4 y* + 22 2dzdady
0 Y 0

/4
8 fA_ 03 92242
M, = [ e ymk(a:2+2+21/2ddd
yz = Yy~ +27) dzdrdy
0 y/4 0
M

Yz

T = .
m

Se uma particula de massa m estd no ponto (x,y, z), entdo sua distancia
ao eixo-z ¢ (z? + yz)% e seu momento de inércia I, em relacao ao eivo-z
define-se como (22 + y*)m. Da mesma forma, os momentos de inércia I, e
I, em relagao aos eizos x e y sao (y* + 2%)m e (2 + 2%)m, respectivamente.
Para sélidos () obtemos o seguinte.

Momento de inércia de sdélidos

I = ///Q(:c2 +42)d(z,y, 2)dV
I, = ///62(22 +4*)d(z,y, 2)dV
I, = ///Q(:v2 + 22)6(z,y, 2)dV

Exemplo 28. Ache o momento de inércia, em relacdo ao eixo de simetria,
do solido cilindrico descrito no exemplo anterior.
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Sol.: Como 6(x,y, z) = kz, temos

a va2—x? h
I, =4 / / / (2% + y*)kzdzdydx
0 0 0
a va?—x? 22 h
= 4k / / (2% + y?) {—} dydz
0 0 2 0
a pvVa?-z?
= 4kh2/ / (2% + y*)dydx
0 0

V=
1
— 2kh2/ {ny + §y3}
0 0

@ 1
= 2kh2/ {xQ\/ a? —z?+ 3 (a® — ZE2)3}
0

dx

1
= Zﬂ'kh204.

Exemplo 29. Um sdlido homogéneo tem a forma da regiao Q) delimitada
pelo cone 22 — y?> + 22 = 0 e o plano y = 3. Estabeleca uma integral tripla
para calcular seuw momento de inércia em relagao ao eiro-y.

Sol.: Note que o trago do cone no plano-zy é o par de retas © = =+y.
Denotando por k a densidade constante, temos

3y pfa?
I, = / / / (z* + 2} kdzdxdy.
0 JoyJo\fraz

5 Coordenadas Cilindricas e Esféricas

Coordenadas cilindricas constituem outra maneira de identificar um ponto no
espaco. Dado um ponto P, no espago, sua projecao no eixo-z, fornece a cota
z, e sua projecao no plano fornece coordenadas polares r e 0. As coordenadas
cilindricas de P sao r, 6 e z. Tomando no plano os eixos-z e y, temos as
relagoes © = rcosf e y = rsinf. Se ry > 0, entao o grafico da equacao
r = 19, ou equivalentemente, x? + y* = rZ, é um cilindro circular reto de
raio rg com eixo ao longo do eixo-z. Se 0y e zy sao nimeros reais, entao o
grafico de 6 = 6y é um plano contendo o eixo-z e o grafico de z = 2y é um
plano perpendicular ao eixo-z.

Exemplo 30. Escreva a equagdo de 2> = x* +y* em coordenadas cilindricas
e esboce o grdfico.
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Usando coordenadas cilindricas
22 =7r?ouz==+r

Exemplo 31. Escreva a equacao em coordenadas retangulares e esboce seu
grafico num sistema de coordenadas xyz.

(a) z = 4r? (b) r=4sen.
Solugao: (a) Temos que
z=4 (:c2 + y2) (paraboldide)

(b) r = 4sen 6 pode ser escrito em coordenadas retangulares da seguinte
forma

22 + (y — 2)* = 4(cilindrocircularretocentradonoponto (0, 2)).

5.1 Integrais triplas em coordenadas cilindricas
Suponha () uma regiao do tipo
Q={(r0,2); a<r<b c<0<d m<z<n}

e f uma funcao continua dependente de r,6 e z em (). Entao

// Qf(r’e’z)dvz /mn /Cd /abf(T7Q,z)rdrd9dz.

Suponha agora que ) é do tipo
Q=A{(r0,2);(r,0) € Re ki(r,0) <z <ky(r,0)}
onde R é uma regiao do tipo
R={(r0);a<0<p5, ¢(0)<r<g)}

entao temos que

[[[ o000 = [ [/:: (1,0,2) d=

que pode ser escrita como

ka(r,0)
// flr,0,2)dV = // / f(r,0,z2) dzdrdf
@) Jki(r,0)
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Exemplo 32. Ache o centrdide de um solido hemisférico () de raio a.

Solucao: Temos que

x2+y2+22:a2

logo, a massa desse sélido é calculada como

m = ///dV ///GQ_szrdrdQ—Qﬂ?’

Por simetria o centréide estd sobre o eixo-z, entao basta achar o M,,. Como

27 a Va2—r? 27 a 22 Va?—r?
My, = /// zdV :/ / / zdzrdrdf :/ / [—] rdrdf
Q 0 0o Jo o Jo L2]g
1 27 a ) ) 1 .
S (a® = r*) rdrdd = —7a

Logo
_ 3
Z = —a.

8
Exemplo 33. Um sdlido (Q € delimitado pelo cone z = /x?+ y? e pelo

plano z = 2. A densidade em cada ponto P (x,y,z) do cone € diretamente
proporcional a distancia da origem a P. Ache sua massa.

Solucao: Temos que

d(z,y,2) =k (7‘2 + 22)

o 2 2
m = / / / k(r? 4 2*)rdzdrdd.
0 0 r

Suponha uma regiao GG, no espago, cuja projecao no plano-zry seja uma
regiao D, descrita em coordenadas polares. Isto é,

Logo

G= {(:B,y,z) €ER? (z,y) €Deg(r,y) <z< gg(:n,y)}

D={(r0)eR* a<0<B,0<h(0) <r<h0)}.

Nesse caso, temos

// f(z,y,2)dV = // (/92;: :L'y,z)dz)dA

2(rcos @, rsin6)
/ / / f(rcosf,rsinf, z)dzrdrdd
h1(0) g1(rcosé, rsinf)
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Este é o teorema de mudanga de variavel das coordenadas cartesianas para
coordenadas cilindricas.

Exemplo 34. Calcule o centréide da parte da esfera x*+y*+2% < a* (a > 0)
que estd no primeiro octante.

Sol.: A reta z = y = 2z é a reta de simetria da parte da esfera. De modo
que o centroide pertence a esta reta. Assim temos T =7 = z. Calculando Z,

temos
Vs = / / / 2dV
G

onde V' ¢ o volume da parte da esfera representada por GG. Usando coorde-
nadas cilindricas, fazemos a substituicao x = rcosf, y = rsenf; os limites
de integracao de z, ficam z =0 a z = v/a? — r2. Portanto:

[ =[] (/ Zdz)dA J[ d -

onde D é o quarto de circulo de raio a. Agora calculando a integral dupla
usando coordenadas polares temos:

// l(cﬂ_r / / a® — r?)rdrdf
D2
= / < a’r? — 17“4) do

Portanto,

Exemplo 35. Transformar para coordenadas cilindricas a integral abaizo:

/// 2?ydrdydz,
R

onde a regiao R € dada por x*> +vy* <1,0< 2 < 1.
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Sol.:

o p1 pl
/ / / r* cos? 6 sin Odzdrdb.
0 o Jo

Exemplo 36. Transformar para coordenadas cilindricas a integral abaizo

1 V1—z2 14+z+y
/ / / (2% — y?)dzdydz.
o Jo 0

5 1 pldr(cosO+sin0)
/ / / r3 cos 20dzdrdo.
o Jo Jo

6 Coordenadas Esféricas

Sol.:

Seja P(x,y,z) um ponto situado no espaco. Podemos considerar esse ponto
situado em coordenadas esféricas como segue. Se p = ||OP]|, seja ¢ o angulo
entre OP e o vetor k. A projecao desse ponto no eixo-z determinamos o ponto
Q, e consideramos o vetor P, quando projetamos o ponto P no plano-xy
temos o ponto P’, entao claramente, temos que ||PQ| = ||OP’|| e podemos
escrever ||PQ| = ||OP||sen¢ = psen¢. Temos também que z = [|OQ| =
|OP|| cos ¢ = pcos ¢. Desse modo, temos que z = [|[OP’|| cos = psen ¢ cos 0
ey = ||OP'||senf = psen ¢psen . Assim as coordenadas cartesianas do ponto
P(z,y, z) sdo transformadas para as coordenadas

x=psengcosf, y=psengpsend, z = pcose;

estas sao as coordenadas esféricas do ponto P. Note que a variacao de p, 6 e
¢ sao dadas da seguinte forma

p>0, 0<¢<m 0<6<2m

Se p, > 0, o grafico de p = py é uma esfera de raio py, com centro na origem
0. Se 0 < ¢y < 7 entao o grafico de ¢ = ¢y é um meio cone de vértice na
origem 0. O gréfico de § = 6y é um semiplano contendo o eixo-z.

T T

Exemplo 37. Se um ponto P tem coordenadas esféricas (4,%,%), ache as

coordenadas retangulares e cilindricas de P.

Solugao: Temos que p =4, ¢ = & e § = 7. Entao

x:4senzcosz:4 l l =1
6 3 2 2
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™ s 1 \/g
y—4sengsen§—4(§) <7) =3

z:4cosg:4<\/7§) :2\/§

Para achar as coordenadas cilindricas de P, temos que
=2+ =1+3=4
e entao r = 2. Assim as coordenadas cilindricas de P sao (2, 3, 2v/3).

Exemplo 38. Ache uma equacao em coordenadas esféricas cujo grdfico seja
o paraboldide z = x° + y>.

Solucao: Temos que

pcos ¢ = p*sen® ¢ cos® O + p? sen” ¢ sen®

= p*sen’ ¢
ou
p (Cosgb — psen? gb) =0
segue que
psen’ ¢ = cos ¢

ou

oS¢

sen? ¢

ou ainda

p = cot ¢ cos sec ¢.

Exemplo 39. Transforme a equagao p = 2sen ¢ cosf para coordenadas re-
tangulares e descreva seu grdfico.

Solucao: Temos que
p* = 2psen ¢ cosf

ou
x2+y2—|—22:2x

ou ainda
(z—17 4y 422 =1

Logo essa é a equagao da esfera de raio 1 centrada no ponto (1,0,0).
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6.1 Integral em coordenadas esféricas

Considerando um elemento esférico temos que
IPRI| = prAdy, [|RS|| = [|[RP'|| Aby, [|RP'|| = prsendy, [[PT|| = Apy
assim

AVy, = prAdrpr sen ¢ A0 Apy,
= pi sen o App Adr Aby,

formamos a soma de Riemann

Zf(rk, Ok, O ) AV,
k

dai concluimos que: se supomos f uma funcao de p, ¢ e 6 continua numa
regiao da forma

Q={(p,0,0); a<p<bh c<9p<d m<0<n}
a integral de f sobre () é

([ sy = [ [ [ 0000t a6

Exemplo 40. Ache o centroide de um solido hemisférico @QQ de raio a.

Solugao: Basta achar z, temos

Mxy:///deV

_ /0 v /0 : /0 " (pcos &) p? sen pdpddd

27 5 p4 a
= / {—] sen ¢ cos ¢pdodl
0 4 0
4

0
or I 2472
_ a_/ / {sen QS] "
1
1
= % 07" = —ma*

Logo,




6.2 Mudanca de variavel em coordenadas esféricas

Suponha R seja uma regiao do espago onde estd definida uma funcao f(z,y, 2)
entao o teorema de mudancga de variaveis em coordenadas esféricas nos afirma
que

///f(x,y,z)dxdydz = // f(psen ¢ cosf, psen psend, pcos g)p*sen ¢ dp do df
R R

onde R é uma regiao do espaco-p¢f, onde a integral em coordenadas esféricas
se torna mais simples.

Exemplo 41. Ache o volume do sélido acima do cone z* = x*41? e interior

a esfera x® + y? + 2?2 = 4z.
Solugao: Em coordenadas esféricas temos

p® =4pcosd ou p = 4cos ¢ (Esfera de raio 2 centrada no ponto (0,0,2))

(cone)

NS

Logo o volume do sélido é

27 T 4 cos ¢
V = ///dV = / / / 0% sen ¢pdpdpdf = 8r.
S o Jo Jo

Exemplo 42. Ache o volume do sdlido delimitado pelo cone z = \/x? + 32,
pelo cilindro x> 4 y?> = 4 e pelo plano-zy. Ache o centrdide.

Solugao: O cilindro em coordenadas esféricas é
pPsen’¢p =4 = p=2/sen¢

e o cone é

e
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Logo, o volume do sélido é

27 g 2/ sen ¢
V:/ / / p2sen¢dpdgz$d9
o Jz Jo
27 % 8 1
= - do do
/0 /ZI 3sen? ¢ ¢

8 2
= —/ / cossec® ¢ do df
3 Jo x
2

:§/ —cottanqﬁéd@
3/, :

16
=

3

(VB

Para encontrar o centréide, basta calcular o Z, isto é, s6 precisamos cal-
cular o M, :

o2 g 2/sen ¢
Mxy:///zd‘/:/ / / pcosd pisen¢ dp do df = 4x
Q o Jz Jo

Logo,
My, 3

E:—:—

V 4

Exemplo 43. Ache o volume do sélido acima do cone z = \/x?2+y? e
interior & esfera x% + y* + 22 = 4z.

Solucao: Usando coordenadas esféricas temos que a equacgao da esfera de
raio 2 e centrada no ponto (0,0,2) é

p* =4pcosp ou p=4cosp

e a do cone é

e
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O volume do sélido é

27 I 4cos ¢
:///dV:/ / / p*sen ¢ dp do db
Q 0 o Jo

% 4 cos ¢
= 27r/ sen ¢ do
o L3
= 43

14
= 27T/ gcos3¢sengz§ do
0

gl

|

2.42% 1 4% 2.42 1 V2
=—3 [—cos qﬂoz 5 —[7 +1
=87

Em coordenadas cilindricas temos
2+4+/4— :52

AT R o o A
zzw/or[2+\/4—7r2—r}dr:2n/ <2r+r\/m—r2>d
—QW[T _r_} —|—27r/ TWCZT’—QWP—S} gl [4—7“2}3/2(2)

3

3

= 8.
Exemplo 44. Se esse solido tiver densidade uniforme qual o seu centrdide?

Afw,ondeM V = 8.

Solucao: Basta calcular z =

2 pw/4  pdcos¢
My, = /// 2dV = / / / pcospp’sen ¢ dp do df

4cosq§ /4
= 27r/ cos ¢ sen ¢ [ } 2 44 / cos’ ¢sen ¢ do
0 0

/4 6
437 2
AT <£> o

|

Pyt [_ ¢
6 1, 2
B 377 96
324 37
Logo,
_ bor 7
Z=— = —.
3.8m7 3



Portanto, o centréide é: (Z,7,%Z) = (0, 0, %) .

Exemplo 45. Calcule em coordenadas esféricas a integral

8— foy
/ / / x +y2+22) dz dy dzx.
2+y

Solucao: Temos que

vz 8— foy 2w pmw/2 8
/ / / x +y2—|-z2) dzdyda::/ / / p2p*sen ¢ dp do db
2+y 0 0 4/ cos ¢
2 pw 4/ cos ¢
+ / / / ptsen¢ dp do df
0 w/2J0

7 Funcoes com valores vetoriais

Uma funcao que associa a cada valor real, um vetor, é chamada uma funcao
com valor vetorial. Denotaremos tais fungoes por r ou 7.

r: X — Y = {conjunto de vetores do plano ou do espago}, X C R.

Se r é uma funcao vetorial, entao para cada t em X existe um tnico vetor
r = (z,y,2z). Como para cada t, existe um valor (z,y,z) associado a ele,
entdo x = f(t), y = g(t) e z = h(t), onde f,g e h estao definidas em X com
valores reais. Logo podemos escrever

r(t) = (f(t),g(t), h(t)) = f(D)i+ g()j + h(t)k (1)

para todo t em X.

A reciproca é verdadeira, se f,g e h sao funcées de X em R, entao po-
demos definir uma fungao vetorial r(t), por meio de (1). r é uma fungao
vetorial se, e somente se, r(t) puder ser expressa na forma (1). O dominio de
r(t) é a intersecao dos dominios de f, g e h.

Exemplo 46. Se r(t) = 3t%i + 23 + (t — 2) k, determine r(1), r(0).

Solucao:
r(l1)=3i+2j—k, r(0)=-2k.

Uma curva no espaco ¢ um conjunto C de ternos ordenados da forma

(f(2),9(), h(t))
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onde as funcoes f,g e h sao continuas num intervalo I da reta. O gréfico
de C num sistema de coordenadas retangulares é o conjunto de todos os
pontos P (f(t),g(t), h(t)) que correspondem aos ternos ordenados em C. As
equacoes

x=f(t), y=yg(t), z=h(t) (2)
onde t pertence a I, sao as equagoes paramétricas de C. Se I = [a,b] e C
nao se auto intercepta, exceto possivelmente, no ponto P (a) = P(b), entao
pode-se mostrar que o comprimento L de C do ponto P(a) ao ponto P(b) é
dado por

L= /ab \/(f'(t))2 + (g 1))+ (W(t)*dt = /ab \/@—f)Q + <%)2 + <%)2dt.
(3)

Considere uma funcao vetorial r, onde r(t) = (f(t), g(t), h(t)). O gréfico
de r(t) pode ser descrito na figura abaixo.

Exemplo 47. Seja r(t) = acost i+ bsent j+bt k , t € R, e seja O? 0
vetor posi¢ao de r(t).
(a) Esboce o grdfico da curva C descrita por P ao variar t.

(b) Determine o comprimento de C entre os pontos correspondentes a
t=0et=2m.

Solugao: O gréfico da curva C é dado pela figura.
(b) O comprimento de C entre os pontos correspondentes at = 0 e t = 2,
é calculado por

27
L—/ VaZsen2t + a2 cos? t + b2dt
0

21
_ / VT F Rt = 2T .
0

8 Derivadas e Integrais de funcoes vetoriais
Se r(t) = (f(t),g(t),h(t)) entao

limr(t) = (1im £(2), lim g(£), lim h(t))

t—a

desde que f, g e h tenham limites quando ¢ tende a a. Uma funcao vetorial
r(t) é continua num ponto a se

limr(t) = r(a)

t—a
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segue que r(t) = (f(t),g(t),h(t)) é continua em a se, e somente se, f,g e h o
Sa0.

Se r(t) é uma fungao vetorial, entdo a derivada de r(¢) é uma fungao
vetorial r'(t) definida por

ﬂw_£%§4m+Aa—mm

para todo ¢, tal que o limite exista.
Teorema 48. Se
r(t) = f(t)i+g(t)j+ h(t)k
onde f, g e h sao funcoes diferencidveis, entao
r(t) = fl(t)i+¢'(t)j + I (t)k.
Exemplo 49. Considere a func¢ao vetorial dada por
r(t) = t*i + In(t + 1)j + sentk
Encontre sua derivada.
Solucao:
r'(t) = 2ti + t—l—%j + costk.

Teorema: Sejam u e v duas funcgoes vetoriais e ¢ € R entao temos o
seguinte resultado.
a) Dy(u(t) +v(t)) = w'(t) +v'(t).
b) Dy (cu(t)) = cu'(t).
¢) Dy (u(t) - v(t)) = u(t) - v'(t) + u'(t) - v(f).
d) Dy(u(t) x v(t)) = u(t) x v'(t) + u'(t) X v(t).

9 Comprimento de arco
Seja C' uma curva suave dada parametricamente por
r=[f(t), y=g(t), a<t<b

Suponhamos que, além disso, que C' nao intercepta a si prépria, isto é, que
valores diferentes de t entre a e b determinam diferentes pontos de C. O
comprimento de C' de P(a) e P(b) é dado por

-/ @7 o)
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Seja P = {CL =ty <t < - <ty = b}, At =t — tr_1, Pk(f(tk>,g(tk))
€ C, correspondente a t, temos que a distancia de P._; a P ¢ dada por

A(Pyr, P =\ (F(te) = Flte1)) + (g(t) — g(t1))*
Logo, o comprimento da poligonal que liga os pontos de Py a Py, é
Lp =Y d(Pi1, Py),
k=1

o comprimento da curva sera

|P|—0

Usando o teorema do valor médio temos

J(t) — f(te-1)

= f'(wp)At
bt J'(wr) Aty

g(tr) — g(tr-1)
by — tp—1

= g'(wy) Aty

desse modo

APt P) = (F/(w0)* + (¢ (wp) Aty

e assim

L=1lim Lp = lim S /(F/(w) + (g (w}) Aty

|P|—0 |P|—0

logo

L= [ @ e

Exemplo 50. Calcule o comprimento de arco da curva C parametrizada por

r(t) = %i—{— gj,com 0<t<2.

Solucao: O comprimento de arco da curva C' é:

’ ? 1 [° 1 1
Lz/ \/t2+t4dt=/ t\/1+t2dt=§/ Vudu = S[u?]} = S[57 = 1],
0 1

0

Um caminho regular é uma curva C' continua representada por uma
funcao vetorial r:J — R? continua em J e com derivada r’ continua em
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J. Um caminho é regular por pedacos se ele é a uniao finita de caminhos
regulares.

Seja r um caminho com derivada r’ continua no intervalo J = [a,b]. A
funcao comprimento de arco s é dado por

t
(0= [l du
A derivada do comprimento de arco é
s'(t) = (D)1l -
Ou seja, se r:J — R? é um caminho no plano, por exemplo, entao
r(t) =g@t)i+h(t)j, a<t<b, J=]la,b],

desse modo,

0= [ @) + (0 (w)du

$(t) = /(g () + (W (1)),
Se uma curva C' regular, representada pela funcao vetorial r e parametrizada

pelo comprimento de arco, entao o vetor tangente % ¢ unitario em cada ponto
da curva.

Exemplo 51. Considere a curva o parametrizada por

- r=t
TTVy=1-t, 0<t<1

Parametrize essa curva pelo comprimento de arco e note que o vetor tangente
' a essa curva, em cada ponto, € unitdrio.

Solucao: Seja

t
s:/ V1 F Ldt = V2t
0

. S -
assim, t = —. Temos entao que

V2



Dai

1
r=—
—>/<S) _ \/§

1

e N PPENG
(&
1 1
—
— e =1

@)l =2+ 5

1
Exemplo 52. A curva C: r(t) = ti + t*sen Ej’ t #0, r(0) =0 ndo €
reqular, 0 <t < 1.

De fato,

1

1
r'(t) =1+ (Qtseng —cos;)j, t #0.

7’(0) nao existe o que implica em r’ ndo regular.

Uma curva tem infinitas parametrizacoes e também podemos parametri-
zar a mesma curva C' de modo que a orientacao dessa curva mude de sentido.
Por exemplo, considere a curva C' dada por

r=t
C'{y:ﬁ,ogtgz
e podemos representar a mesma curva por

T = —t
_C.{y:ﬂ, —2<¢t<0.

Dois caminhos « e 8 que representam a mesma curva sao ditos equivalentes.

Tudo que fizemos até agora, pode ser feito para curvas definidas no espago,
por exemplo, se uma curva C: x = f(t), y = g(t), z = h(t), a <t <b,
ou podemos considerar a curva representada por uma fungao vetorial r(t) =
f(Oi+ g(t)j+ h(t)k. Entdo o comprimento da curva C' é dado por

b
L= [ V) + (o) + o s

e a funcao comprimento de arco é dada por

)= [ V@) + () + ()

e podemos também considerar a curva parametrizada pelo comprimento de
arco s.
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10 Campos Vetoriais

Um campo vetorial em trés dimensoes é uma funcao ? cujo dominio D é
um subconjunto do R? e cujo contradominio ¢ um subconjunto do R3, ou
seja,
F. R*-R?
(z,y) = F(z,y,2)
onde
Fe,9,2) = M(z,9,2)i + N(z,,2)j + P(z,y, )k

e M, N e P sao fungoes escalares.
Em duas dimensoes

F(w,y) = M(z,y)i + N(z,)j

Definicao 53. Seja r = xi+yj+ zk o vetor posi¢ao de (x,y, z) e denotemos

or U = -1 0 vetor unitdrio com a mesma direcao de r. Um campo vetorial
[

¢ um campo quadrado inverso se

F?(:U,y,z) = %7 = Lgr
Iyl [yl

Note que

c c L
?(:v,y, z) = HI‘ng :(I2 v 22)3/2 (xi+yj + zk)

Exemplos: Forca de gravidade. Lei de gravitagao universal de Newton

?(m, Y, z) = ellilieyg

2
[l

Lei de Coulomb

Qq27
[z

Se f é uma funcao escalar entao Vf é um campo vetorial definido por

?(x,y, z) = —c

Um campo vetorial Fz é conservativo se
F(z,y,2) = V(z,9,2)
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para alguma fungao escalar f.

Se é conservativo, entao a funcao f é a funcao potencial para ?,
f(x,y, z) é o potencial no ponto (z,y, 2) .

Observagao 54. Se (xg, Yo, 20) estd no dominio de ? = Vf, entao o vetor
gradiente V f(zo, Yo, 20) = F (%0, Yo, 20) € normal a superficie de nivel S de
f que contém o ponto Py(xo, Yo, 20)-

A superficie S é o grafico de f(z,y,z) = f(xo, Yo, 20)-
Todo vetor F'(xg, Yo, 20) num campo vetorial conservativo é normal & su-

perficie de nivel de uma funcao potencial f para ? que contém Py(xo, Yo, 20)-

Teorema 55. Todo campo vetorial quadrado inverso € conservativo.

Prova: Seja 7 um campo quadrado inverso, isto é,

cr ) cy cz

Flo,y,2) = i+ i+ k
(@2+y2+ 227 (@242 + 22" (a2 42+ 22)Y°
se considerarmos
—c c 1/2
f(xayaz) = (I2 N y2 + Zz>1/2 = _;7 onde r = HrH = (xQ + y2 + 22)
entao

Vi(x,y,z)= F(:c,y, z).
As superficies de nivel para f sdo os graficos da equacao
c

@yt a2) el

Assim )

c
x2+y2+22:ﬁ.

As superficies sao esferas com centro na origem.

Definigio 56. Se F (z,y,2) = M(z,y,2)i + N(z,y,2)j + P(z,y,2)k onde

M, N e P tem derivadas parciais em alguma regidgo. O rotacional de é
dado por
orP ON oM  OP ON OM
tF=vxF=(2 -2 ) i (28 204 (& -2 )k
e VX <8y 3z>1+(3z 8x)J+<3x ay)
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Notacao:

1
rot?sz?: (%

<
28l
SRS

Exemplo 57. Seja ?(m, y,2) = zy?2ti+ 222y + 2) j+122°k, ache V x ?

i
Solucao: V x = 2 C% 2= (3y22% — 1)i+4day?R) +
(4zy — 2zyz*) k.

Definigao 58. Seja F(x, y,z) = M(x,y,z)i+ N(x,y, 2)j+ P(x,y, 2)k, com

s

M, N e P com deriwadas parciais em alguma regiago. A divergéncia de F', é
dada por

oM ON 0P
di sz-?:— —_—+ =
v ox + oy + 0z
Exemplo 59. Se ?(x, Y, 2) = oyt + (22%y + 2) j + v32°k, ache o div F.
Solucao:
div F = y?2* + 227 + 2¢°2.
11 Integrais Curvilineas

Seja f uma funcao continua definida numa regiao D do plano-xy que contém
a curva suave C': x =a(t), y=p(t), a<t<b.
Particionando o intervalo [a, b]

a=ty<t;<---<t,=b

Denotemos por |P| a norma desta partigdo. Se Py(xy,yr) é o ponto em C
correspondente a tg, entao os pontos Py, Py, -+, P, dividem C em n partes
Pkflpk. Seja

Axp =21 — Tp—1, AYr = Yp — Yp—1, Asp = comprimento de P,_1 Py

Para cada k, seja Qg(ug,vr) um ponto em Pj_;P;. Consideremos os trés
seguintes somatorios

Z f(uk, Uk>A8k, Z f(uk, Uk)ASCk, Z f(uk, Uk)Ayk
k k k
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Definimos as integrais curvilineas se os limites existirem

/fa:yds-hm quk,vk )Asy (4)

/ f(z,y)dz = lim Zf(uk,vk)Axk (5)
c Ip|—0 P
/Cf(a:,y Yy = hm Zf Ug, V) AYg. (6)

Se f é continua em D, entao os limites em (4), (5) e (6) existem e sao
os mesmos para toda parametrizacdo de C' (desde que se adote a mesma
orientacao). Usando a parametrizacio de C': z = a(t), y = B(t), a <t <b,
temos

dr = a'(B)dt, dy = B(t), ds = \/(d)* + (dy)? = /(@ ())* + (B'(1))*dt

Temos entao o resultado.

Teorema 60. Se uma curva suave C € dada por x = a(t), y = S(t), a <
t <bese f(x,y) é continua numa regido D contendo C, entdo

b
Ajmw@:/fwmmm¢wwﬂumm%

[jmwmz/fmwﬁmwwﬁ
[}ww@:/fmwﬁwwwm

Observacao 61. Tul resultado pode ser extendido para curvas parcialmente
suaves, isto €, se

C=CUCU---UC,

entao

/jmwﬁz F(e,y)ds + f@ww+m+/fmmm
C Cq n

Co

Aﬂawwz—/;ﬂaww

/C(f(xjy)Jrg(w,y))dSZ/Cf(x,y)der/Cg(x,y)dS-

Também
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Exemplo 62. Calcule [, zy*ds se C' admite a parametrizagio

xr =cost, y=sent, 0 <t <

bo | 3

Solution 1. Aplicando o Teorema obtemos
2 z 2 H 2 1
Ty“ds = cost (sen t) Vsen?t + cos? tdt = (sen t) cost dt = 3
c 0 0

Exemplo 63. Calcule fc xy’dr e fc xy’dy se C € a parte da pardbola y = x*
de (0,0) a (2,4).

Solution 2. As equagdes paramétricas de C sao
v=t y=1t, 0<t<2

As diferenciais sdao
dr = dt, dy = 2tdt

2 2 tG 2 9
/:Uyzdx:/ t(t2)2dt:/ todt = {—] :3—,
C 0 0 6 0 3

2 2
/nydyzf t(t2)22tdt:2/ tGdtzg[tqi:@‘
¢ 0 0 7 7

Podiamos ter feito: y = 2%, 0 < z < 2, assim dx = dz e dy = 2xdx

2 2 2 32
/ ryide = / x (xz) dr = / odr = =
c 0 0 3

2 2
2
/a;yZdy:/ x(w2)22xdx:2/ xﬁdx:iﬁ.
c 0 0 7

Considere a fungao vetorial ? com dominio D onde a curva C' : 7(t) =
a(t)i+ B(t)j, a <t <b,estd inserida. Definimos

/?d?:fﬁ@@y?@ﬁ
C a

assim

em outras palavras podemos dizer que se F (x,y) = M(z,y)i+ N(z,y)j e
= xi + yj entao

/C?-d?:/CM(:c,y)dx+N(x,y)dy.
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Se 7 e’ representam dois caminhos equivalentes e regulares entao

/C?.d?:/cﬁd?

originem C' na mesma direcao, e

/C?.d7:—/cﬁ~d?

se e originam C' em direc¢oes opostas. O que fizemos para o plano, vale
também para o espago, ou seja, se

sempre que Ted

F = Mi+ Nj + Pk
com M, N e P funcoes escalares e suponha que C' parametrizada por
x:f(t)a y:g(t)v Z:h(t), a<t<b

assim

/?d?:/deJrNdersz
C C

b b b
=/ M(f(t%g(t),h(t))f’(t)dt+/ N(f(t),g(t),h(t))g’(t)dt+/ P(f(t),g(t), h(t))h'(t)dt.

Exemplo 64. Seja ? um campo vetorial
Flo,y) = vii+ (2" +1)]

calcular a integral de linha de F desde (0,0) a (1,1) ao longo das curvas
a) a reta L de equagoes paramétricas x =t, y =1, 0 <t < 1;
b) o caminho C' de equacdes paramétricas v = t*, y =13, 0<t <1,

Solution 3. Para o caminho de parte (a)  seja ﬁ(t) = ti + tj. Entao
(M) =i+je F (1) = Vii+ ( +1)j, assim,

(LD ! 25 1 1
/?~d—>: ?.d*:/ (ﬂ+t3+t)dt:(—t§+—+—> 17
c (0,0) 0

1 _
3 4 2 ’0_12

(b) Tomamos o (t) = t2i + 3], entdo a’(t) = 2ti + 3t2j e

1 o 1 : ) . 59
/C?-dﬁz/o ?(ﬁ(t))-dﬁ(t)_/o (263 + 36+ 3¢°) i =

42

Observacao 65. Fis um exemplo em a integral depende do caminho em que
se estd integrando.
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11.1 Aplicagao

Imagine uma curva C' no espago tridimensional como um fio de arame delgado
com densidade varidvel. Suponha que a densidade é expressa por §(z,y, 2).
A massa total do arame é

m:/é(a:,y,z)ds
c

o centro de gravidade se define por

v = [ abe.g2)d gm= [ yoley.ds. mm= [ 23y
C C C

Um arame de densidade constante se chama uniforme. Neste caso, o
centro de gravidade é o centréide.

Exemplo 66. Calcular a massa do arame m de uma mola que tem a forma
de uma hélice cuja equacao vetorial é

E>(t) =acosti+ asentj+ btk, 0 <t <2m,
se a densidade em (x,y,2) € 0(x,y,2) = 2° + y? + 2%
Solution 4. A integral para calcular M ¢é

M:/ (® + 9>+ 2°) ds
c

2w
- / (a®cos®t + a® sen® t + b*t?) \/(—a sent)’ + (acost)® + (bt)2dt
0

dai
2m
M =+Va®+ b2/ (a® 4+ 0*t%) dt = Va® + b? (27ra2 + §7r3b2) .
0
Neste exemplo,
ZM = / 20(x,y, z)ds = / 2 (2®+y* +2%) ds
c c
2m
= Va2 + b / bt (a® + 0*t?) dt = bva® + b2 (2r%a® + 47'b?) .
0
Assim
2ma? + Smb?

b (2m2a? + 474b?)’

De modo andlogo, se calcula @ e 7.

Z =
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O momento de inércia de um arame delgado de densidade d, em relacao
a uma reta L é definido por

IL:/dQ(:c,y,z)é(x,y,z)ds,
c

onde d(z,y,z) é a distancia de um ponto (z,y,z) de C' a L e §(z,y,2) é a
densidade do arame.

Exemplo 67. Calcular o momento de inércia I, da mola do exemplo ante-
0T

Solution 5. d(z,y,2) = 2°> + y*> = da® e 6(z,y, 2) = 22 + y? + 22 entdo

1Z=/ (2> +9) (w2+y2+z2)d8=“2/ (a +9° +2%) ds = a* M.
C C

11.2 Aplicacao

Considere ? um campo de forcas: ? (x,y,2) = M (z,y,2)i+ N (x,y,2)j+
P (z,y, z) k. Queremos calcular o trabalho realizado pelo campo de forgas ao
longo de uma curva C.

C parametrizada por:

x=g(t), y="h(t), z=k(t), a <t <hb.
Considere uma parti¢ao de [a, b]
P={a=ty<t;<---<t,=0}.
Para o ponto Py(zk, Yk, zx) hd um valor ¢; associado. Denotamos
Az =z — Th1, AYp = Yr — Yp-1, Dzp = 2p — 251

—
Py 1P, = Axii + Ayij + Azik. Tomemos a soma de Riemann

—
k k
= (MpAzy + NiAyi + PuAz)
k

dai

lim » (MpAwxy, + NpeAyp + PeAz) = / Mdx + Ndy + Pdz.
C

—0
|p| B
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Se s é parametro de comprimento de arco da curva C' e 7 é o vetor posicao
do ponto na curva
7 (s) = xi+ yj + 2k

onde z = ¢g(s), y = h(s), z = k(s) entdo o vetor tangente a curva C' em cada
ponto é

ds  ds ds'] ds

A componente tangencial da forca ? em cada ponto é:

dx dy dz

Logo, se a < s < b, temos que

W:/(j?d?:/j?@)?@)@

dx dy dz
= M—+N—+P—|d
/C ( ds * ds * ds) °

Exemplo 68. Se F (z,y) = (2* +y*)i+ (2zy) ], calcular [, F - Tds sobre
as sequintes curvas

(a) de (0,0) a (1,1) sobre a reta y = x;

(b) de (0,0) a (1,1) sobre a curva y = z*.

Solution 6. (a) Podemos parametrizar a reta y = x, por
r=t y=t, 0<t<1.

Assim

/ ? . 7ds = / (xQ + y2) dx + (2zy) dy
C Cl
= / [(£2 + %) + (2t)]at

1
4
:/ A2dt = —
0 3

Analogamente, para o caso (b) temos se a pardbola for parametrizada por
r=t y=t*, 0<t<1

/?.?ds:/l (87 + 1) + (2tt%) 2t] dt:/l (t2+5t4)dt:§.
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Exemplo 69. A forca gravitacional na vizinhanga de um ponto da superficie
da Terra é representada por —mgj, onde o eizo-y aponta para cima. Mostrar
que o trabalho realizado por essa forca sobre um corpo que se desloca, num

plano vertical, da altura hy até a altura hy, sequindo qualquer caminho € igual
a mg(hy — hs).

Solution 7. Seja ? = —mgj, a forca de gravidade que atua no corpo numa
posicio T se esse T representa a curva em que o corpo estd se deslocando
podemos dizer que

7 (t) = a(b)i + A(1)]
onde a(0) =0 e f(0) = hy e a(l) =0 e 5(1) = hg, o trabalho que atua no
corpo serd dado por

W= / Fd7 = - / mgB(£)dt = —mg (B()) |5 = —mg (hy — hy) = mg (hy — ha).

Exemplo 70. Seja C a parte da pardbola y = x* entre os pontos (0,0) e
(3,9). Se ? (x,y) = —yi+xj € uma forca que atua em (x,y), ache o trabalho
realizado por ? ao longo de C' de

(a) (0,0) a (3,9) (b) (3,9) a (0,0).

Solution 8. C:x =t, y =12, 0 <t <3, obtemos

W:/F-d?:/—ydx+xdy
C C
3 3
:/ (=2 4 (2t)t) dt:/ t*dt = 9.
0 0

11.3 Independéncia do Caminho

Integrais que tem o mesmo valor ao longo de qualquer caminho que una dois
pontos A e B sao integrais independentes do caminho.
Se a integral [ o f(x,y)ds é independente do caminho entao podemos de-

noté-la por ff f(z,y)ds. Analogamente vale para [, f(z,y)dz e [, f(z,y)dy
e integrais em trés dimensoes.

Regiao Conexa: Dois pontos quaisquer da regiao podem ser ligados por
uma curva (parcialmente) suave, inteiramente contidas na regiao.

Teorema 71. Se ? (x,y) = M (z,y)i+ N (z,y)j € continua numa regido
conexa aberta D, entao a integral curvilinea fc A7 ¢ independente do

caminho se, e somente se, ? ¢ conservativo. Isto €, existe uma funcgado
escalar f(z,y) tal que Vf = ?

49



Demonstra¢ao. Suponha que exista f tal que Vf = ?

?(%y):M( y) i+ N(z,y)j= af +g‘£

sejam A(z1,v1), B (x2,y2) € D e C uma curva arbitraria ligando A e B
entao

/?d? /Mxydx+nydy—/adx+—

se C' admite a parametrizacao: x = g(t), y = h(t), t; <t <t,, entdo

L7 a7 = [*[5Ewwnmn g + 5 wonanio)

Pela regra da cadeia

/? 07 = /t - ()] dt

(9(t2), h(t2)) — f(g(t1), h(t1))
= f<$2, yz) - f<$1, yl)

= [f.)I).

Em outras palavras: se F (x,y) =M (z,y)i+N (z,y)j ¢ continuaem D
conexa aberta, e C' é uma curva parcialmente suave em D com extremidades

A(z1,y1), B (22,y2) . Se existe f tal que Vf = ? entao

/ (r202) ? d7 = [f(z, )}(22,?42) .
A

(z1,91) (e)

Reciprocamente, suponha que a integral seja independente do caminho, de-
fina

(z,y)

(5’3073/0)
para todo (z,y) € D. f depende sé de = e y, escolha um circulo D com
centro (x,y) e seja (r1,y) um ponto interior ao circulo x; # x. Temos que

flay=| F-ar+ | F-a7
C

Cy

(%1,y) (x,y)
TR Loar s il i

(%0,y0) (z1,y)
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como a primeira integral nao depende de z, temos

of B ) (=,y)
o (z,y) = o (or) ? d7

seja ? d7 =M (x,y)dx + N (z,y)dy e dy = 0 em C5, obtemos

of ) (z,y)

x1,Y)

como y € fixo, entao M depende s6 de x. Assim

L (29) = Mz.).

De modo anéalogo, temos que

g—;j (2.9) = N(z.p)

ou seja,
Vf=Mi+Nj=F.
O]

Observagao 72. A prova do teorema pode ser estendida a curvas parcial-
mente suaves subdividindo C' num numero finito de curvas suaves.

Observacao 73. A demonstracdo do teorema anterior nos dda um método
para calcular integrais curvilineas que nao dependem do caminho. Descreve-
mos este método pelo sequinte teorema.

Teorema 74. Seja F (x,y) =M (z,y)i+ N (x,y)j continua numa regido
aberta conexa D, e C uma curva parcialmente suave em D com extremidades
A(z1,y1) € B(xa,y2) . Se F = Vf, entao

(2,y2)
/M(m,y)dm—i—N(x,y)dy: F.av
c

(z1,91)
= f ).

Se uma integral curvilinea |, o ? A7 6 independente do caminho, entao,

pelo Teorema anterior com (1, 1) = (%2,%2) vemos que [, Fod7 = 0, para
toda curva fechada simples C.
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Exemplo 75. Seja ? z,y) = (6zy* + 2y) i+ (62%y + 22) j.
(a) Mostre que |, A7 ¢ independente do caminho.
1,1
(b) Calcule f((1,0)) F.dv

Demonstragao. (a) Pelo Teorema anterior a integral curvilinea é indepen-
dente do caminho se, e somente se, existe uma fungao diferenciavel f(z,y)
tal que

Vi (@) =F (@)

isto é,
of. of. 9 . 2 .
8:v1+5y = (6zy” + 2y) i+ (62°y + 27) j
ou 5 5
—f:6xy2+2y e —f:6x2y+2x
ox oy

integrando (parcialmente) % = 6xy?> +2y em relacdo a z, obtemos
flz,y) = 32°y* + 2yz + h(y)
onde h = h (y) depende s6 de y. Diferenciando f(z,y) em relacdo a y temos

0
8_f = 62y + 22 + B/ (y) = 62%y + 2z
Y
logo
h'(y) =0
o que implica em
h(y) = ¢ (c constante)

segue que
f(z,y) = 32%* + 2y + ¢
e f é tal que
Vi (ry) = F (z,y).
(b) Como qualquer fungao potencial serve para calcular a integral, apli-

camos o Teorema anterior com f(z,y) = 3x%y? + 2yx, assim,

(1,1)

1,1
F.d7 = [f (:v,y)]g(l]; = [32%y° + Qyz]ELO;

= [(317.17 +2.1.1) — (3.1%.0* + 2.0.1)] =5.

(1,0)
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Teorema 76. Se ? é um campo de forcas conservativo em duas dimensoes

entao o trabalho realizado por F' ao longo de qualquer caminho C' de A (x1,y1)
a B(x9,y2) € igual a diferenca de potenciais entre A e B.

Demonstracao. Seja

(w2,y2)
W = ?'d%:f(%,?h)_f(ﬁfl,yl)'

(z1,91)

]

Se a integral independe do caminho e se tomamos C' curva fechada e
A = B entao a diferenca de potencial é zero, e assim

W = 0.

Reciprocamente, se fc ?d? = 0, para toda curva fechada C simples, entao
a integral é independente do caminho e o campo é conservativo.

Exemplo 77. Seja ? o campo gravitacional de uma particula de massa mg
situada na origem de um sistema coordenado xyz. Ache o trabalho realizado
por F' quando uma particula de massa m se move de A(2,3,4) a B(1,0,0).

Demonstracao. A forca gravitacional das duas particula é dada por

F (x,y,2) = —GﬂnOnﬁ?

onde 7 = zi + yj + zk. Temos que

Gmom

(:L,Q + 2+ 22)1/2

f(x,y,2) =
é o potencial de F . Logo,

W:/j?-d?:

(11070)

Gmom ] G ) 1
1/2 = bimom | L — ===

(x2 +y? + 22) / (2.3 V29

]

Se a integral [, M (z,y)dz + N (z,y)dy ¢é independente do caminho,
entao, pelo teorema anterior, existe uma funcao f tal que

_of _9f
M_ﬁx ¢ N_(?y

33



oM 9f ON  of

Consequentemente @_y = Byon e % - o2 i Se M e N tém derivadas
.. . > - 0*f 0% f
arciais primeiras continuas, entao = e
P P ’ oyoxr  Oxdy
oM  ON
dy  Ox’

A reciproca é falsa, a menos que se ponha restricoes sobre o dominio D

de ? (x,y). Em particular, se D é uma regiao simplesmente conexa (nao héa
oM  ON

oy or
N (z,y)dy ¢é independente do caminho.

buracos), entao a condigao implica que a integral | oM (z,y) dv+

Teorema 78. Se M e N tém derivadas parciais primeiras continuas numa
regiao simplesmente conexa D, entao a integral curvilinea

/CM(:c,y)d:c—i-N(:c,y)dy

¢ independente do caminho em D se, e somente se,
oM  ON
dy  Ox’
Exemplo 79. Mostre que a integral curvilinea
/ (e3y —y%sen :v) dx + (3:L‘63y + 2y cos a:) dy
c
¢ independente do caminho numa regiao simplesmente conexa.
Demonstracao. Sejam

M (z,y) = * —y*senz, N (z,y) = 3we® + 2ycosx

vemos que
oM ON
—— =3e% —2ysenw, — = 3% —2ysenzw
dy ox
ou seja
oM  ON
dy  Ox
logo a integral independe do caminho. O

Exemplo 80. Determine se a integral fC 2?ydx + 3xydy € independente do
caminho.

o4



Demonstra¢ao. Sejam

M (z,y) =2y, N (z,y) = 3y’

temos que
%—]\; =27 %—]l = 3y
dai
oM  ON
oy T o
segue que a integral depende do caminho. O

Exemplo 81. Seja ? (r,y,2) = y?coszi+ (2ysenx + €**) j + 2ye*k.
(a) Mostre que fC d7T € independente do caminho, e ache uma fungao

potencial f para F.

(b) Se F' € um campo de forcas, ache o trabalho realizado por ? ao longo
de qualquer curva C' de (O7 1, %) a (g, 3,2) :

Demonstragao. (a) A integral serd independente do caminho se existir uma
fungao diferencidvel f (z,y,2) tal que Vf (z,y,2) = ? (xz,y,z). Ou seja,

of

2
5 — Y COST,
0
—f = 2ysenx + e,
dy
of 2
L — oye®,
0z ve

Integrando f, em relacao a x, obtemos
flx,y,2) = y?*senz + g(y, 2)
diferenciando f em relacao a y, temos
fy =2ysenz + g, (y,2) = 2ysenx + e*

dai
gy (y,2) = €*

integrando g, em relacao a y, obtemos

g (y,2) = ye** + k(2)
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substituindo esse valor em f (x,y, z) temos
f(z,y,2) =y*senz + ye** + k (2)
diferenciando essa ultima funcao em relacao a z, temos
fo = 2ye* + k' (2) = 2ye*

segue que
o que implica

segue que
f(z,y,2) = y*senx + ye* +c.

(b) aplicando o teorema anterior, temos

. _ 2SGHZE €2z (5’3’2)
/c? A7 = [P senz -y )

=(9+3¢") —(0+€) =9+3e* — e~ 170.
O

Definicao 82. Seja ? (x,y, z) um campo vetorial de for¢as conservativo com
fungao potencial f. A energia potencial p (x,y, z) de uma particula no ponto
(z,y,2) é

p(iE,y,Z) = _f (l’,y,Z) :

Como a energia potencial € o negativo do potencial f(x,y, z),

? (x,y,Z) = _VP (ZL‘,y, Z)

se A e B sao dois pontos, entao,

W= / Fdv = [—p(z,y,2) = p(A) — p(B)
A

onde p(A) e p(B) denotam a energia potencial em A e B, respectivamente.

A energia cinética é definida por %mfvz, m € a massa, e v é a velocidade.

Lei de Conservagao da Energia:

Se uma particula se move de um ponto a outro num campo vetorial de
forcas conservativo, entao a soma das energias cinética e potencial permanece
constante.
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Demonstracao. Seja F (x,y, z) um campo conservativo de forgas, temos
C:ZL‘:g(t), y:h(t)a Z:k(t)a aStSb;

temos que
T =i+ yj+ 2k (vetor posicao)

d7  dx. dy, dz
o = d_: = d—fz + d—‘?ij + %k (vetor velocidade)

q = @ (aceleragao)

dt

o trabalho é:

W:/j?.d?:/ab(?.%)dt:/j(?.?)dt

pela 2% lei de Newton

e entao

W= /( )dt m/ (d—7 ) :%/j%(??)dt
o [P =T 020 - @)

segue que
W =K(B)—- K(A)

onde K € a energia cinética. Vimos que
Assim
o que implica

p(A) + K(A) = p(B) + K(B).

0 que prova a conservacao da energia.
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12 Teorema de Green

Seja C' uma curva plana suave com parametriza¢ao
r=g(t), y=~n(t), a<t<b.

Suponha que C' seja uma curva fechada simples, isto é, existe somente um
tnico ponto de intersegao, P(a) = P(b). Vamos considerar também que C
esta orientada positivamente, isto é, ao longo de C' a regiao R que C encerra
estard sempre a esquerda quando o ponto P(t) descreve C. A integral ao
longo de uma curva fechada tera a seguinte notacao:

fM(m, y)dx + N(z,y)dy.

e chamaremos a integral curvilinea ao longo de uma curva fechada simples
C. Entao temos o seguinte resultado importante que é conhecido como o
teorema de Green.

Teorema 83. Seja C' uma curva fechada simples parcialmente suave e seja
R a regidgo que consiste de C' e seu interior. Se M e N sao fungoes continuas
com deriwadas parciais primeiras continuas em toda uma regiao D contendo

R, entdo
]{M(m y)dm+Nmydy—//(a—N—a—]\;)dA. (7)

Demonstragao. Consideremos R uma regiao do tipo R, ou Ry, isto é,
R={(z,y): a<a<b, gi(x) <y < ga(r)} = Ry
R={(z,y): c<y<d, hi(z) <y < ho(2)} = R,

onde g1, g2, hy e hy sdo fungoes suaves. E suficiente mostrar que

]foy /—dA (8)
74 xydx_/ oA (9)

Prova de (8) : C' consiste de duas curvas suaves C; e Cy de equagoes
y = g1(x) e y = go(x), respectivamente. Dai

j{Mxydx—?{Mxydx—l—fM:cy
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obtemos entao que

jl{M(x,y)dx = /abM(x,gl(x))dx + /ba M (z, go(x))dx
c

b b
:/ M(:E,gl(x))dx—/ M (z, go(z))dx
Por outro lado,

//—dA / / x)a—Mdydx

- [ M

a

_/ (M(z, g2(x)) — M(z, g1(x))) da

]{Mxy / OM 4

De modo anélogo, con81derando R como uma regiao do tipo R,, prova-se

(9) .Ou seja,
%N(az,y)d:c = fN(x,y)d:c + %N(w,y)dx

obtemos entao que

j{N(x,y)dxz/ch(hl(y),y)der/ch(hz(y),y)dy

segue que:

=/ (=N(hi(y), y)dy + N(ha(y), y)dy)dz.

Por outro lado,

//—dA //hh O dwdy

=/LwaJ@@

C

d
- / (N (ha(y), ) — N(ha(y). ) dy.

0 que prova o teorema. ]
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Se R = R1 U RQ, 8R1 = Cl U Ci, 8R2 = CQ U Cé temos

//(8—N—a—]\;)dA: ]{deJrNdy

CluCi

// <8—N—6—M>dA: ¢ Mo+ Nay

CQUCé

A integral ao longo de C] é de sinal contrario a integral ao longo de CY.

Portanto,
j{]\/[(x y)dx + N(z,y dy—// (8_N_(9_M) dA.

Exemplo 84. Usando o teorema de Green, calcule j{5$ydx + 23dy, onde

c
C € a curva fechada que consiste nos grificos de y = 22 e y = 2z, entre o0s

pontos (0,0) e (2,4).
Solucao: Pelo teorema de Green: M(m y) = bxy e N = x° logo

f Saydz + dy — / / l - (5xy)] dA
= /o /12 (3332 — 5ZU) dydx

2
= / [3x2y — 5xy} if dz

0

? 28
= / [112* — 102* — 32| dw = ——.
0 15

Exemplo 85. Usando o teorema de Green, calcule a integral curvilinea

%Qxydx + (a:2 + yQ) dy
C
onde C € a elipse 42 + 9y? = 36.

Solugao: Pelo teorema de Green, com M (x,y) = 2xy, N(z,y) = 22 + y?,

temos
%nydx + (2% + ) dy = //(21: —2z)dzr = //OdA =0.
c R R

A integral sempre serd zero para qualquer curva fechada.
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Exemplo 86. Culcule f (4 + eﬁ) dz + (seny + 3z%) dy se C' é a fronteira

c
da regiao R delimitada pelos quartos de circulo de raio a e b, respectivamente,
e pelos segmentos de eixo-x e y.

Solugao: Por Green

7{(44—6\/5) dz + (seny + 32°) dy = // (62 — 0)dA
C
/ / 612 cos Odrdd

Usando o teorema de Green podemos encontrar uma férmula para achar a
area A de uma regiao R delimitada por uma curva simples parcialmente suave
C. Fazendo M =0 e N =z em (7), obtemos

zé/d/l:z{xdy

também se fizermos N =0 e M = —y em (7), obtemos

- [far=~fi

Dai, podemos estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 87. Se uma regiao R do plano-xy é delimitada por uma curva
fechada, simples, parcialmente suave C, entdo a drea da regido A de R é

1
A= j{xdy: —?{ydx = §%xdy—ydx.

C c C

Exemplo 88. Ache a drea da elipse usando o teorema de acima.
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Solucao: As equagoes paramétricas da elipse sao x = acost, y = bsent,
0 <t <2m Dai

1
A:§j[:zdy—ydx

C

2m
/ (acost) (bcost)dt — (bsent) (—asent) dt
0

N —

1 27

5 / ab (0082 t + sen? t) dt
0
1

= —ab2m = abw
2

O teorema de Green é valido para regioes R que contenha ”buracos 7. A
integracao deve ser feita de modo a manter a regiao R sempre a esquerda
de C. Assim, se tivermos uma regiao R cujo contorno exterior seja Cj e os
contornos interiores sejam C, Cs, -+, C,, temos que

]{ Mz, y)derN(x,y)dy—zn: ]{ M(z, y)dz+N(z, y)dy — / / (%—JZ - %—]‘;> dA
Co =1¢, R

onde C;, © = 0,1,--- ,n sao percorridos no sentido contrario aos ponteiros
do relégio.

Exemplo 89. Sejam C; e Cy duas curvas fechadas simples parcialmente
suaves que nao se interceptam, cada uma tendo a origem 0 como um ponto
interior.Se

— 2  N=-—"_
72 + 92 72 + 12

prove que

wawM+wa@=mewm+N@w@
C1 C2

Solugao: Denotando por R a regiao entre C e (s, o teorema de Green
nos da

jl\/[(a:, y)de+N(z, y)dy—fM(a:, y)de+N(z, y)dy = é/ (%—Z - %—]‘j> dA

€ COomo
ON _(2+y)(1)—x(20) _ y—a> _OM

Oz (22 + y2)? (22 +y2)* Oy
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a integral dupla sobre R é zero. Consequentemente

fM@wM+wa@=mewm+N@w@
Cl CQ

Exemplo 90. Se F ¢ definida por F(z,y) = IQ—}ryQ(—yi—i-xj), prove que

]{F -dr = 27 para toda curva fechada simples parcialmente suave que tenha

C
a origem em seu interior.

Solucao: Fazendo F = Mi+ Njentao M e N sao as mesmas que no exem-
plo 5. Escolhendo um circulo C; de raio a e centro na origem e inteiramente

contido em C| segue que
%F - dr :fF - dr

C C1

As equacgoes paramétricas de C] sao

r=acost, y=asent, 0 <t <27

C Cy

27
—asent acost
:/ ——— (—asent) dt + a cos tdt
0

obtemos

a? a?

27
= / (sen2 t + cos? t) dt = 2.
0

12.1 Teorema de Green na forma vetorial

Seja F(x,y) = M(xz,y)i+ N(x,y)j + 0k, o rotacional de F' é dado por
k

i
ON  OM
VxF=|& & & :Oi+0j+(———)k
M N 0 Or  dy

seja s o parametro comprimento de arco para C, consideremos o vetor tan-
gente unitario

AT LY
dsl+ds
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assim o teorema de Green toma a seguinte forma vetorial:

Teorema de Green: ]{F ‘T ds = / (Vx F)-kdA.

A integral § F'- T ds representa a circulagdo do campo vetorial F' em
c
torno da curva C'. O que temos aqui é que a circulacao de F' em torno de C

é igual ao fluxo do V x F' através da regiéo R encerrada por C. Agora, note

que se considerarmos o vetor 7 = 33;1 — Sj entao T - 17 = 0. Desse modo, Se

calcularmos a integral de linha, § F'- 7 ds e definirmos M = —N e N' = M
C

]{F~ﬁd3:7{Mdy—Ndx:

f/\/ldx—l—/\/'dy—//%f—%

oM  ON

dl it F)dA
//8x+8y //(V d
R R

Ou seja, o Teorema de Green pode também ser dado na seguinte forma

vetorial
fF-ﬁds:/ (V-F)dA
C R

A integral % F -1 ds representa o fluxo de F' através da curva C.

teremos

c

13 Integral de Superficie

13.1 Representacao paramétrica de uma superficie

Representacao Implicita: S = {(z,y,2): F(x,y,2) = 0}. Exemplo: 2%+
y* + 2% = 1 (superficie esférica)

Representacao explicita: z = f(z,y). Exemplo: z = /1 —22—y? e
z = —y/1 — 2?2 —y? (neste caso, temos a semi-esfera superior e a inferior,
respectivamente. )

Representacao Paramétrica: © = X (u,v), y = Y(u,v), z = Z(u,v).
(u,v) varia num conjunto conexo bidimensional 7" no plano-uv. Os pontos
(x,y, z) correspondem a porgoes de superficie no espago-zyz.

64



Representacao Paramétrica Vetorial:

r(u,v) =X (u,v)i+Y (u,v)j+ Z (u,v)k, (u,v) €T

Exemplo 1: Representacao paramétrica de uma esfera
T =aCOSUCOSvV, Y = aSeNnucosv, z = G Senv (10)

dai obtemos

42 =1
se (u,v) varia no retangulo 7' = [0, 27| X [—g, g} os pontos determinados
(10) descrevem toda a esfera. O hemisfério superior é a imagem de um
retangulo [0, 27] x [0, E] e o inferior a imagem de [0, 27| x [—g, ()] .

Exemplo 2: Representacao vetorial de um cone
r (u,v) = vsena cosui + vsen asen uj + v cos ak

onde v é a distancia do vértice ao ponto (x,y, z) no cone, u é o angulo polar
e a ¢ angulo do vértice.

A imagem de T através de r é a superficie paramétrica e representamos
por r(7T). Se a funcdo r ¢ injetiva em 7T, a imagem r(7") se denominard
superficie paramétrica simples. Em tal caso, pontos distintos de T" se aplicam
em pontos distintos da superficie. Em particular, toda curva fechada simples
em T se aplica numa curva fechada simples situada na superficie.

Uma superficie paramétrica r(t) pode degenerar-se num ponto ou em uma
curva. Por exemplo, X (u,v) = u+v, Y(u,v) = (u+v)? Z(u,v) = (u+v)?,
sendo T = [0, 1] x[0, 1] . Escrevendo ¢t = u-+wv, obtemos a curva parametrizada
porx=t y=t} 2=, 0<t<2.
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13.2 Produto Vetorial fundamental
Considere uma superficie representada por

S:or(u,v) =X (u,v)i+Y (u,v)j+ Z (u,v)k, (u,v) €T
Se X,Y e Z sao derivaveis em T podemos considerar os dois vetores

6’r_8X,+8Y,+8Zk
8u_8u1 8u‘] ou

ﬁ—a_X'_Fa_Y'_Fa_Zk
821_(%1 81}‘] ov
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0 0
O produto vetorial N« 2L se denominaré produto vetorial fundamental de
u v
r.
or or aix 6jY akz & 2 9z X
v Ov v
oy, 7)., 07, X (XY
_v.Z), ALK, ay)
O(u,v) O(u,v) O(u,v)
, or Or ) .
Se (u,v) é um ponto em 7" no qual ou e 90 sao continuas e o produto vetorial
u  Ov

fundamental ndo é nulo, entao o ponto imagem r (u, v) se chama ponto reqular
de r, caso contrario, o ponto é dito ponto singular. Uma superficie r (T") se
chama regular se todos os seus pontos sao regulares.

Um retangulo em T que tenha uma area AuAwv se converte numa porgao
em r(7T") que aproximamos por um paralelogramo determinado pelos vetores

<2r> Au e (gr> Av. A area desse paralelogramo é o médulo do produto
u v

vetorial
81‘ or
Em cada ponto regular os vetores — determinam um plano que tem

0u v
or or

o vetor — X — como normal. Por esta razao o plano determinado por
u v

Oor Or or Or

— e — se chama plano tangente a superficie. A continuidade de — e —

ou Ov ou  Ov

.. r r . ..
implica na continuidade de 9 X %; isto significa que o plano tangente se

or Or
_X_

AuAv.
ou Ov uav

H—Au X —Av

r

move continuamente numa superficie regular. Assim, a continuidade de — 5
u

or or Or

b evita a presenca de bicos ou arestas nas superficies, o fato de Em X Er #0
u  Ov

evita os casos degenerados.
Exemplo 3: Superficies com representacao explicita, z = f(z,y). Neste
caso,

r(z,y) =2i+yj+ f(z,9)k, (v,y) €R

A regiao R denomina-se a projecao da superficie sobre o plano—xy.

Temos que
% =i+ %k, g—; =i+ g—“;;k, supondo f diferenciavel
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(dr/du)x(dr/dv)

S: z=1f(xy)

A4
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o que nos da

or Or

oz "oy

O = e
—_ O .
SESNT

jS))

S

(o))

<

or r .
Posto que a componente z de — x — é 1, o produto vetorial fundamental

oxr 0Oy

nunca é zero. Logo os unicos pontos singulares desta representacao sao os

of of ,
pontos onde —— e —— nao sao continuas.

or 0Oy

Um caso tipico é a equacao z = /1 — x? — y2, que representa um he-
misfério de raio 1 e centro na origem, se 22 + 3> < 1. A equacao vetorial

é
r(r,y) =xi+yj++1—22—y%k

ela aplica o disco unitério T' = {(z,y) : x? + y* < 1} sobre o hemisfério e tal

. ) .. Or Or - ,
aplicacao € injetora. As derivadas parciais B e — existem e sao continuas
X

em todo o interior do disco, mas nao existem na fronteira do disco. Logo,
todo ponto da fronteira é um ponto singular desta representacao.
Exemplo 4: Consideremos o mesmo hemisfério do exemplo anterior, mas

T
desta vez como imagem do retangulo T = [0,27] X [O, 5} através da
aplicagao
r(u,v) = acosucosvi+ asenucosvj + asen vk

or r i
os vetores — e — vem dados pelas féormulas

ou Ov

@
ou

= —@sen v cos vi + a cos u cos vj

@
Ov

= —acosu senvi — asenusenvj+ acosvk

Temos que

Jdr  Or

ou . ov
A imagem de T nao é uma superficie paramétrica simples pois esta aplicacao
nao ¢ injetora. Com efeito, todo ponto do segmento retilineo v = 7, 0 <
u < 27 se aplica no ponto (0,0, a) (pdlo norte). Também pela periodicidade
do seno e cosseno, r toma os mesmos valores nos pontos (0,v) e (2w, v) de
modo que os lados esquerdo e direito de 1" se aplicam na mesma curva, que

, , r Or _
¢ um arco que o une o polo norte ao ponto (a,0,0). Os vetores — e — sao

ou Ov

= acosvr(u,v)
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or Or
_X_

ou Ov

singulares desta representacao se apresenta quando cosv = 0. Logo o tnico
ponto singular é o polo norte.

2

continuos em todo 7. Como = a” cos v, entao os Unicos pontos

13.3 Area de uma superficie paramétrica

Seja S = r(T') uma superficie paramétrica representada pela fungao r definida

numa regiao 7' do plano—uwv. Um retangulo em T' de drea AuAw é aplicado

por r sobre um paralelogramo curvilineo em S com &drea aproximadamente
JR— X JR—

igual a
‘ ou  Ov

Definigao: A érea de S, que representamos por a(.5), se define pela integral
dupla

or  Or AuAv.

dudv. (11)

Ou seja,

" (?9(5;,?)()))2 N (%(()i: ;))Qdudv (12)

Se S vem dada explicitamente por uma equagao da forma z = f(z,y), entao

or _or| || of. of. of\°  [of\?
’axxay ‘H oz’ ay”kH‘\/H(ax) “\ay)
Nesse caso,

o= [ () - (3o

onde T' é a projecao de S no plano-zy.

Quando S estd num plano paralelo ao plano-zy, a funcao f é constante e

of of _ = 0 daf
a(S) = //d:cdy.

temos — =0 ¢
T

ox 8y
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or Or

Em cada ponto de S, seja v = angulo(N,k) onde N = p X o Como a
Ty
componente z de N é 1, temos
N -k 1 1
cosy = = —
INTHI (N (o O
or Oy
1
Portanto, @ X @ = . Logo,
oxr 0Oy coS 7y

1
a(S) = //Cosydxdy'
T

Se S esta num plano nao perpendicular ao plano-xy. Neste caso, ¥ =constante
e temos que a(S) = (érea de T') / cos~, ou

a(S) = ! //dxdy.
cos 7y
T

Agora se S vem dada implicitamente por F(z,y,z) = 0. Se S pode projetar-
se injetivamente sobre o plano-zy a equagao F(z,y,z) = 0 define z como
fungao de z e y, seja z = f(z,y), assim

of  OF OF 0Of = OF OF

dxr Oz Eea_y_ dy' 0z

nos pontos onde — # 0. Desse modo

0z

2

a(S)//\/(%)QJF{(;?) % ey, (13)

Exemplo 1: Area de um hemisfério. Consideremos um hemisfério S de
raio a e centro na origem. Temos a representacao implicita 2% 4+ 3% + 22 =

a?, z>0; a explicita z = \/a? — 22 — y?; e a paramétrica
r(u,v) = acosu cosvi+ asenu cosvj+ asenvk.

Para calcular a drea de S a partir da representacao implicita utilizamos a
férmula (13) tomando

F(z,y,2) = 2> +y* + 22 — d*
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Temos que 8—5 = 2z, %—5 2y, %—5 = 2z. O hemisfério se projeto de forma
injetiva no disco D = {(z,y) : z*+ y* < a?} do plano-zy. Nao podemos
OF

aplica a férmula diretamente pois - ¢ nula na fronteira de D. Mas tal
derivada nao é nula em todo ponto no interior de D, assim consideramos
um disco concéntrico D(R) de raio R, R < a. Se S(R) representa a porgao
correspondente do hemisfério superior, (13) é aplicdvel e resulta:

\/ o) + (22)°
area de S(R // dzxdy
|2Z !

E da:dy—a//\/—dxdy

D(R)

temos

) 27 R 1
area de S(R) = a/o [/0 \/ﬁrdr] df = 2ma (a — Va2 — Rz)

Quando R — a entdo drea de S(R) — 2ma®. No caso da superficie parame-
trizada, temos

Logo, podemos aplicar (12) tomando T = [0, 27] x [0, 37| . Obtemos

8r or
au BN

= ||acosv r(u,v)|| = a®|cosv|

™

27 -
a(S) = a2/ |cos v| dudv = a2/ /2 cosvdv | du = 2ma’.
0 0
T

13.4 Integrais de Superficie

Definicao: Seja S = r(7T’) uma superficie paramétrica descrita por uma funcao
diferenciavel r definida em T do plano-uv e seja f um campo escalar definido
e limitado em S. A integral de superficie de f sobre S se representa por

//de ou por/ f(z,y, z)dS) e é definida como

ffs ff o]
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Exemplo 1: Area de superficie

dS = dudv.

Exemplo 2: Fluxo de um fluido através de uma superficie. Imagine que
um fluido é uma colecdo de pontos chamados particulas. A cada particula
(x,y, z) corresponde um vetor v (z, y, z) chamado velocidade. Este é o campo
de velocidade da corrente. O campo de velocidade pode ou nao mudar com
o tempo. Consideraremos as correntes estaciondrias. Seja p (z,y,z) a den-
sidade (massa por unidade de volume) do fluido em (z,y,z2). Se o fluido é
incompressivel a densidade p sera constante em todo fluido. O produto da
densidade pela velocidade representamos por F

F(z,y,2) =p(z,y,z)v(z,y,2z) (densidade de fluxo da corrente)

O vetor F(z,y,z) tem a mesma diregdo da velocidade e suas medidas de
dimensoes sao

massa distancia massa

unid. vol. unid. tempo  unid. drea - unid. tempo’

F nos diz quanta massa de fluido circula no ponto (z,y, z) na dire¢ao de v,
por unidade de area e de tempo.

Seja S = r (T) uma superficie paramétrica simples. Em cada ponto re-
gular de S designamos por n o vetor unitario normal que tenha o mesmo
sentido que o produto vetorial fundamental. Isto é

81‘ % or

"

F -n é a componente do vetor densidade de fluxo na dire¢ao n . A massa de
fluido que passa através de S na unidade de tempo na direcao de n se define

S e el

13.5 Mudanca de representagao paramétrica

Or dudwv.

Sejar : A — r(A) a regiao do plano-uv. Suponha G : B — A injetiva e
continuamente diferenciavel.

G(s,t)=U(s,t)i+V (s,t)j se (s,t) € B (14)
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Considere R definida por
R (s,t) =r[G(s,1)] (15)
r e R sao regularmente equivalentes, representam a mesma superficie.

Teorema 91. Sejamr e R reqularmente equivalentes ligadas por (15) , donde
G =Ui+ Vj € ingetiva e continuamente diferencidvel. Temos entao

OR R _(or or\oWV)
ds ot J(s,t)

8uxav

donde 5 = S (U, V) e & = & (U, V

s OR _ 9rdu
Demonstragao: 53 = 5-5- +

14 OR __ Or 90U or OV
S0 ot = ouoar T oyt dal

ard
ov

8_RX8_R_ @x@ 8U8V oUu oV
0s ot \ou  Ov ds Ot Ot Os

Teorema 92. Ser e R sao equivalentes e se //de existe entao / fds

R(B)
/ / fdS = / fdSs.

r(A) R(B)

Demonstracao: //de //f u,v) ||— X —H dudv agora
//f u,v) ‘ dudv_//f ‘ ‘m V)

d(s,1)
i

existe e

or or Or

Xav

dudv

dsdt = / / fdSs.
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14 Integral de fluxo de uma funcao sobre uma
superficie
Seja F' um campo vetorial
F(z,y,2) = M(z,y,2)i+ N (z,y,2)j+ P (z,y,2) k

com M, N e P funcoes escalares continuas.
Integral de fluxo de F sobre S : / / F - ndS onde n é o vetor normal

S
unitario a S no ponto (x,y,z). Supomos que os componentes de 1 sao
funcoes continuas de x,y e z. Se S é o grafico de uma equacao

z=f(zy)
e fazemos g(z,y,2) = —f(z,y) + 2, entdo S é também o grafico de
g(x,y,z) =0.
Como Vg(x,y,z) é o vetor normal ao grafico de g(x,y,z) = 0 no ponto
(x,y, z) entao
vo(r,y.z) _ —felzyli—fy(zy)j+k

Ui

:||V9(9C,y,2)|| N \/1+.f:c (ﬂf,y)Q—i-fy (x,y)Q

Analogamente, ha férmulas como estas no caso em que S é dado por y =
h(z,z) oupor x =k (y, z).

Uma superficie S é orientada (ou orientdvel) , se existe um vetor unitario
normal 1 em cada ponto (z,y,z) (nao fronteira) e que as componentes de 1
sao fungoes continuas de (z,y, z) .(n varia continuamente sobre a superficie
S). Admitamos também que S tem também dois lados: o lado de cima e o
lado de baixo do gréfico de z = f (z,y).

Volume do prisma de area dS e altura F - n

dV = A.h = dS (F - 7)

dV é a quantidade de fluido que atravessa d.S por unidade de tempo. Assim

V://F-nds
S

¢é o volume total do fluido que atravessa S por unidade de tempo. V ¢é o fluxo
de F através de S.
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Definicao: Fluxo do campo vetorial F que atravessa S

é/F-ndS
m:é/d(m,y,z)F-ndS

¢ a massa do fluido que atravessa S.

Exemplo: Seja S a parte do grafico de z = 9 — 22 — y? com 2z > 0. Se
F(z,y,z) = 321+ 3yj + zk, ache o fluxo de F através de S.

Solugao: Consideremos

g(r,y,2) =2—-9+2>+9y*=0

dai . .
Vg 2ri+2yj+ k
7”: =
Vgl /14 422 + 42
logo
622 + 6y>
//F-ndS:// O s
1+ 4x? + 4y?
S S
Agora
2 2 6 2 62
// 6x° + 6y~ + 2 dS:// x° 4 6y + 2 /—1+4x2+4y2dA
g 1+ 4x? + 4y? J 1+ 4x? + 4y?
://(6x2+6y2—|—2) dA

Ry
dai em coordenadas polares

//(6”52+6’¢J2+Z) dA://(6w2+6y2+9—x2—y2) dA

Ryy Ryy

://(9—{—5:172+5y2) dA

Ray

27 3
= / / (9 + 57“2) rdrdf = @W.
o Jo 2
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15 Teorema do Divergente (ou Teorema de
Gauss)
Fluxo de um campo sobre uma superficie fechada S que é fronteira de uma
regiao () em trés dimensoes.
Teorema de Gauss. Seja () uma regiao em trés dimensoes delimitadas
por uma superficie fechada S, e denotemos por 1 o vetor normal unitario

exterior a S em (x,y, z). Se F' é uma funcao vetorial com derivadas parciais
continuas em (), entao

é/F-ndS:/Q/ V.Fav.

Demonstracao: Se F(z,y,2) = M(x,y,2)i+ N(z,y,2)j+ P(z,y, 2)k, entao
o teorema de Gauss diz

// (Mi-n+ Nj-n+ Pk-n)dS = ///<8M (‘3N %f)dv

Para provar esta igualdade é suficiente mostrar que

[ ass- fff

//NJndS // ol
//PkndS // v

Vamos provar a terceira igualdade.
S é a superficie de uma regiao ) entre os graficos de z = u(z,y) e
z =wv(z,y) e acima de uma regiao R do plano-zy. (S = S; U Sy U S;3).

Sobre Sy, o componente k de ) é zero e k-n = 0. Assim //Pk-n ds =0,

Sa
(§] pOdemOS escrever

//Pk-ndS://Pk~ndS+//Pk-ndS
S S1 S3
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Para achar uma normal unitéria (superior) a S, fazemos

gl(xvya Z) =Zz— U(fl?,y)

e calculamos

IVl V31t +ug

1

VIt uZ+u?

Z/Pk-ndSzé/P(m,y,U(%y))dA-

QQ(ZE,y,Z>:Z—’U(ZL‘,y>

Logo, k-n = Assim, se R = R, e f(z,y) = u(x,y) entdo

Em Sj3, fazemos

e dai

Vgo v (r,y)i+u, (z,y)j—k

IVgall NGERT

Aplicando as integrais sobre superficies obtemos

4/Pk.77d5: —4/P(a:,y,v(93,y))d/1-

Somando as integrais de fluxo sobre S; e S3, temos

//Pk-nds://[mx,y,u(:c,y»—P<x,y,v<x,y>>1dA
// /(() a—sz A = // —dV

Analogamente o temos o resultado:

//MlndS // v, //NJ 7 dS = // Ny

Exemplo 1: Seja Q aregido delimitada pelo cilindro circular reto 2%+ =
4 e pelos planos z = 0 e z = 3. Denotemos por S a superficie de (). Se

n= ( normal unitéria inferior)
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F(z,y,2) = 231+ y3j + 2°k. Use o Teorema de Gauss para calcular //F 7

s
ds.

Solucao: Como

div F = 32" + 3y° + 32> = 3 (2” + y* + &%)

//F~77dS:3///(932+y2+22)dV
S Q

Calculando em coordenadas cilindricas

27 2 3 2 2 23 3
//F -ndS = 3/ / / (7’2 + 22) rdzdrdf = 3/ / {7“22 + —] rdrdf
£ o Jo Jo o Jo 3 1o

temos

2 2 2m 3, r21?
= 3/ / (3r* +9) rdrdd = 3/ 214 49| do = 90[6)" = 180r.
0 0 0 4 2 0

Exemplo 2: Seja (Q a regiao delimitada pelo cilindro z = 4— 22, pelo plano
y+ z = 5 e pelos planos zy e zz. Seja S a superficie de Q. Se F(z,y,z) =
(23 +sen z)i+ (2%y + cos z) j + (ex2+y2> k, calcule //F -n dS.

S
Solucao: Por Gauss

//F-ndS:///(3x2+az2)dV:///4x2dV
//43:/5 Z4x2dydzd:c—//4x 2(5 — 2) dzdx

2 4—z2
—/ [2095 z —4x —] dx —/ (4891; — 4t — 2x6) dx
—2 2 0 -2

4608
35

16 Teorema de Stokes

Considere a figura abaixo, onde S é o gréifico de Z = f(z,y), e f tem de-
rivadas parciais primeiras continuas e a projecao C; de C sobre o plano-xy
¢ uma curva que delimita uma regiao R da forma considerada no teorema
de Green. Nessa figura, n é uma normal unitaria exterior de S. Vamos con-
siderar a direcao positiva ao longo de C' como a dire¢ao correspondente a
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diregao positiva ao longo de C;. O vetor T na figura é um vetor unitario
tangente a C' que aponta na direcao positiva. Se F denota um campo vetorial
cujas componentes tém derivadas parciais continuas numa regiao contendo
S, entao temos o seguinte resultado, que denominamos o teorema de Stokes.

Teorema 93. Seja F um campo vetorial, cujas componentes tém deriva-
das parciais continuas numa regido que contém uma superficie S, orientdvel,
parametrizada por z = f(x,y), onde n representa o vetor normal unitdrio
exterior de S, cuja fronteira é dada por uma curva C' no espaco, que tem
T como wvetor tangente unitdario, entao a integral curvilinea da componente
tangencial de F tomada uma vez ao longo da curva C' na diregao positiva é
tgual a integral de superficie da componente normal de rot F sobre S. Isto é

%F-Tds://(rotF)-ndS. (16)

Exemplo 94. Seja S a parte do paraboldide z = 9 — 2> — y?> com z > 0 e
seja C' o trago de S no plano-zy. Verifique o teorema de Stokes (16) para o
campo vetorial F = 3zi + 4xj + 2yk.

Solugao: Devemos mostrar que as duas integrais no teorema (16) sao
iguais. Temos que o vetor normal unitario exterior de S' é:

2xi+2yj+k
VAar? + 42 + 1

temos o rotacional de F ¢ dado por

n—

i j k
rot Fo=| & & 9 |=2i+3j+4k
3z 4z 2y

Consequentemente,

//(rotF)-ndS:// o0yt ds
g g VA + 42+ 1

assim

//(th)-ndS:// iwj6it41\/4x2+4y2+1dfl
Vars +4y® +
S R

:é/(4x+6y+4)d/l
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onde R ¢ a regiao do plano-xy delimitada pelo circulo de raio 3 e centro na
origem. Passando para coordenadas polares, temos

2m 3

//(rotF)-ndS:/ / (4r cos O + 6rsend + 4) rdrdf
o Jo

s

27 3
- / / [(4cosf + 6sen) r* + 4r] drdf
o Jo

2T 3 3
:/ [(40050—1—6sen9)r——|—2r2 do
0 3 0

2w
= / (36 cos @ + 54 sen + 18) db
0
= [36sen § — 54 cos 0 4 180)2" = 36

A integral curvilinea do teorema de Stokes pode ser escrita como

%F~Tds—fF-dr —f3zdx+4xdy+2ydz
c c c

onde C é o circulo 2% + 4? = 9 no plano-xy. Como z = 0 em C, esta integral

curvilinea se reduz a
fF - dr :%éhrdy = 47{mdy

C C C

pelo teorema de Green, f xdy é a area da regiao (que representa um circulo

c
de raio 3) delimitada por C, desse modo,

?{F -dr =4 (97) = 36m.
8]

Usando o teorema de Stokes podemos obter uma interpretacao fisica do
rot F. Se P é um ponto arbitréario, seja S, um disco circular de raio k e centro
em P e denotemos por (Y a fronteira de S, aplicando o teorema de Stokes
e um teorema de valor médio para integrais duplas, temos

fF~Td3://(r0t F)-ndS = [rot F.n}Pkwk2
Sk

Ck
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onde P, é um ponto interior de S;, e 7k? é a 4rea de Sj. Desse modo,

1
[rot F.nlp = 3 F-Tds
Ck

fazendo k£ — 0, entao P, — P e assim, obtemos o seguinte resultado.

Se F' é um campo de velocidade de um fluido, a integral curvilinea 74 F-Tds

Ch
¢ a circulagao em torno de C. Ela mede a tendéncia média de fluido se
mover, ou circular, ao longo da curva. Vé-se portanto, que [rot F.n] nos da
informacao sobre o movimento de um fluido ao longo da circunferéncia de
um disco circular que é perpendicular a n, quando o disco tende a reduzir-se
a um ponto. Essa circulacao é maxima quando o vetor rot F for paralelo ao
vetor n.
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