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6a Lista de Exerćıcios

1. Sejam T : R −→ R definida por T (x) = αx + β com α 6= 0 e I ⊂ R, compacto. Dada

f : J −→ R limitada em J = T (I) tem-se

∫

J

f(y)dy = |α|
∫

I

f(αx + β)dx

2. Sejam Y ⊂ R, [a, b] contendo Y e sua imagem T (Y ), (onde T (x) = αx + β) e

f : [a, b] −→ R uma função limitada, que se anula fora de T (Y ). Então

∫̄ b

a

f(y)dy =

∫̄ b

a

f(αx + β)|α|dx

3. Toda transformação linear invert́ıvel T : Rm → Rm pode ser escrita como produto

de transformações lineares elementares(necessariamente invert́ıveis) E1 · E2 · · ·Ek dos

tipos listados abaixo:

(a) x = (x1, · · · , xn) ½ E · x = (φ(x), · · · , xk), onde φ(x) =
∑m

i=1 αixi.

(b) x = (x1, · · · , xi, · · · , xj, · · · , xm) ½ E · x = (x1, · · · , xj, · · · , xi, · · · , xm).

4. Se h : U −→ V é um difeomorfismo de classe C1 entre abertos de Rm então (por h ser

um homeomorfismo) tem-se h(∂X) = ∂h(X) para todo conjunto X tal que X̄ ⊂ U.

5. Se X ⊂ Rm tem medida nula e f : X −→ Rm é localmente Lipschitziana, entãof(X)

tem medida nula em Rm.
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6. Se X é J-mensurável e X̄ ⊂ U, sua imagem h(X) é J-mensurável.

7. Se f : h(X) −→ R então o conjunto dos pontos de descontinidade de f e f◦h : X −→ R

estão relacionadas pela igualdade

D(f ◦ h) = h−1(D(f))

8. h−1 localmente Lipschitziana, temos med[D(f ◦ h)] = 0 ⇐⇒ med[D(f)] = 0, isto é f

é integrável se, e somente se f ◦ h é integrável.

9. O que é uma decomposição de X ⊂ Rm J-mensurável? O que é uma decomposição

pontilhada?Defina a soma de Riemann de f : X −→ R (limitada) relativamente a

decomposição pontilhada D∗ = (D, (ξi)) de X.

10. Sejam T : Rm −→ Rm uma transformação linear invert́ıvel, X ⊂ Rm J-mensurável e

f : T (X) −→ R integrável. Então

∫

T (X)

f(y)dy =

∫

X

f(T.x) | det T | dx.

Este é o caso linear do Teorema de mudança de variáveis.

11. Se X ⊂ Rm um conjunto J-mensurável. Para toda transformação linear T : Rm −→
Rm, tem-se

vol T (X) =| det T | .vol X

12. Sejam X compacto, U aberto, X ⊂ U ⊂ Rm, e ϕ : U × U −→ R cont́ınua, com

ϕ(x, x) = 1∀ x ∈ X. Dado ε > 0, pode-se obter δ > 0 tal que | ϕ(x, y) − 1 |< ε

quaisquer que sejam x, y ∈ X com | y − x |< δ.

13. Sejam U, V ⊂ Rm abertos, h : U −→ V um difeomorfismo C1, X ⊂ U compacto

J-mensurável e N = N(h,X) = sup{| h′(x) |; x ∈ X}. Então h(X) é J-mensurável e

volh(X) ≤ Nm.volX

2



14. Lema de Duhamel: Seja f : X −→ R integrável no conjunto J-mensurável X ⊂ Rm.

Para cada decomposição D = X1, ..., Xk de X, suponhamos dados os números η1 =

η1(D), ..., ηk = ηk(D) tais que lim
|D|−→0

ηi = 0. Nestas condições, tem-se

lim
|D|−→0

∑
[f(ξi) + ηi]volXi =

∫

X

f(x)dx

15. Junte todos os itens anteriores e prove o Teorema de Mudança de Variáveis: Sejam

h : U −→ V um difeomorfismo de classe C1 entre abertos, U, V ⊂ Rm, X ⊂ U

compacto J-mensurável e f : h(X) −→ R integrável. Então f ◦ h : X −→ R é

integrável e ∫

h(X)

f(y)dy =

∫

X

f(h(x)). det | h′(x) | dx
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