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5% Lista de Exercicios

. Mostre usando a definicao de integral as seguintes propriedades: sejam f,g : A C

R™ — R (A cubo fechado) fungoes integraveis.

a) f+ g é integravel;

b) f? é integravel;

c) f g é integréavel;

d) | f| é integrével;

e) se f(r) >0, Vo € A, entao /f ¢ integravel.

. Mostre um exemplo de um conjunto C' C R™ onde dC nao tem medida nula.

. Mostre que um conjunto ilimitado nao pode ter contetido nulo.

. Dé um exemplo de um conjunto fechado de medida nula, mas que nao tenha conteido
nulo.

. a) Se um conjunto C' tem contetido nulo, mostre que C' e C tem contetido nulo.

b) Dé exemplo de conjunto de medida nula, mas que a fronteira do conjunto nao tenha
medida nula.

. a) Seja f : [a,b] — R uma fungao nao decrescente. Mostre que o conjunto

{z € [a,b] : f é descontinua em =} tem medida nula.

b) Conclua do item (a) que toda fungao f : [a,b] — R mondétona é integravel em [a, b].
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Mostre que se C' tem conteiido nulo, entao C' C A para algum retangulo fechado A e

C é Jordan-Mensurével com | 4 Xc =0.

. Dé um exemplo de um conjunto limitado C' de medida nula tal que [ 4 Xc nao existe.

. Se C' é um conjunto limitado de medida nula e [ 4 Xc existe, mostre que 1) A XC =

0.(Sugestao: Mostre que L(f, P) = 0,VP.)

Se f: A — R (A retangulo fechado) é néo negativa e [, f = 0, mostre que o conjunto
{z: f(z) # 0} tem medida nula. (Sugestao: Mostre que o conjunto {z : f(z) > 1/n}

tem conteudo nulo.
Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua. Mostre que o grafico de f tem contetido nulo.

Seja f : [a,b] — R uma fungao integravel e ndo-negativa e considere
Ar={(zr,y):a <z <be0<y< f(xr)}. Mostre que Ay é Jordan-Mensuravel e tem
area f; f.

Se f :]a,b] x [a,b] — R é integravel, mostre que

/ab /ayf(x,y)dmdy = /ab /:f(:c,y)dydx.

Use o teorema de Fubini para mostrar que D1sf = Doy f se estas fungoes sao continuas.
(Sugestao: Se Diof — Doy f > 0, existe um retangulo A contendo a tal que Diof(z) —
Dy f(z) > 0,V € A.

Se A =[ay,b1] X -+ X [ap,b,] e f: A— R é continua, defina F': A — R por
Fa) = [ s
la1,x1] X X[an,Zn]
Qual o valor de D;F(x) para x € intA?

Seja f : [a,b] X [¢,d] — R e suponha Dy f continua. Defina F'(y) = ff f(x,y)dx. Prove

a regra de Leibniz:

F@—/Dﬁmwm
2



(Sugestao: F(y) = f:f(x,y)dx = fab(fcy Dy f(x,s)ds + f(z,c))dx.)



