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2¢ Tista de Exercicios

1. Use f(x) = x? para mostrar que a imagem de um aberto por uma funcio
continua pode nao ser um aberto.

2. Prove que se f : S — R™ é continua e F' C R" é fechado, entao f~*(F) é fechado
em S.

3. Seja f : R® — R uma fungao continua. Prove que o conjunto dos zeros de f,
Z(f) ={x € R"; f(x) =0} é fechado.

4. Prove que a imagem de uma sequéncia de Cauchy por uma funcao uniforme-
mente continua é uma sequéncia de Cauchy. E se a funcao for apenas continua?

5. O cone C' = {(z,y,2) € R% 2 >0, 22 + y* — 2 = 0} é homeomorfo a R
6. Estabeleca um homeomorfismo entre R"** — {0} e S™ x R.

7. O conjunto das aplicagoes lineares injetivas é aberto em £(R™ R™). Onde L(R™, R")
¢é o conjunto das aplicacoes lineares de R™ em R". Idem para as sobrejetivas.

8. Mostre que as operacoes usuais de soma de aplicagoes e produto de uma
aplicagdo por um numero real fazem do conjunto £(R™ R"™) um espago ve-
torial. Analogamente, para o conjunto M (n x m). Exiba, explicitamente, bases
para os espagos L(R™ R™) e M(n x m). (M(n x m) é o conjunto das matrizes
reais (a;;) com n linhas e m colunas).

9. Dado x = (z1,- -+ , o) € R™, tem-se
r=x1€1+ -+ Tyenm

onde {ey, -+ ,e,} é a base canonica do R™. Tal base permite estabelecer uma
bijecdo natural entre o conjunto L(R™,R"™) das transformacoes lineares T :
R™ — R"™ e o conjunto M(n x m). A matriz (a;;) que corresponde & trans-
formacao linear 1" é definido por

T~ej:Zaijei (]:1,,m) (<*>>

U L(R™ R
T

M(n x m)

W(T) = A ,onde A é

. . ~ —
Ou seja, mostre que a aplicacao
—

tal que T"- e; = Ae;, ¢ bijetora.
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Considere em R™ e R™ a norma euclideana. Dada uma aplicacao linear A :
R™ — R", existe uma tnica aplicacao linear A* : R" — R™, chamada a trans-
posta (ou adjunta) de A, tal que (Ax,y) = (z, A*y), Vo € R™, Vy € R™. Dado
b € R", mostre que a equacao Ax = b possui solucao z € R™ se, e somente se,
b é ortogonal a todo elemento do nicleo de A*.

Uma aplicagao linear 7' : R" — R" diz-se simétrica quando T' = T™. Prove que
o conjunto S das aplicagoes lineares simétricas constitui um subespaco vetorial
de dimensao n(n +1)/2 em L(R",R™). Quando T* = —T, diz-se que T' é anti-
simétrica. Prove que o conjunto U das aplicagoes lineares anti-simétricas ¢ um
subespaco vetorial de dimensao n(n —1)/2 em L(R",R™) e que toda aplicacao
linear T se escreve, de modo 1inico, como soma de uma aplicacao simétrica com
uma anti-simétrica, isto é, L(R", R") =S & U.

Dado um subconjunto X C R™, seu complemento ortogonal é o conjunto X+ =
{y e R™: (x,y) =0, Vo € X}. Mostre que X é um subespaco vetorial do R™
e que se £ C R™ é um subespaco vetorial entdao E++ = F.

Dada T € L(R™,R"™), supomos fixadas uma norma em R™, outra em R" e
pomos, |T'| = sup{|Tz|; © € R™, |z| = 1}. Prove que |T| = inf{c € R; |Tz| <
clz|, Vo € R™}.

Uma forma quadratica H : IR" — IR é uma funcao cujo valor num vetor
v = (vg,++,v,) é dado por ZZ].ZI hiju;vj, onde h;; é uma matriz simétrica
n x n. Denotamos por H -v%. Definimos a Hessiana de uma funcao diferencidvel
f:UCIR"— IR no ponto z por H(x) = d*f(z), isto é,

Dada uma funcao diferenciavel f : U — IR, um ponto a € U é ponto critico de

f (ou ponto singular) quando df (a) = 0, isto é, ﬁ(a) == aaf (a) = 0.Diz-
Tn

83:1

se que f tem um mdzimo (resp. minimo) local no ponto a € U quando existe
d >0 tal que [v] <= fla+v) < f(a) (resp. f(a) < fla+v)).

(a) Mostre que se f tem um méaximo local (ou minimo local) no ponto a, entao
a é um ponto critico de f.

O ponto critico a diz-se ndo degenerado quando a matriz Hessiana nesse ponto

02 f
S @) #0

(b) Seja f : U — IR de classe C%. Mostre que todo ponto critico nao-degenerado
a € U é um ponto critico isolado.

é invertivel, i. e., det(

Para mostrar (b), prove primeiro o seguinte resultado:
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(c) Seja F' = (f1,-*+,fn) : U — IR" onde cada f; : U — IR (1 < i < n)
0*f
3131'81‘]'
determinante # 0 entao existe § > 0 tal que 0 < |z —a| < 0 = F(z) # F(a).

¢ diferencidvel no ponto a € U C IR™. Se a matriz H = ( (a)), tem

(d) Conclua com esses resultados que o conjunto dos pontos criticos nao-degenerados

de uma funcao de classe C? é enumeravel. E que em cada compacto K C U ha
apenas um numero finito deles.

Seja H : IR" — IR uma forma quadratica, dada por H - v* = Y h;;v;v; para
v=(vy, - ,v,). Diremos que H é positiva quando tivermos H -v? > 0, Yv # 0
em IR". Se for H -v? < 0,Yv # 0 em IR", diremos que ela é uma forma
quadratica negativa. Se uma forma quadratica for positiva ou negativa, diremos
que ela é uma forma definida. Diremos que H ¢é indefinida quando existirem
vetores v,w € IR™ tais que H -v?> > 0e H -w? < 0.

(a) Dé exemplos de formas quadréticas definidas e indefinidas.

(b) Seja f : U — IR, f € C?, a € U um ponto critico de f e H a forma
Hessiana de f em a. Mostre que se H é positiva entao a é um ponto de minimo
local nao-degenerado.

(c) Sejam f e a nas mesmas condigoes de (b), mostre que se H é negativa entao
a ¢ um ponto de maximo local nao-degenerado.

(d) Sejam f e a nas mesmas condigdes de (b), mostre que se H é indefinida
entao a nao é ponto de minimo local nem de maximo local para f.

(e) Dé exemplos para as trés situagoes (b), (c) e (d).

Mostre que se f : [a,b] — [R" é um caminho continuo e possui derivada nula
em todos os pontos de (a,b) entdo f é constante.

of
aiEi )
U — IR sao diferenciaveis num ponto a € U entao diz-se que f é duas vezes
diferencidvel no ponto a. Neste caso, Vi,7 = 1,--- ,n, existem as derivadas
parciais de segunda ordem

o (0f o2 f

2

Seja f: U C IR™ — IR diferenciavel em U aberto. Se parait=1,--- ,n,

Assim, ficam definidas n? funcoes

U — IR, 1 < 1,7 < n. Se todas
L0

essas funcoes sao diferenciaveis num ponto, entao f é trés vezes diferencidvel

naquele ponto. E assim por diante.

Utilizando a regra de Leibniz prove a seguinte versao do Teorema de Schwarz:

of . O f

"Seja f : U — IR tal que existem em todos os pontos de U. Se as
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0 0? 0?
funcoes —f, / : U — IR sao continuas, entao a derivada /
833'1' 8:62895] x;0x;
o? 02
em todos os pontos de U e vale S /

81’]'8%2' n 89518%

Seja f : IR™ — IR tal que f(tx) = |t|f(z) para x € IR™ e t € IR quaisquer.
Se f é diferencidvel na origem, entdo f(z) = 0 para todo x.

existe

Se f:U — IR, U C IR" aberto, assuma seu maximo (ou minimo) num ponto
a € U entao qualquer derivada parcial de f que exista em a é nula.

Seja f : U — IR continua no aberto limitado U C IR", possuindo derivadas
parciais em todos os pontos de U. Se, para todo a € U tem-se lim,_, f(x) =0

af(c):O,z'zl,---,n.

%

entao existe ¢ € U tal que

Se f: U — IR possui derivadas parciais, com ‘g—zfz(x)‘ <M (@E=1,---,n)em
todos os pontos do aberto convexo U C IR™ entao |f(z) — f(y)| < M|z — y|
(norma da soma) para quaisquer x,y € U. Conclua que se f possui derivadas
parciais limitadas num aberto qualquer entao ela é continua (mas nao neces-
sariamente uniformemente continua).

Uma funcao f : IR™ — IR tal que f(0) = 0 e f(tx) = tf(z) para quaisquer

x € IR™ et >0 tem todas as derivadas direcionais na origem, e vale 8_(()) =
v

f(v).

Sejam U C IR™ aberto, f : U — IR diferenciavel no ponto a € U e M =
{(z,y) € IR™™; x € U,y = f(x)} o grafico de f. O conjunto E dos vetores v =
m 0

(a1, 5 Gy Qy1) € TR™ tais que gy = Zi:1 Q- a—f

L
vetorial de dimensao m em I R™"!. Mostre que E coincide com o conjunto dos
vetores \'(0) dos caminhos \ : (—¢,¢) — IR™!, diferencidveis no ponto ¢t = 0,
com A\(0) = a e tais que A(t) € M para todo t. Determine 3y, - - , 3,41 de modo
que o vetor w = (B, , Bm+1) seja nao-nulo e ortogonal ao subespago E.

(a) é um subespagco

Mostre que todo funcional linear f : IR™ — IR é diferencidvel e df (z)-v = f-v
para quaisquer z,v € IR™.

Para cada uma das funcoes abaixo, escreva a diferencial sob a forma

afdxl—i-“'—i-ﬁdxn

df (z) = o Bz,

e use esta expressao para calcular df (z) - v para x e v dados.

(a) f: IRXx (IR—{0}) — IR, f(x,y) = x/y. Calcule df (x) - v com v = (tx, ty)
e relacione este resultado com as curvas de nivel de f.
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(b) f: IR?—{0} — IR, f(x,y, 2) = (2®+y*+2%)~1/2. Mostre que df (z,y, 2)-v =
0 se, e somente se, v é perpendicular a (z,y,z). Calcule df(z,y,z) - v para
r=1,y=2 2=3ev=(4,2,2).

(c) f: IR?* — {0} — IR, f(z) = log|z|. Calcule df(z) - v, com z = (x,y) e
U= (_yw%')

Considere em IR™ a norma euclideana. Se f : IR™ — {0} — IR ¢ definida por
f(x) = |x]*, com a € IR, entao df (z) - v = alz|**(x,v) para todo v € IR™.

Seja f : IR™XIR™ — IR dada por f(z,y) = (z,y).Mostre que f é diferencidvel
e que df(z,y) - (v,w) = (v,y) + (x,w). Generalize, considerando uma forma
bilinear ¢ : IR™ x IR"™ — IR qualquer. Generalize ainda mais, tomando
Y IR™ x --- x IR™ — IR. Obtenha a diferencial da funcao determinante
como caso particular.

Seja U C IR™ aberto. Se a fungao diferenciavel f : U — I R cumpre a condigao
de Lipschitz |f(z) — f(y)| < ¢|z —y| entao |df (z)-v| < c|v| para z € U e
velR™.

Dada a transformacao linear A : IR™ — I[R", defina as fungoes f : IR™ X
IR - IR e g : IR™ — IR pondo f(z,y) = (A-x,y) e g(x) = (A z,z).
Determine grad f(z,y) e grad g(x).

0
Sejam & : I — IR continua e f : IR? — IR de classe C!, com 8_f # (0 em todos
os pontos. Se f(z,&(x)) = 0 para todo = € I, prove que £ é de classe C*.

Seja f : U — IR definida no aberto U C T R?, tal que (z2+3?) f(z,y)+f(x,y)* =
1 para qualquer (x,y) € U. Prove que f € C™.

Seja f : U — IR definida no aberto U C IR". Se a funcao g : U — IR, dada
por g(z) = Of(m)(t2 + 1)dt, for de classe C*°, entao f também serd C'™.

Seja f : IR* — IR de classe C*, com f(z,0) = f(0,y) = 0 para quaisquer
z,y € IR. Mostre que existe g : TR?> — IR de classe C* tal que f(z,y) =
g(z,y) - © - y para qualquer (z,y) € [R%

Seja f : U — IR de classe C* (i < k < oo) no aberto convexo U C IR?
contendo a origem. Suponha que f e todas as suas derivadas parciais de ordem

< 7 se anulam na origem. Prove que existem funcoes ag, a1, --+, a; : U — IR
i

de classe C*, tais que f(z,y) = Y a;(z,y)2z?y"~ para todo ponto (z,y) € U.
=0



