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Nos exercicios 01 — 18, determine o polinémio caracteristico do operador linear, encontre

seus autovalores e autovetores e dé uma base e a dimensdo dos autoespacos correspondentes.
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T:R?> > R2, T(x,y)=(2y,x).

T:R2—> R2, T(x,y)=(x+y,2x+y).

T:R?> R?, T(x,y)=(-y,x).

T:R?2—> R?, T(x,y)=2x+y,-).

T:R*—> R3, T(x,y,z)=(x+y+2z,2y+z,3z).

T:R*> R3, T(x,y,z)=(2x+2y,x+y+2z,x+y+2z).
T:R*> R3, T(x,y,z)=(x+y, x—y+2z,2x+y—z).
T:R3—> R3, T(x,y,z)=(x+3y-3z,4y, -3x+3y+2z2).
T:R*> R* T(x,y,z,w)=(x, X+ y, X+ y+z,X+y+z+w).
T:R*> R4, T(x,y,z,w)=2x+y,2y,2z,3w).

T:R*> R* T(x,y,z,w)=03x—-4z,3y+5z,—z,-w).
T:My.,— M, ,, T(A)=A", onde A representa a transposta da matriz 4.

T M, (TS)— M, (Ts). T(|* Py = |3 3b
T 22 ’ 0 ¢c|” |0 —a+3b+ec

espaco vetorial das matrizes triangulares superiores de ordem 2.
T:Py(x)—> Py (x) T(ax+b)=2ax~-b

T:Py(x) > Py(x) T(p(x))=p'(x).

T:Py(x) > Py(x) T(ax’+bx+c)=ax’+cx+b

T:P3(x) > P3(x) T(p(x)) = p(x+1),

T:Py(x) = Py(x), T(p(x) = (1-x")p"(x)=2xp'(x).

] sendo M, ,(TS) o

Encontre o polindmio minimal de cada um dos operadores lineares acima e identifique os
que sdo diagonalizadveis, justificando essa identificagcdo de duas maneiras distintas.
Quando o operador for diagonalizavel, determine uma base do espa¢o em relagdo a qual a

matriz do operador é diagonal e escreva essa matriz.

Seja T o operador linear sobre o R? definido por T(x, y)=(x,x+ y). Considerando-se
as bases a={(1,0),(0,1)} ¢ F={(-1,0,(1,2)}, calcule o polindmio caracteristico de T

utilizando a matriz 4= [T]Z e, posteriormente, a matriz B = [T]g

Seja f o operador linear sobre o R?, dado por f(x,y)=(xcos@ — ysen@, xsend + ycos8) .

Se € é um multiplo inteiro de 7, verifique que os autovalores de f sdo A=—-1¢e A=1.

Qual ¢ o operador linear sobre o R? que possui A=-2 e A=3 como autovalores

associados, respectivamente, aos autovetores (3,1) ¢ (-2,1)?

Se T é um operador linear que possui A =0 como autovalor, prove que T ndo € injetor.

Sejam f um operador linear ¢ A um autovalor de f associado ao autovetor v. Se f ¢é

. . , —1 .
um isomorfismo, prove que n ¢ autovalor de f ', associado ao mesmo autovetor Vv.
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Se T ¢é um operador linear sobre o R? cuja matriz em relagdo a base candnica ¢

simétrica, prove que I ¢ diagonalizavel.

Se T:R?— R? ¢ o operador linear definido por T(x,y)=(ax+by,cx+dy), onde

a,b,c e d sdo nimeros reais positivos, prove que:

1
a) os autovalores de T sdo dados por B {(a+d)£[(a-d)* +4bc]"?}.

b) os autovalores de 7 sdo reais, distintos e pelo menos um deles é positivo.

Para quais valores de a, os operadores T(x,y)=(x+y,ay) e T(x,y)=(x+ay,y) sdo
diagonalizaveis?

Dada a matriz

111
Ad=| 4 4 5/,
4 -2 -3

encontre uma matriz invertivel P, tal que P 'AP seja uma matriz diagonal

4 -2

Verifique que 4= L

) . ~ 10
} ¢ semelhante a uma matriz diagonal e, entdo, calcule 4 .

Sejam T um operador linear sobre um espago vetorial V' de dimensdo n, A a matriz de
T em relagio a qualquer base de V e p(A)=(A—a)" seu polindmio caracteristico.
Sabendo-se que T ¢ diagonalizavel, mostre que A=al, onde I é a matriz identidade de
ordem nxn.

Se A e B s3o matrizes quadradas de ordem 2 que possuem polindémios caracteristicos
iguais, prove que A4 ¢ B também possuem determinantes iguais.

Se p(A)=A(A-1)* (A +4) ¢ o polinémio caracteristico de um determinado operador
linear, quais polindmios podem ser seu minimal?

Suponha que o operador linear a que se refere a questdo anterior seja diagonalizavel.
Qual seria o polindmio minimal desse operador? Quais matrizes diagonais poderiam

representa-1o?

Sendo u=(a,b) ¢ v=(c,d), mostre que f(u,v)=2ac+ad+bc+bd é um produto interno
em R2.

A partir de a={(1,2),(2,1)}, determine uma base ortonormal para o R?.

A mesma questdo anterior, considerando em R? a base £=4{(1,1,0),(1,0,1),(0,2,0)}.

Utilizando o produto interno definido no Exercicio 34, determine uma base ortonormal
para o R? a partir de a={(-1,1),(1,1)}.

Considerando o produto interno usual, determine uma base ortonormal para o subespago

W de R3, definido por W = {(x,y,z)/ x—y+z=0}.
Sejam T o operador linear sobre o R? definido por T(x,y,z)=(z,x-y,—z) e W o
seu nucleo. Encontre uma base ortonormal para Wl, em relagdo ao produto interno

a) usual. b) definido por <(x, y,z),(x',y',z")>=2xx"+ yy' + 4zz'.

Se W =[(1,1,0),(0,1,1),(1,0,-1)], tome o produto interno candnico para determinar wt
e um operador linear T sobre o R3, tal que Im(T)=W e N(T)=WL.
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1
Se p(x),q(x) e P,(x) considere <p,gq >=Ip(x).q(x)dx.
-1
a) Verifique que a operagdo definida acima é um produto interno.

b) Se W =][1,1-x], determine uma base ortonormal para W utilizando esse produto
interno.

Considere o conjunto S={(1,0,1), (1,1, 0), (2,1, 1)}.
a) Determine st
b) Se tivéssemos S=[(1,0,1), (1,1, 0),(2,1,1)], o que seria S*? Considerando-se esta

ultima hipotese, determine uma base ortogonal para S e para S+,

Se A=(a,;) ¢ uma matriz quadrada, definimos o trago de 4 como sendo a soma dos seus

elementos diagonais, ou seja, r(4)=a,,+a,, +..+a,,.

Assim, sendo V' =M, ,, considere <A, B> = tr(B'.4), onde B' representa a transposta
da matriz B. Verifique que essa operagcdo é um produto interno e, segundo o mesmo,

encontre uma base ortonormal para V' a partir da base

oo o o} i THi

~ s 2 2 2 2
Se u e v sdo vetores, verifique que || u+v || + || u—v || = 2(" u || + ||v|| ).
Sejam x, y,z e t escalares. Se u e v sdo vetores ortogonais e unitarios, verifique que

xu+yvlzu+tve xz+yt=0.
Se u e v sdo vetores ortogonais e unitarios, mostre que || u—-v || = \/E

Sejam u=(a,b) ¢ v=(c,d) vetores em R?> ¢ 4 a matriz cujas colunas sdo esses
vetores. Mostre que a matriz A'.4 ¢ diagonal <> u e Vv sdo vetores ortogonais em
relacdo ao produto interno usual.

~ . ~ 2 .
Se u e v sdo vetores, verifique que a funcdo f(x) =||u + xv” possui um ponto de
minimo.
Seja u# um vetor unitario e considere a fungdo f, definida no conjunto de todos os
vetores de norma 1, dada por f(v)= ||u - v”

a) Verifique que o valor maximo de f é 2 e que o valor minimo de f ¢é 0.

b) Prove que f(v)=\/5<:>u_l_v.

Prove que |<u, v>| =||u||||v|| < u e Vv sdo vetores linearmente dependentes.

(Sugestdo:
(=) Se u ou v é o vetor nulo, nada ha para mostrar. Se ambos sdo ndo nulos, entdo

|<u,v>|=||u||.||v|| = <u,v> = ||u||||v|| ou <u,v> = —||u||||v||

Se a primeira hipotese for a verdadeira, temos
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Se verdadeira for a segunda, entdo
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Ambas levam a conclusdo de que os vetores u e v sdo linearmente dependentes.

b

>=0.
||

(<) Se u e v sdo linearmente dependentes, entdo podemos escrever u=Av, 1 um

escalar).

Se u e v sdo vetores unitdrios tais que <u, v> =1, prove que u = V.

(Sugestdo: Use o resultado do exercicio anterior).

Prove que "u + v” =||u|| +||v|| < u e v sdo vetores linearmente dependentes.
(Sugestdo:
Note que ||u + v" = "u” + ”v" é equivalente a

<u+tv,ut+tv>=< u,u>+2||u||||v||+< Vv, V>,

Como, de fato,
SUFV, Uu+v> =< u,u>+2<u, v>+<v,v>,

a igualdade anterior equivale a <u, v> = " u " ” % "

Assim, podemos concluir o resultado desejado usando o Exercicio 50).

Se T ¢ um operador linear sobre o R? que satisfaz <7 (u),u> =0, Vu € R?, prove
que <T(u),v>=—-<T(v),u>,Vu,ve R

(Sugestdo:Por hipétese, podemos afirmar que <T(u+v), u+v>=20).

Sejam A=(a;;) uma matriz quadrada de ordem 2 e T o operador linear sobre o R?
definido por T(u)=Au'. Considerando-se o produto interno usual, prove que

<T(1,0),(0,1)>=ay e que <T(0,1),(1,0)> = ay,.

Sejam A e T como no exercicio anterior e suponha que <7 (u),u> =0, Yu € R?.

0 -1
i O} para algum escalar 4.

(Sugestdo: Use os resultados dos dois ultimos exercicios).

Prove que A = ﬂ.{
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