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Nos exercícios 01 → 18, determine o pol inômio caracter ís t ico  do operador l inear ,  encontre  
seus autovalores  e  autovetores  e  dê uma base e  a  d imensão dos autoespaços correspondentes.  
 

01.  :T R2 →  R2 ,  ),2(),( xyyxT = .  
02.  :T R2 →  R2 ,  )2,(),( yxyxyxT ++= .  
03.  :T R2 →  R2 ,  ),(),( xyyxT −= .  
04.  :T R2 →  R2 ,  ),2(),( yyxyxT −+= .  
05.  :T R3 →  R3 ,  )3,2,(),,( zzyzyxzyxT +++= .  
06.  :T R3 →  R3 ,  )2,2,22(),,( zyxzyxyxzyxT +++++= .  
07.  :T R3 →  R3 ,  )2,2,(),,( zyxzyxyxzyxT −++−+= .  

08.  :T R3 →  R3 ,  )33,4,33(),,( zyxyzyxzyxT ++−−+= .  
09.  :T R4 →  R4 ,  ),,,(),,,( wzyxzyxyxxwzyxT ++++++= .  
10.  :T R4 →  R4 ,  )3,2,2,2(),,,( wzyyxwzyxT += .  
11.  :T R4 →  R4 ,  ),,53,43(),,,( wzzyzxwzyxT −−+−= .  
12.  :T 22 ×M →  22 ×M ,  tAAT =)( ,  onde tA representa a  t ransposta da matr iz  A .  

13.  :T )(22 STM × →  )(22 STM × ,  







++−

=







cba

ba
c
ba

T
30

33
)

0
( ,  sendo )(22 STM ×  o  

espaço vetor ial  das  matr izes  tr iangulares  superiores  de ordem 2. 
14.  :T P1 )( x →  P1 )( x ,  baxbaxT −=+ 2)( .  

15.  :T P2 )( x →  P2 )( x ,  )())(( xpxpT ′= .  

16.  :T P2 )( x →  P2 )( x ,  bcxaxcbxaxT ++=++ 22 )( .  

17.  :T P3 )( x →  P3 )( x ,  )1())(( += xpxpT .  

18.  :T P3 )( x →  P3 )( x ,  )(2)()1())(( 2 xpxxpxxpT ′−′′−= .  

19.  Encontre  o pol inômio minimal  de cada um dos operadores  l ineares  acima e ident if ique os  
que são diagonal izáveis ,  just if icando essa ident if icação de duas maneiras  d is t in tas .  
Quando o  operador  for  d iagonal izável ,  determine uma base do espaço em relação a  qual  a  
matr iz  do operador é  d iagonal  e  escreva essa matr iz .  

20.  Seja  T  o  operador  l inear  sobre o  R2  def in ido por  ),(),( yxxyxT += .  Considerando-se 
as  bases  })1,0(,)0,1({=α  e  })2,1(,0,1({ −=β ,  calcule  o pol inômio caracter ís t ico  de T  

u t i l izando a matr iz  [ ]ααTA =  e ,  poster iormente,  a  matr iz  [ ]ββTB = .  

21.  Seja  f  o  operador  l inear  sobre o  R2 ,  dado por  )cos,cos(),( θθθθ yxsenysenxyxf +−= .  
Se θ  é  um múlt ip lo in te iro  de π ,  ver if ique que os autovalores  de f  são 1−=λ  e  1=λ .  

22.  Qual é  o operador l inear  sobre o R2  que possui  2−=λ  e  3=λ  como autovalores  
associados,  respect ivamente ,  aos autovetores )1,3(  e )1,2(− ?  

23.  Se T  é  um operador l inear  que possui  0=λ  como autovalor ,  prove que T  não é  inje tor .  

24.  Sejam f  um operador  l inear  e  λ  um autovalor  de  f  associado ao autovetor  v .  Se  f  é  

um isomorf ismo,  prove que 
λ
1

 é autovalor  de 1−f ,  associado ao mesmo autovetor  v .  



25.  Se T  é  um operador l inear  sobre  o  R2  cuja matr iz  em relação à base canônica é  
s imétr ica,  prove que T  é  d iagonal izável .  

26.  Se :T R2 →  R2  é  o  operador  l inear  def in ido por  ),(),( ydcxbyaxyxT ++= ,  onde 
cba ,,  e  d  são números reais  posi t ivos,  prove que:  

a)  os autovalores de T  são dados por  }]4)([)({
2
1 2/12 bcdada +−±+ .  

b)  os autovalores de T  são reais ,  d is t in tos  e  pelo  menos um deles  é  posi t ivo.  

27.  Para quais  valores  de a ,  os  operadores  ),(),( yayxyxT +=  e  ),(),( yyaxyxT +=  são 
diagonal izáveis?  

28.  Dada a  matr iz  
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encontre uma matr iz  inver t ível  P ,  ta l  que APP 1−  se ja uma matr iz  diagonal  

29.  Verif ique que 
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A  é  semelhante  a  uma matr iz  d iagonal  e ,  então,  calcule 10A .  

30.  Sejam T  um operador l inear  sobre um espaço vetor ial  V  de  dimensão n ,  A  a  matr iz  de 
T  em relação a  qualquer  base  de V  e  nap )()( −= λλ  seu  polinômio caracter ís t ico .  
Sabendo-se que T  é  diagonal izável ,  mostre  que IaA = ,  onde I  é  a  matr iz  ident idade de 
ordem nn × .  

31.  Se A  e  B  são  matr izes  quadradas de ordem 2  que possuem polinômios caracter ís t icos  
iguais ,  prove que A  e  B  também possuem determinantes  iguais .  

32.  Se )4()1()( 23 +−= λλλλp  é  o  pol inômio caracter ís t ico  de um determinado operador  
l inear ,  quais  pol inômios podem ser  seu minimal?  

33.  Suponha que o operador l inear  a  que se refere a  questão anter ior  seja d iagonal izável .  
Qual  ser ia  o  pol inômio minimal  desse operador?  Quais  matr izes  diagonais  poder iam 
representá- lo?  

34.  Sendo ),( bau =  e  ),( dcv = ,  mostre que bdbcadacvuf +++= 2),(  é  um produto  in terno 
em R2 .  

35.  A par t i r  de )}1,2(,)2,1{(=α ,  determine uma base ortonormal  para o R2 .  

36.  A mesma questão anter ior ,  considerando em R3 a  base )}0,2,0(,)1,0,1(,)0,1,1{(=β .  

37.  Util izando o  produto in terno def in ido no Exercício  34,  determine uma base or tonormal  
para  o R2  a  par t ir  de )}1,1(,)1,1{(−=α .  

38.  Considerando o  produto  in terno usual ,  determine uma base or tonormal  para  o  subespaço 
W de R3 ,  def in ido por  W  = }0/),,{( =+− zyxzyx .  

39.  Sejam T  o  operador l inear  sobre o R3  def in ido por  ),,(),,( zyxzzyxT −−=  e  W  o  

seu núcleo.  Encontre uma base or tonormal  para ⊥W ,  em relação ao produto in terno 

a)  usual .                              b)  def in ido por  zzyyxxzyxzyx ′+′+′=>< 42)',','(,),,( .  

40.  Se ])1,0,1(,)1,1,0(,)0,1,1([ −=W ,  tome o produto  in terno canônico para  determinar  ⊥W  

e  um operador  l inear  T sobre o R3 ,  tal  que WT =)Im(  e  ⊥=WTN )( .  



41.  Se )(xp , )(xq ∈ P2 )( x ,  considere ∫
−

=><
1

1

)().(, xdxqxpqp .  

a)  Ver if ique que a  operação def in ida acima é um produto  in terno.  
b)  Se  ]1,1[ xW −= ,  determine uma base or tonormal  para  W  u t i l izando esse produto 

in terno.  

42.  Considere o conjunto )}1,1,2(,)0,1,1(,)1,0,1{(=S .  

a)   Determine ⊥S .  

b)  Se t ivéssemos ])1,1,2(,)0,1,1(,)1,0,1([=S ,  o  que ser ia  ⊥S ?  Considerando-se esta  

ú l t ima hipótese,  determine uma base or togonal  para  S  e  para ⊥S .  

43.  Se )( jiaA =  é  uma matr iz  quadrada,  def inimos o  traço de A  como sendo a soma dos seus  

elementos diagonais ,  ou seja,  nnaaaAtr +++= ...)( 2211 .  

Assim,  sendo 22xMV = ,  considere  ).(, ABrtBA t=>< ,  onde tB  representa a  t ransposta 
da matr iz  B .  Ver if ique que essa operação é  um produto  in terno e ,  segundo o  mesmo,  
encontre uma base or tonormal  para V  a  par t ir  da base  
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44.  Se u  e  v  são vetores ,  ver i f ique que )(2 2222 vuvuvu +=−++ .  

45.  Sejam zyx ,,  e  t  escalares .  Se u  e  v  são  vetores  or togonais  e  uni tár ios ,  ver i f ique que 

0=+⇔+⊥+ tyzxvtuzvyux .  

46.  Se u  e  v  são vetores  or togonais  e  uni tár ios ,  mostre  que 2=− vu .  

47.  Sejam ),( bau =  e  ),( dcv =  vetores  em R2  e  A  a  matr iz  cujas  colunas  são esses 

vetores .  Mostre  que a  matr iz  AAt .  é  d iagonal  ⇔  u  e  v  são  vetores  or togonais  em 
relação ao produto in terno usual .  

48.  Se u  e  v  são  vetores ,  ver i f ique que a  função 2)( vxuxf +=  possui  um ponto  de  
mínimo.  

49.  Seja u  um vetor  uni tár io  e  considere a  função f ,  def in ida no conjunto de todos os  

vetores de norma 1 ,  dada por  vuvf −=)( .  

a)  Verif ique que o  valor  máximo de f  é  2  e  que o valor  mínimo de f  é  0 .  

b)  Prove que vuvf ⊥⇔= 2)( .  

50.  Prove que uvuvu ⇔=>< .|,|  e  v  são  vetores l inearmente dependentes.  

(Sugestão:  
( ⇒ )  Se u  ou v  é  o vetor  nulo,  nada há para mostrar.  Se ambos são não nulos,  então 

vuvuvuvu .,.|,| =><⇒=><  ou  vuvu ., −=>< .  

Se a primeira hipótese for  a  verdadeira,  temos 
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Se verdadeira for  a segunda,  então 



0, =>++<
v
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Ambas levam à conclusão de que os vetores u  e v  são l inearmente dependentes .  

( ⇐ )  Se  u  e  v  são l inearmente  dependentes,  então podemos escrever  λλ ,vu =  um 
escalar) .  

51.  Se u  e  v  são vetores  uni tár ios ta is  que 1, =>< vu ,  prove que u  =  v .  
(Sugestão:  Use o resul tado do exercício  anterior) .  

52.  Prove que uvuvu ⇔+=+  e  v  são  vetores l inearmente dependentes.  
(Sugestão:  
Note que vuvu +=+  é  equivalente  a  

><++><=>++< vvvuuuvuvu ,2,, .  

Como,  de fato ,  
><+><+><=>++< vvvuuuvuvu ,,2,, ,  

a  igualdade anterior equivale  a vuvu =>< , .  

Assim,  podemos concluir  o  resul tado desejado usando o Exercício  50) .  

53.  Se T  é  um operador l inear  sobre  o R2  que sat isfaz ∈∀=>< uuuT ,0,)( R2 ,  prove 

que ∈∀><−=>< vuuvTvuT ,,,)(,)(  R2 .  

(Sugestão:Por hipótese,  podemos afirmar que 0,)( =>++< vuvuT ). 

54.  Sejam )( jiaA =  uma matr iz  quadrada de ordem 2  e  T  o  operador  l inear  sobre  o  R2  

def in ido por  tuAuT =)( .  Considerando-se o  produto  in terno usual ,  prove que 

21)1,0(,)0,1( aT =><   e   que 12)0,1(,)1,0( aT =>< .  

55.  Sejam A  e  T  como no exercício  anter ior  e  suponha que ∈∀=>< uuuT ,0,)(  R2 .  

Prove que A  =  λ 
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,  para a lgum escalar  λ .  

(Sugestão: Use os resul tados dos dois  ú l t imos exercícios) .  
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