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2% Lista de Exercicios

. Sejam V' um espago vetorial sobre K. Sejam h,g € V* e considere f: V x V — K dada

por
f(u,v) = h(u)g(v) + h(v)g(w).

Mostre que f é uma forma bilinear.

Sejam U,V e W trés K-espagos vetoriais. Mostre que a funcdo ¢ : L(U, V) x L(V,W) —
L(U, W) definida por ¢(T,S) = S o T ¢é bilinear.

Determine a matriz de cada uma das formas bilineares abaixo, relativamente a base
especificada:

(a) f:R*xR*— R dada por f(u,v) =< u,v >,Vu,v € R* com relacao a base
B=1{(-2,0,3,1),(1,2,1,-1),(0,1,2,-1),(1,2,3,1) }.

(b) f:C3x C*® — C dada por f(u,v) =< u,a > . < v,b >, com a,b € C? fixos, com
relacao a base canonica de C3.

. Mostre que a forma bilinear definida no exercicio 1 é simétrica.

Sejam V' um espaco vetorial sobre K. Sejam h,g € V* e considere f : V x V — K dada
por
fu,v) = h(u)g(v) — h(v)g(w).
(a) Mostre que f é uma forma bilinear anti-simétrica.

(b) Mostre que f = 0 se e somente se existe A € K tal que h = Ag.

Mostre que qualquer forma bilinear f em V' é a soma de uma forma bilinear simétrica e
de uma forma bilinear anti-simétrica.

Seja B(V') o conjunto das formas bilineares em V' sobre K. Demonstre:

(a) Se f,g € B(V), entao f + g e kf, para k € K, também pertencem a B(V);logo,
B(V') é um subespaco do espago vetorial das fungoes de V' x V em K.

(b) Se ¢ e o sdo funcionais lineares em V', entao f(u,v) = ¢(u)o(v) pertence a B(V).
Seja S(V') o conjunto das formas bilineares simétricas em V. Mostre que:
(a) S(V) é um subespago de B(V).

1
(b) se dimV = n, entao dim S(V) = §n(n +1).

Sejam V' um espago vetorial sobre um corpo K, W C V um subespago e f € B(V).
Mostre que W = {v € V' : f(w,v) = 0,YVw € W} é um subespago de V.

Suponhamos que A é uma matriz simétrica real definida positiva. Mostre que existe uma
matriz nao-singular P tal que A = P'P.
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Seja A qualquer matriz complexa nao-singular. Mostre que H = A*A é hermitiana e
definida positiva.

Reconhecer as quadricas abaixo, dadas pelas suas equagées em relagao ao sistema orto-
gonal {1, 7, k}:

(a) 5% + 6y* + T2% + 4wy — 4xz — 18z — 12y + 6182 — 18 = 0,
(b) ? —y? + 4wz +4yz + 112 + 8z — 2y + 12 = 0,

() > +y*> + 2% —2zy + 222 —2yz — 4o + 4y — 42+ 1 =0,

(d) 3y? +32% —daoy — 4oz —2yz =2x +y + 2 = 0.
Seja V' um espago vetorial sobre K.Uma transformacao f : V xV x --- xV — K é

chamada forma multilinear(ou m-linear) em V se f é linear em cada variavel, isto é, para
i=1,---,m,

f( ,au+bv7...):af(... ,u,---)+bf(--- ,U,---),

onde u e v estao na i-ésima componente de f e as outras componentes sao mantidas fixas.
Uma forma m-linear f é chamada alternada se

f(vi, -+ ,v,) =0, sempre que v; =uvg,1# k.
Demonstre:

(a) O conjunto B, (V) de formas m-lineares em V' ¢ um subespago do espago vetorial
das fungoes V x V x --- x V em K.

(b) O conjunto A,,(V) de formas m-lineares alternadas em V' ¢ um subespago de B,, (V).



