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Verifique se sdo lineares as fun¢des definidas nos exercicios 01 — 18.
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T:RZ—> R%, T(x,y)=(2x-y,0).
T:R3—> R2, T(x,y,2)=(x-1,y +2).
T:R = R3, T(x)=(x,2x,-X).
T:R - R, T(x)=-x.
T:R2> R2, T(x,y)=(y, x").
T:R - R, T(x) = senx.
T:R2—> R2, T(x,y)=(|x],3y).
T:My,0—=> My,n, T(A)= XA, X uma matriz fixada em M, ,,.
T:My,o = My,n, T(A)=X+ A, X uma matriz fixada em M, ,,.
T:M,y,, > My,,, T(A)=A" onde A'representa a transposta da matriz A.
T:M,y,,—=> My, T(A)= det(A), onde det significa determinante.
T:R 5> M, T(X) = [X ax], a um numero real qualquer.

a
T:My,, > R2, T(|b|)=(a+2b,a-c).

c

T:M, ., > Py(x), T({;i ﬂ)z(a—b)x2+cx+d.

T:M,,, > R, T(A)=1tr(A), onde tr denota traco ou soma dos elementos diagonais.
T:Py(x) > Py(x), T(p(x))=xp(x)+x.

TP, () > R, T(p(x)) = [ p(x)dx.
0

T:P,(x) = P3(x) T(p(x)) = p(x) +x*p'(x),

Se V ¢é um espago vetorial qualquer, verifique que a fungéo 1:V — V dada por I(v)=vV
¢ linear (A funcédo | é chamada de Operador ldentidade).

Sejam U,V e W espagos vetoriais e f:U -V e g:V — W transformagdes lineares. Se
gef:U >W ¢ a fungdo definida por (gef)(u) = g(f(u)),vueU, mostre que Qof

também ¢ uma transformacgao linear.
Se T:V; >V, é uma transformacdo linear, prove que T(U—-V)=T(u)-T(v), Yu,veV,.
Sejam U e V espagos vetoriais ¢ f:U -V ,g:U -V fungdes lineares. Se

a={U,U,,..,Uu,} ¢é uma base do espagco U e f(u;) = g(u;),vi=1,2,...,n,
conclua que f(v)=g(v),VveU.

Existe uma transformag¢do linear T:P,(X) > P,(X) que satisfaga T(x+D)=x"—1 e
T(x-1)=x*+x?

Defina a fungdo linear f : R2— R3 que possui o vetor (1, 0) em seu nucleo e satisfaz

f(1,-1)=(1,2,0).



25. Encontre uma transformag¢ao linear T:R?—> R? cujo nucleo seja a reta Yy = 2X.
26. Determine uma transformagdo linear T :P,(Xx) > P,(X), tal que T(1)=x,T(x) =
1-x* e T(x?) =x+2x%.
27. Encontre uma transformagéio linear cuja imagem seja gerada pelo vetor (1, —2).
28. Determine um operador linear sobre R3 cujo nucleo tenha dimensio 1.
29. Seja T:R?— R? a transformagio linear definida por T (X, y) = (2X + VY, 4X + 2y).
Quais dos vetores abaixo pertencem ao nucleo de T ?
a) (1, 2) b) (-2, 4) ¢) (100, -200) d) (0, 0) e) (1, 5)
30. Para cada transformacdo identificada como linear dentre as que constam dos exercicios
01 — 18, determine uma base e dé a dimensdo do nucleo e da imagem.
31. Determine uma base e dé a dimensdo do nucleo e da imagem da fungdo h:M, , > M, ,,
o I -1
definida por h(A)=MA, sendo M = y o)
32. Considere T:R2— R? definida por T(X, y) = (Xcos@ + ysené, ycosd — xsend).
a) Verifique que T ¢ linear.
b) Encontre uma base e dé a dimensdo do nucleo e da imagem de T .
33. Considere o desenho contido na figura abaixo.
a) Estabeleca expressdes para X e Y em
fungdode I e «.
y [ ’
4 b) Faca o mesmo para X e Yy em relacdo
P'(z', y) arle ﬂ=a+9.
c) Utilize os resultados obtidos nos itens
P(z. 1) anteriores e escreva X e y' em funcgio
! r de X, Ye 6.
O !’ !’
S o d) Interpretando (X,Yy’) como T(X,Y),
0 A P conclua que a transformacdo linear do
exercicio 32 é uma rotacdo de angulo
6>0.
34. Determine o nicleo e a imagem do operador linear derivada D:P (X) > Pn(X),
definido por D(f) = f'(x).
35. Sejam f, g:V — V operadores lineares, tais que dimN(f) = dimN(g) = 0. Mostre
que dimN (fog) = 0.
36. Seja T :P,(Xx) = P,(X) definida por T(ax*+bx +c) = (a+ 2b)x + (b +¢).
a) P(X)=—-4x"+2x -2 e N(T)? b) q(X) =x>+2X +1eIm(T)?
c) r(x)=2x+1eIm(T)?
d) Determine uma base ¢ dé a dimensdo do nucleo e da imagem de T .
e) T ¢éinjetora? T é sobrejetora?
37. Se T:U -V ¢ uma transformacdo linear invertivel, verifique que T ':V — U também

¢ linear.
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Quais transformagdes lineares ja apresentadas nesta lista sdo isomorfismos? Para cada

isomorfismo, determine a transformacgdo linear inversa.

Determine o ntcleo e a imagem de cada uma das transformagdes lineares abaixo.

Para as que forem isomorfismos, encontre a transformagdo inversa.
a) T:R2—> R2, T(x,y)=(x-3y,3x+Y).
by T:R3—> R2, T(x,y,2)=(Xx+2y—-2,2X—y +12).
¢c) T:R3—> R2, T(x,y,z)=(x+2z,12)
d) T:R3*— R3 T(x,y,2)=(x-y-22,-x+2y+12,x-32).

b
e) T:M, ,—> R{T({i d})z(a—b,a+b).
fy T:R2—> R3, T(2,3)=(-1,0,1),T(1,-2)=(0, -1, 0).
1 2
) T:M, ,—> M, ,, T(A)=MA - AM , onde M:L 2]

Mostre que sdao isomorfos os seguintes espac¢os vetoriais:

a) RZe W ={(x,y,2)/2=0} < R3. b) R3e P, (x). c) M,,, e R%
Seja T:U —> V uma transformag¢io linear. Mostre que:

a) dimU < dimV = T nio pode ser sobrejetora.

b) dimU > dimV = T nio pode ser injetora.

c) sedimU = dimV , entdo T é injetora < T & sobrejetora.

d) T é um isomorfismo = dimU = dimV .

Se T:U — V ¢ uma transformagéo linear, conclua que dimIm(T) < dimU .

Sejam T:U — V uma transformagéo linear injetora e U,, U,, ..., U, vetores L.I. em U .
Verifique que T (U;), T(U,), ..., T(U,) sdo vetores L.I. em V .

Sejam T:U — V um isomorfismo e & = {uU,, U,, ..., U, } uma base de U . Verifique que

o conjunto f=T(a)={TWU,), T(uy), ..., T(U,)} é uma base de V.

Considere, em R 3, a base o = {(1,1,0), (1,1,1), (1, =2, —1)} e denote por S a base
candnica do R 2. Se T: R3 — R? ¢ a transformag¢do linear definida por T(X,VY,Z) =
(X—y+2z,X—y—12), determine [T ]Z

Se T ¢ o operador linear sobre o R3 definido por T(X,y,z) =(X+VY,X-VY,y+12),
determine as matrizes [T ]% e [T]g, sendo a=1{(1,2,0),(1,1,-1),(0,0,1)} e S a base
candnica do R3. Que relacdo existe entre essas matrizes?

Sejam a=1{(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1)} e B={(-1,0),(0,-1)} bases de R3 e R2

respectivamente. Se T ¢é a transformagdo linear que satisfaz

[T]“ B 1 0 -1
Pl 1 1)
encontre uma base ¢ dé a dimensio do nucleo e da imagem de T, decida se T ¢é injetora

e/ou sobrejetora e determine T (X, Y, Z).
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Sejam «a a base candnica do RZeT o operador linear sobre o R? satisfazendo

1 3 11
[T]* = |: | 5:|. Existe uma base B do R?2, tal que [T]Z = [0 J?

Sejam a ={(-1,1,0),(0,1,1),(1,0,0)} e AB={(,2),(1,-1)} bases de R3 e R?2,

' 3 2 . . ) 1 2 1
respectivamente. Se T:R°— R? ¢ a transformacdo linear que satisfaz L 10l

calcule [T(—l,l,O)]ﬁ, T(-1,1,0) e T(X,Y,2).

Verifique que o operador linear sobre o R3 definido por T(X,VY,Z)=(X—-VY,2y,y+2) é

um isomorfismo ¢ encontre uma matriz que represente seu inverso.

Classifique como verdadeira ou falsa cada uma das afirmag¢des abaixo.

a) Se T:P,(x)—> P,(X) ¢é a transformagdo linear definida por T(ax*+bx+c)=
(a—c)x+b+c, entio p(X)=x"+2x+1eN(T).

b) Se L ¢ o operador linear sobre o R? definido por L(X,y)=(X-Yy,2X—2Yy), entdo o
vetor U=(2,3) ndo estd na imagem de L.

c) Existem transformagdes lineares f ‘R3 - R que sdo sobrejetoras.

d) Se uma transformacdo linear f:R7 — R?3 satisfaz Im(f)=2, entdo um conjunto
L.I. em seu nacleo conterd no maximo 3 vetores.

e) Se A ¢é uma matriz de ordem mxn, entdo A representa alguma transformagio linear
T:R"—» RM

Qual é a matriz da transformagdo T :P,(X) = P,(X) definida por T(p(x)) = xp(X),

em relagio as bases a={x,1} e B={X,x-1Lx+1} de P, (x) e P,(x),

respectivamente?

Suponha que uma transformagdo linear T :P,(X) > P,(X) tem uma representagdo
1 0

matricial da forma |0 1|, em relagdo as bases candnicas de PI(X) e PZ(X). Qual ¢
0 0

essa transformag¢éo?

Sejam V um espago vetorial de dimensdo Ne |1:V — V o operador identidade. Qual é a

matriz de | em relagdo a uma base qualquer de V? Se @ e [ sdo duas bases distintas

de V, qual é a matriz [l ];7

Sejam f:R2 - R3 ¢ g:R3 — Pl (X) as transformagdes lineares definidas,

respectivamente, por f(X,y)=(X,2y,X—Yy) e g(a,b,c)=(a+b)x+c. Considerando-se
as bases 0.’:{(—1,0),(0, _1)}5 ﬂ:{(o,l,l),(l,0,0), (1,0,1)} € ]/:{X—I,X+1},

a

a) determine as matrizes [f ]Z, [g ]f e [go f ]y ,

b) defina a transformagido gof e

¢) decida se gof ¢é um isomorfismo.
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