UFPB/CCEN/DM PERIODO 07.1
GRADUACAO EM MATEMATICA TURMA: 01
DISCIPLINA: Algebra Linear TURNO: Tarde
PROFESSOR: Milton

2% Lista de Exercicios

. Considere o subespagco vetorial W de P;(R) gerado pelo conjunto
1+ 2z + 2% + 323 + 2%, 1 — 20 — 222 — 223 — 32*,
2 — 2%+ 2% — 2% & — 2% + 2, 32% + 623 + 32*
Determine uma base § de W que esteja contida em A.

. Sejam V = F(R,R), W), = {feV: f(x)=f(-z), Ve eR} eWy = {f € V:
f(—=z) = —f(x), ¥ € R}. Prove que W; e W, sao subespagos de Ve V. =W; & Ws.

. Mostre que todo espaco vetorial finitamente gerado sobre K é uma soma direta de

subespacos vetoriais de dimensao 1.

. Mostre que se V=W, @ Wy @ --- © W), entao dimg V' = 2?21 dimg W;.
. Prove que cada uma das transformagoes abaixo é linear:

(a) F : By(R) — Py(R) dada por F(p(t)) = t*p"(t).

(b) F': My(R) — My(R) dada por FI(X) = MX + X onde M =

(c) T : R? - P(R) dada por T'(a,b) = az? + bx + (a + b).

. Consideremos uma transformacao linear T : U — V, onde U e V sao espagos vetoriais
sobre um corpo K tais que dim V' < dimU < oc.

(a) Prove que existe um elemento nao nulo v € U tal que T'(u) = 0.

(b) Se [ é uma base arbitraria de U, existe sempre um vetor u € (3 tal que T'(u) = 07

Prove ou dé um contra-exemplo.



7.

10.

11.

12.

13.

14.

Seja T': Py(R) — P»(R) a fungao dada por
T((a,b,¢)p) = (2c—2b,a+c,a+b+c)y

onde « é a base {1,x,2%} e 8 é a base {1,z + 22,1 + 2°}.
(a) Verifique que T' é uma transformacao linear.

(b) Existe um vetor u € P»(R) nao nulo tal que T'(u) = u? Justifique sua resposta.
Mostre que a composta de transformacoes lineares é linear.

Sejam U um K-espaco vetorial e T : U — U uma transformacao linear tal que ToT = T.

Seja W={zxeU: T(x)=z}eV ={zxeU: T(x)=0}. Prove que:

() U=WaV; (b)T(U)=W; e (c) T(V)={0}.

Mostre que uma fungao 7' : K — K é uma transformagao linear se e somente se

existirem aq,--- ,a, € K tais que

n

T(xy, - ,x,) = Zaixi.

i=1
Sem a hipdtese de que dimU seja finita, prove o seguinte resultado: Sejam U e V
espacos vetoriais sobre K. Se {u;},., for uma base de U e se {v;},.; C V, entao existe

uma Unica transformagao linear 7 : U — V tal que T'(u;) = v; para cada i € [. [ é um

subconjunto infinito de N.

Determine quatro transformacoes lineares de R3 em R? cujos niicleos tenham di-

mensoes 0, 1,2 e 3, respectivamente.

Considere R* e seus subespacos V = [(1,0,1,1),(0,—1,—1,-1)] e W = {(z,y,2,t) €
R*: x+y=0et+2z=0}. Determine uma transformacao linear 7' : R* — R* tal que

N(T)=VelmT =W.

Sejam U,V espacos vetoriais sobre K e 7" : U — V uma transformacao linear.
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(a) Prove que T' é injetora <= T leva cada subconjunto Li. de U em um subconjunto

li. de V.
(b) Prove que se o conjunto {T'(uy),--- ,T(u,)} for Li. em V entdo {uy,- - ,u,} é Li.
em U.

Mostre que se T': U — V for uma transformacao linear injetora, entao dim U < dim V.

Seja K um corpo e T : K? — K2 o operador dado por T'(z1, 22) = (x1+12, 21), V(x1,12) €

K2. Prove que T ¢ um isomorfismo e exiba 77!,

Sejam U um espago vetorial sobre K e T, S : U — U transformagoes lineares invertiveis

sobre U. Prove que S o T é invertivel e (SoT) ™' =710 5.

Seja T : C* — C? a transformagao linear definida por 7'(1,0,0) = (1,0,4), 7(0,1,0) =
(0,1,1), 7(0,0,1) = (4,1,0). Decida se T' é invertivel.

Sejam T : R® — R? e S : R? — R? transformacoes lineares.

(a) Provar que S o T ndo ¢ invertivel.

(b) Achar um exemplo em T o S nao é invertivel.

Sejam V' um espago vetorial sobre K com dimensao finita e 7' : V' — V uma trans-
formacao linear. Suponhamos que exista S : V — V tal que T o S = Iy,. Demonstre

que T é invertivel e S = T, Dé um exemplo que mostre que isto é falso quando a

dimensao de V' nao for finita.

Seja T': U — V uma transformacao linear injetora. Mostre que V' tem um subespaco

isomorfo a U.

Seja T : R — R? tal que

1 21
[T] can — 0 1 1
-1 3 4

Ache uma base de ImT' e uma base de N(T).

3



23. Seja T': My(R) — My (R) uma transformacao linear dada por

Ty 0 x

zZ W z—w 0

(a) Determine a matriz de 7' com relacao a base candnica.

(b) Determine a matriz de T' com relagao a base

de M2 (R) .

(c) Exiba a matriz M tal que [T)|g = M [T]anM.

24. Mostre que se U e U’ sao isomorfos e que se V e V' sao isomorfos entao L(U,V) é

isomorfo a L(U", V).
25. Exibir uma base de L(C?, C?).

26. Seja V' um espago vetorial sobre K e v € V. Mostre que se f(v) =0, V f € V* entao
v =0.

27. Seja V = Py(R) e sejam f1, fo e f3 € V* definidas por
1 2 —1
A = [ pod, fa) = [ ple)dze fo) = [ plads

(a) Mostre que {f1, fo, f3} ¢ uma base de V*.

(b) Exiba uma base de V' da qual {fi, fo, f3} seja a base dual.

28. Sejam u; = (1,0,1), us = (0,1, -2), uz = (—1,1,0) € R3.

(a) Seja f € (R*)" tal que f(u;) = 1, f(uz) = —1 e f(u3) = 3.Determine f(a,b,c),
onde (a,b,c) € R3.

(b) Se f € (R?)" é tal que f(u1) = f(uz) =0 e f(us) # 0, mostre que f(2,3,—1) # 0.



29. Seja W C (R*)" um subespaco formado pelos funcionais f : R* — R tais que N(f)
contém os vetores (1,0,3,—2) e (0,1,3,0). Ache uma base de W.

30. Seja H C R™ um subespago vetorial de dimensao n — 1. Seja f = {vy, -+ ,v,} C R"
uma base de R™ cujos primeiros n — 1 vetores formam uma base de H e considere a

base dual {f1, f2, -, fu} C (R™)" da base 3. Prove que f,(v) = 0 para cada v € H.



