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Topologia dos Espaços Métricos

5a Lista

1. Sejam (M,d) um espaço métrico, E um espaço vetorial normado e f, g : M → E,

α, β : M → R aplicações cont́ınuas, com β(x) 6= 0 para todo x ∈ M . Mostre que as

aplicações (f+g)(x) := f(x)+g(x), (αf)(x) := α(x)f(x), (α
β
)(x) := α(x)

β(x)
são cont́ınuas.

2. Mostre que o produto cartesiano A1 × A2 × · · · × An de conjuntos abertos Ai ⊂ Mi é

um subconjunto aberto de M = M1 ×M2 × · · · ×Mn.

3. Mostre que o produto cartesiano F1 × F2 × · · · × Fn de conjuntos fechados Fi ⊂ Mi é

um subconjunto fechado de M = M1 ×M2 × · · · ×Mn.

4. Sejam (M, dM) e (N, dN) espaços métricos. Mostre que gráfico de uma aplicação

cont́ınua f : M → N é um subconjunto fechado de M ×N .

5. Mostre que o produto cartesiano M = M1×M2× · · · ×Mn é conexo se, e somente se,

cada fator Mi é conexo. Como aplicação prove que Rn, Rn − {0} e C = {(x, y, z) ∈
R3 : x2 + y2 = 1} são conexos.

6. Mostre que a esfera Sn = {x ∈ Rn+1 :
∑n+1

i=1 x2
i = 1} é conexa por caminhos, para

n > 0.

7. Seja F ⊂ Rn um subconjunto limitado e fechado. Prove que toda função cont́ınua

f : F → R é limitada.

8. Sejam (E, ‖ · ‖E) e (F, ‖ · ‖F ) espaços vetoriais normados, L(E, F ) = {T : E →
F : T é uma transformação linear cont́ınua} e ‖T‖ a norma do supremo, mostre que

L(E, F ) é um espaço de Banach.

9. Seja c := {x ∈ R∞ : x é uma sequencia convergente}. Mostre que c é um subespaço

fechado de l∞ com métrica usual do supremo.

10. Mostre que ‖f‖ := supt∈[a,b](|f(t)| + |f ′(t)|) é uma norma no espaço das funções

C1([a, b],R) e que (C1([a, b],R), ‖ · ‖) é um espaço de Banach.

1



11. O espaço das funções polinomiais P ([0, 1]) = {p : [0, 1] → R : p é um polinômio} é

completo com a norma do supremo?

12. Consideremos o conjunto B(X; M) das funções f : X → M limitadas. Dadas f, g ∈
B(X; M), consideremos d(f, g) = supx∈X dM(f(x), g(x)). Mostre que d está bem

definida e é uma métrica em B(X; M) (chamada de Métrica do sup ou Métrica da

Convergência Uniforme). Mostre que B(X; M) é um espaço métrico completo.

13. Dado p ∈ [1, +∞), seja lp =
{
x = (xj)

+∞
j=1 = (x1, x2, · · ·, xk, · · ·) :

∑+∞
j=1 |xj|p < ∞

}

com a norma ‖x‖p = (
∑+∞

j=1 |xj|p)1/p. Mostre que lp é um espaço de Banach.

14. Seja l1 =
{
x = (xj)

+∞
j=1 ∈ R∞ :

∑+∞
j=1 |xj| < ∞

}
. Mostre o dual topológico (espaço dos

funcionais lineares cont́ınuos definidos em l1) de l1 é isométrico ao espaço l∞.

15. Seja (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach e
∑+∞

i=1 ‖xi‖ < ∞ uma série absolutamente con-

vergente. Mostre que a sequencia (xi) é convergente em E.
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