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UFPB/CCEN/Departamento de Matematica
Topologia dos Espagos Métricos
5* Lista

. Sejam (M,d) um espago métrico, £ um espago vetorial normado e f, g : M — E,

a, f: M — R aplicagoes continuas, com (3(x) # 0 para todo x € M. Mostre que as
aplicagoes (f+g)(z) := f(z)+g(2), (af)(z) == a(z)f(z), (5)(z) = % sdo continuas.

Mostre que o produto cartesiano A; X Ay X - -+ X A, de conjuntos abertos A; C M; é

um subconjunto aberto de M = M; x My X - - - X M,.

Mostre que o produto cartesiano F; x Fy x - - - x F,, de conjuntos fechados F; C M; é
um subconjunto fechado de M = M; x My X -+ - X M,.

Sejam (M, dy) e (N,dy) espagos métricos. Mostre que grafico de uma aplicagao

continua f: M — N é um subconjunto fechado de M x N.

Mostre que o produto cartesiano M = M; x My x --- x M, é conexo se, e somente se,
cada fator M; é conexo. Como aplicagao prove que R", R" — {0} e C = {(z,y,2) €

R? : 22 +y? = 1} sdo conexos.

. Mostre que a esfera S = {z € R""" : Y"f12? = 1} é conexa por caminhos, para

n > 0.

. Seja ' C R"™ um subconjunto limitado e fechado. Prove que toda fungao continua

f: F — R ¢ limitada.

Sejam (E, || - ||g) e (F,|| - ||r) espagos vetoriais normados, L(E,F) = {T : £ —
F : T é uma transformagao linear continua} e ||T|| a norma do supremo, mostre que
L(E, F) é um espago de Banach.

Seja ¢ := {z € R™ : x é uma sequencia convergente}. Mostre que ¢ é um subespago

fechado de [*® com métrica usual do supremo.

Mostre que ||f| = supepy([f(E)] + [f'(t)]) é uma norma no espago das fungoes
C([a,b],R) e que (C'([a,b],R), || - ||) é um espago de Banach.
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O espago das fungdes polinomiais P([0,1]) = {p : [0,1] — R : pé um polindémio} é

completo com a norma do supremo?

Consideremos o conjunto B(X; M) das fungoes f : X — M limitadas. Dadas f,g €
B(X; M), consideremos d(f,g) = sup,cy dm(f(x),g(z)). Mostre que d estd bem
definida e é uma métrica em B(X; M) (chamada de Métrica do sup ou Métrica da

Convergéncia Uniforme). Mostre que B(X; M) é um espa¢o métrico completo.

Dado p € [1,400), seja [P = {:17 = ()70 = (w1, 09, -, Ty - +) + 2,55 P < oo}

com a norma ||z||, = (X1 [2,])/?. Mostre que I” é um espago de Banach.

Seja ! = {x = (2;)/3 € R : Y% |z < oo}. Mostre o dual topoldgico (espaco dos

funcionais lineares continuos definidos em ') de I! é isométrico ao espago [*°.

Seja (E, || - ||) um espago de Banach e 3% ||z;]] < oo uma série absolutamente con-

vergente. Mostre que a sequencia (x;) é convergente em E.



