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1a Lista

1. Seja d : M ×M → R uma função tal que

• d(x, y) = 0 ⇔ x = y

• d(x, z) ≤ d(x, y) + d(z, y)

Prove que d é uma métrica.

2. Seja (M,d) um espaço métrico. Mostre que

α(x, y) =
√

d(x, y), β(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
e γ(x, y) = min{1, d(x, y)}

são outras métricas em M .

3. Considere o espaço das sequências limitadas, mas especificamente

l∞ =

{
x = (xj)

+∞
j=1 = (x1, x2, · · ·, xk, · · ·) / sup

j
|xj| < ∞

}
.

a) Mostre que l∞ é um espaço vetorial.

b) Mostre que ‖x‖∞ = supj |xj| é uma norma em l∞.

4. Dado p ∈ [1, +∞), considere

lp =



x = (xj)

+∞
j=1 = (x1, x2, · · ·, xk, · · ·) /

+∞∑

j=1

|xj|p < ∞


 .

a) Mostre que lp é um espaço vetorial.

b) Mostre que ‖x‖p = p

√∑+∞
j=1 |xj|p é uma norma em lp.

Sugestão: Estude as desigualdades de Hölder e Minkowski.

5. Mostre que para uma métrica d, num espaço vetorial real V , seja proveniente de uma

norma, é necessário e suficiente que, para x, a ∈ V e λ real arbitrários, se tenha

d(x + a, y + a) = d(x, y) e d(λx, λy) = |λ|d(x, y).
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