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Prefacio

Este texto surgiu da experiéncia do autor quando ministrou algumas vezes a disciplina
Algebra Linear e Geometria Analitica para varios cursos na Universidade Federal da
Paraiba.

O principal objetivo deste texto é fazer uma apresentacao rigorosa e clara das provas
dos Teoremas e exemplos da Algebra Linear no nivel de graduacio, desenvolvendo, tam-
bém, a capacidade de modelagem de problemas e provas envolvendo combinagoes lineares,
transformacoes lineares e matrizes, diagonalizagoes de operadores lineares e classificacoes
de quddricas. Além disso, resolver problemas que envolvam matrizes utilizando a forma
canonica de Jordan.

E nossa expectativa que este texto assuma o cardter de espinha dorsal de uma expe-
riéncia permanentemente renovavel, sendo, portanto, bem vindas as criticas e/ou sugestoes
apresentadas por todos - professores ou alunos quantos dele fizerem uso.

O leitor interessado em aprender a utilizar um programa de computacao, por exemplo
o Maple, como ferramenta na aprendizagem da Algebra Linear e Geometria Analitica
pode consultar uma das referéncias [1, 3, 5, 7).

Para desenvolver a capacidade do estudante de pensar por si mesmo em termos das
novas definigoes, inclufmos no final de cada se¢ao uma extensa lista de exercicios, onde
a maioria dos exercicios dessas listas foram selecionados dos livros citados no final do
texto. Devemos, porém, alertar aos leitores que os exercicios variam muito em grau de
dificuldade, sendo assim, nao é necessério resolver todos numa primeira leitura.

No capitulo 1 apresentaremos definicoes abstratas de espacos vetoriais e subespagos,
combinagoes lineares, conjuntos linearmente independentes e dependentes, bases e dimen-
sao, coordenadas de um vetor e mudanca de bases. Esse capitulo envolve o desenvolvi-
mento axiomético de vetores, sendo assim, exigindo maior esforco no inicio do curso tanto
do professor quanto do estudante.

No capitulo 2 apresentaremos transformacoes lineares, niicleo e imagem de uma trans-
formacao linear e representacao matricial. A representacao matricial proporciona um
modo elegante de desenvolver a dlgebra das matrizes e a geometria das transformacoes
lineares.

No capitulo 3 apresentaremos as defini¢oes de autovalores e autovetores de um o-
perador linear, o polindémio caracteristico e minimal de um operador linear e operadores

diagonalizdveis. Esse capitulo inicia o estudo das relacoes de equivaléncias e das formas
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canonicas, iteis nas aplicagoes que envolvem representacoes matriciais.

No capitulo 4 apresentaremos definicoes abstratas de espacos com produto interno,
processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt e o complemento ortogonal. Esse capitulo
introduz a nogao de conceitos métricos sobre um espago vetorial qualquer.

No capitulo 5 apresentaremos operadores lineares especiais tais como: operador ad-
junto, ortogonais e simétricos e usd-los-emos para classificar as quadricas.

Finalmente, no capitulo 6 apresentaremos a forma candnica de Jordan, a qual é uma
ferramenta poderosa no estudo das relacoes de equivaléncia de matrizes.

Agradecemos aos colegas e alunos do Departamento de Matemadtica que direta ou
indiretamente contribuiram para a realizagao deste trabalho. Em particular, ao professor

Inaldo Barbosa de Albuquerque, pela leitura criteriosa e sugestoes.

Anténio de Andrade e Silva.
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Capitulo 1
Pré-Requisitos

Neste capitulo apresentaremos as principais defini¢oes e resultados sobre matrizes e
sistemas de equacoes lineares que serao necessdrias para o desenvolvimento deste texto.

O leitor interessado em mais detalhes pode consultar [7, 9].

1.1 Corpos

Um corpo ¢ um conjunto F' com duas operacoes

FxF — F FxF — F
e M
(r,y) — z+y (r,y) — z-y

chamadas de adicao e multiplicacao, tais que as seguintes propriedades valem:

1. A adigao ¢é associativa,
c+(y+z)=(x+y)+z,

para todos x,y,z € F.
2. Existe um tnico elemento 0 (zero) em F' tal que
r+0=0+2x==x,
para todo = € F.

3. A cada x em F corresponde um unico elemento —x (oposto) em F' tal que

4. A adicao é comutativa,

r+y=y+az,

para todos x,y € F.
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5. A multiplicacao é associativa,

- (y-2)=(r-y)- 2
para todos x,y, 2z € F.

6. Existe um unico elemento 1 (um) em F tal que

para todo x € F.

7. A cada x em F — {0} corresponde um tnico elemento 27 ou 2 (inverso) em F' tal
que
roat=alo=1
8. A multiplicacao é comutativa,
Y=Yz

para todos x,y € F.
9. A multiplicacao é distributiva com relagao & adigao,
r-(y+z2)=zc-y+zx-ze(z+y)  -z=z-2+y- 2,
para todos x,y, z € F.

Exemplo 1.1 O conjunto dos nimeros racionais Q, dos reais R e dos complexos C, com

as operagoes usuais de adi¢ao e multiplicacao sao corpos.

Exemplo 1.2 Seja F'= GF(2) = {0,1}. Definimos uma adi¢ao e uma multiplicagdo em
F pelas tabuas:

+10 1 0 1
010 1 e 0({0 0.
111 0 110 1

E fécil verificar que F' com estas duas operacées é um corpo, chamado de corpo de Galois.
Proposicao 1.3 Sejam a,b,xz € R. Entao:

1. Sea+x =a, entao v = 0.

NS

. Seb#0eb-z=0>b, entao r = 1.
3. Sea+b=0, entio b = —a.

4. A equagdo a + x = b tem uma tnica solugdo x = (—a) + b.

S

. Sea#0, a equagdo a-x = b tem uma tnica solucio v = a~* - b=

Qo
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10. (-1)(-1) =1.
Prova. Vamos provar apenas o item (8).
—(a+b)=(-1)(a+b)=(-1)a+ (-1)b=(—a) + (=Db).
[

Sejam F' e K corpos. Dizemos que K é uma extensao de corpos de F se FF C K e,
neste caso, F' é um subcorpo de K. Por exemplo, R é uma extensao de corpos de Q e Q
¢ um subcorpo de R, pois Q C R.

1.2 Matrizes

Uma matriz m x n A sobre o corpo dos nimeros reais R é um arranjo retangular com
m linhas e n colunas da forma

aix - Qin [ app - Qin |
A (1,.21 . a,?n ou A — Q21 -+ Qgp ’
Am1  Amn L Am1 - Gmn 1
onde a;; €R,i=1,...,mej=1,...,n. Usaremos, também, a notacao

A = [aijli<i<m,
1Z5<n

ou, simplesmente, A = [a;;].

A i-ésima linha da matriz A é matriz 1 X n
Li=1 ain, ai, -+ ain,

e a j-ésima coluna da matriz A é matriz m x 1

CLU

a2j

C, =
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O simbolo a;; significa o elemento da matriz A que estd na i-ésima linha e j-ésima coluna
e serd chamado de entrada da matriz A. O conjunto de todas as matrizes m x n serd
denotado por M(m,n) ou R™*". Uma matriz A € R™*" é chamada de matriz quadrada

se m = n. Neste caso, as entradas

a11,0a922, ... ,anp € A12,0A23, .. ., a(n—l)n

formam a diagonal principal e a superdiagonal de A, respectivamente.

Dizemos que uma matriz quadrada A é uma matriz diagonal se
Aiy = 0, 1 7£ j

Em particular, dizemos que a matriz diagonal A é uma matriz identidade se

1 sei=
aij = 0ij = .
0 sei#j,

e serd denotada por I, = [0;;], onde d;; & o simbolo de Kronecker. A matriz A = [a;;] €
R™™ com a;; = 0,1 <i <mel<j<n,échamada de matriz nula e serd denotada
por 0.
Sejam A = [a;;], B = [b;;] € R™*™. Dizemos que A ¢ igual a B, em simbolos A = B,
se, e somente se,
a;;j =0by, 1<i<mel<j<n.

O conjunto R™*™ munido com as operacoes de adi¢ao
A+ B = [a; + bjj]

e multiplicacao por escalar
aA = [aa;j], V a €R,

possui as seguintes propriedades:
1. (A+B)+C=A+(B+C), para todas A,B,C € R™*".
2. Existe O € R™*" tal que A + O = A, para toda A € R"™*".
3. Paracada A € R™*", existe —A € R™*" tal que A+(—A) = O, onde —A = [—aq;].
4. A+ B =B+ A, para todas A,B € R"™*",
5. a(bA) = (ab)A, para todas a,b € R e A € R™*".
6. (a+b)A = aA + DA, para todas a,b € Re A € R™*".
7. a(A 4+ B) = aA + aB, para todas A,B € R™" e a € R.

8. 1-A = A, para toda A € R™*",
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Sejam A = [a;;] € R™" ¢ B = [b;;] € R"?. O produto de A por B, em simbolos,
AB, ¢ definido como

AB=A[C, --- C,|=[AC; --- AC,]= el

onde C; ¢é a j-ésima coluna da matriz B e

n
Cij:zaikbkj, 1<i<mel<j<p.
k=1

Note que AB € R™*P. O produto de matrizes possui as seguintes propriedades:
1. (AB)C = A(BC), para todas A, B, C € R"*".
2. (A+B)C = AC + BC, para todas A, B, C € R"*".
3. A(B+C)=AB+ AC, para todas A, B, C € R"*".
4. AO =0 e OB = 0, para todas A,O € R™" e B,0 € R"*P,

Seja A = [a;;] € R™*™. A matriz transposta de A é a matriz obtida escrevendo-se as

linhas da matriz A como colunas, ou seja,
Al=Ja;], 1<i<mel<j<n.
A transposta de matrizes possui as seguintes propriedades:
1. (A+B)" = A"+ B!, para todas A, B € R™*".
2. (aA)" = aA’, para toda A € R™" e a € R.
3. (AB)" = B'A’  para todas A,B € R"*".

Sejam A = [a;;] € R™*" e as matrizes unitdrias E;; = [e,,] € R™*", onde

1 se (p,q) =
e { 0 se (p,q) # (i, ).

Por exemplo, quando m = n = 2, obtemos

10 01 0 0 00
E, — CEp = Eg = E,, — .
= [0 0] 12 [0 0] 2 [1 0]e 22 [(31]

Entao é facil verificar que (quando o produto é definido)

1.

A= Z Z aijEij-

=1 i=1
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2. EjE,, = 6B

m
3. AE,, = > a;,E,, isto ¢, AE,, ¢ a matriz cuja g-ésima coluna ¢ igual a p-ésima
i=1
coluna da matriz A e as demais zeros.

n
4. Ep A = Y ag,;E,j, isto é, E, A é a matriz cuja p-ésima linha é igual a g-ésima linha
Jj=1
da matriz A e as demais zeros.

5. EpyAE,; = a,E,, isto &, E,,AE,; é a matriz cuja (p, s)-ésima entrada ¢ igual a

aqr € as demais zeros.
Seja A = [a;;] € R™*™. O determinante da matriz A é definido por

det A = Z SN TA15(1) * * * Ono(n),

O'ESTL

onde S,, é o conjunto de todas as permutagoes do conjunto

{1,2,...,n}

N

e sgno = (—1)", com N igual ao nimero de inversoes (transposi¢oes) necessdrias para

trazer de volta o conjunto
{0(1),0(2),...,0(n)}

a sua ordem natural. Assim, det A é a soma de n! termos, onde o sinal estd bem definido,
e qualquer termo tem n elementos, um e somente um, de cada linha e coluna de A.

Uma permutacao o € S,, pode ser escrita sob a forma

onde a ordem das colunas nao importa. Por exemplo, para n = 3, temos que os seis

3 123 ) 123
, 0= , 0" =000 = ,
3 2 3 1 31 2
123 , 123
, O OT =
2 1 3 321

det A = (=1)%ajia9a33 + (—1)%ar2a3a31 + (—1)%ar3a91a3:

elementos de S3 sao:

ﬂ
Il
N
—_ =
w N NN

NIV
~_
Q
o
\]
Il
VR

+<_1>1a11a23a32 + (—1)1a12a21a33 + (—1)36L13G226L31
= (a11022a33 + 12023031 + A13021032)

—(a13a92a31 + a11G23a32 + A12021033).
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Observacgao 1.4 Uma maneira alternativa para determinar o nimero de inversoes de

1 2 3
o = € S;3
2 31

é ilustrado no esquema da Figura 1.1. Neste caso, o nimero de cruzamentos corresponde

uma permutagao

ao numero de inversoes de o.

2 B

(<)

Figura 1.1: Nidmero de inversoes de o.

Portanto, o admite duas inversoes. FEste procedimento vale para S,,.

Proposicao 1.5 Sejam A = [a;;] € R™", L; a i-ésima linha de A e R; = [r;;] € R™>"

uma matriz fixada.

L, L, L;

2.det | al; | =adet | L; |, VaeR

L, L,

3. Se L; = O, entao det A = 0.

4. Se duas linhas da matriz A sao iguais (ou L; = aL;, para todo a € R, com i < j),
entao det A = 0.

5. det At = det A.

6. Se B é a matriz obtida de A trocando-se a i-ésima linha pela j-ésima linha, entao
det B = —det A.

Prova. Vamos provar apenas os itens (1), (4) e (5) Para provar (1), basta notar que
Z SEN OA1(1) -+ * (Gio(i) T Tio@)) "+ * Onom) = Z SEN TA16(1) * * * Qio(s) " * * Ona(n)
aES’n O'ESn

+ Z SgN 0 A15(1) * " Tio() * * * Ano(n)-
oES,
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(4) Suponhamos que L; = L; com ¢ < j. Seja 7 € S, a permutacao definida por
7(i) = j, 7(j) =ieT(r) =z, paratodo x € {1,2,...,n} — {4, j}. Entdo pode ser provado
que

sgnT=—1 e sgn(oco7)=—sgno, ¥V o€S,.
Sejam
X={oceS,:0()<o(j)}eY={ceS,:0()>0a(y)}
Entao a fungdo f : X — Y definida por f(0) = o o 7 & bijetora. De fato, dado ¢ € Y
existe 0 = poT € X tal que f(0) = (poT)oT =, pois ToT = [, isto &, f é sobrejetora.

Agora, se f(o) = f(p), entao
oc=col=co(tor)=(0coT)oT=(poT)oT=po(roT)=@pol =,
ou seja, f € injetora. Portanto,

det A = Z SgN 0A14(1) * * * Ano(n)

g€ESy,

= Z SgNO0A15(1) * * * Ano(n) T+ Z sgn(o o T)ala(‘r(l))  Apo(r(n))
oeX oceX

= 5800 (Qro() Qi) Qo) o) ~ G1o(1) " Gia(y) " Go(i) " o))
oeX

- Z sgn o (ala(l) e aia(i) o aia(j) te ana(n) - CLla(l) o aia(j) te aia(i) T ana(n))
oceX

= 0,

pois L; = L;. Finalmente, para provar (5), note que
A16(1) "~ Ono(n) = Qp(D)o(p(1) " Gp(n)a(pn): ¥ 0, P € Sn.
Assim, em particular, para ¢ = 0~! e sgno = sgno !, temos que

det A = Z SEN OA15(1) " * * Ono(n) = Z SEN Tg-1(1)1 " * * Go—1(n)n

G'GSn Uesn
= Z sgn 0_1%71(1)1 O (), = det A’
O'ESn
|
Teorema 1.6 (Teorema de Binet) Sejam A, B € R™™". Entdo
det(AB) = det A det B.
|

Seja A = [a;;] € R**. Entao

Q22 Q23 a21 Q23
det A = qq; det — aip det
32 as3 aszy ass

+ a3 det [ 421 a2 ] .

a31 as2
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Mais geralmente, pode ser provado que

det A = Z(—l)”jaij det(Az]),z = 1, o, .
j=1

onde A;; ¢ a matriz obtida eliminando-se a i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A.
O escalar ¢;; = (—1)" det(A;;) é chamado o cofator do termo a;; no det A e a matriz

C = [¢;;] € R™™ & chamada a matriz dos cofatores da matriz A.
Teorema 1.7 Seja A € R™". Entao
A-adjA =adjA - A= (det A)I,,

onde adj A é a transposta da matriz dos cofatores de A, a qual é chamada de adjunta

classica de A.

Prova. Seja B = adj A = [b;;], de modo que b;; = ¢;; = (—1)""7 det(A;;), para todos i, j.
Entao

A-adjA = AB = [d;], onde dij = auby; =Y an(—1)"" det(Az).
k=1 k=1

Agora, seja A = [a;;] a matriz obtida de A substituindo-se a j-ésima linha pela i-ésima
linha (note que se ¢ = j, entao A= A). Entao aj; = a;, para todo k. Logo, Kjk =Aj,

para todo k, pois a j-ésima linha é eliminada para obter essas matrizes. Assim,

det A sei=

dij =Y ar(—1)" det(A;,) = det(A) = { o
— 0 se 1 # J,

pois A tem duas linhas iguais quando ¢ # j. De modo andlogo trabalha com BA.
Portanto,
A-adjA =adjA- A= (detA)L,

Teorema 1.8 (Regra de Cramer) Sejam A € R™" ¢ Cy,...,C, as colunas da matriz

A. Se existirem x1,...,x, € R tais que B =2,C; + --- 4+ x,,C,,, entdo
Zj det A = det Cl s Cj,1 B Cj+1 cee Cn
Prova. Veja Exemplo 2.34. |

Uma matriz A = [a;;] € R™" é invertivel ou ndo-singular se existir uma matriz
B = [b;;] € R™™ tal que
AB =BA =1,.

Caso contrério, A é nao-invertivel ou singular. Vamos denotar a matriz inversa de A por

A~1. A inversa de matrizes possui as seguintes propriedades:
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1. Se A, B € R"™ " sdo invertiveis, entao AB ¢ invertivel e (AB)™! = B~!A~L.

2. A € R™" ¢ invertivel se, e somente se, det A # 0. Neste caso,

_ 1 .
Al = detAad‘]A'

Em particular, se

A:[a b c R2x2

c d

entao

R [ T eree

- detA | —¢ a

Sejam A, B € R™*". Dizemos que A e B sao equivalentes se existirem matrizes
invertiveis P € R™*™ ¢ Q € R™*" tais que

B =PAQ L

Em particular, se m =n e P = Q, dizemos que A e B sao semelhantes ou conjugadas.
Sejam A, B € R"". Dizemos que A e B sao congruentes se existir uma matriz

invertivel P € R™"™ tal que
B = P'AP.

Uma matriz A = [a;;] € R"*™ é chamada uma matriz triangular superior (inferior) se
a;; =0, para i >j (a;; =0, para i < j).
Note que se A = [a;;] € R™*" é uma matriz triangular, entao

det A = 11492 * * * App,-

EXERCICIOS

1. Mostre todas as afirmacoes deixadas nesta segao.

2. Mostre que existem matrizes A, B € R?*? tais que

(A—B)(A+B)#A%>— B2

3. Seja
-3 3 -4 0
Al | U1 22 s
2 -1 31
0 3 13

Existe uma matriz B # O com AB = O7? Existe uma matriz C # O com CA = O?
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4. Sejam A, P € R™" com P invertivel. Mostre que

(PAPH)" =PA"P ', VmeN.

5. Seja A € R™*"™. Mostre que det(cA) = ¢" det A, para todo ¢ € R.
6. Sejam A = [a;;], B = [b;;] € R™*", onde b;; = (—1)"*a;;. Mostre que

det B = det A.

7. Sejam A, P € R™" com P invertivel. Mostre que det(PAP™') = det A.
8. Seja A € R™" tal que A% = A. Mostre que det A = 0 ou det A = 1.
9. Seja A € R™™ tal que A¥ = O, para algum k € N. Mostre que det A = 0.

10. Sejam A, B € R™*" tais que I, + AB seja invertivel. Mostre que I,,+BA ¢ invertivel
e
(I, +BA)' =1, +B(I, + AB) 'A.

11. Sejam A, B, P € R™" tais que B, P e APA" + B! sejam invertiveis. Mostre que
P! + A'BA ¢ invertivel e

(P '+ A'BA)!' =P - PA'(APA' + B!)'AP.

12. Sejam A, B, C, D € R"*" e

A B
O D

A B
C D

E=—

Mostre que det(E) = det(A) det(D). Se A ¢ invertivel, mostre que
det(F) = det(A) det(D — CA™'B).

Em particular, se AC = CA, mostre que det(F) = det(AD — CB). (Sugestao:

Note que
AB| |I O A B
OD| |OD 01,
Al O A B| |1, A-'B )
—CA' 1, CD| |0 D-CA'B]|

13. Sejam A, B € R™" com AB — BA =1,,. Mostre que

A™B - BA™ = mA™ !, ¥V mcN.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Seja A = [a;;] € R™*™. O trago de A ¢ definido por

n
= E Qs -
i=1

Mostre que:

(a) tr(A + B) = tr(A) + tr(B), para todas A, B € R™*".

(b) tr(aA) = atr(A), para toda A € R™™ e a € R.

(c) tr(AB) = tr(BA), para todas A,B € R™*".

(d) tr(PAP™') = tr(A), para todas A, P € R™" com P invertivel.
(e) tr(AB — BA) =0, para todas A, B € R"*".

Seja A € R"*™. Mostre que AD = DA, para toda matriz diagonal D € R™*" se, e

somente se, A é uma matriz diagonal.

Seja A € R"™". Mostre que AB = BA, para toda B € R"*" se, e somente se,
A = al,,, para algum a € R. (Sugestao: Calcule AE;; = E;;A.)

Seja A € R™ ", Dizemos que A & uma matriz simétrica se A' = A e que A ¢ uma
matriz anti-simétrica se A' = —A. Mostre que se A ¢ anti-simétrica e n é fmpar,
entao det A = 0.

Seja A € R™™. Dizemos que A é uma matriz ortogonal se AA" = A'A =1,
Mostre que se A é ortogonal, entao det A = +1.

Seja f: R™"™ — R uma fungao tal que
f(AB) = f(A)f(B), V A,B €R"™,

e existem X, Y € R com f(X) # 0 e f(Y) # 1. Mostre que se A ¢é invertivel,
entdao f(A) # 0.

1.3 Sistemas de Equacoes Lineares

Um sistema de equagoes lineares com m equagoes e n incégnitas é um conjunto de

equagoes da forma:

a;ry + 0+ T, = bl
a1y + o+ Qo = b2 "

ST T on Y agmy =y, (1.1)
Am1T1 + 0+ GppTn = bm7

onde a;;,b; €R,i=1,....mej=1,...,n.
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Uma solugdo do sistema de equagoes lineares (1.1) é uma n-upla

Y:(y17'-->yn) ou Y:[yla"'ayn]

que satisfaz cada uma das m equacoes, isto &,

Zaijyj = bZ,Z = 1,...,m.
j=1
Observagao 1.9 Se
by =by == by =0,

dizemos que o sistema de equagoes lineares (1.1) é um sistema homogéneo. Note que a
n-upla
0,...,0)

é sempre uma solucao do sistema homogéneo.

O sistema (1.1) pode ser escrito sob a forma matricial

AX =B ou X'A’ = B,

onde ) ;
ainn Q2 - Qin
Q21 Q22 -+ QA2
A =
L m1  Am2 Qmn i
é a matriz dos coeficientes,
T
T2
X = )
Tn
¢ a matriz das incégnitas e
b
)
B = ]
bm

é a matriz dos termos independentes. Neste caso,
L1X:bl,L2X:bg,...,LmX:bm, (12)

onde

Li:[ail Q2 =+ Qip 7i:17-"am‘
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O sistema de equagoes lineares (1.2) é chamado de sistema compativel se para qualquer

escolha de r; € R tal que
m
Z riL; =0,
i=1
entao necessariamente

=1

Caso contrario, ele é chamado de sistema incompativel.

Se o sistema de equagoes lineares (1.2) tem solugao, entéo ele é compativel, pois se Y

¢ uma solucao do sistema e

entao

=1 i =1

=1 =1

A matriz associada ao sistema de equagoes lineares (1.1) ou (1.2)

ai v G b
A,:[A : B]: a21 Q2np, b2
| Qm1 = Qmn bm |

¢ chamada de matriz ampliada (aumentada) do sistema.

Dizemos que dois sistemas de equacgoes lineares sao equivalentes se eles admitem as
mesmas solugoes.
Exemplo 1.10 Vamos resolver o sistema de equagoes lineares
xr1+ To9 — 21‘3 =4
X1+ X9 — X3 = 3

$1+4l‘2—4$3:5

usando algumas operagoes sobre as linhas da matriz ampliada do sistema.
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Solucgao. Considerando a matriz ampliada do sistema, temos que

11 -2 ¢ 4 11 -2 4
11 -1 3| Le—=Lo—Ly |00 1 —11| Ls—Ls—1L
14 —4 5 1 4 -4+ 5
(11 —2 ¢ 4] 11 -2 4 1
00 1 1| Lae=Ls |0 3 -2 1 L2—>§L3
. —_—
0 3 -2 1 ] 00 1 : —1
(11 -2 4] 11 0 9 ,
01 —% % Ly — Ly +2L3 01 —% % L2—>L2+§L3
00 1 —1] 00 1 —1
(110 2 100 I
010: —%| Lumli=Ly |O10: —4
00 1: —1 001 : —1

Assim, nosso sistema é equivalente ao sistema

T = %
i) = —%
r3 = -1
Logo,
7 1
N —— |
(37 37 )

é a unica solucao do sistema.
As operagoes usadas na matriz ampliada do sistema foram:
1. Permutagao das i-ésima e j-ésima linhas. (L; < L;)
2. Multiplicagao da i-ésima linha por um escalar ndo-nulo c. (L; — cL;, ¢ # 0)

3. Substituicao da i-ésima linha pela i-ésima linha mais ¢ vezes a j-ésima linha, i # j.
(LZ — Lz + CLj)

Estas operacgoes sao chamadas de operacoes elementares sobre as linhas da matriz
A. E fécil verificar que operacdes elementares sobre as linhas da matriz ampliada A’

correspodem a efetuar combinagoes lineares das equagoes do sistema de equacoes lineares
AX = B.

Observagoes 1.11 1. Cada operagao acima tem uma inversa do mesmo tipo:
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(a) L; — L; é sua propria inversa.
(b) Ly — cL; e c 'Ly — L; sio inversas.

(¢) Li = Ly +cLj e Ly + ¢ 'L; — L; sdo inversas.
2. Note, também, que as operacoes acima sao equivalentes a:
(Cl) PijA, onde P'i_j = In — E“ — Ejj + Ez‘j + E]z
(b) Si(c)A, onde S;(c) =1, + (¢ — 1)E;;.
(C) V,L'j(C)A, onde Vm’(C) = In —+ CEZ'j,i 7é j

Teorema 1.12 Se um sistema de equacoes lineares é obtido de outro através de um

numero finito de operagoes elementares, entao eles sao equivalentes.

Prova. E claro que basta provar que uma operacao elementar sempre produz um sistema
equivalente. As operagoes 1 e 2 sao facilmente provadas. Suponhamos que a operagao
consiste na substituicao da i-ésima linha pela i-ésima linha mais ¢ vezes a j-ésima linha

com ¢ < j. Entdo o sistema (1.2) pode ser escrito sob a forma
LlX == b1> c. ,LZ‘,1X == bifl, (Ll—i-CLJ)X == bz +ij, PN ,LjY = bj, ce ,LmX = bm (13)

Agora, se Y ¢é solucao do sistema (1.2), entao é claro que Y também ¢é solugao do sistema

(1.3). Reciprocamente, seja Y uma solugao do sistema (1.3), de modo que, em particular,

(LZ + CLj)Y = bl + ij (§ LJY = bj.

Como
(Ll + CL]‘)Y = L7,Y + CL]‘Y
temos que
LY =,
Portanto, Y é solucao do sistema (1.2). |

Sejam A e R duas matrizes m x n. Dizemos que R é equivalente por linha a A se R
for obtida de A através de um nimero finito de operacoes elementares sobre as linhas da
matriz A.

Exemplo 1.13 As matrizes abaixo sao equivalentes por linhas:

11 -2 4 100 1
A=111 -13|—----—>R=10 0 —3
1 4 -4 5 001 —1
€
1 4 31 00 3
A=|2 5 44|—--—>R=[010 -2

—_
[
w
|
[\)
Ot
(e
(e
—_
[\
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Uma matriz R é reduzida por linha & forma em escada se:
1. O primeiro elemento nao-nulo em cada linha nao-nula de R for igual a 1.

2. Cada coluna de R que contém o primeiro elemento nao-nulo de alguma linha tem

todos os outros elementos nulos.

3. Toda linha de R cujos elementos sao todos nulos ocorre abaixo de todas as linhas

que possuem um elemento nao-nulo.

4. Se as linhas i = 1,...,r, com r < m, sao as linhas nao-nulas de R e se o primeiro

elemento nao-nulo da linha ¢ ocorre na coluna k;, entao

ki <ko<---<k,.

Observagao 1.14 O primeiro elemento em qualquer linha de R na posicao (i,k;) é

chamado de pivo.

Exemplos 1.15 1. A matriz

1 0 0 3

R=|(010 -2

001 2

estd na forma em escada.
2. A matriz

0 0 3

R=]001 =2

1 0 4

nao estd na forma em escada, pois ki = 1, ko = 3 e k3 = 2 nao implica que
k‘l < kz < ]Cg.

Teorema 1.16 Toda matriz m X n é equivalente por linha a uma matriz na forma em

escada. [ |

Sejam A uma matriz m x n e R a matriz m x n linha reduzida a forma em escada de
A. O posto (linha) de A, em simbolos posto(A), ¢ igual ao nimero de linhas nao-nulas
de R. A nulidade de A, em simbolos nul(A), é igual a

nul(A) = n — posto(A).
Exemplo 1.17 Determine o posto e a nulidade da matriz

1
A=| -1
1 -2

(@l V)
—_ W
= ot O
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Solucao. Reduzindo a matriz A & forma em escada

1 210 100 —%
A=|-1 035|—--—R=[010 —1|,
1 -2 11 001 4

|

temos que o posto(A) =3 eanul(A)=4—-3=1.

Teorema 1.18 Sejam AX = B um sistema de equacgdes lineares com m equagoes e n

incognitas e A sua matriz ampliada. Entao o sistema tem solugdo se, e somente se,
posto(A) = posto(A’)

ou, equivalentemente, a forma reduzida da matriz A’ nao contém uma linha da forma

(0,...,0,b) comb+#0. |

Observagoes 1.19 1. Se posto(A) = posto(A’) e posto(A) = n, entdo o sistema tem
uma unica solugcao. Em particular, se m = n, entao para determinar a solu¢do do

sistema basta transformar a matriz

na matriz

2. Se posto(A) = posto(A’) e posto(A) < n, entdo o sistema tem infinitas solugoes.
Neste caso, existem
nul(A) = n — posto(A)

varidvess livres.
3. Se posto(A) < posto(A’), entdo o sistema nao tem solugao.

4. Uma maneira alternativa de resolver o sistema AX = B é considerando a matriz

A-associada

Assim, o sistema AX = B tem uma solugao particular X, se, e somente se,

At T, R : S

-B' O o ! X!
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onde R é a matriz linha reduzida & forma em escada de A'. Portanto, a solucao
geral do sistema é X = X, + X, onde

n
Xy = Z ¢iSi, ¢ € R,
i=k+1
k = posto(A') es;, i = k+1,...,n, sio as linhas da matriz S. Note que X;, é a

solugao do sistema homogéneo AX = O.

Exemplo 1.20 Resolva o sistema

r+2y—22=1
2v4+y—22=6
T+ 8y — 62 = —T.

Solucao. Vamos escalonar a matriz A-associada

1 2 1: 1 0 0 1 0 5 3 -2 0
. 2 1
2 1 81 0 1 0 0 1 -2 2 1 0
-2 -2 -6 : 0 0 1|—=-—| 0 0 0 2 21
-1 -6 7: 0 0 0] 0 0 0 F =3 0]
Portanto,

11 4 2 2
X=(=, -2 . R
(37 370)+C(3737 )7 VCE )

é a solugao geral do sistema. Fazendo ¢ = 0, temos que a solugao particular do sistema é

11 4
Xp = <€,—§,0)

EXERCICIOS

1. Determine a,b € R, de modo que o sistema

T1+ 209 — 223 =17
31’1+.T2—5£C3:b .

—I1+CLJI2+ZL’3:3

tenha infinitas solucoes.
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. Seja o sistema

$1—2l’2+$3:b1
21’1+l‘2+1’3:b2 .
5$2—I3:b3

Determine condicoes sobre by, by e b3, de modo que o sistema tenha solugao.

. Determine )\ € R, de modo que exista uma matriz B € R3*? tal que

1
4
7

co Ot N
> O W

1
B=|3
)

ot =N

C= e R?*2,

A:[ 1 1
1 -1

7]3:21
1 2

Determine uma matriz X € R?*2, de modo que

XA - 2X + XB?* = C? - XA - XB.

. Seja t € R fixado e considere os conjuntos

U = {(I,y,Z)ER3§I—y+tZ:2},V:{(I,y,Z)E]Rgly—l-Z:].},
W = {(z,y,2) €R® .o — (1 +t)y =t}

Determine U NV N W. Dé uma interpretacao geométrica deste problema.

. Seja a matriz

1 210
A=| -1 0 3 5| eR¥>
1 -2 11

Determine uma matriz R linha reduzida a forma em escada que seja linha equi-
valente a A e uma matriz 3 x 3 invertivel P tal que R = PA. (Sugestao: Basta
reduzir a matriz

[A : I;]— - —[R ! P]

a forma em escada.)

. Determine a inversa da matriz

11

13 3

_ |1 11

A= 2 3 1

1 1 1

3 4 5

(Sugestao: Basta reduzir a matriz

[AI3]—)—)[13 A_l]

a forma em escada.)
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8.

10.

11.

Sejam A, B € R™*", Mostre que A é equivalente B se B for obtida de A por uma

seqiiéncia finita de operagoes elementares por linha e coluna.

Seja
1 2 -3
A= 2 5 —4
-3 —4 8

Determine uma matriz invertivel P tal que

10 0
P'AP=D=[01 0
0 0 -5

Note que A* = A e D é diagonal. (Sugestao: Considere a matriz

1 2 =2 100
B = 2 5 —4 1010/,
-2 —4 8 1001

agora aplique as operagoes de linhas e as correspondentes oparacoes de colunas para

reduzir B & forma

10 -3: 100
01 2 =210,
-3 2 8: 001
continue até obter
[D : P ])

Determine todas as funcoes f : R — R da forma
f(x) = a+bx + ca® + dr® + ca?,

de modo que

f + fl + fl/ + f/ll — 1
Uma matriz
ay bl C1
A= | ay by ¢ € R3x3
as b3 C3

é um quadrado mdgico de ordem 3 se a soma das trés linhas, a soma das trés colunas

e a soma das duas diagonais sao todas iguais ao mesmo nimero s.

(a) Reescreva as condigoes para um quadrado mégico como um sistema de 8

equacoes lineares nas variaveis s, a;, b; e ¢;, © = 1,2, 3 e resolva este sistema.
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(b) Mostre que 3by = s.

(c) Substitua as estrelas por nimeros de modo que a matriz

seja um quadrado mégico.

12. Mostre que as matrizes do item 2 da Observacao 1.11, possui as seguintes pro-

priedades:

13. Sejam A € R™*" ¢ B € R™*!. Mostre que se o sistema AX = B tem uma solu¢ao

X € C™!, entao ele tem também uma solugao X € R"*1,

14. Mostre que

1 o 22 - 2t
1 zy 23 - aht nol n
A = I] @@= =] I] &i—=).
o o 1<i<j<n i=1 j=i+1
2 n—1
1z, x; ... x

Este determinante é conhecido como o determinante de Vandermonde. (Sugestao:
Use indugao em n e considere as operagoes elementares sobre colunas Cj1 — Cjj1—
chy,j ::1,...,n/—-1)

15. Mostre que
So S1 S2
det | 51 53 s3 | =[(a—b)(a—)(b— ),

S22 83 54

onde s; =a' + b + ¢, i=0,1,2,3,4.



Capitulo 2
Espacos Vetoriais

O principal objetivo deste capitulo é levar o aluno a compreender o conceito de espago
vetorial de um ponto de vista axiomaético, isto ¢, o conceito abstrato de espago vetorial
como objeto com uma estrutura algébrica especifica. Além disso, veremos os conceitos de
subespacos vetoriais, dependéncia e independéncia linear, bases e dimensao de um espaco

vetorial e relacoes entre bases de um mesmo espago vetorial.

2.1 Espacos Vetoriais

Um espago vetorial sobre o corpo R (ou C) é um conjunto nao-vazio V' munido com
duas operacoes: adicao
+: VXV — V
(w,v) — u+v

e multiplicagao por escalar

RxV — V
(a,u) — au

tal que as seguintes propriedades valem:

1. u+ (v+w)=(u+v)+w, para todos u,v,w € V.

2. Existe 0 € V tal que u+ 0 = u, para todou € V.

3. Para cada u € V, existe —u € V tal que u+ (—u) = 0.
4. u+ v =v +u, para todos u,v € V.

5. a(bu) = (ab)u, para todos a,b e Reu e V.

6. (a4 b)u = au+ bu, para todos a,b e Reuec V.

7. a(u+v) = au+ av, para todos u,v € Vea € R.

8. 1-u=u, para todou € V.

23
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Observacgoes 2.1 1. Note que R com as operagoes usuais é um espago vetorial sobre
R.

2. Seja w = —u+ u. Entdo

w+w = (—u+u)+(—u+u)=-u+(u+(—u)+u)
= —u+0+u)=-utu=w.

Logo,

0 = Wi (—w) = [Wt W]+ (W) =W+ [w+ (~w)]
= w+0=w.

Portanto, —u+u = 0, para todo u € V. Além disso,
O+u = [u+(—u)+u=u+[—u+u
= u+0=nu,
1sto é, 0 +u = u, para todo u € V.
3. Na Proposi¢ao 2.8, provaremos que —u = —1 - u e podemos escrever
u—v=u+(-v),

para todos u,v € V, para representar a diferenca entre elementos de V. Os elemen-

tos de V' serdao chamados, por conveniéncia, de vetores.

4. As propriedades associativa e comutativa da adi¢ao de vetores implicam que a soma
de um certo nimero de vetores é independente da maneira pela qual estes vetores
sao combinados ou associados. Por exemplo, se u, v, w e t sao vetores quaisquer
em V', entao

(u+v)+(wH+t)=[v+(u+w)|+t
e esta pode ser escrita sem confusao como

ut+v-+w+t.

Exemplo 2.2 Seja
V=R"={(z1,...,2,) : 7; € R}.

Seu=(z1,...,2,) €V ev=_(y1,...,yn) €V, entao V, com as operacoes de adi¢do
u+v=(r1+y1, -, Tn+Yn)

e multiplicacdo por escalar

au = (azxy,...,ax,),

é um espaco vetorial sobre R.
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Solugao. O leitor que tenha dificuldade em trabalhar com o caso geral pode iniciar este
exemplo com n = 2 ou n = 3.
1. Dados u = (z1,...,2,) €V, v=(Y1,...,9n) EVew=(z1,...,2,) €V, temos

que

WA (VW) = (@ m) 4 @z g )
(21 + (Z/l +21)y oy T+ (Yo + 2,)) em R
= ((IE1-l—yl)-i-zl,...,(xn—i—yn)—i—zn)
(I1+yl7-~ T+ Yn) + (21,005 20)
(

u+v)+

2. Dado u = (z1,...,2,) € V, devemos encontrar v = (y1,...,y,) € V tal que

u+ v =u. Logo,
(1 4+ Y1, Ty Yn) = (1, ..y 2p) = 2+ y; =20 =1,...,n

Assim, y; = y2 = -+ = y, = 0. Portanto, existe 0 = (0,...,0) € V tal que u+ 0 = u,
para todou € V.
3. Dado u = (zy,...,x,) € V, devemos encontrar v = (y1,...,y,) € V tal que

u+ v = 0. Logo,
(x14+ v,y +yn) =(0,...,0) =z, +y; =0,i=1,...,n

Assim, y; = —x;, @ = 1,...,n. Portanto, existe —u = (—z1,...,—x,) € V tal que
u+ (—u) =0, para todou € V.
4. Dados u = (z1,...,2,) €V ev=(y1,...,yn) €V, temos que

utv = (xl"f_yl?"wxn'f_yn) em R
= (yi+z1, .. Yo+, =v+u

5. Dados u = (z1,...,%,) € V ea,b € R, temos que

a(bu) = a(bxy,..., bx,)
= (a(bzy),...,a(bz,)) em R
= ((ab)zy,...,(ab)z,) = (ab)u.

6. Dados u = (z1,...,2,) € V e a,b € R, temos que

(a+bu = ((a+b)zy,...,(a+b)x,) em R
= (axy+bxy,...,azx, + br,)
= (axy,...,ax,)+ (bxy,..., bx,)

= qu+ bu.
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7. Dados u = (z1,...,2,), V= (Y1,...,Yn) €V e a € R, temos que

alu+v) = alxy+yi,...,Tn + Yn)
= (a(x1+w1),...,a(x, +y,)) em R
= (axy+ayy,...,ax, + ayy,)
= (axy,...,ax,) + (ayi, ..., ay,)

= au-+av.
8. Dado u = (z1,...,2,) € V, temos que

l'u = (1 29,...,1-2,) em R

= (21,...,2)

= u
Exemplo 2.3 Seja V' o conjunto de todas as matrizes m X n, isto é,
V={A:AecR™"}
Se A =la;;] €V eB =[bj] €V, entao V, com as operagées de adi¢do
A+ B = [a;; + b;j]

e multiplicacdo por escalar

aA = [aa;;],

é um espaco vetorial sobre R. Note que R™ = R*",
Solucao. Fica como um exercicio.
Exemplo 2.4 Seja
V=PFPR)={p:p=as+ax+---+a,2", a; € R}.

o conjunto de polindmios com coeficientes reais e grau menor do que ou igual a n. Se

p,q €V, entao V', com as operagoes de adi¢ao p + q dada por
(P + @)(z) = p(z) + q(=)
e multiplicacdo por escalar ap dada por
(ap)(x) = ap(z),
é um espago vetorial sobre R.

Solucao. Fica como um exercicio.
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Exemplo 2.5 Sejam S um conjunto nao-vazio e
V=FS,R)={f:5—>R:f éuma fungao}.

o conjunto de todas as fungoes de valores reais. Se f € V e g € V, entao V, com as
operagoes de adi¢do f + g dada por

(f +9)(x) = f(z) +g(z), V x €5,

e multiplicacao por escalar af dada por

(af)(x) = af(x), ¥ x €S,

é um espaco vetorial sobre R.

Solugao. (1) Dados f,g,h € V. Como a adigdo em R ¢é associativa temos que

[+ (g+n]) = f

Portanto, f+ (g +h) = (f + g) + h.
(2) Seja 0 a fungao nula, isto é, 0(z) = 0, para todo x € S. Entao

(f+0)(z) = f(z)+0(x)
= f(z)+0em R
= f(x), Vzxebs.

Portanto, f + 0 = f, para todo f € V.
3. Seja —f a fungao definida por (—f)(x) = — f(z), para todo z € S. Entao

(f+ (=) = fl@)+(=f)=)
= [(z)— f(z) em R
= 0, Vzebs

Portanto, f 4+ (—f) = 0, para todo f € V,
(4) Dados f,g € V. Como a adigdo em R ¢é comutativa temos que

(f+9)) = flx)+
_l’_
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Portanto, f+g=g+ f.
(5) Dados f € V e a,b € R. Como a multiplicagdo em R é associativa temos que
[a(@f)](z) = a[(bf)(z)]
= albf(z)] em R
= (ab)f(x)
= [(ab)f](x), V = € S.
Portanto, a(bf) = (ab) f.

(6) Dados f € V e a,b € R. Como a adigao e a multiplicacao em R sao distributivas
temos que

[(a+0)fl(z) = (a+b)f(z) em R
= af(z) +bf(z)
= (af)(@) + (bf)(2)
= laf +bf](z), V z€S.
Portanto, (a +b)f = af + bf.

(7) Dados f,g € V e a € R. Como a adigao e a multiplicacao em R sao distributivas
temos que

la(f +9))x) = alf +9)(x)
= a[f(z) +g(z)] em R
= af(x)+ag(x)
= (af)(x) + (ag)(x)
= |af +agl(x), ¥V x €8.

Portanto, a(f + g) = af + ag.
(8) Dado f € V, temos que

(1- ) = 1-f(x) em R
= f(z), Vaxebs
Portanto, 1- f = f.
Exemplo 2.6 Sejam
V=R*={(r1,72) : 2 €ER}, u= (v1,72) €V e v=(y,y) €V.
Verifigue se V' com as operagoes de adi¢do
u+v = (2 +y1, T2+ Y2)

e multiplicacdo por escalar

au = (axy, o)

é um espaco vetorial sobre R.
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Solugado. E claro que a operacao de adicio satisfaz as propriedades de (1) a (4). Assim,

devemos verificar as propriedades relativas & multiplicacao por escalar. Note que
(a+bu=((a+0b)xy,z2) = (axy + bry,22) e au+ bu = (axy + bxy, 2xs).

Logo,
(a+b)u # au + bu,

pois se x5 # 0, entao xy # 2x,. Portanto, V' nao é um espacgo vetorial sobre R.
Exemplo 2.7 Sejam
V=R*={(21,22) : 2 €ER}, u= (21,22) €V e v=(y,1) €V.
Verifigue se V' com as operagoes de adi¢cao
u+v=(z1+y — 1,29+ y2)

e multiplicacao por escalar

au = (ar; —a+ 1,azs)

é um espaco vetorial sobre R.
Solucgao. Fica como um exercicio..
Proposicao 2.8 Seja V' um espago vetorial sobre R. FEntao:

1. Existe um unico vetor nulo em V (elemento neutro).

2. Cada vetor u € V admite um dnico vetor simétrico —u.

3. Existe um unico x € V tal que u + x = v, para todos u,v € V.
4. a0 =0, para todoa e R e0 e V.

5. 0u=0, para todoueV e0 € R.

6. Seau=0, enttoa=0ouu=0, comaceReucV.

7. —u = (=1)u, para todou € V.

8. (—a)u =a(—u) = —(au), para todoa E R eu e V.

9. Seu=xuy+---+zu, eV =y U+ -+ y,u,, ondew, €V ex;,y €R,
1=1,...,n, entao

u+v=(r+y)u +- -+ (Tn +yp)u, e au= (ar)u; + - + (az,)u,.
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Prova. Vamos provar apenas os itens (1) e (4). Suponhamos que exista outro vetor
0’ € V tal que u+ 0" = u, para todo u € V. Entao

0=0+0=0.
Como u + 0 = u, para todo u € V, temos, em particular, que 0 + 0 = 0. Logo,

a0 = a(0+0)
= a0+ a0.

Portanto, pelo item (1), a0 = 0.

EXERCICIOS

1. Mostre todas as afirmacoes deixadas nesta segao.
2. Seja
V=C={a+bi:a,beR e i*= -1}
o conjunto dos nimeros complexos. Mostre que V' com as operacgoes usuais é um
espago vetorial sobre R.
3. Seja V=R% Seu=(x1,13) € Vev=_(y,y) €V, entao V, com as operagoes de
adicao
u+v = (3z3+ 3y2, —x1 — 1)

e multiplicacao por escalar

au = (3azy, —axy),
é um espaco vetorial sobre R?
4. Seja V =R2 Seu= (z1,72) €V ev=(y1,y2) €V, entao V, com as operagoes de
adicao
u+v=(r1+y,22+Y)

e multiplicacao por escalar

au = (a®zy, axy),
é um espaco vetorial sobre R?
5. Seja V =R2% Seu= (x1,72) €V ev=_y,y2) €V, entdao V, com as operagoes de
adicao
u+v = (z1+y1, 72+ Yo)

e multiplicacao por escalar

au = (baxy, baxs),

é um espaco vetorial sobre R?
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. Seja V=R% Seu= (x1,22) € Vev=_y,y2) €V, entao V, com as operagoes de

adicao
u+v=(r1+y1, 72+ Yo)

e multiplicacao por escalar

au = (axy,0),

é um espaco vetorial sobre R?

. SejaV=R". Seu=(z1,...,2,) € Vev=_(yy,...,y,) € V. Verifique se V com

as operacgoes de adigcao
u+v=(r1+y1, -, Tn+Yn)

e multiplicacao por escalar
au= (0,...,0)

é um espaco vetorial sobre R.

. Seja

V=A(x1,...,0,) ER" :x; =ia,i=1,...,n, e a € R}
Seu=(x1,...,x,) €EVev=_(y,...,yn) € V. Verifique se V' com as operacoes de
adicao

u+v=(r1+y1, -, Tn+Yn)

e multiplicacao por escalar

au = (axy,...,ax,)

¢ um espaco vetorial sobre R.

. SejaV=R". Seu=(z1,...,2,) € Vev=_(yy,...,y,) € V. Verifique se V' com

as operacgoes de adigcao
u+tv=_(21,...,2,)
e multiplicacao por escalar

au = (azy,...,ax,)

é um espaco vetorial sobre R.

Seja V =R% Seu= (r1,75) € Vev=(y,y2) €V, entao V com as operagoes de
adicao

u+v= (21— Yy, 72— 1)
e multiplicacao por escalar

au = (—axy, —ars)
é um espaco vetorial sobre R?
Mostre que a propriedade de comutatividade para a adicao de vetores é redundante,

isto é, pode ser provada a partir das outras propriedades. (Sugestao: Desenvolva
(14 1)(u+ v) de duas maneiras.)
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2.2 Subespacos Vetoriais

Sejam V' um espacgo vetorial sobre R e W um subconjunto de V. Dizemos que W é

um subespago (vetorial) de V' se as seguintes condigbes sao satisfeitas:
1. W # 0.
2. u+ve W, para todos u,ve W.
3. aue W, paratodoa e ReueW.

Observacgoes 2.9 1. Qualquer subespaco W de V' contém o vetor nulo 0, pois quando
a =0, temos que
0=0ueclV

2. Pode ser provado que, se admitirmos estas duas propriedades em W, as oito pro-
priedades de espaco vetorial sdao vdlidas em W. Desta forma, W é também um

espago vetorial com as propriedades herdadas de V.

3. Todo espago vetorial V' admite pelo menos dois subespagos, a saber, {0} eV, chama-
dos de subespacos triviais ou impréprios. Os demais subespacos de V' sao chamados

de subespacgos nao-triviais ou proprios.
Exemplo 2.10 Sejam V =R" e

W = {(x1,...,2,) €V :x4 =0}
= {(0,29,...,2,) : T2y ..., 2, € R}

Entao W é um subespago de V.
Solucao. E claro que W # (), pois
0=(0,...,0) e W.
Dados u,v € W e a € R. Como u,v € W temos que
u=(0,z2,...,2,) e v=(0,92,...,9n)
Logo,

u+v = (04+0,22 +y2,...,Tn+ Yn)
= 0,20+ Y2, ..., Tn+yn) €W

au = (a0,axy,...,ax,)

= (0,axy,...,ax,) € W.

Portanto, W é um subespaco de V.
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Exemplo 2.11 Sejam V = R™" ¢
W={AeV: A=A}
o conjunto das matrizes simétricas. Entao W é um subespaco de V.
Solucao. E claro que W # (), pois
O'=0=0¢cW.
Dados A, Be W ea € R. Como A, B € W temos que
A'=A ¢ B'=B.

Logo,
(A+Bf=A"+B'=A+B=A+BecW

(aA) = aA' = aA = aA € W.
Portanto, W é um subespaco de V.
Exemplo 2.12 Sejam A € R™ "™ uma matriz fivada, V = R™! ¢

W ={XeV:AX =0}.

o conjunto solugcao do sistema homogéneo AX = O. Entao W é um subespaco de V.

Solugao. Fica como um exercicio.
Exemplo 2.13 Sejam V = F(R,R) o espago vetorial de todas as fungdes reais e
W={feV:f(-z)=f(z), VreR}
o conjunto das funcoes pares. Entao W é um subespaco de V.
Solucdo. E claro que W # (), pois
0(—2)=0=0(z), VxeR, =0ecW.
Dados f, g € W ea € R. Como f, g € W temos que
fa) = f(=2) e g(x) = g(=x), Yz € R.
Logo,
(f+9)(=2) = fl=z)+g(-2)

= (f+9)x), VzeER, = f+geW

(af)(=z) = af(-x)=af(z)
= (af)(x), V2 €R, =af €W.

Portanto, W é um subespaco de V.

33
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Exemplo 2.14 Sejam V = P,(R) comn >2 e
W ={peV:pQ1)=p(7) =0}
Entao W é um subespaco de V.
Solucdo. E claro que W # (), pois
0(1)=0(7)=0=0€ec W.
Dados p, g € W e a € R. Como p, g € W temos que
p(1) =p(7) =0 e g(1) = ¢(7) = 0.
Logo,

0=0c¢e
0=0=p+tqgeW

(r+q9(1) = p1)+q(1) =

0+
(p+a)(7) = p(7)+q(7) =0+

(ap)(1) =ap(l)=a-0=0 e (ap)(7) =ap(7)=a-0=0=ap € W.

Portanto, W é um subespaco de V.

Exemplo 2.15 Sejam V =R" e
W ={(z1,...,2,) €V :x9 =11+ 1}.

Entao W nao é um subespaco de V', pois

Exemplo 2.16 Sejam V =R? ¢
W ={(z1,22) € V : 29 = |21]}.
Entao W nao é um subespago de V', poisu= (—1,1) e W ev = (2,2) € W mas
u+v=(1,3)¢W

Note que 0 = (0,0) € W. Portanto, 0 € W ¢é condi¢do necessdria mas nao suficiente

para que W seja um subespago de V.

Teorema 2.17 Seja V' um espaco vetorial sobre R. Se Wi e Wy sao subespagos de V,
entao W1 N Wy é um subespaco de V.
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Prova. E claro que Wi N W, # ), pois
0ceW, e0eWy,=0e W, NWs.

Dados u,v e WiNWs ea € R. Como u,v e Wy NW, temos que u,v € Wy eu,v € W.
Assim, por hipdtese,
ut+velW, u+veW,

au € Wi, au e Ws.

Logo,
ut+tveW nNnWy e aue W, NWs.

Portanto, W7 N W5 é um subespaco de V. |
Exemplo 2.18 Sejam V = R3,

Wy ={(z,y,2) € V:x=0} e Wo={(z,y,2) € V:y =0}
subespagos de V' (prove isto!). Determine Wy N Ws.

Solugao. Dado u = (z,y, z) € Wi NWs, obtemos u = (x,y,2) € Wi eu = (z,y,2) € Wa.
Logo, = 0 e y = 0. Portanto, u = (x,y,z) € W3 N W, se, e somente se, z =y =0¢e 2
qualquer. Assim,

WinWy={(z,y,2) e V:x=y=0}

Exemplo 2.19 Sejam V = R?*2,

b
Wi = “ eV:abceR} e Wy = a0
c 0 0 d

subespagos de V' (prove isto!). Determine Wy N Ws.

EV:a,bE]R}

Solucao. Dado

A:[a b]eWmWQ,
c d

temos que

b b
A=1|° ceW,eA=]|" e W,
d c d

Logo, d =0, b =0 e ¢ = 0. Portanto,
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se, e somente se, b = ¢ =d =0 e a qualquer. Assim,

a 0
WiNnW, =
A, {[00

eV:ae ]R} .
Pergunta. W; U W, é um subespaco de V7 A resposta desta pergunta é, em geral,
nao. De fato, sejam V = R2,
Wy ={(z,y) e V:y=0} e Wo={(z,y) € V:2=0}
subespacos de V' (prove isto!). Entao W; U W5 nao é um subespago de V', pois
u=(L0)e WUy e v=(0,1) € Wy U,

mas
11+V:(1,1)§§W1UW2.

Teorema 2.20 Seja V' um espaco vetorial sobre R. Se Wy e Wy sdo subespagos de V,
entao o conjunto
W1+W2:{U1+1122U1 EWl € UQGWQ}

é um subespaco de V. Note que W1 U Wy C Wy + W,

Prova. Como 0 € W; e 0 € W, temos que 0 = 0+ 0 € W, + W,. Logo, W, + Wy # (.
Agora, dados u,v. € Wy + Wy e a € R. Como u,v € W; + W, temos que existem

ug, vy € Wi e ug, vo € Wy tais que u = uy + up € v = vy + vo. Assim, por hipdtese,

111+V1€W1, 112+V2€W2

e
auy; € Wy, auy € Wh.

Logo,

u+v = (u1+u2)+ (Vl —I—Vg)

= (m+vi)+(u+vy) e W +W,
e
au = a(u; + ug) = auy + auy € Wy + W,

Portanto, W; + W5 é um subespaco de V. |

Exemplo 2.21 Sejam V = R?,
Wy ={(z,y,2) e V:e=0} e Wo={(2,y,2) € V:y=2=0}

subespagos de V' (prove isto). Determine W1 N Wy e Wy + Wj.
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Solugao. Dado u = (z,y, z) € WiNWs, obtemos u = (z,y,2) € Wy eu = (z,y,2) € Wh.
Logo, x = 0 e y = z = 0. Portanto, u = (z,y,2) € Wy N W se, e somente se, ©z = y =
z = 0. Assim,

Wi nW, ={(0,0,0)}.
Agora, dado u € W; + Wy, existem u; = (0,y,2) € Wi e ug = (2,0,0) € Wy, com
x,y,z € R, tais que

u=w +u = (z,y,2).

Portanto,
Wi+ Wy=1V.

Sejam V um espacgo vetorial sobre R e Wi, Wy subespagos de V. Dizemos que V' é
decomposto em soma direta de Wy e W5, em simbolos V' = W; & Ws, se as seguintes

condigoes sao satisfeitas:
1. V=W +W,.
2. WyNWy = {0}.
Exemplo 2.22 Sejam V = R3,
Wy =A{(z,y,2) e V:ie=0} e Wo={(z,y,2) € V:y=2=0}
subespacos de V. Entao, pelo Exemplo 2.21, V = W, & Ws.
Exemplo 2.23 Sejam V = R"*",
Wi={AceV A=A} e Wo={AcV :Al=-A}
subespacos de V. Mostre que V =Wy & Ws.
Solucao. Dado A € W; N Ws, temos que A € W; e A € W,. Logo,
A=A e A'l=-A=A=-A=2A=0=A=0.
Assim, W) N W, = {O}. Agora, dado A € V, temos que

A= 1A
= (%"—%)A
= LA+ZA
= %A+%At—%At+%A
= %(A+At)+%(A—At).
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E facil verificar que

1 1

§(A+At) € W1 (§ §(A— At) € WQ.
Portanto, V = W7 + Wh.

EXERCICIOS

1. Mostre todas as afirmacoes deixadas nesta segao.

2. Seja V = R3. Verifique quais dos subconjuntos abaixo sao subespacos de V.

(a) W={(z,y,2) e V:x+y+2z=0}
(b) W=A{(z,y,2) eV:w<y<z}

(c) W=A{(z,y,2) € V:2x—32=0}.

(d) W=A{(z,y,2) e V:xe€Z}

(e) W={(x,y,2) €V 2?2 +y*+22 <1}
() W={(z,y,2) € V:z >0}

(8) W={(z,y,2) € V:ay=0}.

(h) W ={(z,y,2) € V:z =2}

3. Seja V = R"™" n > 2. Verifique quais dos subconjuntos abaixo sao subespacos de

(a)W:{ aZ EV:a:ceb+d:0}.
c

(b)W:{ aZ eV:a+d§b+c}.
c

(c) W= {A_E V :AB =BA, B uma matriz fixa em V}.
(d) W={AeV:A?=A}

(e)W:{ EV:ad—bc%O}.

(f)W:{ aZ EV:ad—bc:O}.

4. Seja V = P,(R), n > 2. Verifique quais dos subconjuntos abaixo sdo subespagos de

V.

(a) W={peV:p(0)=0}
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5. Seja V = F(R,R) o espago vetorial de todas as fungoes reais. Verifique quais dos

subconjuntos abaixo sao subespacos de V.

) }
) }
() W={feV:f3)=/(5)}
(d) W={feV:f écontinua}.
() W=A{feV:f éderivavel}.
(f) W={feV:f éintegravel}.

(a) W={feV:f(0)=1
(b) W={feV:f(5=0

C

6. Sejam W;,W, e W3 os seguintes subespacos de R3
Wi = {(z,y,2) eR’:x=2z2}, Wo={(2,y,2) eR*: 2=y =0},
Wy = {(x,y,z)€R3:x+y+Z:O}.

E verdade que Wy + Wy = Wi + W5 = Wy + Wy = R3? Em algum dos casos a soma
¢é direta?

7. Sejam V um espaco vetorial sobre R e Wi, W, subespagos de V. Mostre que V' =
W1 @ Wy se, somente se, todo vetor v em V' pode ser escrito de modo tnico sob a

forma v = w; + wy, onde wy € Wi e wy € Wh.

8. Considere
le{(x,y)E]RZ:x:y}.

Encontre um subespaco W, de R? tal que R? = W, & W,
7. Sejam V = F(R,R) o espaco vetorial de todas as fungoes reais e

Wy = {feV:f(—x)=f(x), VzeR}
Wy = {feV:f(—x)=—f(z), VxeR}

subespacos de V. Mostre que V = W, & Ws.

8. Sejam V' = F(R,R) o espaco vetorial de todas as funcoes reais e r € R? fixado.

Mostre que o conjunto
W,={feV:f(x)=0, Vxe[-rr]}

¢ um subespacgo de V.
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9. Sejam V um espaco vetorial sobre R e W;,W5 subespacos de V. Mostre que W7 UW,
é um subespacgo de V' se, e somente se, W; C W5 ou Wy C Wj.
10. Sejam V um espaco vetorial sobre R e Wy, Wy, W3 subespacos de V.
(a) Mostre que (W N W) + (W N Ws5) C Wy N (W + Ws).
(b) Mostre que Wy + (Wao N W3) C (Wy + Wa) N (Wy + Ws).
(c

(d) Mostre que se W3 C Wi, entdo vale a igualdade.

Mostre, com um exemplo, que as inclusoes acima podem ser estritas.

)
)
)
)

11. Sejam V um espaco vetorial sobre R e W;, W5 subespacos de V' tais que V =

W1 & Wj. Dizemos que um subespaco U de V' é adaptado a esta decomposicao se
U=UnWy) e UnWs).

(a) Determine um exemplo de uma decomposi¢ao e um subespaco que nao seja

adaptado a decomposicao.

(b) Mostre que se Wi C U ou Wy C U, entao U é adaptado a decomposigao.

2.3 Combinacao Linear

Seja V um espaco vetorial sobre R. Um vetor u em V' é uma combinacao linear dos

vetores uy,...,u, em V se existirem escalares z1,...,x, € R tais que
n
u=2xu; +---+xr,u, = E r;u;.
1=1

Exemplo 2.24 Sejam V =R* ¢
w=(1,1,-2,1), ws=(3,04,-1), us=(-1,2,5,2)

vetores em V. Quais dos vetores u = (4,—5,9,—7), v = (3,1,—4,4) ew = (—1,1,0,1)

sao combinacgoes lineares dos vetores uy, us e uz?
Solucgao. Para resolver este problema devemos verificar se a equacao vetorial
TriUu; + Uz + T3Uz = U

tem solugao, onde u = (by, by, b3, by) € V. Mas isto é equivalente a determinar condigoes

sobre by, bs, b3 € by, de modo que o sistema nao-homogéneo

I1+3I2—£E3:b1
1+ 2%3 = b2
—21‘1 + 4.%2 + 5553 = b3

Il—I2+2I3:b4
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tenha solucao. Para resolver o sistema, vamos reduzir a matriz ampliada & forma em

escada
[ 1 3—15m_ —100 &%%%'
: : 3b1—ba+b
Al = 10 2: b5 ... SR = 0 10: P
-2 4 5 : bs 00 1 *4b1+§gb2+3b3
1 -1 2 by | 00 0 : 3bl—l4b2143rbg+13b4 |

Portanto, pelo item 2 das Observagoes 1.19, o vetor u = (by, by, b3, by) € V' & combinagao

linear dos vetores u;, u, e u3 se, e somente se,

3b1 — 14by + b3 + 1304
13

Assim, u = (4,—5,9, —7) é combinagao linear dos vetores uy, us e us, pois

=04 by = —3b; + 14by, — 13by.

9=-12—-704+91 e u= —3u; + 2uy — ug,
v = (3,1, —4,4) nao é combinacao linear dos vetores u;, us e ug, pois
—4# -9+ 14— 52
ew = (—1,1,0,1) ndo é combinagao linear dos vetores uj, uy e ug, pois
0+#3+14—13.

Teorema 2.25 Sejam V' um espago vetorial sobre R e uy,. .., u, vetores firados em V.

Entao o conjunto

n
W:{x1u1+~~-+xnun:xl,...,an]R}:{inul-:xie]l%}

=1

¢ um subespaco de V.
Prova. E claro que W # 0, pois
0=0u;+:---+0u, e W.
Dados u,v € W e a € R. Como u,v € W temos que existem
T1yeves Ty Y1y .o Yn ER

tais que
u:x1u1+...+xnun e V:y1u1+"'+ynun-
Logo,
ut+v = (rju+---+zu,) + (1w + - +ypuy)
= (m+y)u+-+ (v, +yn)u, €W
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e
au = a(rju;+ -+ xu,)
= (azxi)u; + -+ (az,)u, € W.
Portanto, W é um subespaco de V. |

O subespago
n
W = {x1u1+~~-—|—xnun:x1,...,:€n ER}: {Zme% GR}
i=1
de V' é chamado o subespaco gerado por uy,...,u,. Mais geralmente, seja § um subcon-

junto nao-vazio de V. Entao

k
W:{inui:xieﬂ{euieﬁ}

i=1
é o subespaco de V' gerado por (3, onde 3 é o conjunto de geradores de V', e serd denotado
por

W =1[6].

Quando = {uy,...,u,}, denotamos [] por [uy,...,u,].

Exemplo 2.26 Sejam V =R3 e e; = (0;1,0i2,0:3) @ = 1,2,3, vetores em V. Determine
W = [el, €9, 83].

Solucgao. Por definicao

W = {ze;+ye;+zes:2,y,2z€ R}
= {2(1,0,0) +%(0,1,0) + 2(0,0,1) : 2,y, 2 € R}
= {(z,y,2) 12,9,z € R}.

Portanto, W =V, isto é, todo vetor u em V pode ser escrito como uma combinagao dos
vetores e, e € es.
Exemplo 2.27 Sejam V = R?*? ¢

01 0 0 00
; Bip = , Bg = ; By =
12 [OO 21 [10] 22 [01]

vetores em V. Determine W = [Eq1, Eq9, Eoy, Ego).

10
0 0

11 =

Solucao. Por defini¢ao

W = {(ZEH + bElg + CE21 + dEgg . a, b, C, de R}

:{ab

c
Portanto, W =V, isto é, todo vetor u em V pode ser escrito como uma combinacao dos

:a,b,c,dGR}.

vetores EH, E12, E21 e E22.
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Exemplo 2.28 Sejam V = P3(R) e
pi=2a', i=0,1,2,3,
vetores em V. Determine W = [pg, p1, P2, P3)-
Solucao. Por defini¢ao

W = {aopo + a1p1 + asps + asps : ag, ay,as,a3 € R}

2 3.
= {ao+ a1z + agz® + azz” : ag, a1, a9,a3 € R}.

Portanto, W =V, isto é, todo vetor u em V pode ser escrito como uma combinacao dos

vetores Po, P1, P2 € P3.

Exemplo 2.29 Sejam V um espaco vetorial sobre R e W1, Wy subespacos de V. Mostre
que W1 + Wy é o menor subespaco de V' contendo Wy e Ws, isto é,

Wy + Wy = [Wy, Wy = [Wy U Ws.

Solucgao. Ja vimos que W; + W5 é um subespaco de V. Como wy =w; +0 € W + W,
e wo = 04wy € W) 4+ W5 temos que

Wi CWi+ Wy e Wy €W+ Wa.

Logo,
W1UW2 g W1+W2 (§ [W1UW2] Q W1+W2.

Por outro lado, se w € W7 + W, entao existem w; € W; e wy € W, tais que
wW=w;+wy=1-w;+1-ws.

Assim, todo vetor w € W; + Wy é uma combinacao linear de vetores em W; U Ws.

Consequentemente,
Wi+ Wy C Wy UWs.

Portanto, W7 + Wy = [W; U Ws.
Finalmente, seja W qualquer subespaco de V' tal que W7 C W e Wy C W. Entao

WiUW, CW e [WyUW, C W,

pois todo vetor de [W; U W3] é uma combinagao linear de vetores em Wi U Wy e W é um
subespaco de V. Portanto, Wy + Wy C W.

Exemplo 2.30 Determine todos os subespacos de R?.
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Solucao. Seja W um subespaco qualquer de R?. Entao
Wy, = {xeR:ze;+yes = (x,y) € W, para algum y € R} e
Wy = {yeR:ye;=(0,y) € W}
sdo subespagos de R (prove isto!). Logo, existem zg,7; € R tais que
Wi = [zo] e Wa = [y1].

Assim, pela definigao destes subespagos, podemos encontrar yy € R tal que ug = (9, yo) €
Wew = (0,y,) € W.
Afirmacao. W = [ug, uy].

De fato, dado u = (z,y) € W, x € W, de modo que = = axy, para algum a € R. Assim,
u—auy = (0,y —ayy) € W =y —ayo € Ws.
Logo, y — ayg = by,, para algum b € R. Portanto,
u = (z,y) = (axg, ayo + by1) = aug + buy,

isto &, W = [up, uy].

EXERCICIOS

1. Mostre que todo vetor em R? pode ser escrito como combinacao linear dos vetores
(1,2) e (5,0). Que relagio existe entre R? e [(1,2), (5,0)]?

2. Sejam V = B(R) e
f=2-3r+52* g=—8+ 5z — 22°

vetores em V. Quais dos vetores p = —26+112+72% e ¢ = 1+2+2? sao combinagoes

lineares dos vetores f e g7

3. Sejam V =R3e
u; = (]_, ]_, —2), Uy = (3, 0,4)
vetores em V. Quais dos vetores u = (4,-5,9), v=(3,1,—4) e w = (—1,1,0) sao

combinacoes lineares dos vetores u; e uy?

4. Sejam V = R?*? ¢

11 -1 2
A—l - 7A2 - s 0 7A-3 -
-2 1 4 —1 5 2

vetores em V. Quais dos vetores

P SR

sao combinagoes lineares dos vetores A, Ay e A3?
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5. Encontre os geradores para os seguintes subespacos de R3:

(a) Wi ={(z,y,2) e R® : 2 —y =0}

(b) Wo ={(z,y,2) ER3: 2+ 2= — 2y = 0}.
(c) Wz ={(z,y,2) € R®: x + 2y — 32 = 0}
(d) Wi N Ws.

() Wy + Ws.

6. Sejam V =R*e
W={(z,y,2,t) e V:e+2y—2z=0¢e t =0}

um subespago de V. Quais dos vetores u = (—2,4,3,0), v = (6,2,4,1) e w =
(—2,1,0,0) estdo em W7

7. Sejam V =R3 e
w = (1,1,-2),us = (3,0,4),u3 = (—1,1,0)
vetores em V. Determine o valor de & de modo que (4, —5, k) € [uy, ug, us).
8. Sejam V = P3(R) e
po=1, p=1—z pp=1-2) ps=(1—-2)?
vetores em V. Quais dos vetores em V' sao combinacoes lineares dos vetores pg, p1,
p2 € p3?

9. Sejam u e v dois vetores nao-nulos de R? e suponhamos que nao exista um escalar
a tal que u = av. Mostre que

R? = [u] & [v].

2.4 Dependéncia e Independéncia Linear

Sejam V' um espaco vetorial sobre R e uy,...,u, € V. Dizemos que os vetores
ui,...,u, sdo linearmente dependentes (LD) se existirem escalares x1,...,x, € R, ndo
todos iguais a 0, tais que

zuy + -+ 2, = 0. (2.1)

Ou, equivalentemente, a equagao vetorial (2.1) admite uma solu¢ao nao-nula. Caso con-
trario, dizemos que os vetores uy, ..., u, sdo linearmente independentes (LI) ou, equiva-

lentemente, a equacao vetorial (2.1) admite apenas a solugao nula.
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Mais geralmente, sejam V' um espaco vetorial sobre R e  um subconjunto nao-vazio
de V. Dizemos que 3 é LI se para quaisquer vetores distintos uy, ..., u, em [, temos que
ra+ - +z,u,=0=2=---=12,=0,
isto é, todo subconjunto finito de g é LI. Caso contrério, 8 é LD.
Exemplo 2.31 Sejam V =R? ¢
w = (3,0,-3),us = (—1,1,2),u3 = (4,2, -2),us = (2,1,1)
vetores em V. Verifique se os vetores uy, Us, uz e uy sao LI ou LD.
Solucao. Para resolver este problema devemos resolver a equagao vetorial
r1U;1 + Touy + x3usg + 44Uy = 0,
onde 0 = (0,0,0) € V. Mas isto é equivalente a resolver o sistema homogéneo

31’1—1’2+4l’3+21’4:0
To+2x3+x4=0 .
—3z1 + 229 — 223+ 24 =0

Para resolver o sistema, vamos considerar a matriz dos coeficientes do sistema e reduzi-la

A forma em escada

3 -1 4 2 1020
A = o 1 21|—=--—=R=|0120
-3 2 =21 0001

Logo, nosso sistema ¢ equivalente ao sistema

1+ 223 =0
To+2x3=0 .
.13420

Escolhendo, x3 = ¢ € R, temos que
S ={(-2¢,—2¢,¢,0): c € R}

é o conjunto solugao do sistema. Em particular, se ¢ = 1, entdo (—2,—2,1,0) é uma
solugao nao-nula do sistema. Portanto, os vetores u;, us, us e uy sao LD, isto é,
—2u; — 2uy +uz + Ouy = 0.
Exemplo 2.32 Sejam V = F(R,R) o espago vetorial de todas as fungdes reais e
2x

u =e,uy =e¢e

vetores em V. Verifique se os vetores u; e uy sao LI ou LD. Note que u; e uy sdo

solugoes da equacao diferencial

y' =3y +2y=0.
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Solucao. Para resolver este problema devemos resolver a equagao vetorial
ae® +be** =0, V z € R,

onde 0 é a funcao identicamente nula. Diferenciando ambos os membros desta equacao,
temos que
ae® +2be** =0, V z € R.

Logo, subtraindo a primeira equagao da segunda, resulta que
be?* =0, ¥V z €R.

Assim, b = 0 e, da primeira equacao, ae® = 0. Logo, a = 0. Portanto, os vetores u; e u,
sao LI.

Exemplo 2.33 Seja A = [a;;] € R™™ tal que

n
a;; <0 sei#j e Zaik>0’ para 1 =1,...,n.
k=1

Mostre que A ¢é nao-singular.

Solugao. Suponhamos, por absurdo, que A seja singular. Entao as colunas de A sao

LD. Logo, existem escalares x1,...,x, € R, nao todos nulos, tais que
 apw =0, i=1,...,n, (2.2)
k=1

isto é, o sistema (2.2) possui uma solucao nao-nula (z1,...,x,). Assim, fazendo
|xj| - max{|x1| ) |l’2| y e |xn|}

e multiplicando a solugao do sistema (2.2) por —1, se necessério, podemos supor que

x; > 0. Agora, considerando a j-ésima equagao do sistema (2.2), temos que

n n n n
E ATl = Gj;T; + E QLT > a;jiT; + E AT = E ajx | T; > O,
k=1 k=1

k=1,k#j k=1,k#j

o que é uma contradicao.

Exemplo 2.34 (Regra de Cramer) Sejam A € R"™*"™ e Cy,...,C, as colunas da ma-

triz A. Mostre que se existirem x1,...,T, € R tais que B =2,C; + - -- + 2,,C,,, entdo
z;det A = det [ C, - C, B Gy - C, } .
Em particular, se det A # 0, entdo
det| C, Gy B Gy - G, |
Y= det A ’

isto €, o sistema de equacoes lineares AX = B tem uma tnica solucao.
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Solugao. Suponhamos que existam z1,...,z, € R tais que
B=xC+-+12,C,.
Entao
71Ci+--4+2;1Cj-1+1-(2,C; —B) +2,:1Cj1 + - - + 2,C,, = O.

Logo, as colunas da matriz

[ C, - Ci, 2,C;—B C;uy - C, ]
sao LD. Assim, pela Proposicao 1.5, temos que
0 = det| C -+ Gy 5,C—B Cju o G, |
= xjdetA—det[Cl Cj_l B Cj+1 Cn]
Portanto,
zjdetA=det| Gy -+ Cjy B Gy o G, |
Teorema 2.35 Sejam V' um espaco vetorial sobre R e uy,...,u, € V. O conjunto
{uy,...,u,} é LD se, e somente se, um destes vetores for combinagao linear dos outros.
Prova. Suponhamos que o conjunto {uy, ..., u,} seja LD. Entao, por definigao, existem
escalares 1, ...,x, € R, nao todos nulos, tais que
riay + -+ xu, = 0.
Como os escalares x1, ..., 2, nao sao todos nulos temos que existe i € {1,...,n} tal que
x; # 0. Logo,
1 Ti1 Tit1 Ln
W= (——)ug +---+(— w1+ (— Wiypg + -+ (——)uy,.
(2o (e (a4 (-2

Reciprocamente, suponhamos que um destes vetores seja combinacao linear dos outros,
digamos

llj = 101 —+ -+ ZL‘]‘_lllj_l + I‘j+1u]‘+1 —+ -4 ITnUy.

Logo, a equacao vetorial

riuy + -+ 500 + (—1)uj + ;000 + -, = 0.

admite pelo menos uma solugdo nao-nula, a saber, (z1,...,2;_1, —1,241,...,2,). Por-
tanto, o conjunto {uy,...,u,} é LD [ |
Corolario 2.36 Sejam V um espaco vetorial sobre R e uy,. .., u, vetores em V com pelo
menos dois vetores nao-nulos. O conjunto {uy,...,u,} é LD se, e somente se, um destes

vetores for combinacao linear dos precedentes.
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Prova. Suponhamos que o conjunto {uy, ..., u,} seja LD. Entao, por definigao, existem

escalares z1,...,x, € R, nao todos nulos, tais que
riay + -+ zu, =0.
Seja k o maior inteiro tal que x; # 0. Entao
riug + -+ apu = 0.
Se k=1, entao x1u; = 0 e, assim, u; = 0, o que é impossivel. Portanto, £ > 1 e
Tk—1

uk:(—m—k)ul—l—---+(— Ir

)Uk_l.
|

Exemplo 2.37 Seja V = R?. Entdo os vetores u; = (1,—1), uy = (1,1) e uz = (1,0)
sao LD, pois

1 N 1
usz — 2111 2112.
EXERCICIOS

1. Seja V. =R" Seu = (1,...,2,) € Vev=(y,...,yn) € V. Mostre que u e v
sao LD se, e somente se, existe um escalar a € R tal que y; = az;, i =1,...,n.

2. Sejam u, v e w vetores de um espago V. Se {u,v,w} é um conjunto LI, mostre

que:
(a) {fu+v—-2w,u—v—w,u+w} é um conjunto LI.

(b) {u+v—3w,u+3v—w,v+w} é um conjunto LD.

3. Sejam u = (a,b), v = (c,d) vetores de R?. Mostre que o conjunto {u,v} é LD se, e

somente se, ad = bc.

4. O conjunto {1,z,2% 2+ z +22%} é LI ou LD em P5(R)? O que se pode afirmar a

respeito de qualquer um de seus subconjuntos com trés elementos?
5. Encontre um vetor u € R? tal que [u] = W; N Ws,, onde

W, = [(1,0,0), (0,1,0)] e Wa = [(1,2,3),(1,~1,1)].

6. Em quais condigoes sobre o escalar k, o conjunto

{(1,0,k),(1,1,k), (1,1,k%) }

é LI em R3?
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7. Seja V = C([0,1],R) o espago vetorial de todas as fungoes reais continuas. Quais

dos subconjuntos abaixo sao LI em V.

(a) {z,z+1,2% —1}.
(b) {z +5,2% — x,2* + z — 10}.
(¢) {(z +1)% 2z, 2+ 1}
(d) {(zx+1)%2*—1,2+1}.
(e) {1—-z,2(1—2x),1—2%}.
(f) {1,e*, e "}.

)

(g) {senx,cosz,tanz}.
8. Responda verdadeiro (V) ou falso (F). Justifique.

() Todo conjunto que contém um subconjunto LD é LD?
() Todo subconjunto de um conjunto LI é LI?

() Todo conjunto que contém dois vetores iguais é LI?
()

Todo conjunto que contém o vetor nulo é LI7?

9. Sejam V = R"™ e a € R. Mostre que o conjunto {uy,...,u,,} é LI se, e somente
se, o conjunto {uy,...,u; +auj,...,u;...,u,} é LI, para todos i,j € {1,...,m},
com ¢ < j.

2.5 Bases e Dimensao

Seja V' um espago vetorial sobre R. Um conjunto 5 = {uy,...,u,} de vetores em V'

é uma base de V' se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. p={w,...,u,} é LI
2. V=la]=[u,...,u,.

Ou, equivalentemente,
V=[w]& & &u,.

Mais geralmente, um subconjunto nao-vazio 5 de V é uma basede Vse g é LI e [] = V.

Observacgao 2.38 Pode ser provado, usando o Lema de Zorn, que todo espago vetorial

V # {0} possui uma base.
Exemplo 2.39 Seja V =R3. E fdcil verificar que o conjunto

p= {61,62763}

é uma base finita de V', a qual é chamada de base canonica de V.
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Exemplo 2.40 Sejam V = P(R) o espago vetorial de todos os polinémios com coefi-

cientes reais e

B={1,2,2% 2% . . .}
Entao 5 é uma base infinita de V', a qual é chamada de base canonica de V.
Solugao. Sejam p; = 2%, pip1 = L, ... pipn = ¥ vetores distintos de V' com i > 0.
Se

cp; + -+ cpPivn = 0,

entdo, pela igualdade de polinémios, temos que ¢; = --- = ¢, = 0. Logo, 8 é LI. E claro

que [5] =V, pois todo vetor p em V é da forma
p=ag+aar+--+ayz".
Portanto, # é uma base infinita de V.

Seja V' um espaco vetorial sobre R. Dizemos que V' é de dimensdo finita se ele possui
uma base finita, por exemplo, V = R3 é de dimensao finita. Caso contrario, V ¢ de

dimensao infinita.

Teorema 2.41 Sejam V um espago vetorial sobre R e uy, ..., u, vetores em V tais que
V=luy,...,u,).

Entao, dentre estes vetores, podemos extrair uma base de V.

Prova. Se os vetores uy,...,u, sao LI, nada ha para ser provado. Caso contrério, pelo

Teorema 2.35, temos que um destes vetores é combinagao linear dos outros, digamos
U, =2u + -+ Tp_1Up—1.
Logo,
V=lu,...,u,] =[u,...,u,1].
Se os vetores uy, ..., u,_1 sao LI, nada hé para ser provado. Caso contrario, pelo Teorema
2.35, temos que um destes vetores é combinagao linear dos outros, digamos
U, 1 =210 + -+ Tp_oUy 2.
Logo,
V= [ul, e ,un_l] = [ul, e 7un_2].
Continuando desta maneira (em no méximo n — 1 etapas), obtemos uma base de V. M
Exemplo 2.42 Sejam V =R3 eu; = (1,0,0), uy = (1,1,0), uz = (0,0,1), uy = (1,1,1)

vetores em V' tais que

V = [ula U9, U3, 114].

Determine dentre estes vetores uma base de V.
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Solucgao. Para resolver este problema devemos verificar se os vetores up, us, Uz € Uy Sa0

LI ou LD, isto é, verificar se a equagao vetorial
r1Uq + ToUg + T3Us3 + TgUy = 0

tem solugao nula ou nao, onde 0 = (0,0,0) € V. Mas isto é equivalente a determinar se
o sistema homogéneo
T1+ 2o +x4=0
To + T4 = 0

T3+ 14 =0

tem solucdo. E facil verificar que
S ={(0,—c,—c,c): c e R}

é o conjunto solugao do sistema. Em particular, se ¢ = 1, entdo (0,—1,—1,1) é uma

solucao nao-nula do sistema. Portanto, os vetores uy, us, uz e uy sao LD e
Uy = Ou1 + up + us.

Assim,

v - [ula uo, U.3]

e o conjunto 5 = {uy, uz, usz} é uma base de V' (prove isto!).
Teorema 2.43 Seja V' um espago vetorial sobre R tal que
V=[uy,...,up)

Entao todo conjunto com mais de m vetores em V' é LD. Assim, todo conjunto de vetores

LI em V' possut no mdrimo m vetores.

Prova. Como

V:[ul,...,um]

temos, pelo Teorema 2.41, que existe uma base de V' dentre os vetores uy, ..., u,,. Logo,

reenumerando, se necessario, podemos supor que
{uy, ..., uz},

com k < m, seja uma base de V. Seja
{vi,...,vp}

um conjunto de vetores em V com n > m. Como v; € V e {uy,...,u;} é uma base de V

temos que existem a;; € R tais que

Vi =ajju + - +agug, g =1,...,n
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Agora, vamos estudar a combinacao linear

n
rivy+ -+ InVy = E IjVj
7j=1
n k
= E Ij E aijuz-
7j=1 i=1
k n
== E E xjaij u;.

i=1 \j=1
Assim,

n
VI 2V, =06 Y xia;=0,i=1,...k,
i=1

ou seja, basta discutir o sistema homogéneo com k equagoes e n incognitas

n
E xjaij:(),z:l,...,k.
J=1

Como n > m > k temos, pelo item 2. das Observacoes 1.19, que este sistema tem pelo

menos uma solucao nao-nula

(y17 s 7yn)
Logo,
n k n
RS A SICEDS (Z yﬂ'““) "
j=1 i=1 \j=1
k
i=1
Portanto, o conjunto {vy,...,v,} é LD. [ |

Coroldrio 2.44 Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre R. Se

{uy,...,un} e {vy,...,v,}

sao duas bases quaisquer de V, entao m = n.

Prova. Como V = [uy,...,u,] e {vy,...,v,} é um conjunto LI temos, pelo Teorema
2.43, que n < m. Por outro lado, como V' = [vy,...,v,] e {uy,...,u,} é um conjunto
LI temos, pelo Teorema 2.43, que m < n. Portanto, m = n. [ |

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre R. A dimensao de V' é o nimero
de elementos em alguma base de V' e serd denotada por dim Vou dimg V. Note, pelo
Corolario 2.44, que esta definicao nao depende da base de V, isto é, estd bem definida.

Quando V' = {0}, convencionamos que dim V' = 0.
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Sejam V' um espago vetorial sobre R e @ = {uy,...,u,} um subconjunto qualquer de

vetores de V. O posto de a é definido por

posto(a) = dim|a].

Lema 2.45 Seja V' um espago vetorial sobre R. Seja {ui,...,u,} um subconjunto LI
em V. Entiou € V — [uy,...,u,| se, e somente se, {uy,...,u,,u}l é um conjunto LI.
Prova. Sejam x4, ..., x,,,y escalares em R tais que

T+ F+F T, Hyu = 0.
Entao y = 0, pois se y # 0, entao
x T
u= (D 4+ (—L)u, S ueu,. .., u,l,
Y Y
o que ¢ impossivel. Assim, y =0 e

x1u1+~~-+xmum:O.

Logo, por hipétese,

Ty ==y, =0.

Portanto, {uy,...,u,,,u} é um conjunto LI. |

Teorema 2.46 Sejam V um espago vetorial de dimensao finita sobre R e W um sub-

espaco de V. Entao todo conjunto de vetores LI em W é parte de uma base de W'.
Prova. Seja {ui,...,u,,} um conjunto de vetores LI em W. Se
W =[uy,...,uyl,
acabou. Caso contrdrio, existe pelo Lema 2.45
W €W —Juy,...,u,] tal que {uy,..., uy, w1}

é LI em W. Se

W =1[uy,..., W, W1l

acabou. Caso contrério, existe pelo Lema 2.45

Wpio €W —[ug, ..., 0y, uyeq] tal que {uy, ... wy, wper, o}

¢ LI em W. Continuando desta maneira (em no méximo dimV etapas), obtemos o
conjunto

{ug, ..., W, Wpi1, Wnio, ..., Uy},

que é uma base de W. [ |
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Corolario 2.47 Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita sobre R. Se W é um
subespaco proprio de V', entao dimW < dim V. Além disso, se dimV = n, entdo todo

conjunto com n vetores LI em V é uma base de V.

Prova. Como W # {0} temos que existe u em W com u # 0. E claro que {u} ¢ um
conjunto LI em W. Assim, pelo Teorema 2.46, existe uma base de W contendo u e no
maximo dim V' elementos. Logo, dimW < dim V. Como W & V temos que existe v e V
tal que v ¢ W. Assim, acrescentando v a uma base de W, obtemos um conjunto L/ para
V. Portanto, dim W < dim V. |

Exemplo 2.48 Seja V = R3. Verifique se os vetores (1,1,0) e (0,1,1) é parte de uma
base de V.

Solugao. Para resolver este problema devemos verificar se os vetores (1,1,0) e (0,1,1)

sao LI, isto é, resolver a equagao vetorial
x1(1,1,0) + 22(0,1,1) = (0,0,0).

Mas isto é equivalente a verificar se o sistema homogéneo

1’120
Z’l—i‘l'g:()
ZEQZO

tem solucdo. E fécil verificar que z; = 25 = 0. Logo, os vetores (1,1,0) e (0,1,1) sido LI.

Portanto, os vetores (1,1,0),(0,1,1) é parte de uma base de V. Agora, para determinar
u = (by,b2,03) € V—1[(1,1,0),(0,1,1)],
devemos primeiro encontrar os vetores u = (by, b, b3) tais que
x1(1,1,0) + 22(0,1,1) = u,
isto é, resolver o sistema nao-homogéneo

Ilzbl
Il—l-l’Q:bQ .

l’gzbg

Logo, o vetor u = (by, b, b3) € V' é combinagao linear dos vetores (1,1,0) e (0,1,1) se, e

somente se, by = by + bs. Portanto,
u= (bl, bg, bg) eV — [(1, 1, O), (O, 1, 1)] & by 7£ b1 + bs.

Em particular,
u=(1,1,1) € V —[(1,1,0),(0,1,1)].

Assim, os vetores (1,1,0), (0,1,1) e (1,1,1) sdo LI em V. Como dim V' = 3 temos que
{(1,1,0),(0,1,1), (1,1, 1)}

é uma base de V.
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Teorema 2.49 Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre R. Se Wi e Wy sao

subespacos de V', entao

d1m(W1 + WQ) = dim W1 + dim WQ — d1m(W1 N WQ)

Prova. Como W; N W, é um subespaco de Wy e W, temos, pelo Teorema 2.46, que

Wi N Wy contém uma base

a={uy,...,u}

que é parte de uma base

aUf, onde f={vy,...,Vvp,}
de W; e parte de uma base

aU~y, onde v={wy,...,w,}

de W,. Note que os conjuntos «, e v sao dois a dois disjuntos (confira Figura 2.1).

Figura 2.1: Intersecao dos subespagos W7 e Wi.

Afirmagao. O conjunto d = a U U~y é uma base de W + Wh.

De fato, é claro que o conjunto ¢ gera Wy + Ws. Agora, suponhamos que

k m n
Z T;u; + Zijj -+ Z ZIW] — 0.
i=1 j=1 I=1
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Entao
n k m
— (Z ZZW1> = inui + Zijj € Wl.
=1 i=1 j=1

Logo,

=1

— (Z ZlWl> € Wl N Wg.

Assim, existem tq,...,t; € R tais que

- (Z ZlWl> =l + -+ fpug,
=1
ou seja,
k n
Z tiui + Z ZIW| = 0.
i=1 =1

Como v é LI temos que z; = --- = 2z, = 0. Logo,

k m
Z xr;u; + Z Yijv; = 0.
i=1 j=1

Como ( é LI temos que
Ty=- =T =Y = =Yy = 0.
Portanto, 6 é um conjunto LI. Logo,

dimW; +dimW, = (m+k)+ (n+k)
= (m+n+k)+k
= dim(W; + W) + dim(W; N Wy).

Exemplo 2.50 Sejam V = R?,

Wy =A{(z,y,z,t) €V :y+2z+t=0}

Wy =A{(z,y,z,t) eV:ie+y=0 e z—2t =0}.
subespacos de V.
1. Determine uma base de Wi + Wy e dim(W; + Ws).

2.V é soma direta de W1 e W57
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Solucao. Note que

Wi = {(z,y,2,t) €V iy+z+t=0}
= {(z,y,2,-y—2) eV :2,y,2z € R}
= {(,0,0,0) + (0,y,0,—y) + (0,0, 2, —2) : z,y, 2 € R}
— [(1,0,0,0), (0,1,0, 1), (0,0, 1, ~1)].

e dim W; = 3. De modo andlogo, mostra-se que
Wy =1(1,-1,0,0),(0,0,2,1)]

e dim W5 = 2. Agora, para determinar uma base de W7 4+ W5, podemos escalonar a matriz

(1 00 0] (10 0 0]
0 10 -1 0100
0 01 -1|—--—|00T10
1 -1 0 0 0001

0 02 1] (000 0|

Portanto, o conjunto
a=1{(1,0,0,0),(0,1,0,—-1),(0,0,1,-1),(1,—1,0,0)}

& uma base de Wy + Wy e dim(W, + Wy) = 4. Assim, V = R* = W) + W,, pois
Wi+ W, C V. Como

d1m(W1 N Wg) = dim Wl + dim W2 — dlm(Wl + Wg)
= 342-4=1

temos que V nao é soma direta de WW; e W5. Note que, para determinar uma base de

Wi N Wy basta resolver o sistema

y+z+1t=0
r+y=0.
z2—2t=0

Assim, Wy NWy =[(3,-3,2,1)].
Exemplo 2.51 Sejam V = R3,

Wy =[(1,0,—1),(0,1,2)] e Wa =[(1,2,3),(1,~1,1)].
subespacos de V.

1. Determine uma base de W1 N Wy e a dim(W; N Wy).
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2.V é soma direta de W1 e W57

Solucdo. E facil verificar que dim W, = 2 e dim W, = 2. Agora, para determinar uma
base para Wi NW,, devemos primeiro determinar os vetores u = (z,y, z) em R3 que estao

nos subespacos W; e Ws, isto é, escalonar as matrizes

10 : x 1 1 : =z
01 :yl|le |2 —-1:y
-1 2 : z | 3 1 @ oz
Assim,
[ 10 2] (10 x
01 :yl|l—="—]01 y
| -1 2 z | 1 00 xT—2y+z
e _ - _
1 1 10 =y
2 -1 iy |—=— |01 2t
3 1% 2z |0 0 P orPudse

Logo, pelo item 2. das Observagoes 1.19,
Wy =A{(z,y,2) e V:ie—-2y+2=0} e Wo={(x,y,2) € V: =5z — 2y + 3z = 0}.
Finalmente, basta resolver o sistema

r—=2y+z2z=0
—5r —2y+32=0"

Assim, Wi N Wy = [(1,2,3)] e dim(W; NW,) = 1. Portanto, V nao é soma direta de W
e Wy mas V = W, + W, pois

dim(Wi + Wa) =2+2—1=3=dimV e Wy + W, C V.

EXERCICIOS

1. Sejam V = R3 e W;, W, subespacos de V tais que dim W, = dim W5 = 2. E possivel
obtermos
Wl N W2 = {(07 07 0>}?

2. Sejam V = R3 e Wy, W, subespacos V tais que dim W = 1, dim W, = 2 e W) g Ws.
Mostre que R? = W, & W,
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10.

11.
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Sejam V' um espago vetorial sobre R e Wy, W5 subespagos V, onde dim W; = 4,

dim W5 =5 e dim V' = 7. Determine os possiveis valores para dim (W; N W5).
Seja V = R*. Determine uma base e a dimensao dos subespacos

Wl = [(1747_173)7(2717_37_1)7(072717_5)] €
Wy = [(1,—4,—2,1),(1,—3,—1,2),(3,—8,—2,7)].

Sejam V = R3,
Wl = {(x,y,z) ev: :E:O} S W2 = [(1>270)7(371>2)]

subespacos de V. Determine uma base e a dimensao para Wy, Wy, Wy + W5 e
Sejam V = R?*2,

Wi N Ws.
a b
le{ GV:b:—a}eVVg:{[ J GV:c:—a}.
c

subespacos de V. Determine uma base e a dimensao para Wi, Wy, Wy + W5 e
Wy N Ws. E verdade que R?*2 = W, @ W,?

a b

C

Seja V' = P3(R). Determine uma base e a dimensao do subespago
W={peV:p(zx)=0}.
Sejam V = R? e o conjunto de vetores 8 = {u,v} em V, onde
u=(1-a,1+a) ev=(1+a,1—-a).
Determine o valor de a € R para que 3 nao seja uma base de V.

Sejam V = P(R) e p = 22° — 3z +1 € V. O conjunto 8 = {p,p’,p"} ¢ uma base de
V?

Mostre que o conjunto
B={1—-2)® 1—-2)?1—21}
¢ uma base de P3(R).
Seja V = R*. Quais dos subconjuntos abaixo sao bases de V?
(a) {(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,0,0,1)}.

(b) {(1,3,-2,4),(1,1,5,9),(2,0,—13,23), (1,5,1,—2)}.
(c) {(1,1,1,1),(3,2,0,3),(0,—1,0,3), (4,2,1,7)}.
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(d) {(17 _27 0> 1)7 (0’ 07 2> 5)> (_2> 47 2a 3)7 (_17 2> 47 9)}

12. Em cada um dos subconjuntos abaixo determine uma base de W e estenda-a a uma

base de V.
(a) SeV=R3e
W={(z,y,2) ;e —3y+3z=x+5y—z=x+y+2=0}
(b) Se V=R'e
W = [(1,-2,0,1),(0,0,2,5),(~2,4,2,3)].
(c) SeV=R'e

w=1(1,1,1,1),(3,2,0,3),(0,-1,0,3)].

13. Seja W o conjunto de todos os quadrados mégicos de ordem 3 (confira Exercicio 11
do Capitulo 1).

(a) Mostre que W é um subespaco de R3*? e que o conjunto

111 1 -1 0 0 1 -1
b= 1 111, -1 0 1], —1 0 1
1 11 0 1 -1 1 -1 0
é uma base de W.
(b) Mostre que toda matriz
a; ag as
A= * % %
x k%

pode ser transformada em um quadrado mégico. Existe outra maneira de

fazeé-la?
14. Mostre que o conjunto
B={lL1+x1+r+2*1+z+2>+2° 1 +x+2° +2°+ 2%
¢ uma base de P,(R).

15. Sejam V' um espaco vetorial sobre R com V' # {0} e 5 um subconjunto nao-vazio

de V. Mostre que as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) B é um conjunto independente mazimal de V', no seguinte sentido: nao existe
subconjunto 5’ LI de V tal que 3 C 3';

(b) 8 & um conjunto minimal de geradores de V', no seguinte sentido: nao existe

subconjunto de geradores 3 de V tal que 8’ C f3;
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(c) B é uma base de V.

16. Sejam V' um espaco vetorial sobre R e Wy, Wy, W3 subespacos de V. Mostre que

+ d1m(W1 N W2 N Wg)

17. Sejam V' um espaco vetorial sobre R e W um subespaco de V.

(a) Mostre que o conjunto

v

V:
W

={u+W:ueV}
com as operacoes de adicao

(u+W)s (v+W)=(u+v)+W
e multiplicacao por escalar

a®u+W)=au+W

¢ um espaco vetorial sobre R chamado espaco quociente.

e o € uma base de e se [ € um subconjunto de V tal que
b) S base de W I} bconj de V tal
{u+W:uep}

¢ uma base de V, entdo aN B =0 e a U B é uma base de V.

(¢) Se B é uma base de V tal que o C /3 é uma base de W, entéao
{u+W:uep—-a}

¢ uma base de V.

(d) Mostre que
dimV = dimV + dim W,

isto &,
dimV = dimV — dim W.

2.6 Mudanca de Bases

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre R. Uma base ordenada de V &

uma seqiiéncia finita de vetores LI que gera V e serd denotada por

(ug,...,u,) ou {uy,...,u,}
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Se a seqiiéncia uy, ..., u, ¢ uma base ordenada de V', entao

{ug,...,u,}

é uma base de V.

Observagao 2.52 F importante destacar as principais diferencas entre seqiiéncia e con-
Junto de vetores: a primeira é a ordem - no conjunto nao importa a ordem dos elementos
enquanto na seqiiéncia a ordem é importante - sequnda é a identidade - no conjunto os

elementos sao todos distintos enquanto na seqiiéncia todos podem ser iguais, isto é,

wy=ui=1,...,n
Teorema 2.53 Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita sobre R e § = {uy,...,u,}
uma base ordenada de V. Entao todo vetor u € V' pode ser escrito de modo inico sob a
forma:
u=2xu;+---+x,U,.
Prova. (Existéncia) Como u € V =[] temos que existem escalares zy, ..., x, em R tais
que

u=uzxu; +- -+ T u,.

(Unicidade) Suponhamos, também, que

u=yu + -+ yyUy.

Entao
O=u—u= <I1—y1)u1+"'+(xn_yn)un‘
Como ( é LI temos que x; —y; =0,7=1,...,n. Portanto, z; = y;, 1 = 1,...,n. [ |
Os escalares x1,...,x, sao chamados as coordenadas do vetor u em relacao & base

ordenada f e serd denotada por
T

[u]s =

Note que
[u+v]g =[ulg+[v]s e [au]g =alu]s, V u,veV, aeR.

Exemplo 2.54 Sejam V =R3 e

g ={(1,0,-1),(1,1,1),(1,0,0)}

uma base ordenada de V. Determine [(a,b, c)]s.
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Solugao. Para resolver este problema devemos encontrar x1,z9, x3 € R tais que
(a,b,c) = x1(1,0,—1) + x2(1,1,1) + 23(1,0,0),
isto é, resolver o sistema nao-homogéneo

1+ 2o +T3 =0
CL‘QIb .

—X1 + To = C
E facil verificar que z1 = b —¢, o = b e 23 = a — 2b + ¢. Portanto,

b—rc
[(a,b,¢)]s = b
a—2b+c

Exemplo 2.55 Seja V = P»(R). Mostre que = {1,1+z,(1+ z)?} é uma base de V e
determine

[ap + a1 + aa?]5.

Solucao. E ficil verificar que os vetores 1, 1+x e (142)? sdao LI. Como dim V = 3 temos
que 8 = {1,1+z,(1 + z)?} ¢ uma base de V. Agora, devemos encontrar 4, s, y3 € R
tais que
ao + ar +agr? =y +ya(1+2) + ys(1 + 2)?
= y1+ Y2+ ys+ (y2 + 2y3)x + ysa®,

isto é, resolver o sistema nao-homogéneo

Y1+ Y2+ Y3 = ag
Y2 + 2y = aq

Ys = az
E facil verificar que y; = ag — a1 + as, Yy = a; — 2as € Y3 = ay. Portanto,

ag — a1 + as
[ap + ayx + axr?]s = a; — 2as

a2

Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita sobre R,

B={uy,...,u,} e B ={vy,...,v,}

duas bases ordenadas de V. Entao, pelo Teorema 2.53, todo vetor u € V' pode ser escrito

de modo dnico sob a forma

{ u=zu +- -+ 2xr,Uu, (2.3)

u=1Y1Vy+ -+ Y Vp.
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Assim,
I at
[u]/a = : € [U-]ﬁ' =
Tn Yn
Como v; € V, para cada j = 1,2,...,n, temos que existem tnicos a;; € R tais que
n
Vi = anuw + -0+ G, = ) a4,
i=1
: (2.4)
n
Vp = apup + o+ app, = Z AipU;.
i=1

Logo, pela Equagao (2.3), temos que

u = yY1vi+- -+ Y Vs

= > 5O ayw)

j=1 =1

= Z(Z aijy;) ;.
i=1 j=1

Assim, pela unicidade das coordenadas, temos que

r1 = auyr + o0+ Q1pYn
Tp = An1h + -+ AnnYn-
Em forma matricial
T @11 - Qip n
Tp (2775 A Ann L Yn
Fazendo
aii A1n
B _ .
[I]B - )
an1 Ann i
obtemos

[ul, = M5 [u]y-
A matriz [I]g, ¢ chamada a matriz de mudanca de base da base /3’ para a base S.

Comparando [I]gl com a equagao (2.4), notamos que esta matriz é obtida colocando as

coordenadas em relacao a base 8 de v; na j-ésima coluna.

Observagao 2.56 A matriz [I]g, ¢ invertivel, pois para cada i = 1,2,...,n, temos que

n
VvV, = a;1U41 + apus + - -+ a;puy, = E QU5 (25)
j=1
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e para cada 7 =1,2,...,n, temos que
u; = 0;1Vy + bj2V2 +---+ bjnvn = Z bjkvk- (26)
k=1

Fazendo A = [a;j] e B = [bji], temos que [I]gl =A'le [I]g, = B'. Substituindo a equagdo
(2.6) na equagao (2.5), temos que

n n n n
V; = E CLZ']‘ E bjka = aijbjk Vi.
7j=1 k=1 k=1 \j=1

Como {vy,...,v,} é uma base de V temos que
Zaijbjk: = 5zk = AB = In
j=1

Portanto,

1% M7 =B'A'= (AB) = (L)' = L, = [I}}, = (1) "
Exemplo 2.57 SejamV =R?, f={(2,-1),(3,4)} e 3 = {e1, e2} duas bases ordenadas
de V. Determine [(5,—8)]s.

Solugao. Uma maneira de resolver este problema é usando a equagao matricial

[(5,—8)]5 = [ [(5,~8)] .

pois
)
5, _8 ; —
(5,-8)] [ . ]

Agora,

(1,0) = au(2,-1) +an(3,4) = _ 4 _ !

) = aj1l4, 219, a; = T e a9 = I
3 2

(0,1) = a2(2,—1) + ax(3,4) = a1n = 11 € Qg = I

Portanto,

114 =3 i ’ X
et 1) o 220 ]

Exemplo 2.58 Sejam V = R2, 8 = {ej,ex} a base ordenada candnica de V e ' =
{f1,£2} uma base de V' obtida de B pela rotagdo de um angulo 6. Determine [u] ;.

Solucao. Pela Figura 2.2,
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VA
e‘?i\-. f,
07 o
o ;e; X
‘A-f_,

Figura 2.2: Rotagao de um angulo 6.

temos que

e; = cosbOf; —senbf,

ey, = senff; + cos0f;.

Logo,
[I][J» B [ cos Sen€]

—senf cosf

Assim, se u = (z,y), entdo

[y = 15 [ul,
B cos 0z + sen Oy
—senfz +cosfy |

Em particular, quando 6 = 7, temos que

mg:?[_i 1] e fuly =

Tty

[

Exemplo 2.59 Sejam V =R?, = {(1,2),(3,—6)} e 3 duas bases ordenadas de V. A

matriz de mudanca de base da base 3 para a base ' é

= o)

Solugao. Seja 8" = {(a,b),(c,d)} a base desejada. Uma maneira de resolver este pro-

Determine a base 3.

blema é determinando a inversa da matriz [I ]g, Logo,

1 1 :10 10

— e e —

1 -1 :0 1 01

Nl N
NI= N
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Assim,
/ -1 1 1
0y = (13) = [ P ]
2 2
(S
1 1
1 1
(Ca d) - 5(17 2) - 5(37 _6) - (_174)
Portanto, 8’ = {(2,—2),(—1,4)}.
EXERCICIOS

. Sejam V =R?e 3 ={(2,1),(1,—1)} um conjunto de vetores em V. Mostre que /3

¢ uma base de R? e calcule [(4, —1)]5 e [(z,y)],-

. Seja V' = R?. Calcule [(6,2)]5 ¢ [(z,y)]s, onde

(a) =1{(21),@1,-1)}.
(b) 5=1{(2,0),(0,-1)}
(¢) 8 =A{(1,0),(0,1)}
(d) B={(21),(12)}

. Sejam V =R% u = (a,b) e v=(c,d) vetores em V tais que

ac+bd=0c d?+0*=2+d*=1.

Mostre que 8 = {u, v} ¢ uma base ordenada de V. Além disso, calcule [(z,y)];.

. Sejam V = P3(R) e f = {(1—2),(1 —2)*,1 — 2,1} uma base ordenada de V.

Determine [—2? — 2 + 3] 5.

. Determine a matriz de mudanca de base da base § = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,3)}

para a base ordenada canonica de R3.

. Sejam V =R3 e 8 = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} uma base ordenada de V. Deter-

mine [(z,y, 2)] -

. Sejam V =R? e a = {(1,3),(2,—4)} uma base de V. Se

mzzl__lf 2]

entao determine a base (.
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. Sejam V =R?e 8 =1{(3,5),(1,2)} uma base de V. Se

Y

05 = [ —i —1Z1l

entao determine a base «.

. Seja V =R3 a={u;,uy,u3} e § = {vy, vy, v3} bases ordenadas de V, onde

Vi = u; +usg
Vo = 2111 + us + ug
V3 = u + 2112 + us.

Determine as matrizes de mudanca de bases de o para [ e de 3 para a.

Considere os dados do exercicio anterior. Se [v], = [1 1 2], entdo determine
[V]g'

A matriz de mudanga de base da base a de R? para a base 3 = {(1,1),(0,2)} ¢

mézl 0].

WIN - =

Wi

Determine a base «.

Sejam

a={ej,ex},f={—e +eye +e} ey=1{2e,2e,}
bases ordenadas de R?. Se [u]; =[ -1 3], entao determine [u], e [u],.
Sejam V = R3,

a={ej, e e3} e 5 ={e; + 2ey,e; + 3e; + 2e3, e + 3es}

bases ordenadas de V. Determine [I]3, [I}2 e [I]3 - [I)2.

Sejam
o = {el,eg,eg},ﬁ = {—e1 +e2 —I—e3,e1 +e2 —€e3,€; —i—e2+e3} e v= 200
bases ordenadas de R?. Se [u]; =[ -1 3 1], entdo determine [u], e [u],.

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao n sobre R e o uma base ordenada de V.

Determine [I]2.

Seja

um espago vetorial sobre R.
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(a) @ = {E11,E12,En}, 5 = {Ei1,E;1 + E9,E;; + Ejs + Eg} sdo bases orde-

nadas de V'?
(b) Se sua resposta ao item anterior foi positiva, determine [I]; e ’.
17. Sejam V um espaco vetorial sobre R e Wy, Wy, ..., W,, ... subespacos de V.
Mostre que
W=]Wa
neN
é um subespaco de V.
18. Sejam V um espago vetorial sobre R e Wy, W5, ..., W, ... subespacgos de V tais
que
WicWw,C---CW, C---.
Mostre que
w=Jw.
neN

¢ um subespago de V.

19. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre R. Suponhamos que
uy,...,u, €V, n>3,
sejam LD mas quaisquer n — 1 destes vetores sao LI.

(a) Dé um exemplo para tais vetores em R3!

(b) Mostre que existem escalares x1, ..., 2, € R, todos diferentes de zero, tais que
x1u1+---+xnun =0.

(¢) Suponhamos que
iy + - - +yu, = 0.

Mostre que existe a € R* tal que
Y1 = AT1, ..., Yy = QL.
(d) Mostre que
W={(y,...,yn) ER" :yyuy + -+ + yu, = 0}

¢ um subespaco de R" e determine a dimensao de W.



Capitulo 3
Transformacoes Lineares

Neste capitulo vamos estudar um tipo especial de fungoes, as quais sao chamadas de
“transformacoes lineares” e que é um dos objetos fundamentais da dlgebra linear. Em
célculo, por exemplo, costuma-se aproximar uma funcao diferencidvel por uma transfor-

macao linear. Veremos, também, que resolver um sistema
AX =B
de equacoes lineares é equivalente a encontrar todos os elementos X € R™ ! tais que
Ta(X) =B,

onde T : R™! — R™*1 definida por T (X) = AX ¢ uma transformagao linear.

3.1 Transformacoes Lineares

Sejam V' e W espacos vetoriais sobre R. Uma fungao 7' : V' — W é uma transformagao

linear se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. T(u+v) =T(u) + T(v), para todos u,v € V (Aditividade).
2. T'(au) = aT'(u), para todo a € R e u € V (Homogeneidade).

Observagoes 3.1 1. Intuitivamente, uma transformacdao linear é uma funcdo que

preserva as operagoes dos espagos vetoriais.
2. SeT :V — W é uma transformacao linear, entdo T'(0) = 0, pois
T0)=T0-u)=0-T(u) =0.
3. SeT:V — W é uma transformagao linear, entao
T(au+bv) =aT(u) +bT(v), YV a,beR eu,vev,

71
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po1s
T(au+bv) = T(au)+ T(bv)
= al'(u)+ 0T (v).
Mais geralmente,
T(auy + - +ayu,) =aT'(w) + - +a,T(0n,), Va, €R eu €V.
4. SeT :V — W éuma transformagao linear e V=W, dizemos que T" é um operador

linear sobre V.

Exemplo 3.2 (Operador Nulo) Sejam V e W espacos vetoriais sobre R. A fungao

0:V — W definida por 0(u) = 0, para todo u € V, é uma transformacao linear, pois

O(u+v)=0=0+0=0(u)+0(v), VuveV

O(au) =0=a0(u), VaeR euel.

Exemplo 3.3 (Operador Identidade) Seja V' um espaco vetorial sobre R. A fung¢do
I =1y :V —V definida por Iy(u) = u, para todo u € V', é um operador linear, pois

Iy(u+v)=u+v=I(u)+Iy(v), YVuveV

Iy(au) =au=aly(u), VaeR euel.

Exemplo 3.4 Toda transformacao linear T : R — R é da forma ax, para algum a € R
fixado. De fato, é claro que a fun¢ao T : R — R definida por T'(x) = ax, para todo x € R,
é uma transformacgao linear. Reciprocamente, seja T’ : R — R uma transformacgao linear.
Entao

Tx)=T1 -2)=T1)z, ¥V x €R.

Fazendo a = T(1) € R, obtemos T(x) = az, para todo x € R.

Exemplo 3.5 Sejam V =R W = R™*! espacos vetoriais sobre R e A € R™" uma
matriz firada. A funcao Ta : V — W definida por

TA (X) = AX7
para todo X € V', é uma transformacao linear, pois

TAX+Y)=AX+Y)=AX + AY = To(X) + Ta(Y), V X,Y € V.

Ta(aX) = A(aX) =a(AX) =aTa(X), VacR e X e V.
Note, também, que Sp : R¥>*™ — R¥™" definida por
TA(V) = VA>

para todo v € R™1 | é uma transformacao linear.
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Exemplo 3.6 (Operador Diferencial) Seja V = P,(R) o espago vetorial de todos os
polindémios com coeficientes reais e grau menor do que ou igual an. A fungao D :V — V

definida por (Dp)(z) = p'(x), para todo p € V', é uma transformagao linear, pois

(D(p+q) (x) = ((p+a)(x)) = (p(z) +q(z))
= p'(v) +4'(x) = (Dp)(x) + (Dg)(x)
= (Dp+ Dq)(x), ¥V p,geV

(D(ap)) (z) = (ap())" = ap(x) = a(Dp)(x)
= (a(Dp))(z), VacR epeV.
Exemplo 3.7 (Operador Semelhanga) Seja V = R?. A fungio T : V — V definida

por
T(x,y) =c(z,y), ¥ ceR,

¢ uma transformacao linear (prove istol). Quando ¢ > 0, T é chamado de operador
semelhanca.

Exemplo 3.8 (Rotagao de uma angulo 0) Seja V = R?%. Determine a transformagao
linear Ry : V. — V', onde Ry(u) é uma rotac¢ao anti-hordrio de um dngulo 6, 0 < 0 < 2,
do vetoru € V.

Solugao. Sejam u = (z,y) e Ry(x,y) = (u,v). Entao, pela Figura 3.1,

YA

o

0

Figura 3.1: Rotagao de um angulo 6.

temos que
u=rcos(a+0), r=rcosa e y=rsena.
Logo,
u=xcosf —ysend.

De modo anélogo,

v=xsent + ycosh.
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Assim,

Ry(z,y) = (xcos — ysen b, xsenf + y cosb).

Exemplo 3.9 (Operador Translagao) Seja V = R% A fungio T, : V — V definida
por
T(u)=u+v,
onde u = (x,y) e v = (a,b), nao é uma transformagao linear, a menos que a = b = 0,
pois
T(0,0) = (a,b) # (0,0)
(confira Figura 3.2).

Y A Iy

R

0

Figura 3.2: Translacao por v.

Exemplo 3.10 Seja V =R% A fungio T : V — V definida por T(x,y) = (x,|y|) ndo é

uma transformacao linear, pois

T((z,y) +(r,5)) = T(x+ry+s)
= (@+nly+s])

# (@, [yl) + (. s])
= T(:L‘,y)—i—T(’I“,S),

desde que |y + s| < |y| + |s| se ys < 0. Em particular,

Note que T(0,0) = (0,0). Portanto, T(0) = 0 é condi¢io necessaria mas nao suficiente

para que T' seja uma transformagao linear.

Exemplo 3.11 Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo dos racionais Q. Mostre
que se a funcao T :'V — W satisfaz a condicao aditiva

Tu+v)=T(u)+T(v), YV u,vey,

entao T" é uma transformacao linear.
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Solugdo. Como 0 4 0 = 0 temos que
T(0) = T(0 + 0) = T(0) + T(0).
Logo, T(0) = 0. Assim,
0=T(0) = T(u+ (—u)) = T(u) + T(—u) = T(—u) = —T(u), ueV.

Dado n € N, segue, indutivamente, que 7'(nu) = nT'(u), para todon € Ne u € V. Dado

n € Z com n < 0, obtemos
T(nu) =T(—n(—u)) = —nT(—u) = —n(—T(u)) = nT(u).

Assim, T'(nu) = nT'(u), para todon € Z eu € V. Dado n € Z com n # 0, obtemos

Logo, T(+u) = 1T'(u), para todo n € Z, com n # 0, e u € V. Finalmente, dado

T on

r =2 ¢ Q, obtemos

T(ru) = T(m(%u)) _ mT(%u) = "7 (w) = 1 T(w)

e, assim, T'(ru) = rT'(u), para todo r € Q e u € V. Portanto, T' é uma transformacao
linear. Assim, podemos cuncluir que toda fun¢ao definida em espaco vetorial sobre o
corpo dos racionais Q, satisfazendo a condicao aditiva, é sempre linear. Mostraremos a

seguir, que esse resultado nao é, em geral, verdade.

Teorema 3.12 Sejam V' e W espagos vetoriais sobre R. Sejam {uy,...,u,} uma base de

V ewy,...,w, vetores arbitrarios em W. Entao existe uma unica transformacao linear
T:V — W tal que
T(uz) = Wz',i = 1,...,71.

Prova. (Existéncia) Como {uy,...,u,} é uma base de V' temos que cada vetor u € V/

pode ser escrito de modo tnico sob a forma
u=uxu+- - +zx,Uu,.
Vamos definir T': V — W por

T(u) =x,Wy + -+ T, W, = ) T;W;.
i=1

E claro que T estd bem definida e
T(uz) = Wl‘,Z' = 1,...,n,

pois
uz-:0u1—|—~~—|—Oui,1+1ui+0ui+1+~-+Oun,i:1,...,n.



76 CAPITULO 3. TRANSFORMACOES LINEARES

Dados v € V, digamos

e c € R, temos que

T(ew) — T(i(cxi)ui> _

Portanto, 7' ¢ uma transformacao linear.

(Unicidade) Seja S : V' — W outra transformagao linear tal que
S(lli) = Wz‘,i = 1,...,n.

Entao
S(u) =S (Z xiui> => zS(w) => z;w; =T (u),
=1 i=1 i=1

para todo u € V. Portanto, S =T. [ |

Observagao 3.13 Sejam V e W espagos vetoriais sobre R. Sejam f = {u;}ic; uma
base de V' e {w;}ic;r uma familia arbitrario de vetores em W. Entdo existe uma tnica

transformacao linear T : V — W tal que
T(lll) = W;, Viel.

Exemplo 3.14 Determine a transformagcao linear T : R? — R3 tal que T(1,2) = (3,2,1)
eT(3,4) = (6,5,4).

Solugdo. E ficil verificar que {(1,2),(3,4)} ¢ uma base de R%. Assim, pelo Teorema
3.12, existe uma tnica transformacao linear 7' : R? — R3 tal que T(1,2) = (3,2,1) e
T(3,4) = (6,5,4). Agora, para determinar T, dado u = (z,y) € R?, devemos encontrar
r,s € R tais que

u=r(1,2) +s(3,4),

isto ¢, resolver o sistema nao-homogéneo

r+3s=x
or +4s=y
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Logo, r = 2(—4x + 3y) e s = 3(2z — y). Portanto,

T(x,y) = T(r(1,2) +s(3,4))
= rT(1,2) + s7(3,4)
—4x + 3y

= —(3,2,1
2 (’7)+

(3, et o ]

Exemplo 3.15 (Operador Projegao) Determine a proje¢io de um vetor u € R? sobre

Q0 —

a reta y = ax, com a € R.

Solugao. E ficil verificar que {(1,a),(—a,1)} é uma base de R?, para todo a € R.
Entdo, pelo Teorema 3.12, existe uma tnica transformacao linear P : R? — R? tal que
P(1,a) = (1,a) e P(—a,1) = (0,0). Agora, para determinar P, dado u = (x,y) € R?
devemos encontrar r, s € R tais que

u=r(1,a)+ s(—a,l),

isto é, resolver o sistema nao-homogéneo

r—as==x
ar—l—s:y'

Logo,
B T+ ay ax—i—aQy
Plzy) = (1+a2’ 1+a2>
1
{(@,9), ( ,2a)>(17a)_
11, a)
Como

R? = [(17 a)] D [(—CL, 1)]7
dizemos que P é a projecao sobre [(1,a)] na dire¢io de [(—a,1)], com a € R (confira
Figura 3.3).

Figura 3.3: Projecao de um vetor u € R? sobre a reta y = ax.
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Exemplo 3.16 (Operador Reflexao) Determine a reflevio de um vetor u € R* em

torno de uma reta y = ax, com a € R.

Solugdo. E ficil verificar que {(1,a),(—a,1)} é uma base de R?, para todo a € R.
Entdo, pelo Teorema 3.12, existe uma tnica transformacao linear R : R? — R? tal que
R(1,a) = (1,a) e R(—a,1) = (a,—1). Agora, para determinar R, dado u = (z,y) € R?

devemos encontrar 7, s € R tais que
u=r(1,a)+ s(—a,l),

isto é, resolver o sistema nao-homogéneo

r—as==x
ar+s:y'

Logo,
(1= aP)z+2ay 2az— (1 —a?)y
Rle,y) = ( 1+a2 1+ a2 )
ey
R [T s
Como

R* =[(1,a)] &[(=a,1)],
dizemos que P é a reflexdo em [(1,a)] na diregdo de [(—a,1)], com a € R (confira Figura
3.4).

Figura 3.4: Reflexao de um vetor u € R? em torno da reta y = ax.

Finalmente, se 6 é o angulo que a reta y = ax faz com o eixo dos x, entao a = tanf e é
facil verificar que

R(z,y) = (z cos 20 + ysen 260, x sen 20 — y cos 20).

Em particular, quando 6 = 7, temos que

R(z,y) = (y, ).
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Exemplo 3.17 Mostre que existe uma funcao T : R — R satisfazendo a condicao aditiva
Tx+y)=T(x)+T(y), V¥ z,y € R,
mas nao é uma transformacao linear, isto é, T'(x) # ax, para algum z € R.

Solucdo. E facil verificar que R com as operaces usuais é um espaco vetorial sobre Q.
Assim, pela Observacao 2.38, podemos escolher uma base “de Hamel” § = {x;};c; de R
sobre Q. Assim, para cada x € R, existem tnicos 7,,...,7, € Q, onde ky,...,k, € I,

tais que

n
T =TTy + 0+ Tk, Tk, = E T; Tk -
7j=1

A funcao T': R — R definida por
T(x) = Zrk].T(ajkj), V zeR,
j=1

possui as propriedades desejadas, pois se fizermos
T(xr,) =1 e T(zg,) =0,
entao

Tx+y) =T(x)+T(y), ¥V x,y € R, mas T(z) # ax, para algum a € R.

EXERCICIOS

1. Verifique quais das transformacoes abaixo sao lineares.

(a) T:R* — R?, T(z,y) = (2x — y,0).
(b) T:R> - R T(x,y,2) = (z — 1,y + 2).
() T:R =R, T (x) = (x, 22, ).
(d) T:R* = R? T(z,y) = (y,2%).

) T(z,y

(e) T:R? - R? ,y) = (ax + by, cx + dy), onde a,b,c,d € R.

2. Seja V = R" "™ o espaco vetorial das matrizes quadradas de ordem n. Se B é uma

matriz nao-nula fixada em V, quais das seguintes transformacoes sao lineares?
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(c) T(A) =B+ A.
(d) T(A) = A"
(e) T(A) =B'AB.

Sejam V = F(R,R) o espago vetorial de todas as funcoes reais e h € R fixado.

Mostre que cada uma das funcées T : V — V abaixo é uma transformacao linear:

(a) (Tf)(z) = f(x + k). (Deslocamento)

(b) (T'f)(x) = f(x +h) — f(x). (Diferenga para frente)
(c) (T'f)(z) = f(z) — f(x — h). (Diferenca para trés)
(d) (Tf)(z) = f(x+2)— f(z —L2). (Diferenca central)
(e) (Tf)(x) =35 (f(z+5) — f(z—%)). (Valor medio)

(Operador Integragao) Seja V = C(R,R) o espaco vetorial de todas as fungoes

reais continuas. Mostre que a funcao J : V' — V definida por

() (@) = | f(t)dt

o~—=8

¢ uma transformacao linear.

(Operador Cisalhamento na diregao de x) Determine a transformagao linear
T : R? — R? que satisfaca T'(1,0) = (1,0) e T(0,1) = (a, 1), onde a € R*. Defina
Operador Cisalhamento na direcao de y.

Determine o operador linear T : R? — R? que satisfaga T'(1,2) = (1,1) e T(0,1) =
(1,0).

Determine o operador linear T : R? — R? que satisfaga T(1,0) = (a,b) e T(0,1) =
(¢, d).

Seja V' = P(R) o espago vetorial de todos os polindmios com coeficientes reais.

Mostre que cada uma das funcées T : V' — V abaixo é uma transformacao linear:

(a) (Tp)(x)

(b) (Tp)(z) = p(x)T_aO (Eliminacao do termo constante e divisao por z).

xp(z) (Multiplicacao por x).

Sejam S :V — W eT :V — W transformagoes lineares. Mostre que S + T e aT),
para todo a € R, sao lineares. Conclua que o conjunto de todas as transformacoes

lineares L(V, W) é um espaco vetorial sobre R.
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10. Se dimV = 2 e dimW = 3, determine uma base de L(V,W). (Sugestao: Sejam
{v1,va} e {wy, wa, w3} bases de V' e W, respectivamente. Entao as transformagoes

lineares
w; set=k

: v i=1,2e75=123,
0 set#k

Eij(vi) = duw; = {
estao bem definidas e sao tnicas. Agora mostre que o conjunto
{Ewn, Bra, Erz, Eay, By, oz}
¢ uma base de L(V,W)). Generalize.

11. Sejam R: U -V, S:U —V eT :V — W transformacoes lineares. Mostre que

T o S é uma transformacao linear e

To(R+S)=ToR+ToS.

12. Sejam R : R? — R?, S : R? — R? e T : R? — R? operadores lineares definidos por
R(z,y) = (2,0), S(z,y) = (y,2) e T(z,y) = (0,y). Determine:

13. Sejam V = P(R) o espago vetorial de todos os polindmios com coeficientes reais e

D:V —-VeM:V — V operadores lineares definidos por

(Dp)(x) = p'(z) e (Mp)(z) = zp(x).
Mostre que MD — DM =1 e (DM)? = D>M? + DM.

14. Sejam V e W espagos vetoriais sobre R e f : V — W uma fungao. Mostre que as

seguintes condicoes sao equivalentes:

(a) Se w —u = ¢(v — w), entdo f(w) — f(u) = ¢(f(v) — f(w)), para todos
u,v,weVecel;

(b) f(z) = T(z) + x, para todo z € V, onde x € W eT :V — W é uma
transformacao linear;

() O ye) =S jeif(w;), para todouw; € Ve € R, i =1,...,n, com
ci+--+c,=1.
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(Sugestao: (a = b) Sejamx = f(0) € WeT :V — W definidapor T'(y) = f(y)—x.

Agora, vamos provar que 7' é linear. Comoy — cy = (¢ — 1)(0 — y) temos que

T(y) = T(cy) = f(y) = fley) = (e = DIF(0) = f(¥)] = (c = D(=T(¥y)).
Logo, T'(cy) = ¢I'(y), para todo y € V e ¢ € R. Finalmente, como
22— (y+z)=z—y= —%(2y—2z)
temos que
2T(z) = T(y+2z) = T(2z)-T(y+z)=f(2z) — f(y +2)
= —2lf(2y) ~ f(22)] = ~[T(y) - T()]
Portanto, T(y +z) = T(y) + T'(z), para todos y,z € V.)

15. Seja T : V — V um operador linear tal que 7% =T oT o---0oT = 0, para algum
ke N.

(a) Mostre que se u € V' & tal que 7% !(u) # 0, entdao o conjunto
{w,T(u),...., T (u)}
é LI.

(b) Mostre que se
W =[uT(),...,T"(u)],

entdao T'(v) € W, para todo v € W.

3.2 Niucleo e Imagem de uma Transformacao Linear

Sejam V', W espacos vetoriais sobre R e T : V' — W uma transformagao linear. A

imagem de T' é o conjunto

ImT = {weW:w=7T(u), para algum ue V}
= {T(u):ueV}
= T(V)

(confira Figura 3.5).
4 T w

Figura 3.5: Representacao gréfica da imagem de 7.
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O naicleo de T' é o conjunto

kerT = {ueV:T(u) =0}
- 17(0)

(confira Figura 3.6).

Figura 3.6: Representacao gréfica do nticleo de T'.

Teorema 3.18 Sejam V', W espacos vetoriais sobre R e T : V. — W uma transformacao

linear. Entao Im'T" é um subespaco de W e kerT" é um subespaco de V.

Prova. Vamos provar apenas que Im7" ¢ um subespago de W. E claro que Im 7T + ),
pois
0=T(0) € ImT.

Dados wi, wo € ImT e a € R. Como wy, wo € Im7T temos que existem uy, uy € V' tais
que
wy; =T(u1) e wo =T (ug).

Logo,

Wi + Wy = T(ul) + T(UQ)
= T(uwy+uy) €ImT,

poisu; +uy €V, e

awy; = al'(uy)

= T(aw) €ImT,
pois au; € V. Portanto, ImT" ¢ um subespaco de W. |
Observagao 3.19 Seja T : V — W wma transformacao linear com dimV = n. Entao
posto(T) = dimIm7T e nul(7) = dimker 7.
Exemplo 3.20 Seja T : R® — R3 a transformacao linear definida por
T(x,y,2) = (x,2y,0).

Determine o nicleo e a tmagem de T'.
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Solugao. Por defini¢ao

kerT = {(x,9,2) €R®:T(z,y,2) = (0,0,0)}
= {(z,y,2) e R’ (2,2y,0) = (0,0,0)}
= {(0,0,2): z € R}
~ [0,0,1)

ImT = {T(x,y,2): (z,y,2) € R}
= {(z,29,0): 2,y € R}
= [(1,0,0),(0,2,0)].
Finalmente, como 7'(1,0,0) = (1,0,0), 7(0,1,0) = (0,2,0) e 7(0,0,1) = (0,0,0) temos
que
Im T = [T(1,0,0), 7(0, 1,0)]
(confira Figura 3.7).

zZ A zZ A
T
m
€A T(e,)
3
e, T(e,)
> .y = s
e, Yo T(e)) ¥
afer T Il
X X

Figura 3.7: Representacao gréfica do nicleo e da imagem de 7.

Exemplo 3.21 Determine uma transformacao linear T : R? — R* tal que
Im7T =[(1,0,0,-1),(0,1,1,0)].
Solucdo. E ficil verificar que
a=1{(1,0,0,-1),(0,1,1,0)}

é uma base de Im7T". Como (1,0,0,—1),(0,1,1,0) € Im T temos que existem uy, us € R?
tais que
T(ul) = (17 07 07 _1) € T(u2> - (O, 1, 1, 0)
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Seja W = [uy, up]. Entao {u;,us} é uma base de W, pois a é uma base de Im 7.
Afirmacao. R3 =W @ kerT.
De fato, dado u € R3, temos que T'(u) € ImT. Logo, existem y;,y> € R tais que

T(u) = 11(1,0,0,—1)+32(0,1,1,0) = y1 T (uy) + y2T'(uz)
= T(yiu + yous).
Assim,
T (u— (1w +yous)) = T(u) — T(y1w + youp) = T'(u) — T'(u) = 0,
isto &,
u— (y1ug + youy) € ker T,
Portanto, existe v € ker T" tal que

u— (y1u1 + y2u2> =vV=u= (y1u1 -+ y2u2> +veW —|—kerT,

ou seja, R = W + ker T. Agora, ¢ facil verificar que W Nker T' = {0}. Escolhendo uma

base {us} para ker T', obtemos uma base

{U.1, Uo, U.3}

para R3. Em particular, escolhendo u; = (1,0,0), uy = (0,1,0) e uz = (0,0,1) temos,

pelo Teorema 3.12, que existe uma tinica transformacao linear T : R? — R* tal que
T(u;) =(1,0,0,—1),T(uz) = (0,1,1,0) e T'(u3) = (0,0,0,0).
Agora, para determinar T, dado u = (z,y, 2) € R?, temos que

T(x,y,z) = xT(uy)+yT(uz)+ 27T (u3)
= ('Tv Y, Y, —(L‘).

Sejam V', W espacos vetoriais sobre R e T : V — W uma transformacao linear.

Dizemos que T' ¢é injetora se

Tu)=TWV)=u=v, YuveV
ou, equivalentemente,

u#v="T1)#T(v), Vuvel.

Dizemos que T é sobrejetora se dado w € W, existir u € V tal que T'(u) = w, isto &,
Im7T = W. Finalmente, dizemos que 1" é bijetora se T' é injetora e sobrejetora. Neste

caso,
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Exemplo 3.22 Seja T : R? — R a transformagao linear definida por T(z,y) = x. Entdo

T ¢é sobrejetora, pois
ImT ={T(z,y): (z,y) ER*} ={r-1:2 R} =[1] =R,

Mas nao é injetora, pois T(0,1) =0=T(0,—1) e (0,1) # (0,—1).

Exemplo 3.23 Seja T : R — R? a transformagdo linear definida por T(z) = (z,0).

Entao T é injetora, pois
T(x) =T(y) = (#,0) = (y,0) =z =y.

Mas ndo ¢é sobrejetora, pois T'(z) # (0,1), para todo x € R, isto é, ImT # R2.

Exemplo 3.24 Seja T : R® — R3 a transformacio linear definida por T(z,y,z) =

(x,2y,0). Entao T nao é injetora e nem sobrejetora, pois
7(0,0,1) = (0,0,0) =7(0,0,—1)

com (0,0,1) # (0,0, —1) e T(z,y,2) # (0,0,1), para todo (x,y, z) € R3, isto é, ImT # R3.

Sejam V', W espacgos vetoriais sobre R e T' : V' — W uma transformacao linear.

Dizemos que T' é nao-singular se ker T'= {0}. Caso contrario, dizemos que T é singular.

Teorema 3.25 Sejam V', W espacos vetoriais sobre R e T : V. — W uma transformac¢ao

linear. Entao T é nao-singular se, e somente se, T é injetora.

Prova. Suponhamos que T' seja nao-singular, isto é, ker 7' = {0}. Dados u,v € V, se
T(u) =T(v), entao

Tu—v)=T(u)—T(v)=T(u) —T(u) =0.

Logo, u — v € kerT = {0}. Portanto, u = v, ou seja, T' ¢ injetora. Reciprocamente,
suponhamos que T seja injetora. Dado u € ker 7', temos que 7'(u) = 0. Como 7'(0) =0

temos que

T(u)=0=T(0) = u=0.
Assim, ker T' = {0}. Portanto, 7" ¢ nao-singular. |
Corolario 3.26 Sejam V', W espacos vetoriais sobre R e T : V. — W uma transformacao

linear. EntaoT' é nao-singular se, e somente se, T' leva todo conjunto LI de 'V em algum
conjunto LI de W'.
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Prova. Suponhamos que 7' seja nao-singular, isto ¢, ker "= {0}. Seja
a={u,...,u,}
conjunto qualquer LI de V. Devemos provar que
T(a)={T(uy),...,T(u,)}
¢ um conjunto LI de W. Sejam x4, ...,z, € R tais que

rnT(w)+ - +2,T(u,) =0.

Logo,
T(ziuy + -+ xpu,) = 21T (uy) + - + 2,7 (u,) = 0.
Assim,
Ty + -+ xu, € ker T = {0},
isto &,

riu; + - +z,u, =0.

Logo, 1 =0,..., x, =0, pois a é LI. Portanto,

{T(0y),...,T(u,)}

¢ um conjunto LI de W. Reciprocamente, seja u € ker T, com u # 0. Entao {u} é um
conjunto LI de V. Assim, {T'(u)} = {0} é um conjunto LI de W, o que é impossivel.

Portanto, u = 0 e T' é nao-singular. |

Teorema 3.27 (Teorema do Nicleo e da Imagem) Sejam V, W espagos vetoriais

sobre R, comdimV =n, e T : V — W wuma transformacao linear. Entdo

dimV = dimkerT +dimImT
= nul(7T") + posto(T).

Prova. Como ker T' é um subespaco de V' temos que ker T' contém uma base

{uy,...,ux}

que é parte de uma base
B = {u1>"'>uk7uk+17~"7un}
de V.
Afirmagao. {T(ujy1),...,7(u,)} é uma base de Im 7.
De fato, dado w € Im T, existe u € V tal que w = T(u). Como u € V e § é uma base

de V temos que existem xq,...,xz, € R tais que

u=2z1uy + -+ U + Tpqp1Wp1 + - + TpU,y.
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Assim,

w = T(u)
= T(xlul + -+ U + T Wy + 00+ xnun)

= T T (W) +- - + 2,7 (0),
pois T'(w;) =0,i=1,..., k. Logo,
{T(ups1), ..., T(ap)}
gera ImT'. Agora, para provar que
{T(wgs1), ..., T(a,)}
¢ um conjunto LI, sejam yj1,...,y, € R tais que

Yer1 T (Wgy1) + - + 4T (u,) = 0.

Entao
T(Yrt1pr1 + -+ Ynn) = Y1 T (Wega) + - + 9,7 (w,) = 0.

Assim,

Yk+1Ug+1 + -+ YpUy € ker T
Logo, existem z1,...,x; € R tais que

Yk1Wp1 + -0+ YpUp = T1Ug + - -+ T
Donde,
iy + Ty + (=Ye) W + 0+ (=Yp)u, = 0.

Como [ é uma base de V' temos que yxy1 = =y, =0¢€

{T(ags1), ..., T(a,)}
¢ um conjunto LI. Portanto,
dimV =n=Fk+ (n—k) =dimker 7'+ dim Im 7.

Corolario 3.28 Sejam V, W espacos vetoriais sobre R, com dimV = dimW = n, e
T : V. — W uma transformagao linear. Entao T é injetora se, e somente se, T é

sobrejetora.
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Prova. Suponhamos que 7" seja injetora. Entao, pelo Teorema 3.25, ker ' = {0}. Assim,
dimW =dimV =dimker 7+ dimIm7 = dimIm7.

Como ImT C W e dimW = dimIm T temos que Im7T = W. Portanto, T' é sobrejetora.
Reciprocamente, suponhamos que T seja sobrejetora. Entao Im7T = W e dimW =

dimIm 7. Assim,
dimIm7T =dimV =dimkerT +dimIm7T = dimkerT = 0.

Assim, ker T' = {0} e, pelo Teorema 3.25, T' ¢ injetora. [ |

Corolario 3.29 Sejam V, W espagos vetoriais sobre R, com dimV = dimW = n, e

T :V — W uma transformagao linear. Entdo as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. T é byetora.
2. T é nao-singular.
3. T ¢é sobrejetora.
4. T leva toda base de V' em alguma base de W . ]
Exemplo 3.30 Determine uma transformacao linear T : R? — R* tal que
ker T = {(v,y,2) ER*: 2 +y + 2 =0}
Solucdo. E facil verificar que
{(1,0,-1),(0,1,-1)}
¢ uma base de ker 7. Como ker T' é um subespaco de R? temos que
{(1,0,-1),(0,1,—-1)}
¢ parte de uma base de R?. Vamos estender este conjunto a uma base de R3, digamos
{(1,0,-1),(0,1,—1),(0,0,1)}.

Assim, definindo arbitrariamente 7°(0,0, 1), digamos 7°(0,0,1) = (0,0,0, 1), temos, pelo

Teorema 3.12, que existe uma tnica transformacao linear 7' : R® — R* tal que
T(1,0,-1)=(0,0,0,0),7(0,1,—1) = (0,0,0,0) e T(0,0,1) = (0,0,0,1).
Agora, para determinar T', dado u = (z,y, z) € R3, devemos encontrar r, s,t € R tais que

u=r(1,0,—1) +5(0,1,—1) + ¢(0,0, 1),
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isto é, resolver o sistema nao-homogéneo

r=ux
s=1y .
-r—s+t==z

Logo,
T(x,y,z) =(0,0,0,z +y + z2).

Teorema 3.31 Sejam V', W espacos vetoriais sobre R e T : V. — W uma transformagao

linear bijetora. Entdao a transformacdo inversa T=!: W — V ¢ linear.

Prova. E claro que 7-'(0) = 0, pois 7(0) = 0. Dados wy, wo € W, a € R e T sendo

bijetora temos que existem tunicos uy, up € V tais que
wi=Tw) eu =T w) e wog =T (1) & uy =T H(wy).
Como
T(U1 + 112) = T(ul) + T(ug) = Wi + Wy

temos que
T_I(Wl + Wg) =u; +uy = T_I(W1> + T_I(Wg).
Finalmente, como
T(auy) = aT'(uy) = aw,
temos que
T_l(awl) = au; = CLT_1<W1).

Portanto, T~ ¢ linear. [

Sejam V', W espacgos vetoriais sobre R e T : V — W uma transformacao linear.
Dizemos que T é um isomorfismo se 1" &€ bijetora. Se existir um isomorfismo de V' sobre
W, dizemos que V' ¢é isomorfo a W e serd denotado por V ~ W. Intuitivamente, um
isomorfismo 7" de V' sobre W é uma regra que consiste em renomear os elementos de V/,

isto é, o nome do elemento sendo 7'(u) ao invés de u € V.

Exemplo 3.32 Mostre que T : R® — R3 definida por T(x,y,2) = (x — 2y, 2,2 +vy) é um

isomorfismo e determine uma regra para T—* como a que define T.

Solugao. Como

kerT = {(x,9,2) € R®: T(z,y,2) = (0,0,0)}
= {(x,9,2) €R*: (z — 2y, 2,2 +vy) = (0,0,0)}
= {(0,0,0)}



3.2. NUCLEO E IMAGEM DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR 91

temos que T' ¢ injetora. Portanto, T' ¢ isomorfismo. Assim, dado (a,b,c) € R3, existe um

tinico (x,vy, z) € R3 tal que

T(x7 y? Z) = (a’7 b7 C) <:> T_l(a’7 b7 C) = (x7 y? Z)

Logo,
(a,b,c) = (z —2y,2z,x+y),
isto é,
r—2y=a
z=20.
rTt+y=c
Assim,
a+2c c—a b
T = = e z=0b.
3 Y773
Portanto,
a+2c —a-+c
Til 7b7 = ) 7b )
(a,b,c) ( 3 3 )
ou ainda,
r+2z —xr+ =z
T =
(I, y’ Z) ( 3 ) 3 ) )

Teorema 3.33 Todo espaco vetorial de dimensio n sobre R é isomorfo a R™.
Prova. Sejam V' um espaco vetorial sobre R com dimV =n e
B={u,...,u.}

uma base ordenada de V. Entao para cada u € V' existem unicos z1,...,z, € R tais que

n

u = Z x;u;.

i=1

Vamos definir 7 : R® — V' por
Ts(xy,....z,) = W

E facil verificar que Tj estd bem definida, € linear e injetora. Portanto, V' é isomorfo a
R, |

Observacoes 3.34 1. A transformagao linear T : R — V' é chamada a parametriza-
cao de V' dada pela base § e Ty 1 ¢ chamada de isomorfismo de base canonica de V'

associada com a base [3.

2. Sejam T : V. — W um isomorfismo e S = {uy,...,u,} um subconjunto de V.
Entiao S é LI se, e somente se, T(S) é LI. Portanto, ao decidirmos que S é LI

nao importa se consideramos S ou T(S), confira Coroldrio 3.26.
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EXERCICIOS

1. Seja T": V — W uma transformacao linear.

(a) Mostre se U é um subespago de V', entdo o conjunto
TWU)={T(u):ueU}

é um subespago de .

(b) Mostre que se Z ¢ um subespago de W, entao o conjunto
T Z)={ueV:T() e Z}
é um subespaco de V.
2. Sejam T : R? — R? um operador linear definido por T'(z,y) = (z + v, y),

A = {(z,y) eR* :max{|z|,[y[} =1}, B={(z,y) €R*: |a[+]y| =1} e
C = {(z,y) eR?:2* +¢* =1}

Determine T'(A), T'(B) e T'(C).
3. Para cada tranformagao linear abaixo determine o niicleo e a imagem:

(a) T :R?* — R? definida por T'(z,y) = (y — x,0, 5x).
(b) T : R® — R? definida por T'(z,y, 2) = (z +y + 2, 2).

4. Seja T': V — W uma transformagao linear. Mostre que se
V=lu,...,u,,

entao

Im(T) = [T(ul)a s 7T(un)]
5. Seja T de R? em R? a funcao definida por
T(x,y,z) = (r —y+22,2x+y,—x—2y+ 22).

(a) Verifique que T' é uma transformagao linear.

(b) Se (a,b,c) ¢ um vetor em R3, quais as condigoes sobre a, b e ¢, para que o vetor
esteja na imagem de T'7 Qual é o posto de T7
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11.

12.

13.

14.

15.
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(c¢) Quais as condigoes sobre a, b e ¢, para que o vetor esteja no nicleo de 77 Qual
¢ a nulidade de T'?

. Sejam V e W espacos vetoriais sobre R e T': V — W uma transformacao linear.

Mostre que se
{T(wy),...,T(u,)}
¢ um conjunto linearmente independente de W, entao

{uy,...,u,}

¢ um conjunto linearmente independente de V.

. Determine uma transformacao linear 7' : R3 — R3 tal que

ImT = [(1,0, 1), (1,2,2)].

. Determine uma transformacao linear 7' : R3 — R3 tal que

ImT = [(1,2,3),(4,0,5)] .

. Determine uma transformacao linear 7' : R3 — R3 tal que

kerT' = [(1,1,0)].

Determine uma transformagao linear sobrejetora 7' : R® — R? tal que 7(1,1,0) =
T(0,0,1).

Existe uma transformagao linear 7' de R® em R? tal que T'(1,—1,1) = (1,0) e
T(1,1,1) = (0,1)?

Existe uma transformacao linear 7' de R? em R? tal que T'(1, —1) = (1,0), T(2,—1) =
(0,1) e T(-3,2) = (1,1)?

Sejam S : U — V eT :V — W transformagoes lineares.

(a) Mostre que Im(7" o S) C Im 7T e posto(T o S) < posto(T).
(b) Mostre que ker S C ker(7T" o S) e nul(S) < nul(SoT).

Sejam T} e T, operadores lineares de V' tais que
nul(73) = nul(73) = 0.
Mostre que nul(7; o Ty) = 0.

Sejam S, T : V — V operadores lineares com dim V' = n. Mostre que:
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20.

21.

22.

23.
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(a) posto(T'+ S) < posto(S) + posto(T).
(b) nul(S) +nul(7) —n < nul(S+ 7).

(¢) max{nul(S),nul(7)} < nul(SoT) < nul(S) + nul(T).

(d) posto(S) + posto(T) — n < posto(S o T') < min{posto(S), posto(T")}.

)
)
)
)

Seja T' : V' — V um operador linear com dimV = n. Mostre que as seguintes

condicoes sao equivalentes:

(a) V=kerT +ImT;
(b) V=kerT & ImT;
(c) kerTTNImT = {0};
(d) kerT? = ker T}

(e) ImT? =TImT;

(f) ToSoT =T eIm(SoT) =ImT, para algum operador linear S : V — V

invertivel.

Conclua que T? = ¢TI, para algum ¢ € R*, satisfaz essas condicoes e determine

vérios operadores lineares T : R? — R? que satisfaca essas condicoes.

Seja T': V' — W uma transformacao linear com dimV =n e dimW = m.

(a) Mostre que se dim V' < dim W, entao T nao pode ser sobrejetora.

(b) Mostre que se dim V' > dim W, entao T' nao pode ser injetora.

Sejam V' e W espagos vetoriais sobre R com dimV =n e dim W = m. Mostre que

V e W sao isomorfos se, e somente se, m = n.
Descreva, explicitamente um isomorfismo de C sobre R2.

Mostre que R? ¢ isomorfo ao subespaco W de R? dado por

W ={(z,y,2) € R®: 2z = 0}.

Determine o operador linear Ty : R* — R3 que faz cada vetor girar de um angulo

fixo 0 em torno do eixo z.

Seja T': R? — R? um operador linear. Mostre que ker 7' = Im T se, e somente se,

T? = (0 mas T # 0. Determine todos os operadores lineares com essa propridade!

Sejam T" : V — W uma transformacao linear e wy € W um vetor fixado. Se
a equacao T'(u) = wy tem uma solucdo uy € V, mostre que toda solucdo desta

equacao em V' ¢é da forma uy + v, para algum v € ker 7.



3.2. NUCLEO E IMAGEM DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR 95

24. Existe uma transformagcao linear 7' : R> — R? com T'(e;) = (1,0,0), T'(es) = (0,1,0)

25.

26.

27.

28.

29.

30.

e cujo miicleo consiste dos vetores (1, 9, T3, T4, T5) € R tais que

$1—2I2+$3+I4—l’5:0
T+ X9 — 203+ 24— 25 =0 7
=21+ 29+ 23 —2T4+ 2205 =0

Sejam V um espaco vetorial sobre R e T : V' — R3 um isomorfismo. Sejam
up, ug,us,uy €V
tais que
T(u;) =(1,0,1),T(ug) = (—=2,1,0),T(u3) = (—1,1,1),T(ug) = (2,1, 3).
(a) u; estd no subespago gerado por uy e uz?

(b) Sejam Wi = [uy, us] e Wy = [us, uy). Qual é a intersecao de Wy com Wah?

(¢) Determine uma base do subespago de V' gerado pelos vetores uy, ug, us e uy.

Sejam V', W espacos vetoriais de dimensao finita sobre Re 7" : V' — W um transfor-
magao linear. Mostre que se {wy,..., Wy} é¢ uma base de Im7T e a = {uy,..., us},
onde T'(w;) =w;, entdo aw ¢ LI e V = [o] ® ker T'.

Seja T' : V' — V um operador linear com dimV = n. Mostre que se existir um
operador linear S:V — V tal que SoT = I, entao T ! existe e ! = S.

Sejam V' = P(R) o espaco vetorial de todos os polindomios com coeficientes reais e
D, E,T, U :V — V operadores lineares definidos por

n n n n

D(Z a;x’) = Ziaixi_l, E(Z a;x") = Z - j_ilxi“,
i—0 i—1 =0 i—0
n n
T(Z a;x’) = Zaix” Za x Zalx -1
i=0 =0 i—1

Mostre que:

(a) E é nao-singular mas nao é sobrejetora. Além disso, DE =1 e ED # 1.

(b) T & nao-singular mas nao ¢ sobrejetora. Além disso, UT =1 e TU # 1.

Seja T : V — V um operador linear com dim V' = n. Mostre que se 7> —~T +1 = O,
entao T ¢ invertivel. Determine 7! em fungao de 7.

Sejam S, T : V — V operadores lineares com dim V' = n. Mostre que S e T sao

invertiveis se, e somente se, S o1 e T o S sao invertiveis.
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31. Sejam S;,T; : V — Vi = 1,2, operadores lineares com dimV = n. Mostre que se
S1 4+ Sy e S; — S5 sao invertiveis, entao existem operadores lineares X; : V — V,

1= 1,2, tais que
SioX;+S30Xo=T) e Sy0X;+S10X,="1T5.

32. Sejam V, W espagos vetoriais sobre R e S : V' — W um isomorfismo. Mostre que a

fungao f : L(V,V) — L(W,W) definida por f(T) = SoT o S~! & um isomorfismo.
33. Sejam V' e W espagos vetoriais de dimensao finita sobre R. Seja

VxW=A{(v,w):veV eweW}
o produto cartesiano entre V e W.
(a) Mostre que V' x W com as operagoes de adi¢ao
(v, w1) + (Vo,Wa) = (V1 + Vo, W1 + Wa)

e multiplicacao escalar
a(vy,wy) = (avy, awy)
¢ um espaco vetorial sobre R.

(b) Mostre que dim(V x W) = dimV + dim W. (Sugestao: Sejam {vy,...,v,,} e

{w1,...,w,} bases para V' e W, respectivamente. Mostre que

{(V1> O)> SR (Vm> 0)7 (07W1)7 R (O>Wn)}
¢ uma base de V' x W.)
(c¢) Seja U um subespaco de V. Mostre que
Ui={(u,u):uelU}

¢ um subespago de V' x V. Além disso, mostre que se {uy,...,u;} é uma base

ordenada de W, entao

{(u,u1),..., (ug,ug)}

é uma base ordenada de U,;. Conclua que dim U = dim Uj.
34. Sejam V espaco vetorial de dimensao finita sobre R e Wy, W5 subespacos de V.

(a) Mostre que a funcdo T : Wy x Wy — V definida por T'(wy, wa) = w; — Wy ¢

uma transformacao linear.

(b) Mostre que Im 7" = W; + Ws.
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(c) Mostre que
ker T = {(w,w) : w € W; N Wa}.

Qual a base e a dimensao para ker T

(d) Mostre que

d1m(W1 + Wg) = dim W1 + dim W2 — d1m(W1 N WQ)

35. Seja T : V — V um operador linear com dim V' = n. Mostre que existe k£ € N tal
que
Im(T") Nker(T%) = {0}.

(Sugestao: Mostre que ker(T™) C ker(T™!) e Im(T™*) C Im(T™), para todo
m € N.)

36. Sejam S : U — V eT :V — W transformagoes lineares entre espagos vetoriais de

dimensao finita. Mostre que

dimIm(7 0 S) = dimIm S — dim(Im S Nker T').

3.3 Transformacoes Lineares e Matrizes

Nesta secao mostraremos, de um ponto de vista matematico, que o estudo de trans-
formagoes lineares em espagos vetoriais de dimensao finita pode ser reduzido ao estudo
de matrizes.

J& vimos no Exemplo 3.5 que, para cada matriz m x n A fixada, existe uma tnica

transformacao linear Ty : R™! — R™*! definida por

T1
Ta(u)=Au, Yu=| : | e R

Tn

Reciprocamente, seja T : R™! — R™%! yma transformacao linear. Entdo existe uma

unica matriz m x n A tal que

T
T(u)=Au, Yu=| : | e R
Tn
De fato, dado
X1
u=| : | e R
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temos que

Logo,
T(u) = > T(E)
i=1

Assim, fazendo C; = T'(E;), i = 1,...,n, temos que
T(u) = Au,

onde A é a matriz m x n cujas colunas sao os vetores Cq,...,C,,.

Mais geralmente, sejam V', W espagos vetoriais de dimensao finita sobre R e

a={u,...,u,}, f={wy,...,wWn}.

bases ordenadas de V' e W, respectivamente. Seja T : V — W uma transformacao linear.
Entao
T(w),...,T(u,) € W.

Como f é uma base de W temos que existem tnicos a;; € R tais que

T(u;) = Zaijwi;j =1...,n (3.1)
i=1

A transposta da matriz dos coeficientes deste sistema serd chamada a representacao ma-

tricial de T' em relagao as bases a e 3 e denotada por

;- Qip

T3 =

Am1 -+ Gmp

Observagoes 3.35 1. Sejam V' um espago vetorial sobre R com dimV =n e

a={uy,...,u,}, B={vi,...,Vv,}

bases ordenadas de V. Sejam T, e Ts duas parametrizagoes para V. Entao a
representagdo matricial do operador linear T, ' o Ty : R™ — R"™ em relagio o base

canonica de R™ ¢
[T o Tp) = [1]7,

isto é, [T, ' o Tp] é a matriz de mudanga de base da base 3 para a base «, pois

n

A\ E aijui,jzl,...,n,

i=1
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onde [1)2 = [ay;], implica que
Tt o Tye) = T (v) = YT ) = Yy
i—1 i=1
Neste caso, T, ' o Ty ¢é invertivel e é chamada de transformacao de coordenadas
(confira Figura 3.8 (1)).
2. Sejam V' e W espagos vetoriais sobre R, com dimV =n e dimW = m. Sejam

a={u,...,u,} e B={wy,...,wWp}.

bases ordenadas de V' e W, respectivamente, e T : V. — W wma transformacao
linear. Sejam Ty, e Tp parametrizagoes para V e W, respectivamente. Entao a
representag¢ao matricial da transformacao linear Ty LoToT, : R" — R™ em relacdo

as bases candénicas para R™ e R™, respectivamente, é
T o To T, = [T15,

pois
T oToTa(e;) = Ty (T(wy) =Y ayT;(wi)
=1

m
= E aijei,jzl,...,n.
1=1

Assim, se identificamos V' com R"™ via T,, e W com R™ via Tp, entao T serd iden-
tificada com [T'|§ (confira Figura 3.8 (2)).

T
R" ——F—¥ y — 1T w
% i r
Ty'oTy . T i Ta]‘ i %ﬁ
A R” R? eeeemeennn- » RM
y
TgoToT,
(1) (2)

Figura 3.8: Representacoes graficas de parametrizagoes.

Exemplo 3.36 Seja T : R® — R? a transformacao linear definida por
T(x,y,2) = 2z +y— 2,3z — 2y + 4z2).

Sejam

= {(17 L, 1)7 (17 170)7 (17070)} e 6 = {(173)7 (174)}

bases ordenadas de R e R?, respectivamente. Determine [T]g
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Solugao. Como
T(1,1,1) = a11(1,3) + a2 (1,4)

temos que
a1 + ag =2
{ 3aq1 + 4as; = 5.
Logo, a11 = 3 e as; = —1. De modo inteiramente andlogo, obtemos a5 = 11 e agy = —8,
a13 = b e asz3 = —3. Portanto,
o 3 11 5
ol -8 -3 ] ’

Exemplo 3.37 Sejam
a={(1,1),(0,1)} e 5=A(0,3,0),(~1,0,0),(0,1,1)}

bases ordenadas de R? e R3, respectivamente. Determine a transformacao linear T : R? —
R3 tal que
0 2
[T]g =1|-10
-1 3

Solugao. Por defini¢ao

T(1,1) = 0(0,3,0) —1(=1,0,0) — 1(0,1,1) = (1,-1,—1) e
T(0,1) = 2(0,3,0) +0(—1,0,0) +3(0,1,1) = (0,9, 3).

Agora, para determinar 7', dado u = (z,y) € R?, devemos encontrar r, s € R tais que
u=r(1,1)+s(0,1),

isto é, resolver o sistema nao-homogéneo
r=2x
r+s=uy.

T(z,y) = rT(1,1)+sT(0,1)
= (x,—10x 4+ 9y, —4x + 3y).

Logo,

Exemplo 3.38 Seja T : R? — R? o operador linear tal que

mg:[_; ‘f]

onde o é a base canénica de R%. Determine a base ordenada 3 para R? tal que

%5 - i‘i]
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Solugao. Como

temos que
T(e1) = (1,-3) e T(ey) = (—2,1).

Agora, seja 8 = {(a,b), (¢,d)} a base desejada para R%. Entao

(1,-3) =T(e1) = 1(a,b) +4(c,d) e (—2,1) =T(e2) = —1(a,b) + 3(c,d).

a+4c=1 o —a+3c= -2
b+4d = —3 —-b+3d=1.

ed= —%. Portanto,

Logo,

B = {%(11,—13),%(—1, —2)}.

Teorema 3.39 Sejam V e W espacos vetoriais sobre R, com dimV =n e dim W = m.

Sejam
a={uy,...,u,} e f={wy,...,w,}.

bases ordenadas de V e W, respectivamente, e T : V. — W wuma transformacgao linear.
Entao

()], = (T3 [ul,. ¥ ueV.
Prova. Pelas equacoes 3.1, temos que
u;) = ialjwi,j =1
i=1
Dado u € V, existem tnicos z; € R tais que

n
u = E Z’jllj.
=1

Logo,
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Portanto,
— -
]; it aii QA1n I
[T(u)]; = = :
> gt 1 mn 1L Fn
j=1
— [T)3[u],, ¥ ueV.

1 -1
[T)5 = 0o 11,
-2 3

onde
a={(1,0),(0,1)} e 8={(1,0,1),(—2,0,1),(0,1,0)}.
Determine T'(a,b).

Solucao. Pelo Teorema 3.39,

Como
a

(a.b)], = [ , ]
temos que

1 -1 a—>b

T@b,=| 0 1 [Z]: b
-2 3 —2a + 3b

Logo,

T(a,b) = (a—0b)(1,0,1)+b(—2,0,1)+ (—2a + 3b)(0,1,0)
= (a—3b,—2a+ 3b,a).

J& vimos no item 4. das Observagoes 1.19 como resolver um sistema nao-homogéneo
usando uma matriz adequada. Esta mesma técnica pode ser utilizada para obtermos
simultaneamente bases para o micleo e a imagem de uma transformacao linear T : R" —
R™ (ouT:V — W comdimV =nedimW =m). Sejam A = [a;;] uma matriz n X m

e B = [b;;] uma matriz n x n. Dizemos que a matriz

(A P B
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é T-associada se

T(bil,...,bm):(ail,...,aim), Z:L

Dizemos que a matriz

[R : S]
é reduzida por linha a T-forma em escada de

[A ¢ B

se R for reduzida por linha a forma em escada de A.

Observagao 3.41 Se a matriz
[A ¢ B]
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¢ T-associada, entao a matriz reduzida por linha o T-forma em escada

[R ! S]

também o é.

Exemplo 3.42 Seja T : R* — R3 a transformacao linear definida por

T(z,y,2,t) = (x—y+z+t,x+22—tx+y+3z—30).

Entao a matriz
(A : B

¢ T-associada, onde

e B=

— O =N
— =W N
— N O N
e O S =
O = =
o O = =

Solugao. Como

o o O =

T(1,1,1,1) = (2,2,2), T(1,1,1,0) = (1, 3,5),

T(1,1,0,0) = (0,1,2) e T(1,0,0,0) =

temos que
[A : B]

é T-associada. Agora, reduzindo a matriz

_ =W N
—= N Ot DN
e e e
S VR =
S O = =

[ o
|
0

1

(1,1,1)

o o O =
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a T-forma em escada, temos que

RICES T T T

0 1 2 1 1 1 _1
[R : S]= 4 1 1 "1

00 053 3ot

[ 00 0% 5 -3 =3 —3

que é também T-associada, pois

1113 111 1
St 1,0,—1), T(=,=,-,—=)=(0,1,2
(4’474?4) ( ’07 )’ (474?47 4) (O? Y )’
33 11 1 1 1 1
— = —,—) = (0,0,0) e T(z,—=,—=,—=) =(0,0,0).
(4747 474) ( Y ) ) € (2’ 27 27 2) ( 9 9 )

Note que as matrizes B e S sao invertiveis.
Teorema 3.43 Sejam T : R™ — R™ uma transformagao linear e
[R ¢S]
a matriz reduzida por linha & T-forma em escada de
N/ A

Entao
{r1,...,rx}, kE <min{m,n},

é uma base de ImT e
{Sk+1, e ;Sn}

¢ uma base de kerT', onde r; sao as linhas nao-nulas de R e s; sao as linhas de S.

Prova. E claro que
{r1,...,rp}

¢ uma base de Im 7. Dado u € kerT', existem tnicos z1,...,z, € R tais que
U =218] + -+ TSk + Tp41Sk+1 + - -+ + TpSp,

pois
{s1,...,Sn}

¢ uma base de R". Logo,

0 = T(u)=a1T(s1) + -+ 2T (sk) + Tpp1 T (Sps1) + - - + 2,1 (s0)

= 1y + -+ + TErg,
pois T'(s;) =r;,i=1,...,k,eT(s;) =0, j=k+1,...,n. Assim,

r1=0,...,2, =0,
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pois os vetores ry,...,r; sao LI. Logo,
U = Tg41Sk+1 T+ + TnSp.
Portanto, sgy1,...,s, geram kerT' e
{Sk+1,---,Sn}
¢ uma base de ker T'. [ ]
Corolario 3.44 Seja T : V — W uma transformacao linear. Entao
dimIm T = posto([T]"),
isto é, o posto linha é igual a AimImT. Além disso,

dimker 7' = nul([T]") = n — posto([T]").

Exemplo 3.45 Seja T : R* — R? a transformacao linear definida por
T(x,y,2,t) = (x—y+z+t,x+2z—t,x+y+ 32— 3t).
Determine bases para ImT e ker T'.

Solucgao. A representacao matricial de 7' em relacio as bases ordenadas canonicas de R*

e R3 é

1 -1 1 1

Tl=(1 02 -1

1 1 3 -3

Assim, é claro que a matriz
(1 1 1:1000]
-1 0 1:0100
[[T]t 14]:

1 2 3 0010
1 -1 -3 000 1]

é T-associada, pois
T(e1) =(1,1,1), T(ey) = (—1,0,1), T(e3) =(1,2,3) e T(eq) = (1,—1,-3).

Agora, reduzindo a matriz

(1] ¢ 1, ]
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a T-forma em escada, temos que

[N}

—

—_
S = O O
_ o O O

o o o =
o O = O
(e
|
[\)
|
—_

Portanto,
{(1,0,-1),(0,1,2)}

é uma base de Im 7T e
{(-2,-1,1,0),(1,2,0,1)}

¢ uma base de ker T'.
Exemplo 3.46 Seja T : R?*? — R?*2 um operador linear definido por T(A) = BA,
onde
2 =2
-1 1]

Determine bases para o nicleo e a imagem de T

B =

Solucgao. A representacao matricial de T' em relacao a base canonica de R?*? &

2 0 -2 0
0 2 0 -2
1] =
-1 0 0
0 -1 0 1
Assim, é claro que a matriz
[ 2 0 -1 0:1000]
0 2 0 -1 0100
[ [T]t I, ] =
-2 0 1 0 0010
| 0 -2 0 -1 000 1]
¢é T-associada, pois
2 0] 0 2
T(E = s T(E = )
(En) o |0 TR [0 —1]
2 0] 0 —2
(Ba1) T [o 1]

Agora, reduzindo a matriz
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a T-forma em escada, temos que

10 -1 o0:lo000
01 o -1 000
[R ' S]= 2 2
00 0 0 1 010
(00 0 0:0101

Portanto,

é uma base de Im7T e

é uma base de ker 7.
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Teorema 3.47 Sejom R:U —V,S:U —V eT :V — W transformacoes lineares, «,

B ey bases ordenadas de U, V e W, respectivamente. Entao

[R+S)5 = [R5 +[S3, [aR);=a[R]S, ¥V a€R e [ToS] =T

Prova. Dado u € U, pelo Teorema 3.39, temos que

ToS)], = [ToS1 ], e [T(Sw)], = [T [S(w),.

Como

temos que
[T 0 S5 [ul, = 71 1515 [ul,

Assim, pela unicidade das coordenadas, temos que

[T 0 8] = [T [5]

o
y B

Corolario 3.48 Sejam T : V — W wuma transformacgao linear e o, B bases ordenadas de

V e W, respectivamente. Entao:
1. Se T é um isomorfismo, entdo [T17 = ([T]%)~".
2. T & um isomorfismo se, e somente se, det([T]3) # 0.

8. T ¢ singular se, e somente se, det([T]3) = 0.
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Prova. Vamos provar apenas o item (1). Pelo Teorema 3.31, T7! : V — W existe e ¢
linear. Logo,
T'oT=1IyeToT ' =1Iy.

Assim,

=)o = [T eT]; = [T 1113
e

=[]} = [ToT™] =[T)5 [T7].
Portanto,

7)) = )= 1 (i )

= ([T 0mg) (1)~ =1 (7)) = (7))~

Exemplo 3.49 Seja T : R? — R? um operador linear tal que
3 4
2 3|

Entao T é um isomorfismo, pois det(|T]) =1 # 0. Além disso,

SHER

Ty = | ‘;‘] M

3r — 4y
—2z + 3y

1] =

Portanto,
T (z,y) = (3 — 4y, —2x + 3y).

Proposicao 3.50 Seja A € R™™ uma matriz firada. Entdo as sequintes condi¢oes sao

equivalentes:
1. A é invertivel;
2. O sistema AX = B tem uma solucdo, para todo B € R™*!;

3. O sistema AX = B tem uma tnica solugdo, para algum B € R™!;

4. posto(A) = n;
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5. det(A) # 0. |
Exemplo 3.51 Determine todos os isomorfismos de R? sobre R2.

Solugao. Seja T : R? — R? um isomorfismo qualquer. Entao T'(e;) = (a,b) e T(es) =

a c
b d |

ar +cy=r
br + dy = s,

(¢,d). Como (z,y) = re; + yes, para todo (z,y) € R?, temos que

T(x,y) = 2T (e1) +yT(e2) = (ax + cy,bx + dy) e [T] =

Assim, para cada (r, s) € R?, existe (x,y) € R? tal que

T(x,y) = (ax + cy, bz + dy) = (r,y) & {

pois T' & sobrejetora. Logo, ad — be # 0. Portanto, todo isomorfismo de R? sobre R? é da
forma
T(z,y) = (ax + cy,bx + dy), com ad — bc # 0.

Sejam V' um espaco vetorial sobre R e «, 3 duas bases ordenadas de V. Se T : V — V
¢ um operador linear. Qual a relacdo entre [T e [T]’g?

Para responder esta questao, vamos considerar o diagrama abaixo:

® , @

Vv —— V1V

Figura 3.9: Diagrama de composicao

Assim,
[T)5 = [Io T o L]§ = [L)3 [T)2 1]}

como [I,]7 = ([L2]3)~" temos, fazendo P = [I1]3, que

T); =PI, P,

isto é, as matrizes [T e [T]g sao semelhantes. Neste caso,

det([T73) = det([T73).

Portanto, o determinante de T é o determinante de qualquer representacao matricial de
T em relagao a alguma base ordenada de V' e serd denotado por det(7"). Mais geralmente,

temos o seguinte teorema:
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Teorema 3.52 Sejam S, T : V — W transformacgoes lineares com dimV =n e dim W =
m. Sejam «, 5 ey, 0 bases ordenadas de V' e W, respectivamente. Entao [S]f; = [T]? se,
e somente se, existem operadores lineares invertiveis P :V — V e Q : W — W tais que

T =QSP.

Prova. Sejam S,, T duas parametrizacoes para V' e S,, Ts duas parametrizacoes para
W (confira Figura 3.10).

V w
Sa SZ}I; S?
S;'oS oS,
R” ______; _______ i Rm
TR
Tﬁ {'J!E ?;;
V w
T

Figura 3.10: Diagrama de composi¢ao

Ja vimos que
S = (S oS08, (St e Ty = (112,
[T]] = [Ty oToTp] e [S;!oTs) = [I)]

v

Agora, suponhamos que [S]] = [T];. Entéo existem operadores linerares P = Tj 0 S5 :

V' — V que aplica a base a na base f e ) = Ts o S;l : W — W que aplica a base vy na

base ¢ tais que
T=(Ts08;")0[Sy0Ty oToTs05,o(Sa0Ty") =QSP.
Reciprocamente, se definimos = P(a) e 6 = Q(v), entdo

[T); = [QSP™']; = [QIISISIP 12 = UL [SIS (115 = [S15-

Y

Exemplo 3.53 Seja T : R? — R? um operador linear definido por
T(z,y) = (x+2y,y).

Entao
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onde
= {(170)7 (07 1)} e = {(1’ 2)7 (17 _1)}

sdo bases ordenadas de R?. Portanto,

B «
onde
111 1
P=[1°=- .
s 3[2 —1]
EXERCICIOS

1. Seja D : P3(R) — P(R) uma transformagao linear definida por (Dp)(x) = p(z).
Determine a representacao matricial de D em relacoes as bases ordenadas candnicas
de P3(R) e P»(R), respectivamente.

2. Seja T : Py(R) — P»(R) um operador linear definido por
T(a+ bz + cx®) = b+ ax + c2”.
Determine a representacao matricial de 7" em relagdo a base candnica de P»(R).

3. Para cada uma das transformacoes lineares abaixo, determine bases para o ntcleo

e a imagem:

:R? —» R?, T'(z,y) = (22 — y,0).

R - R, T(x,y,2) = (¢ +2y,y — 2,z + 22).

R? > R? T(z,y) = (x+y,x +y).
2)=(x+y,y+2).

R —R3 T

T(x,
T(x,
T(x,
' R3 — R?, T'(x,
T(x,
'R — R? T(z,

Y,z

Y,z ) ($+Z,.Z’—Z,y).

y,2) = (x4 2z, 2).

4. Seja T : R**? — R?*2 um operador linear definido por T(A) = BA, onde
1 -1

-2 2|

Determine bases para o nicleo e a imagem de T'.

B =

5. Seja T : Po(R) — P3(R) a fungao definida por (Tp) (x) = p(z) + z%p (x) .
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10.

11.
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(a) Verifique que T € linear.

(b) Determine bases para o micleo e a imagem de 7.

Mesma questdo anterior, considerando agora T' : P»(R) — P,(R), definida por
(Tp) (x) = 2?p" (x).

. Seja T : R?*? — R?*2 um operador linear definido por T(A) = BA — AB, determine

bases para o nicleo e a imagem de 7', onde

o[

Dentre as transformacoes dos Exercicios 5 a 7, determine as que sao isomorfismos

e, para essas, encontre uma regra que defina a inversa.

Seja T : R* — R3 um operador linear definido por 7T'(u) = w x u (produto vetorial),
onde w = (a,b,c) € R? ¢ um vetor fixado. Determine a representagao matricial de

T em relacao a base canonica de R3.

Sejam S : R? — R3 e T': R?* — R? transformacoes lineares definidas por
S, y) = (z —y,3z,y) e T(x,y,2) = 22—y — z,x+y).

Determine a representagao matricial de S, 7', S oT e T o .S com respeito as bases

ordenadas
a={(1,0),(1,1)} e B8 ={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}
de R? e R3, respectivamente.
Sejam
a={(1,-1),(0,2)} e 8 ={(1,0,-1),(0,1,2),(1,2,0)}

bases ordenadas de R? e R3, respectivamente. Seja T : R? — R3 a transformacao

linear tal que

0
Ts=11 1
0 —1

(a) Determine T (z,y).
(b) Se S(,y) = (2y,x — y, ), entdo determine [S]3.

(c) Determine uma base v de R? tal que

)

°

I
o o =
_ o o
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12. Seja T : R? — R? um operador linear tal que

—-1 -2
0 1|

(a) Encontre, se possivel, vetores u e v, tais que 7' (u) =ue T (v) = —v.

1] =

(b) Determine uma base e a dimensao do ntcleo e da imagem de T'.

(¢) T & um isomorfismo? Se T for um isomorfismo, determine uma matriz que

represente 7!, encontrando, também, T~ (z, ).

13. Seja T : R? — R? um operador linear tal que

-1 2
4 1|

Determine a representagao matricial de 7" em relacao a base 5 = {(1,2),(—1,1)} de

7)=3

R2. Qual o significado geométrico do operador T'?

14. Seja T': Pi(R) — P;(R) um operador linear definido por (T'p) () = (1 — x) p' (x).

Determine a representacao matricial 7' em relagao a base canonica de P;.

15. Seja T': Po(R) — P(R) a transformagao linear definida por

(Tp) (#) = 5 (p (2) + p(—).
Determine a representacao matricial de T" em relagao as bases ordenadas
a={l,2,2°} e f={1,2% 2}
de P»(R).

16. Seja T : P3(R) — R a transformacao linear definida por

1

(Tp) () = / p () da.

0

Determine a representagao matricial de 7" em relagao as bases candnicas de P3(R) e

R, respectivamente.

17. Seja T : R® — R3 um operador linear definido por T'(x,y,2) = (z — y, 2y, y + 2).

(a) Mostre que T' é um isomorfismo.

(b) Determine uma matriz que represente 7' e determine T—!(z,y, 2).

18. Determine a rotacao de um angulo # em torno de uma reta que passa pela origem

e tem a diregao do vetor (1,a,0) em R? com a € R*.
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19. Seja V = W7 & Ws, onde dimW; = n e dimW5 = m. A projecao sobre Wi na
direcao de W, é a transformagao linear £ : V — V definida por F(w; + wa) = wy,

para todo wy € W, e wy € W5, Mostre que as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) E é uma projecao.
(b) V=ImFE @ ker E.

(c) Existe uma base de V' tal que

(d) E? = E.
20. Seja £ : R3 — R3, onde E(v) ¢ a projegao do vetor v sobre o plano
3r+2y+z2=0.

(a) Determine E(z,y, z).

(b) Determine uma base ordenada 3 de R? tal que

100
[Elj=10 10
000

21. Seja V =W, & Wy, onde dim Wy = n e dim Wy = m. A reflexao em W; na direcao
de W, é a transformagao linear R : V' — V definida por R(w; + wy) = Wi — W,

para todo wy € W, e wo € Ws. Mostre que as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) R é uma reflexao.
(b) V=ker(R—1I)®ker(R+1);

(c) Existe uma base de V' tal que

(d) R2=1.
22. Seja R :R?* — R3 onde R(v) é a reflexdo do vetor v em relacdo ao plano
dr+2y+2z=0.

(a) Determine R(z,y, z).
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(b) Determine uma base ordenada 3 de R? tal que

10 0
R5=101 0
00 —1

Sejam T; : R®* — R3, i = 1,2, 3, operadores lineares cujas representacoes matriciais

em relacio & base canonica de R? sdo:

2 1 2 1 -2 2 -1 2 2
Ml=1122|, =2 -1 2| e[ll=|-212
2 2 3 2 -2 3 —2 2 3

Mostre que T;, ¢ = 1,2,3, preserva triplas pitagorianas, isto ¢, ternos (a,b,c) € Z

tais que a? + b* = 2.

Uma tesoura é uma transformagao linear T : R?* — R? tal que T(r) C r, para toda
reta r em R? passando pela origem, e se P ¢ r, entao a reta determinada por P e

T(P) é paralela a . Mostre que as seguintes condi¢oes sao equivalentes:

(a) T é uma tesoura;
(b) Existe uma base 3 de R? ¢ um a € R tal que
1 a
T = .
= ]

(c) (T —I)* =0, para algum k € N.

Seja A € R™". Mostre que AP = PA, para toda matriz invertivel P € R"*"
se, e somente se, A = al,,, para algum a € R. (Sugestao: Calcule A(I, + E;;) =
(I, + E;;)A, quando i # j.)

Seja T : V' — V um operador linear com dim V' = n. Mostre que [T]* = [T]3, para

[0}

todas as bases ordenadas o e 3 de V se, e somente se, T' = al, para algum a € R.

Sejam V', W espacos vetoriais de dimensao finita sobre R e T : V' — W uma

transformacao linear. Mostre que 1" pode ser representado por uma matriz da forma

I. 0O
TS = ,
s [0 0]
onde k =dimIm7T.

Seja tr : R™*™ — R a funcao trago.

(a) Mostre que tr é uma transformagao linear.
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(b) Seja f:R™"™ — R uma transformacao linear tal que
f(AB) = f(BA), V A,B € R™".
Mostre que f = ctr, para algum c € R.

(Sugestao: Note que se i # j, entao E;; = E; Ey; — EyjEy e E; — By = EjEy; —
EliEila 1= 2, Ce ,TL.)

29. Seja V um espaco vetorial sobre R.

(a) Mostre que se dimV = n, entdo ST — T'S # I, para todos os operadores
lineares S, T :V — V.

(b) Mostre, com um exemplo, que a afirmagao (a) nao é necessariamente verdade

se dimV = oo.

30. Seja T' : R — R uma funcgao aditiva. Mostre que T é um operador linear se, e

somente se, 1" é continua.



Capitulo 4
Formas Canonicas Elementares

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre R e 7' : V' — V um operador
linear. Nosso objetivo neste capitulo é determinar uma base de V', em relacao a qual, a

matriz de T tenha uma forma a mais simples possivel.

4.1 Autovalores e Autovetores

Sejam V' um espacgo vetorial sobre R e 7' : V' — V um operador linear. Um escalar

A € R é um autovalor de T se existir v € V', v # 0, tal que
T(v) = Av.

O vetor v é chamado um autovetor de T associado a A\. Note que o vetor 0 nunca é um

autovetor.

Observagao 4.1 Seja T : V — V um operador linear. Para cada A\ € R, consideremos
0s conjuntos
Vw=A{veV: :T(v)=Av}=ker(T — \)

VA = {veV:(T-A)kv)=0, para algum k € N}
= U ker(T'— A\I)".

neN

Se V, # {0}, entao A é um autovalor de T e, neste caso, dizemos que Vy é o auto-espago
de T associado ao autovalor X e V* é o auto-espaco generalizado de T associado ao

autovalor . Note que, Vy é um subespaco de V.

Teorema 4.2 Sejam T : V — V' um operador linear com dimV =n e A € R. Entao as

sequintes condig¢oes sao equivalentes:

1. X é um autovalor de T

117
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2. T — M\ é um operador singular, isto é, V\ # {0};
3. V* #{0};

4. det(T' — \I) = 0;

5. posto(T — M) < n.

Prova. E clara da definicio que (1) é equivalente a (2). Como Vy C V* temos que
V* # {0}. Reciprocamente, seja u € V* com u # 0. Entdo existe um menor & € N tal
que (T — X )*(u) = 0. Portanto, v = (T'— A\ )*"1(u) € V) com v # 0.

Agora vamos provar as outras equivaléncias. Sejau € V com u # 0 tal que 7'(u) = Au.

Como
[T(a)]a = [T]3[a]a,

a

para alguma base ordenada o de V', temos que
MX=AX & (A - ),)X =0, (4.1)

onde A = [T]% e X = [u],. Assim, o sistema homogéneo (4.1) admite uma solu¢ao nao-
nula X # O se, e somente se, A — A\, é singular se, e somente se, det(A — A\I,,) =0 se, e

somente se, posto(A — AL,) < n. |

Como
det(A — \,,) =0 < det(A\I, —A) =0

temos que det(AI,, — A) = 0 é uma equagao polinomial de grau n em A, a saber,
N DA T b A2 by A+ b, =0,
onde

bl = (—1)11]1"(A),

by = (—1)?) det|| " ¥
Z _aji Ajj

Qi Q5 Qi

b3 = (—1)3 Z det Csz' Cij Cij

Qi Ak Okk

by = (—1)"det(A).

O polinémio
fa =det(zI, — A)

serd chamado o polindémio caracteristico de A. A equagao polinomial

det(zI, —A) =0
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serd chamada a equacao caracteristica de A e as raizes desta equacao sao os autovalores
de A.

Lema 4.3 Matrizes semelhantes tém o mesmo polindmio caracteristico.

Prova. Sejam A e B matrizes n X n semelhantes. Entao existe uma matriz n xn invertivel

P tal que
B = PAP .
Logo,
det(zI, —B) = det(zPP~' —PAP™)
= det[P(2I, — A)P !
= det(zI, — A).
Portanto, fg = fa. [ |

Observagao 4.4 A reciproca do Lema acima é falsa, pois é facil verificar que as matrizes

[yt

tém o mesmo polindmio caracteristico fg = fa = (x — 1) mas nao sao semelhantes.

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre R e 7' : V' — V um operador
linear. O polindmio caracteristico de T' é o polindémio caracteristico de qualquer represen-

tagao matricial de T" em relacao a alguma base ordenada de V.

Exemplo 4.5 Seja T : R?> — R? um operador linear cuja representacdo matricial em

P

relacao a base canonica de R? é

Determine os autovalores e autovetores de T.

Solugao. O polinémio caracteristico de 1" é

r—1 =2
=det(xly — A) = det =22+ 1.
Ir (el = A) ( 1 z+1 )
Note que este polindmio nao tem raizes sobre R. Portanto, o operador linear 7" nao tem
autovalores e nem autovetores. Mas este polindmio tem duas raizes sobre C, a saber, —i

e 1. Assim, os autovalores dependem do corpo.
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Exemplo 4.6 Seja T : R* — R3® um operador linear cuja representacdo matricial em

relacao a base canonica de R? é

Determine os autovalores e autovetores de T'.

Solucao. 1.° Passo. Determinar o polindmio caracteristico de 7"
r—4 =2 0

det(zI3 — A) = det 1 z—1 0
0 -1 z-2

Jr

= 23— 7%+ 162 — 12.

2.° Passo. Determinar as raizes de fr, isto é, os autovalores de 7"
As possiveis raizes racionais de fr sao +£1, 2, +3, +4, +6 e +12. Logo, pelo dispo-
sitivo de Briot-Ruffini,
2[1 -7 16 -12
1 -5 6 0

temos que \; = 2 é uma raiz dupla de fr. De modo andlogo, temos que Ay = 3 também
é uma raiz de fr. Assim, A\; =2 e Ay = 3 sao os autovalores de 7.
3. Passo. Determinar os auto-espagos V), = ker(T' — \; 1), i =1,2:

Para A\; = 2, devemos encontrar X € R3*! tal que (2I3 — A)X = O, isto &, resolver o

sistema homogéneo

2 20| [= 0
1 10||lyl=1]0
0 -101|]z= 0

Logo, © = y = 0 e z qualquer. Assim,
Vi, =ker(T —2I) = {(0,0,2) e R*: z € R} = [(0,0,1)].

Para Ay = 3, devemos encontrar X € R3*! tal que (3I3 — A)X = O, isto ¢, resolver o

sistema homogéneo

-1 -2 0 T 0
1 20 y|l =160
0 -1 1 z 0

Logo, © = —2y, z = y e y qualquer. Assim,
Vi, = ker(T — 31) = {(=2y,5,) €R® : y € R} = [(~2,1,1)].

Geometricamente estes célculos significa que em R? cada ponto P da reta determinada
pela origem 0 = (0,0,0) e u; = (0,0,1) (ug = (—2,1,1)) ¢é aplicado por T" em 2P (3P).
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Sejam K uma extensao de R (por exemplo K = C) e A € K uma raiz do polinémio

f € R|x]. Dizemos que A tem multiplicidade algébrica m, denotada por
ma(A) = m,
se (x — A)™ ¢ um fator de f mas (z — A\)™"! nao, isto &,
f=(@—X)"g, onde g(A\) #0.

A dimensao do auto-espago V) = ker(T' — AI) serd chamada de multiplicidade geométrica
de X e denotada por m,(A\) = dim Vj.

Exemplo 4.7 Seja T : R* — R® um operador linear cuja representacio matricial em

relacdo & base canonica de R? é

Entao o polindmio caracteristico de T' é
fr=(x—2)*x - 3).

Portanto, m,(2) = 2 e my(3) = 1. Além disso, pelo Exemplo 4.6, temos que, m4(2) = 1
e my(3) = 1. Note que my(2) < my(2).

Teorema 4.8 Sejam T : V — V um operador linear com dimV =n e A € R. Se A é um
autovalor de T, entdo my(N) < m,(\) = dim V2.

Prova. Como dimV = n e ker(T — AI)™ C ker(T — XI)™*' C V, para todo m € N,
temos que existe k € N com (T — A )¥ = 0 mas (T — A\I)*~! # 0. Logo, existe u € V com
u # 0 tal que (T — M )*(u) = 0 mas (T — A )k1(u) # 0. Assim, ¢ fécil verificar que

{ul,ug...,uk}
é uma base de V*, onde u; = (T — AI)*(u), j =1,...,k, a qual ¢ parte de uma base
a={uy,..., 0, Ugs1,..., Uy}

de V. Como

T(ay) =My, T(u;) =uj_1 + Ay, j =2,...,k, onde T(up) = Zai(kﬂ)ui, (4.2)
=1

temos que

, onde J =

> = O O
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B é uma matriz k x (n — k) e C é uma matriz (n — k) x (n — k). Logo,
fr = det(21, — A) = det(21; — J) det(zI,_ — C) = (z — \)*h,

onde h = det(zI,,_; — C) é um polindomio de grau n — k. Note que A é o unico autovalor
de T' que satisfaz as equagoes (4.2) e (T'— X )(v) # 0, para todo v € V — V*, pois se p1 é

outro autovalor de 7', entao

Logo, ;1 — A = 0, isto é, A = u. Agora, se (T'— X\ )(v) = 0, para algum v € V — V', entdo
(T — \I)(v) € V. Assim, existe s € N tal que

(T — M)*™(v) = (T — M)*(T — M) (v) = 0,

isto é, v € V*, o que é impossivel. Portanto, h()\) # 0 e my(\) = k = dim V. |

EXERCICIOS

1. Determine o polinémio caracteristico dos operadores lineares, encontre seus auto-
valores e autovetores correspondentes e dar uma base e a dimensao dos respectivos

auto-espagos.

(a) T(z,y) = (2y,z).
(b) T'(z,y) = (z +y,2x +y).
(c) T'(z,y) = (—y,x).
(d) T(x,y) = (2x + 3y, —x — 2y).
(e) T(x,y) = (2v +y,~y).
) T(z,y,2z,w) = (22 +y,2y, 22, 3w).
) T(a+ bx + cx?®) = b+ ax + cz?.
)
)
)
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) =2z +2y,x+y+2z,x+y+22).
r,y,2)=(r+y,z—y+222c+y—2).
) = (=92 + 4y + 42, —8x + 3y + 42, —16x + 8y + 72).
)= (x + 3y — 32,4y, =3z + 3y + 2).
Ty, z,w) = (r,x+y,x+y+z,x+y+z+w).
Y, z,w) = (3z — 42,3y + 5z, —z,, w).
Tp)(z) = p'(z), p € P(R).
Tp)(z) = (1 —2?)p"(x) — 2zp/(2), p € P3(R).
2. Qual é o operador linear 7" : R? — R? que possui \; = —2 e Ay = 3 como autovalores

associados, respectivamente, a autovetores da forma (3y,y) e (—2y,y), com y # 07

3. Seja T : V — V um operador linear tendo A = 0 como autovalor. Mostre que T' é

singular.

4. Sejam T : V — V um operador linear invertivel A\ um autovalor de T'. Mostre que

A1 & um autovalor T-1. O que se pode dizer sobre os autovetores associados?

5. Sejam T : V — V um operador linear. Mostre que se v é um autovetor de T
associado ao autovalor \, entdo v é um autovetor de T* associado ao autovalor \¥,
para todo k € N.

6. Seja A € R™ ", Mostre que A e A’ tém o mesmo polindmio caracteristico mas

podem ter autovetores distintos.

7. Seja T : R? — R? um operador linear definido por
T(z,y) = (azx + by, cx + dy),
onde a, b, ¢ e d sao nimeros reais positivos. Mostre que:

(a) Os autovalores de T' sao dados por

(a+d)++/(a—d)?+ 4be
5 :

(b) Os autovalores de T" sao reais, distintos e pelo menos um deles é positivo.
8. Seja T : R? — R? um operador linear. Mostre que o polindémio caracteristico de T &

fr=12>—trAz +det A, onde A = [T].

9. Sejam A € R?*? uma matriz simétrica com autovalor \; = 1 e v; = (1,3) o

autovetor de A associado a A;.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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(a) Determine uma matriz A # I que satisfaga estas condigoes.

(b) Se Ay = 9 é outro autovalor de A, determine um autovetor de A associado a
Ao.

(c) Determine uma matriz B tal que B? = A.

Sejam A, B € R"*". Mostre que os autovalores da matriz
A B
C—
B A

sao exatamente os autovalores simultaneos de A + B e A — B. (Sugestao: Note que

A B
B A

A+B —-A
A+B -B

e use o Exercicio 12 da Secao 1.1 do Capitulo 1.)

Sejam S : V — V eT :V — V operadores lineares. Mostre que se fs = fr, entao

det(S) = det(T"). Mostre, com um exemplo, que a reciproca é falsa.

Sejam A, B € R™". Mostre que AB e BA tém o mesmo polinémio caracteristico.
(Sugestao: Sejam

I, O
-B z«I,

C:

B I,

I, A]
(§]

Agora, use o fato de que det(CD) = det(DC).)

Seja T : V' — V um operador linear tal que todo v € V — {0} é um autovetor de

T. Mostre que T' = al, para algum a € R.

Sejam 7' : V' — V um operador linear com dimV = n e A = [T]?, para alguma

base ordenada « de V. Mostre que:

(a) Se n é impar e det(A) < 0, entdo T' possui pelo menos um autovalor positivo.
(b) Se n & impar e det(A) > 0, entdo 7" possui pelo menos um autovalor negativo.

(c) Se n & par e det(A) < 0, entdo T" possui pelo menos um autovalor positivo e

um negativo.

(Sugestao: Use o Teorema do Valor Intermedidrio para o polindmio caracteristico
fr de T e 0o FATO: se z = a + bi é uma raiz de fr, entao Z = a — bi também o &,
onde a,b € R, i’ =—1ezz=a>+1*>>0.,)

Seja T : R* — R? um operador linear nao-nulo. Mostre que existe uma reta r em

R3 passando pela origem tal que T'(r) C r.

Mostre que nao existe A € R**3 tal que A? = —1I.
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4.2 Operadores Diagonalizaveis

Antes de definirmos operadores diagonalizdveis, provaremos um fato muito importante

de que autovetores associados a autovalores distintos aos pares sao linearmente indepen-

dentes.
Teorema 4.9 Sejam T : V — V um operador linear e A1, . .., \, autovalores distintos aos
pares de T'. Se uy,...,u, sdo os autovetores de T associados aos autovalores A1, ..., \,,

entao o conjunto

{ug,...,u,}
é linearmente independente.
Prova. (Indugao sobre n). Sejam 1, ...,z, € R tais que
ruy + -+ a,u, =0. (4.3)

Se n =1, entao xyu; = 0. Logo, z; = 0, pois u; # 0. Agora, suponhamos que n > 2 e
que o resultado seja vélido para todo k com 1 < k <n — 1. Aplicando T" a equagao (4.3)

e usando que T'(u;) = A\u;, temos que
Ty + -+ A0, = 0. (4.4)
Agora, multiplicando a equagao (4.3) por A, e subtraindo da equagao (4.4), temos que
(A — A)zug + -+ (A — A1) 1,1 = 0.
Logo, pela hipétese de inducao,
A —N)x;=0,i=1,...,n— 1.
Como A\, — \; #0,i=1,...,n—1, temos que x; =0,7=1,...,n — 1. Assim,
z,u, =0

mas isto implica que x,, = 0. Portanto, o conjunto

{uy,...,u,}

¢ linearmente independente. |

Teorema 4.10 Sejam T : V — V um operador linear com dim'V' = n, cuja representa¢ao

(07

Oé’e

matricial em relagdo a alguma base ordenada o de V' é A = [T]

X] = [V]a = <x1j7x2j7 e anj)t c RnXI
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as coordenadas de um autovetor v de T' associado ao autovalor \;, j = 1,...,n. Se os
vetores Xy, ..., X, geram R™*! entdo a matriz P = [z;;] € tal que
M O - 0
) 0 N -+ 0
PAP = | = = ] =D.
0 0 - M\,
Prova. Como os vetores X, ..., X, geram R™! temos, pelo Teorema 4.9, que a matriz

P ¢é nao-singular. Sendo

AX; =\ X,

temos que

Zaikxkj = )\jxija 1= 1, cee, N

k=1
Logo,

PA = [Z aikxkj] = [)\JZ'U] = DP.
k=1

Portanto, PAP~! = D. [ |

Exemplo 4.11 Seja T : R* — R3 um operador linear cuja representacio matricial em

relacdo a base canonica de R? é

Mostre que R? possui uma base de autovetores.
Solucdo. E ficil verificar que o polinémio caracteristica de T é
fr=(x+1)(z —3)%
Assim, A\ = —1 e Ay = 3 sao os autovalores de T'. Para \; = —1, temos que
Vi, = [(4, =5,4)].

Para \y = 3, temos que
Vi, = [(1,0,0),(0,1,0)].

Portanto,
a={(4,-5,4),(1,0,0),(0,1,0)}

¢ uma base de autovetores de R3. Note que

R*=V, &V, D=[T]2= e PAP! =D,

o

o O
S w O
w o O
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onde
4 10

P=[5=|-5 0 1
400

¢ a matriz de mudanca de base da base « para a base canoénica 3 de R3.

Seja T : V' — V um operador linear com dim V' = n. Dizemos que T' é diagonalizdvel

se existir uma base de V formada de autovetores de 7.

Exemplo 4.12 Seja T : R* — R3 um operador linear cuja representagcao matricial em

relacdo & base canonica de R? é

3 -3 —4
A=[T]=|0 3 5
0 0 —1

T ¢é diagonalizdvel?

Solucao. E facil verificar que o polinémio caracteristica de T' é
fr=(z+1)(z-3)"

Assim, A\ = —1 e Ay = 3 sao os autovalores de T'. Para \; = —1, temos que
Vi, = [(1,—20,16)].

Para \; = 3, temos que
Vi, = [(1,0,0)].

Portanto, T' nao é diagonalizavel.

Sejam
f=az" + -+ ax+ag € Rlz]

um polindomio de grau J(f) = n sobre os reais R e T': V' — V um operador linear. Entao

f(T') ¢ um operador linear sobre V' definido por
f()=a,T" 4+ a1T + apl.

Dizemos que f anula T se f(T) = 0.

Lema 4.13 Seja T : V — V um operador linear tal que T'(u) = Au, com u # 0. Entao
fT)(w) = f(Mu, ¥V f € Rlz].

Prova. (Exercicio) u

Sejam V' um espaco vetorial sobre R e Wi,..., W} subespacgos de V. Dizemos que W7,

..., Wy sao independentes seu; € Wy euy +us+---+u,=0,entaouw; =0,i=1,...,k.
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Lema 4.14 Sejam V um espaco vetorial sobre R com dimV = n, Wy,..., W}, subespacos

deVeW =Wy +---+Wy. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
1. Wh,..., Wy sao independentes;
2. W,n(Wy+---+W;_1) ={0}, para 2 < j < k;

3. Se a; é uma base ordenada de W, entdo o conjunto ordenado o = {ay,...,ap} €
uma base de W .

Prova. (1=2) Sejaue W;N(W;+---+W,_1). Entaioue Weue Wy +---+W,_;.
Assim, existem u; € Wy,...,u;_1 € W,_; tais que

UZU1+UQ+"'+Uj_1.

Logo,
w+u+--+u 1+ (—u)+0+---+0=0.

Pela hipétese, uy =ugs =--- =uj_; = (—u) = 0. Portanto, u=0¢e
W,n(Wy+---+W,;_1) ={0},2<j <k

(2 = 3) E claro que W = [a]. Como qualquer relagio linear entre os vetores de « terd a

forma

V1+V2+"‘+Vk:0,

onde os v; é alguma combinacao linear dos vetores de «;, temos que
v € WpeN (Wi +--- 4+ Wj_q) = {0},
isto é, v, = 0. Assim,
Vi+vet -+ v 1 =0=vp €Wy N(Wy + -+ Wi_o) = {0},

isto é, vi_1 = 0. Continuando desta maneira, temos que « é LI.

(3 = 1) Fica como um exercicio. |
Sejam V' um espaco vetorial sobre R e Wy,..., W, subespacos de V. Dizemos que V' é
soma direta de W1, ..., W} se pelo menos uma (e portanto todas) das condigoes do Lema,

4.14 for satisfeita. Notacao
V=W & - oW

Teorema 4.15 SejamT : V — V um operador linear com dimV = n e V), = ker(T—\;1)
0s auto-espagos de T associados aos autovalores distintos aos pares N, i = 1,...,k (em

alguma extensao de R). Entdo as sequintes condi¢des sao equivalentes:

1. T é diagonalizdvel,
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2. O polinémio caracteristico de T ¢é

fr=(x—=X)"(x—X )™ (x — \)™, onde m; =dimV,;

3. V:VM@---@VM.

Prova. (1 = 2) Suponhamos que 7T seja diagonalizavel. Entao existe uma base

a={u,...,u,}
de V' tal que
T(ui):)\iui, Zzl,,n
Logo,
NG O - O
O XL --- O
A=[mle=| o 0 T,

O o - \NL

onde I,,,, € uma matriz identidade m; x m; e m; =dimV),, s =1,..., k. Portanto,

fr=det(zL, — A) = (z — A\)™(x — Xg)™ -+ - (x — A\p)™™ .
(2= 3) Sejam u; € Vy,, i = 1,..., k. Para verificar que
V=WV,& &V,
basta provar que
w+--4+uy=0=u;=0, i=1,...,k,

isto é, os V), i = 1,..., k, sao independentes. Seja

Si = (T=ML)(T—=XNalia)(T = Nigadliga) -+ (T = M)
k

= (T - N\I)) com j#i.

j=1
Entao, pelo Lema 4.13, temos que

Si(w) = [ [ = A

7=1

Por outro lado, aplicando S; & equagao vetorial
w+---+u,=0

e usando o Exercicio (8) a seguir, temos que S;(u;) = 0. Assim,

()\z - )\j)ui =0.

k
=1

J
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Como \; # )\, j#iej=1,...,k, temos que
w,=0, i=1,... k

(3 = 1) E uma conseqiiéncia direta da definicao. |

EXERCICIOS

1. Para cada um dos operadores lineares do Exercicio (1) da Segao (4.1), identifique os
operadores que sao diagonalizdveis. Nos casos afirmativos, especifique uma matriz
P tal que PAP ! seja diagonal.

2. Seja T : R? — R? um operador linear definido por
T(z,y) = (azx + by, cx + dy),
onde a, b, ¢ e d sao nimeros reais positivos. Mostre que 1" é diagonalizédvel.
3. Seja T : R?> — R? um operador linear cuja representacao matricial em relacao a
a b
b ¢ ] '

Mostre que os autovalores de 1" sao reais e T' que é diagonalizédvel.

base candnica de R? é

A=[T]=

4. Seja T : R® — R3 um operador linear cuja representacio matricial em relacao a

base canonica de R3 é
111
A=T=1111
111
Mostre que T' é diagonalizdvel. Generalize para R".

5. Seja T : R?® — R3 um operador linear cuja representacao matricial em relacao a

base candnica de R? é

A=1[T|=

> o0

b
b
a

S Qo

Determine os autovalores e autovetores de T'. Além disso, especifique uma matriz
P tal que PAP ™! seja diagonal.
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6. Seja T : R?® — R3 um operador linear cuja representacao matricial em relacio a

base candnica de R? é
0 a O

A=[T|=|b 0 b
0 a O

Determine os autovalores e autovetores de 1. Além disso, para que valores de a e

b, T ¢é diagonalizédvel.

7. Considere as matrizes

L 3 1 -2 3

A=| = eB=|0 -1 3
10 7

0 0 1

Calcule A0 e B,
8. Seja T : V — V um operador linear. Mostre que
TfT) = f(T)T, ¥V feRlz].

Conclua que
f@Mg(T) =g(T)f(T), V f.g€R[z].

9. Sejam A, B € R™"™. Mostre que se A e B sao semelhantes, entdao f(A) e f(B) sao
semelhantes, para todo f € R|x].

10. Seja T : V. — V um operador linear com dimV = n. Mostre que existe um

polinémio nao-nulo f € R[x] de grau no méximo n? tal que f(T) = O.
11. Os nimeros de Fibonacci ay,as, . .. sao definidos por

ar=as=1¢e ap1=0ap+an_1, V n>2.

111"
nt1 On = , VneN,
Ap  Ap—1 10

onde ay = 0, e conclua que

(a) Mostre que

(pi1Gp_1 — ai = (="

(b) Mostre que

((1+\/5)"—(1—\/5)”), V neN.

Ap —

1
/5
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12.

13.

14.

15.

CAPITULO 4. FORMAS CANONICAS ELEMENTARES
Sejam T": V — V um operador linear diagonalizdvel com dimV =n e
fr=a"+bz" '+ + b1z +0b,
o polinémio caracteristico de T'. Mostre que
posto(7') = max{j : b; # 0}.
(Sugestao: Note que

bj = (_1>j Z )‘il e )‘ijv

1< <ig <+ <i;<n
onde \; s@o os autovalores de T'.)

Sejam 1, ...,%Tn, Y1,--.,Ys € R. Mostre que se z1,...,z, sao distintos aos pares,
entao existe um tinico polinomio f € R[x] de grau no maximo n—1 tal que f(z;) = v;,

i=1,...,n. (Sugestao: Seja
f=ar+agx+- +az"!

o polinémio desejado, onde os a; devem ser determinados. Entao obtemos o sistema

de equagoes lineares com n equacgoes e n incégnitas

n—1

a +agwi +---+apy;, =y, 1=1,...,n,

ou, na forma matricial AX = B, onde

n—1 ]

1 -+ 2y ay (7
1 xy - 207! a
2 2 Y2
A= , X = e B=
n—1
_1 Ty o0 Ty | an | | Ym |

Agora, use a Regra de Cramer para resolver o sistema.)

Seja T : V. — V um operador linear diagonalizdvel com dimV = n e todos os
autovalores de T sao distintos aos pares. Mostre que qualquer operador linear

diagonalizavel sobre V' pode ser escrito como um polinémio em 7.
Sejam V' = C(R, R) o espaco vetorial de todas as fungdes reais continuas e
B ={e"" ... e}

onde os a; € R, i =1,...,n, sao distintos. Mostre que 3 é um subconjunto linear-

mente independente de V. (Sugestao: Considere o operador diferencial.)
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4.3 Polindbmio Minimal

Sejam
f=a2" + -+ ax+ag € Rlz]

um polindémio de grau 9(f) = n sobre R e T : V' — V um operador linear. Jd vimos que

f(T') ¢ um operador linear sobre V' definido por
f(T)=a,T"+ -+ a1 T + apl.
e que f anula T se f(T) = 0.

«

Observagao 4.16 Sejam T : V. — V um operador linear com dimV =n e A = [T]2,

para alguma base ordenada o de V. Entao:
1. f(T) = O se, e somente se, f(A) = O.
2. A funcio fa : Rlx] — R™" definida por
falapa™ + -+ a1z + ag) = a, A" + - + a1 A + apl,
¢ claramente uma transformagao linear com
ker fa = {f € Rlz] : f(A) = O} e Im fa = {f(A): f € R[z].
Mostraremos a seguir (Teorema de Cayley-Hamilton) que ker fa # {0}.

Exemplo 4.17 Seja T : R? — R? um operador linear cuja representacdo matricial em

A:[T]:[égl.

Se f=xz%—4x +3, entao f(A) = O. Logo, f anula T. Se g =z — 3, entdo

relacdo a base canonica de R? é

-2 3

0.
007'é

g(A) = [

Logo, g nao anula T.

Sejam T : V — V um operador linear com dim V' = n e fr o polindmio caracteristico
de T. Se T ¢é diagonalizével, entao fr(7) = 0.
De fato, se T' é diagonalizdvel, entao existe uma base

a={u,...,u,}

de V' tal que
T(ul) = )\iui,z‘ = 1, s, N

Logo, pelo Lema 4.13, temos que
fT(T)(lli) = fT(/\z)uz = O,Z = 1, .o, N

Portanto, f(7) = 0. Mais geralmente, temos o seguinte teorema:
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Teorema 4.18 (Teorema de Cayley-Hamilton) Seja T : V' — V um operador linear

com dimV = n. Se fr é o polinomio caracteristico de T, entao fr(T) = 0.

Prova. (Caso n = 2). Sejam
a={u,uy}
uma base ordenada de V' e A = [T']¢. Entao o polinémio caracteristico de T" é

fT = det(xIQ — A) = I2 + bll’ + bg.

Seja B(xz) = C(z)*, onde C(z) é a matriz adjunta cldssica da matriz 2I, — A, isto &,

C(I):lﬂf—am G21 ]

ai2 T—an
Entao os elementos de B(z) sdo polindmios de grau no maximo 1 (n — 1). Logo,

T — a2 Q12

B(z) =
21 T — a2

_ z 0 ] 4 [ —a92 a12
0 =z o1 —aiy

onde By, B; € R?*2? s30 independentes de z. Como

= Bor + By,

temos que
((L‘IQ — A)(BOIE + Bl) = (IL'Q + bll' + bQ)IQ,
ou ainda,
Boz® + (B; — ABg)z — AB; = (2% + b1z + by) 1.
Assim,
By, = b,
B, - AB, = b,
—AB; = bl,.

Multiplicando as equacoes & esquerda pelas matrizes A%, A e I, respectivamente, e so-

mando, temos que
O = A? + b1 A + by,

isto é, f(A) = 0. Este procedimento se aplica ao caso geral. [ |
Seja T : V — V um operador linear com dim V' = n. Dizemos que o polinémio
mp = 2" 4+ ap_125 "+ - -+ ayr + ag € R[z]

é o polinomio minimal de T se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
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2. mg € o polinémio de menor grau dentre aqueles que anulam 7" com d(mr) > 1

Note que o polindmio minimal my nao necessita ser irredutivel, confira exemplo a

seguir.

Exemplo 4.19 Seja T : R? — R? um operador linear cuja representacdo matricial em

relacao a base canonica de R? ¢é

Determine o polinémio minimal de T.

Solucao. E claro que o polinomio caracterfstico de T' é
fr ="

Se d(mr) = 1, entdo my = ax + b com a # 0. Logo,

b 0

o)
4 b 79

Assim, d(mr) > 2. Como fr(A) = O temos que d(mr) = 2. Portanto, mr = fr = 22

nao ¢ irredutivel sobre R.
Lema 4.20 Matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio minimal.

Prova. Sejam A e B matrizes n x n semelhantes. Entao existe uma matriz n xn invertivel
P tal que
B =PAP .

E facil verificar, indutivamente, que
B"=PA"P!, VmeN.

Assim,

fB)=Pf(A)P !, V f Rz

Em particular,
mB(B) =0= mB(A) = O,

isto é, ma é um fator de mg. Por outro lado,
mA(A) =0= mA(B) = O,

isto é, mp é um fator de ma. Portanto, mg = ma, pois ambos sao monicos. [ |
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Observacgao 4.21 A reciproca do Lema acima é falsa, pois é facil verificar que as ma-

trizes
0100 01 00
A 0000 cB— 00 0O
00 01 0 0 0O
00 00O 00 0O

4

tém o mesmo polinémio minimal mg = ma = x* mas nao sao semelhantes.

Teorema 4.22 SejaT : V — V um operador linear comdimV = n. Entao os polinomios

caracteristico e minimal de T' possuem as mesmas raizes, a menos de multiplicidades.

Prova. Sejam my o polindmio minimal de 7" e A € R. Devemos provar que mp(A\) = 0
se, e somente se, A é um autovalor de T'.

Suponhamos que my(A\) = 0. Entao, pelo algoritmo da divisao, existe ¢ € R[z] tal que
mr = (x — N)q.

Como 9(q) < O(mr) temos que q(T) # 0. Assim, existe w € V, w # 0, tal que
u = q(T)(w) # 0. Logo

0 = mp(T)(w)
(T = A)g(T)(w)
= (T - AD)(u).

)
)

Portanto, A\ é um autovalor de T" e u é o autovetor associado a A. Reciprocamente,
suponhamos que A seja um autovalor de 7. Entao existe u € V com u # 0 tal que

T'(u) = Au. Assim, pelo Lema 4.13, temos que
mr(A)u = mp(T)(u) = 0.

Como u # 0 temos que mp(A\) = 0. [ |

Observacgao 4.23 Sejam T : V — V wum operador linear com dimV = n e fr, mr os
polindmios caracteristico e minimal de T'. Entao pelo Teorema de Cayley-Hamilton e o

Teorema 4.22, mp é um fator de fr.

Exemplo 4.24 Seja T : V — V um operador linear com polindomio caracteristico
fr=(x—3)*x—1)*x+5).

Determine os candidatos a polindomio minimal de T’ e a dim V.
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Solucdo. E claro, da defini¢do de fr, que dimV = 6. Pela Observacio acima os can-

didatos a polinbmio minimal de T" sao:

mr = (z=3)(x—-1)(x+5)
mr = (v —3)*x—1)(z+5)
mr = (r—3)(z—1)>x+5)
mr = (z-3)(z—1)%(z +5)
mr = (v—3)*x—1)*x+5)
mr = fr

Exemplo 4.25 Determine um operador linear T : R? — R3 cujo polindmio minimal é
_ .3 2
mpr =z —8z“+ b+ 7.
Solucgao. Existe um vetor u de R? com u # 0 tal que o conjunto
a={u,T(u), T*(u)}

¢ uma base de R3, pela minimalidade do grau de my. Logo,

T(u) = Ou+1T(u)+ 07?(u)
T?(u) = Ou-+07T(u)+7T%(u)
T?(u) = —Tu—>5T(u)+87%(u),
pois
mp(T) =0 = T°(u) = (=71 — 5T + 8T?) (u) = —Tu — 5T'(u) + 87*(u).
Portanto,
0 -7
A=[To=|10 -5 | eT(z,y,2) =(=T7z,x —bz,y + 82).
8

A matriz A é chamada de matriz companheira associada com mr.

Lema 4.26 Seja T : V — V um operador linear com dimV =n. Se T é diagonalizdvel
e existe u € V tal que T?(u) = 0, entio T'(u) = 0.

Prova. Suponhamos que 7' seja diagonalizavel. Entao existe uma base
a={u,...,u,}

de V tal que
T(uz) = )\iui, 1= 1, Lo, n.
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Como para cada u € V' existem tnicos cq,...,c, € R tais que

u=cu +---+c,u,

temos que

0="T>2)=c N+ -+ Nu, =\ =0, i=1,...,n
Logo, \; = 0 ou ¢;\; = 0, nao ambos, para todo : = 1,...,n. Portanto, em qualquer caso
T(u) =0. [ |

Sejam V' um espaco vetorial sobre R e W7, W, subespacos de V' tais que V' = W, d W,
A projegao sobre Wi na diregdo de Wy é o operador linear Fy : V — V tal que E;(v) =
Ey(wy + wy) = wy, para todo wy € W; e wy € W, (confira Figura 4.1).

tm
2
b
=

Figura 4.1: Projegao sobre W; na diregao de Wj.

Exemplo 4.27 Seja E, : R?* — R3 a projecdo sobre o plano
Wi ={(z,y,2) € R®: 3z +y — 22 = 0}

na diregao da reta Wy = [(1,1,1)]. Determine a representagao matricial de Ey em relagdo

a base canonica de R? e também em relacdo & base ordenada
a=1{(1,-1,0),(2,0,1),(1,2,3)}

de R3.

Solugao. Como W; = [(1,-3,0),(0,2,1)] temos que R?* =W, & W, e

g ={(1,-3,0),(0,2,1),(1,1,1)}
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¢ uma base ordenada de R3. Assim, é ficil verificar que

By ) —x—y+2z dv+y+2z —3v—y+4z
T,Y,2) = .
1\, Y, 2 ) 92 ) 92
Portanto,

-1 -1 2 2 2 3

1
[El]:§ -3 1 2 (&} [El]g: -1 -1 %
-3 -1 4 0 01

Lema 4.28 Seja F : V. — V um operador linear com dimV = n. FEntdo as sequintes

condigoes sao equivalentes:
1. E é uma projecao;
2.V=ImE®kerE ew € ImFE se, e somente se, E(w) = w;

3. Existe uma base ordenada o de V' tal que

[E]zzlff g]

4. E*=FE.

Prova. (1 < 2) Suponhamos que E seja uma projegao. Entao existe uma decomposicao
V =W; & W, tal que E é a projecao sobre Wi na direcao de Ws. Portanto, W; = Im E
e Wy = ker . Além disso,

{weV :Ew)=w} = {wi+we e W, @&Wy:w; =w; + Wy}
= {W1+W2€W1@W21W2:O}

Reciprocamente, basta tomar W; = Im E e Wy = ker F.
(2 = 3) Sejam {uy, uy,...,u;} uma base ordenada de Im F' e {ug;1, ugyo,...,u,} uma

base ordenada de ker . Entao
o= {u17u27' ooy Uk, U4, - - 7un}

¢ uma base ordenada para V. Logo,

(3 = 4) E claro.
(4 = 2) Suponhamos que E? = E. Entao F(v) € ImE e v — E(v) € ker E, para todo
v € V. Logo,

v=EWV)+(v—E((v)elmE+kerE, VveV,
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isto ¢, V =Im E + ker E. Agora, se v € Im FNker F, entdo E(v) =v e E(v) = 0. Logo,
v =FE(v) =0elIm Enker £ = {0}. Portanto, V = Im E@ker E. Finalmente, w € Im F

se, e somente se, existe v € V' tal que w = E(v) se, e somente se,
E(w)=FE*v)=E(v) =w.
|

Teorema 4.29 Seja T :V — V um operador linear com dimV = n. Entdo as sequintes

condigoes sao equivalentes:

1. T é diagonalizdvel;
2. Para cadau €V e X €R se (T — AI)*(u) =0, entio (T — \)(u) = 0;

3. Sevy € V é um autovetor de T associado ao autovalor \g € R, entdo (T — ol )(u) #

Vo, para todo u € V;
4. As raizes do polindmio minimal de T' sdo todas distintas (simples);

d. FExiste um k € N, escalares distintos A1, ..., \ € R e operadores lineares nao-nulos
E,:V -V i=1,...,k, tal que

k k
T=Y MNE, Y Ei=1IcEE;=0sei#]j
i=1 i=1

Prova. (1 = 2) Seja A = [T]2 a representacao matricial de T' em relagao a alguma

base ordenada o de V. Suponhamos que A seja diagonalizavel. Entao existe uma base

ordenada ( para V' e uma matriz invertivel P tal que

PAP™' =[T]; =D

¢ diagonal. Seja Y = PX, onde X = [u], € R™*! para cada u € V. Entao
0= (A — A\L,)?P 'Y = (P"'DP — AL,)?P_'Y = P~}(D — AL,)?Y.

Como P ¢ invertivel temos que (D — AL,,)*Y = 0 e, pelo Lema 4.26, (D — A\L,,)Y = 0.
Portanto,
(D—-A,,)PX=0= (D—-\L,)X =0.

(2 = 3) Suponhamos que v € V' seja um autovetor de 1" associado ao autovalor Ay € R.

Entao T'(vo) = Aovo. Logo, se existir u € V' tal que (T' — A\gl)(u) = vy, entao
(T — MoI)*(u) = (T — Mol )(vo) = 0.

Assim, por hipdétese,
Vo = (T — )\0])(11) = 0,
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0 que é uma contradicao.
(3 = 4) Suponhamos que

mp = (x — X\o)%q.
Entao existe w € V com w # 0 tal que vo = (T — X\oI)q(T)(w) # 0, pois

I((z — Xo)q) < d(mry).

Assim,

(T — )\0[) (Vo) = mT(T) (Vo) = 0.
Logo, vo € V' é um autovetor de T" associado ao autovalor \g. Mas entao a equacgao
(T — )\0[)(11) =V

tem solucao ¢(7")(w), o que é uma contradicao.
(4 = 5) Suponhamos que
my = (x— A1) (x — M),

onde A1, ..., \x € R sdo os autovalores distintos de T'. Definimos p; € R[z] pelas relagdes
mr = (x—XN)pi, i=1,... k.

Entao p;(A;) # 0 e p;(A\;) = 0 se, e somente se i # j. Agora consideremos o polindémio

Entao
d(g) <d(mr)=k e g\)=0,1=1,...,k.

Logo, pela minimalidade do grau de mr, temos que g = 0. Assim, ¢(S) = 0, para todo

operador linear S : V' — V. Escolhendo os operadores lineares

E; :ﬁpi(T), 1=1,...,k,
obtemos .
E;#0, Y E;=1c¢mp(T)=(T—\I)pi(T) = 0.
i=1
Logo,
Tpi(T) = ipi(T), 1=1,....k
Assim,
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Finalmente, se ¢ # j, entao

1

(5= 1) Sejav eV comv # 0. Entdo u; = E;(v) é um autovetor de 7" associado ao

autovalor )\;, pois

k
T(uz> = <Z )\jEj> (uz) = Z )\jEj(ui) = Z)\JE]Ez(V) = )\zEz(V) = )\zu,

Além disso,

de modo que, todo vetor é combinacao linear dos autovetores. Portanto,
a={uy,...,u,}
¢ uma base de V' formada de autovetores, isto é, 1" é diagonalizédvel. [ |

Exemplo 4.30 Seja T : R* — R3 um operador linear cuja representag¢do matricial em

relacdo & base canonica de R? é

2 2 -5
A=[T]= 7 —15
12 -4

T é diagonalizdvel?
Solugao. 1.° Passo. Determinar o polindémio caracteristico de 7.

fr = det(zI3 — A)
= (v —1)*(x—3).

2.° Passo. Determinar os candidatos a polinomio minimal de 7. Neste caso, sao

mr = (z—1)(z—3)

mr = [r.

3.2 Passo. Calcular my(A) para cada um dos candidatos. Neste caso,

mr(A) = (A —I)(A — 3L,)
1 2 -5 -1 2 =5 000
= |36 -15 34 -15|=[000
12 -5 12 -7 00 0
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Assim,
mr=(r—1)(z—3) =2 —42+3

¢ o polinémio minimal de 7'. Portanto, T' é diagonalizdvel. Note que

1 1
P11 = I—g, Elz—E(T—SI), pQZZE—]_, E2:§(T—I),
E1E2 = 0€E1+E2:I.

EXERCICIOS

1. Para cada um dos operadores lineares do Exercicio (1) da Secgao (4.1), determine o

polindmio minimal e identifique os operadores que sao diagonalizdveis.

2. Seja T : V — V um operador linear cujo polinémio caracteristico é
f= (0= 17— 4)"(x +2).

(a) Qual é a dimensao de V'?
b) Quais sao as possibilidades para o polindmio minimal de 7'?
p P p
(c) Se T é diagonalizédvel, qual é o seu polindmio minimal?
3. Sejam V um espago vetorial de dimensao 5 e T': V' — V um operador linear cujo
polindmio minimal é
m= (v —1)*(z - 2).
(a) Quais sdo as possibilidades para o polindémio caracteristico de 77

(b) T & diagonalizavel?
4. Determine condigoes necessdrias e suficientes em a, b, ¢ e d, de modo que a matriz
a b
o]
nao seja semelhante a uma matriz diagonal.

5. Seja A € R*** matriz cujos autovalores distintos saio A =1 e A = —1.

(a) Escreva todas as possibilidades para o polinémio caracteristico de A.

(b) Para cada posibilidade do polindmio caracteristico de A, escreva os possiveis

polindmios minimais de A.
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11.

12.

13.
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. Mostre que se A e p sao autovalores distintos de um operador linear 7' : V' — V|

entdao V, NV, = {0}.
Seja T': V — V um operador linear cujo polindmio caracteristico é
f=(r—4)7>x+2)~

(a) Quais sao as possibilidades para dim V e dim V_57

(b) Se T' ¢ diagonalizével, qual a dimensao de Vj e a de V_?
Sejam V' um espacgo vetorial de dimensao 6 e T': V' — V um operador linear cujos
autovalores distintos sao A\; e A\g. Se dimV), = 3 e dimV), = 1, quais sao as
possibilidades para o polindmio caracteristico de 77 O polindémio minimal de T

pode ser
m=(z—A\)(x—N\)?

Sejam V' um espaco vetorial e T' : V' — V um operador linear nao diagonalizdvel
cujo polindbmio caracteristico é

f=@+1)(z-3)%
Quais sao as possibilidades para dim V_; e dim V37?

Seja T : V — V um operador linear invertivel com dim V' = n. Mostre que T~ &

um polinémio em 7' de grau no méximo n — 1.

Sejam 7" : V' — V um operador linear com dimV =n e
Spec(T) = {A € R: X & autovalor de T'}.

Mostre que Spec(7’) ¢ um conjunto finito.

Sejam V' um espaco vetorial sobre R e

a={u,...,u,}

uma base ordenada de V. Se E;; : V. — V ¢é um operador linear definido por

E;;(u) = d;5u;, determine o Spec(E;;).

Seja T : R?® — R3 um operador linear cuja representacao matricial em relacao a
base canonica de R3 &

Aa O
0 X a
0 0 A

A=[T)=

Determine o polindémio minimal de 7" quando a = 0 e a # 0. Generalize para R".
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Seja T : R? — R? um operador linear cuja matriz em relacao & base canonica de R?

¢é simétrica. Prove que 1" é diagonalizavel.
Seja T : R? — R2 um operador linear definido por
T(xz,y) = (xcos —ysenl, xsenf + y cosl).

Mostre que se # for um multiplo inteiro de 7, entao o autovalor de T serd A = 1 ou
A=—1.

Determine a proje¢ao E de R? sobre W; = [(1, —1)] na diregao da reta Wy = [(1, 2)].

Suponhamos que V = W; & W,. Mostre que E; é a projecao sobre Wi na direcao

de W5 se, e somente se, I — E; é a projecao sobre W5 na direcao de Wj.

Sejam F; a projecao de V' sobre Wi na direcao de W5 e E; a projecao de V' sobre Uy

na dire¢ao de U,. Mostre que F; + E5 é uma projecao se, e somente se, Fy Fy = 0.
Sejam F : V — V uma projecao e f € R[z]. Mostre que f(F) = al + bE.

Seja E: V — V uma projecao. Mostre que I + E é invertivel exibindo sua inversa
(I +E)L

Seja T : R® — R3 um operador linear cuja representacao matricial em relacao a

base candnica de R? é

5 —6 —6
A=[T]=| -1 4 2
3 —6 —4

Determine matrizes E; e Ey tais que A = M{E; + L Eq, E; + E; =1e E{E;, =0.

Seja T : R* — R* um operador linear cuja representacio matricial em relagao a
base canonica de R* é
0101
1010
A=[T]=
0101
1010

Determine matrizes E1, Es e E3 tais que A = \{E; + M Es+ Es, E1+E+E; =1
(§ E1E2 = E1E3 = E2E3 =0.

Mostre que o auto-espago associado ao autovalor \;, nos Exercicios 21 e 22, é ge-
rado pelos vetores colunas das matrizes E; com ¢ # j. Esta afirmacao pode ser

generalizada?

Seja T : V — W uma transformacao linear. Sejam F; : V' — V uma projecao sobre
kerT e Fy : W — W uma projecao na direcao de Im7". Mostre que existe uma
transformacao linear S : W — V tal que ST =1y — Fy e T'S = Iy — Es.
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Seja T : V — W um operador linear tal que 72 = 1.
(a) Mostre que V = W; & W5, onde
Wi={ueV:T(u)=u} e Wo={ueV:T(u) =—u}

(b) Determine W; e W, para o operador linear T : R™"™ — R™" definido por
T(A) = A"

Seja T : V — V um operador linear. Mostre que as seguintes condig¢oes sao equiva-

lentes:
(a) T? = I;
(b) Se By =1(I—T) e Ey=1(I+T), entdo E} = Ey, E} = F> e By + E» = I
(c) ker(T'+ 1) =Im(T — I);
(d) ker(T — 1) =Im(T + I);
(e) T & uma reflexao.

Seja T': V' — V um operador linear com dimV = n tal que 7% = 0, para algum

k € N. Mostre que o polindmio caracteristico de 1" é x".
Seja A € R™", Mostre que A e A’ tém o mesmo polindmio minimal.
Sejam A, B € R™*". Mostre que o polindmio minimal m¢ da matriz

A O
O B

C:

¢ o minimo miiltiplo comum dos polindmios minimais ma e mg de A e B, respec-

tivamente.

Sejam B € R™*"™ uma matriz fixada e T : R"*" — R™*" um operador linear definido
por
T(A) =BA.

Mostre que o polinbmio minimal de T" é o polinémio minimal de B.

Sejam A, B € R"". As matrizes AB e BA tém o mesmo polindmio minimal?



Capitulo 5
Espacos com Produto Interno

O principal objetivo neste capitulo é estudar espagos vetorias nos quais tenha sentido

falar do “comprimento” de um vetor e do “4ngulo” entre dois vetores.

5.1 Produto Interno

Seja V' um espago vetorial sobre R. Uma fungdo ( , ) : V x V — R é um produto

interno sobre V' se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. (u+v,w) = (u,w) + (v, w), para todos u,v,w € V.
2. (au,v) = a{u,v), para todos u,v € Ve a € R.
3. (u,v) = (v,u), para todos u,v € V.
4. (u,u) >0, paratodou e Ve (uu)=0&u=0.
Observacgoes 5.1 1. Note que
(au+bv,w) =alu,w) +b(v,w), Va,beR euv,welV
pois

(au+bv,w) = (au,w)+ (bv,w)
= alu,w) + b(v,w).

Mais geralmente,
(aqu; + -+ + apu,, w) = ay(u, w) + -+ a,(u,,w), Va R eu,wel.
2. Note, também, que
(u,av +bw) = a(u,v) + b{u,w), V a,beR e u,v,we V.

147
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Exemplo 5.2 Sejam V =R3 e u = (71, 22,73),v = (y1,¥2,y3) € V. Entao

(U, v) = 21y1 + oY + T3Y3

é um produto interno sobre V', o qual é chamado de produto interno usual (canénico).

Note que
(u,v) = XY,
onde
T Y1
X=[u=| eY=1[= |y
T3 Ys

Solugao. Dados u = (x1, z2,23), v = (Y1, Y2,¥3), W = (21, 22, 23) € V e a € R, temos que
u+v=(r1+y1,T2+ Y, 3+ y3) € au = (axy, axy, axs).
Logo,

(utv,w) = (21+y1)2+ (22 +y2)22 + (3 + Y3)23

= 2121 + Y121 + Taz2 + Y229 + T323 + Y323 €em R

= (2121 + 2222 + 2323) + (Y121 + Y222 + Y323)

= (u,w)+ (v,w).
As condigoes (2) e (3) sdo andlogas a (1). Finalmente, é claro que

(w,u) = 27 + 23 + z3 > 0.
Agora, para provar que
(,u) =0=u=0.

Suponhamos, por absurdo, que u # 0, digamos z; # 0. Entao
T2\9 X3

2 2 2 2
=0=(— —)*=-1,
]+ 15+ a5 (xl) +(x1)

o que é uma contradicao, pois o lado esquerdo da tltima equacao é positivo enquanto o

lado direito é negativo.
Exemplo 5.3 Sejam V =R? e u = (x1,22),v = (y1,42) € V. Entdo
(u,v) = 211 — T1Y2 — T2y1 + D2y
é um produto interno sobre V. Note que
(u,v) = X'AY,

onde
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Solugao. Vamos provar apenas a (4) condi¢gao. Como
(u,u) = 27 — 22,79 + 575 = (11 — 22)* + (212)?

temos que
(u,u) >0, YueVe (uuy=0u=
Note que, como a matriz

A:

-1 5

é simétrica temos que existe uma matriz invertivel P tal que P!AP = D ¢ diagonal, pois

1 0 :
_ Ly — Ly + L1 (Cy — Cy + C) _ =[D : Pt]
-1 5 01 04 : 11

Assim, dizemos que A é positiva definida se todos os elementos diagonais de D sao
positivos. Portanto, a func¢ao (u,v) = X'AY define um produto interno se A for uma

matriz simétrica positiva definida.

Exemplo 5.4 Sejam V = Pi(R) e f =ag+ ayx, g = by + byx € V. Entao

(f.9) = / F(t)g(t)dt

é um produto interno sobre V.

Solugao. Vamos provar apenas a (4) condigdo. Como

1 a a 2
— 42 P “1\2 1
<faf>_a0+a0a1+3a1 <a0+ 2) +<\/ﬁ>

temos que

(/) 20,V feVel(f,f)=0&f=0.

Exemplo 5.5 Sejam V = 1% o conjunto de todas as seqiiéncias reais (T, )nen tais que

o0
2 <
T, < 00
n=1

eu=(Zy)nen, V= (Yn)nen € V. Entdo

<11, V> = Z TnYn

n=1

é um produto interno sobre V.
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Solugao. Note que a fungao (u,v) estd bem definida, pois se

o0 [e.e]
2 2
x:Exn<oo,y:Eyn<oo
n=1 n=1

0 < (|#n] = lynl)® = 22 — 2 |0yn| + 42,
entao

2

n=1 n=1 n=1 n=1

Agora, fica como uma exercicio provar que a fungao (u, v) é um produto interno.

Um espago euclidiano ¢ um espaco vetorial V' sobre R munido com um produto interno.
Sejam V' um espaco euclidiano e u,v € V. Dizemos que u e v sao ortogonais se
(u,v) =0 e denotamos por

ulv.

Sejam « e § subconjuntos de V. Dizemos que « e 5 sao ortogonais se
(,v)=0, Yuecaevep

e denotamos por
al .

Proposigao 5.6 Seja V' um espaco euclidiano. Entao:

1. 0 L u, para todou € V.

2. Seu L v, entao v L u, para todos u,v € V.

3. Seu L v, para todo v € V, entao u = 0.

4. Seu Ll w,v 1w, entio (u+v) L w, para todos u,v,w € V.

5. Seu L v, entdo (au) L v, para todos u,v € V e a € R.

Prova. Vamos provar apenas os itens (1) e (3). Como 0 = Ou, para todo u € V, temos
que

(0,u) = (Ou,u) = 0(u,u) = 0.
Finalmente, como por hipétese (u,v) = 0, para todo v € V, temos, em particular, que

(u,u) = 0. Portanto, u = 0. [

Teorema 5.7 Seja V' um espago euclidiano. Se B é um subconjunto (finito ou infinito) de

V' formado de vetores nao-nulos ortogonais aos pares, entao 3 é linearmente independente.
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Prova. Sejam uy,...,u, vetores distintos de S e z1,...,z, € R tais que

rua; + - +zu, =0.

Entao
0 = (0,u)) = (ziws + - + Uy, uy)
= af{u, ) + -+ wn(up, ) = 25wy, 0y),
pois (u;,u;) =0, se i # j. Como (u;,u;) > 0 temos que z; =0, j = 1,...,n. Portanto,
[ € linearmente independente. |

Seja V' um espaco euclidiano. Dizemos que

f={w,...,up,...}

¢ uma base ortogonal (Hamel) de V se w; L u;, quando i # j.
Coroldrio 5.8 Seja V um espaco euclidiano com dimV = n. Se

B ={uy,...,u,}

é um conjunto de vetores nao-nulos ortogonais aos pares de V', entdao 3 é uma base or-
togonal de V. |

Exemplo 5.9 Seja V =R" com o produto interno usual. Entao

g={e....e,}

é uma base ortogonal de V.
Exemplo 5.10 Seja V = R? com o produto interno
(W, v) = 2191 — T1Y2 — Tay1 + 5T2ya,
onde u = (x1,22),v = (y1,y2) € V. Entdo
p={21),(=31)}
¢ uma base ortogonal de V.
Solugao. Como
((2,1),(=3,1)) =2(=3) —=2-1—1(=3)+5-1-1=0

temos que os vetores (2,1) e (—3,1) sdo LI. Portanto, § é uma base ortogonal de V.
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Exemplo 5.11 Sejam V = P;(R) com o produto interno

:/ﬂwwﬁ

onde f = a9+ a1z, g = by + bz € V. Entao
g={1,1-2x}
é uma base ortogonal de V.
Solugao. Como
(1,1 —2x) / (1—2t)d
0
temos que os vetores 1 e 1 — 2z sao LI. Portanto, 5 é uma base ortogonal de V.
Exemplo 5.12 Seja V = [? com o produto interno do Exemplo 5.5. Entao
g=A{e1...,e,,...}, onde e,=(0,...0,1,0,...),
é um congunto ortogonal de V mas nao é uma base ortogonal de V.

Solucao. E claro que (em,e,) = 0 se m # n, isto &,  é um conjunto ortogonal de V.

Logo, # é um conjunto LI mas V' # [f], pois

u=( eV e ud (g

Sejam V' um espago euclidiano e

B ={uy,...,u,}
uma base ortogonal de V. Entao
u, u;
u= {u, w) u;, Yuel.
i—1 <ui7 U—z)
Neste caso,
(u,uz)
(ug,u1)
[u]s =
(u,up)
(up,up)
De fato, dado u € V' existem tnicos x1,...,2, € R tais que

u=axu; +---+zx,U,.
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Entao
(w,u;) = (viug+---+zu,,u,)

= zi(uy,u;) + - + 2,(u,,u;) por hipétese

= z;(uj,uy).
Assim,

r; = (u,uj>7 1,....n
(uj, u;)

Portanto,

n

_ <u7 ui)
u—; <ui’ui>uz, VuelV.

Observagao 5.13 Os escalares
o <u7 ui>
t <117;, u7,> ’

sao chamados os coeficientes de Fourier de u em relacdo a base [ e a expressao para u

1=1

yeey T

no lado direito é chamada de expansao de Fourier de u em relacao a base 3. Os vetores
T;w; $ao as vetores projegoes de u sobre [u;]. Neste caso, (u — z;w;) L w;, i =1,...,n,

(confira Figura 5.1).

Figura 5.1: Projecao de u sobre [u,].

Exemplo 5.14 Seja V = R? com o produto interno usual. Entdo

6 = {(17 1)7 (_17 1)}
é uma base ortogonal de V. Calcule [(2,3)]s.

Solucao. E claro que

Logo, (8 é uma base ortogonal de V. Para calcular as coordenadas do vetor u = (2,3) em

relacao a base 3, basta calcular
1

=L, (L) 2 .

)7 <_17 1)> a 2

Portanto,
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EXERCICIOS
1. Sejam V =R? e u = (z1,22), v= (y1,y2) € V. Mostre que

f(u,v) = 22191 + 21y + T2y1 + Tayo
¢ um produto interno sobre V.
Sejam V =R? e u = (21, 23), v = (y1,y2) € V. Verifique se
f(u,v) = z191729>

¢ um produto interno sobre V.

Sejam V = R3 e u = (21, 29, 23), v = (y1,%2,y3) € V. Verifique se
f(u,v) = 2191 + Taya — T3y3

¢ um produto interno sobre V.

Sejam V = R*? ¢ A = (a;;), B = (b;;) € V. Mostre que

S(A,B) = a11bi1 + 2a19b12 + 3as1ba1 + axnban

¢ um produto interno sobre V.

Sejam V =R? e u = (z1,72), v = (y1,y2) € V. Verifique se
fu,v) = |y1 — 21| + |y2 — 22|

¢ um produto interno sobre V.

Seja V = R* com o produto interno usual. Mostre que
B=1{(1,1,0,—1),(1,2,1,3),(1,1,-9,2), (16, —13,1,3)}
¢ uma base ortogonal de V. Calcule [(a, b, ¢, d)]s.

Sejam V' um espaco euclidiano e T': V' — V um operador linear
(a) Que condigoes T' deve satisfazer para que a funcao
fu,v) =(T(u),v)

seja um produto interno sobre V7
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(b) Que condigoes T deve satisfazer para que a fungao

9(u,v) = (T'(a),T(v))

seja um produto interno sobre V7

8. Sejam V e W espacos vetoriais com produtos internos f e g, respectivamente. Mostre
que a funcdo h: (V x W) x (V x W) — R definida por

h((v,w), (v!,w")) = f(v, V') + g(w, W)
¢ um produto interno sobre V' x W.
9. Sejam A € R?*2 ¢ V =R?¥!, Para X,Y €V, seja
f(X,Y) = X'AY.

Mostre que f ¢ um produto interno sobre V' se, e somente se, A = A, a;; > 0,
ag > 0 e det(A) > 0.

10. Seja V um espago vetorial sobre R. Mostre que a soma de dois produtos internos
sobre V' é um produto interno sobre V. A diferenca de dois produtos internos sobre
V' é um produto interno sobre V7 Mostre que um muiltiplo positivo de um produto

interno sobre V' ¢ um produto interno sobre V.
11. Descreva explicitamente todos os produtos internos sobre R.

12. Mostre que todo espago vetorial de dimensao finita sobre R pode ser munido com

um produto interno.

5.2 Norma

Seja V' um espaco euclidiano. A norma ou comprimento de um vetor u € V é definida

[ull = v/(u, w).

Note que esta definigao é possivel, pois (u,u) > 0, para todo u € V.

CcOomo

Seja u € V um vetor qualquer. Dizemos que u é um vetor unitdrio se
[uf] = 1.

Se v € V é um vetor nao-nulo qualquer, entao

v
T
é um vetor unitdrio tal que
[v] = [u]

Neste caso, dizemos que u é a normalizacao do vetor v.
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Teorema 5.15 Seja V' um espaco euclidiano. Entao:

1. ||ul| >0, para todou € V.

2. |[u|| =0 se, e somente se, u = 0.

3. |lau| = |a| ||ul|, para todou €V ea € R.

4. Ja£ v = |[ul® £2 (u,v) + |v|]*, para todos u,v € V.

5. [(u,v)| < ||u]| [|[v]|, para todos u,v € V. (Destgualdade de Cauchy-Schwarz)
6. |lutv| <|u| +||v], para todos u,v € V. (Desigualdade de Minkowskz)

Prova. Vamos provar apenas o item (5). Se u = 0, nada h4a para ser provado. Se u # 0,

entao
|sv +tul| >0, V s,t €R.
Como
Isv + tul|* = 5 [[v]|* + 2(u, v)st + [|u]* *
temos que
SvI* 42 (u,v) st + |ul*t2 >0, ¥V s,t €R.
Em particular, escolhendo s = ||lu|® e t = —(u, v), temos que

4 2 2 2 2 2 2 2 2 2
[all* [IvI]" =2 [(w, )" lall® + [l [(a, v) 7 = [l ([l [[v]® = {a,v)[F) > 0.
Logo,
2 2 2 2 2 2
[l " [[vI" = [{a, V)" = 0 = [(u, v)[" < [lul]” |v]]7,

pois Hu||2 > 0. Portanto, extraindo a raiz quadrada em ambos os membros, temos que
[(u, V)| < [lul[ []v][-
H

Exemplo 5.16 Sejam V um espaco euclidiano e u,v € V. Mostre que u L v se, e
somente se,
[ul <Jlu—av], ¥V aeR.

Solugao. Como
lu = av||* = [u]® - 2a(u, v) +a® [|v]*
temos que
2 2 2 2
[l —av||” = [lu]” + a® [v[|" > [u]

se u L v, pois a? ||v]|* > 0, para todo a € R. Logo, extraindo a raiz quadrada em ambos
os membros, temos que
[ufl < Jlu—av|], ¥V aecR.
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Reciprocamente, como
I —av|® = [jul|* = 2a{u,v) +a®[|v]* > [ul*

temos que
—2a(u,v) +a*||v|[* >0, V a €R,

Se v = 0, nada h4 para ser provado. Se v # 0, entao

2 2 <u7 V>2 2 <u7 V> ’
—2a(u,v) +a” ||v||" = — +v|[" (a— >0, VackR

IvIl® IvIl®

Assim, escolhendo
_(wv)

vl

temos que

(u,v)?

Portanto, (u,v) =0, isto é, u L v.

Tendo definido o conceito de comprimento em um espaco euclidiano qualquer, é natural
perguntar: se o conceito de angulo pode ser generalizado?. A resposta é verdadeira se
nosso corpo é os reais R mas é falsa no corpo dos nimeros complexos C.

Seja V' um espaco euclidiano. Para quaisquer u,v € V — {0}, o dngulo entre u e v é

definido como o angulo # tal que

1. 0<0<m
2. cosf = M
[l [[v]

Observagao 5.17 Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

< fwv) oy
= half vl —
e, assim, o dngulo 6 sempre existe e é Uunico.
Sejam V' um espago euclidiano e
B={uy,...,u.}

uma base de V. Dizemos que [ é uma base ortonormal ou sistema de coordenadas carte-
stanas para V se

(ui,uj> = 51]
Exemplo 5.18 Seja V = R" com o produto interno usual. Entao

p={ey...,e,}

é uma base ortonormal de V.
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EXERCICIOS

1. Seja V = R? com o produto interno

f(u,v) = 2z1y1 + T1Y2 + T2y1 + T2yo,

onde u = (x1,22), v = (y1,y2) € V. Calcule o angulo entre os vetores u = (1,1) e
v=(1,-1).

Seja V = R?*2 com o produto interno
f(A,B) = a11bi1 + 2a12b12 + 3a1ba1 + aobas,

onde A = (a;;), B = (b;;) € V. Calcule o angulo entre as matrizes

1 -1
e B= 21 .
0 1 -1 1

Sejam V = P;(R) com o produto interno

(f.9) = / f(@)g(x)de,

onde f =ag+ a1z, g = by + byx € V. Calcule o dngulo entre os polindbmios
f=14+4xeg=1—uz.
Também, determine h € V' tal que o angulo entre h e 1 + x seja 60°.

Seja V' = C([0,1],R) o espaco vetorial de todas as fungdes reais continuas munido

com o produto interno
1
(9) = [ gty
0

Calcule o dngulo entre
flz)=x+¢€" e g(x) =x.

Sejam V' um espaco euclidiano e u,v € V, a distdncia entre u e v é definida por
d(u,v) = flu—v].

Mostre que:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(a) d(u,u) >0, paratodou €V ed(u,u) =0< u=0.

(b) d(u,v) = d(v,u), para todos u,v € V.

(c) d(u,v) <d(u,w) +d(v,w), para todos u,v,w € V.
(Identidade do Paralelogramo) Sejam V' um espago euclidiano e u,v € V.

Mostre que
2 2 2 2
[u+ V" +[fu = v[|" =2 ([Ju]” + [Iv]) -

Sejam V' um espaco euclidiano e u,v € V. Mostre que

2 2
(u+v,u—v) = uf” =[]

(Identidade de Polarizagao) Sejam V' um espago euclidiano e u,v € V. Mostre
que

(u,v) = = (Jlu+v]* = [lu-v[?).

w =~ =

(Identidade de Appolonius) Sejam V' um espago euclidiano e u,v,w € V.

Mostre que

2

2

2 2 1 2 1
W —ul” +flw = v|[" = 5 [lu = v["+ 2w - S(u+v)
Seja V um espago vetorial com dois produtos internos f e g. Mostre que se [[uf|; =
|ul|,, para todo u € V, entdo f = g.

Sejam V um espago euclidiano e x, vy, z,t € R. Mostre que se u, v € V sao ortogonais
e unitdrios, entao
(ru+yv) L (zu+tv) & xz+yt =0.

Seja V' um espaco euclidiano. Mostre que se u,v € V sao ortogonais e unitdrios,
entdo ||u — v| = V2.

Sejam V = R? e u = (z1,72), v = (y1,42) € V. Seja A a matriz cujas colunas
sejam esses vetores. Mostre que a matriz A*A ¢ diagonal se, e somente se, u e v

sao vetores ortogonais em relacao ao produto interno usual.

Sejam V um espaco euclidiano e u, v € V. Mostre que a funcdo f(z) = |Ju + zv||

possui um ponto de minimo.
Sejam V' um espago euclidiano e u € V' um vetor unitario. Sejam
S={veV:|v|=1}

e f: S — R a fungdo definida por f(v) = |[[u — v||.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.
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(a) Mostre que o valor maximo de f é 2 e que o valor minimo de f ¢é 0.

(b) Mostre que f(v) = v/2 se, e somente se, u L v.

Sejam V' um espaco euclidiano e u, v € V. Mostre que se u e v sao vetores unitérios

tais que (u,v) = £1, entdo u = +v.
Sejam V' espaco euclidiano e u, v € V. Mostre que
[(u, V)| = [ul] [|v]]

se, e somente se, u e v sdo linearmente dependentes. (Sugestao: Seu =0 ouv = 0,

nada hé para ser provado. Se u # 0 e v # 0, entao

(0, v)[ = [lul Iv]| < [[ul[{[v]| = (u,v) ou [uf{v]=—(uv).

<L7L> ~1 ou <L,L> _
Jull" v [l v

Sejam V' espaco euclidiano e u,v € V. Mostre que

Logo,

continue.)

la+ vl = [[a] +[Jv]
se, e somente se, u = 0 ou v = au, para algum a € R,..
Sejam V' espaco euclidiano e u,v € V. Mostre que

[all = [lvllf < fla = v

(Teorema de Pitdgoras) Sejam V' um espaco euclidiano e uy, ..., u, € V. Mostre

que se u; L u;, quando 7 # j, entao

n 2 n
2
2w =l
i=1 i=1

Sejam V' um espaco euclidiano e u, v, w € V. Mostre que

lu = v {lwl] < {lv—=wi ] +[[w —ufjv].

(Sugestao: Se u =0 ou v =0 ou w = 0, nada hé para ser provado. Caso contrério,

considere a normalizacao dos vetores

u Vv W
u; = , V1 = € Wi = —.
[[ul] [[v]] [[wll
Note que
lay = vl = [lu = v Jul| 7 v]

e use a desigualdade triangular.)
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5.3 Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Sejam V' um espago euclidiano e
a={u,...,u,}
uma base de V. Entao poderemos obter uma base ortogonal
B={vi,...,Vva}

de V' a partir da base o como segue:
Para iniciar o processo vamos escolher v; como qualquer um dos vetores uy, ..., u,,

digamos v; = uy, jad vimos que o vetor

Va = Up — (w2, V1) 1
[[vall
é ortogonal ao vetor vy e é claro que
[V1;V2] = [1117112]-

Assim, os vetores de [vy, Vo] sdo da forma
T1V1 + T2Va,

para alguns z1, 25 € R. Como uz ¢ [u;, uy] temos que

(ug — (x1v] + 29Ve), vi) =0 & 21 = (ug,v;>
HV1H
Analogamente,
(ug — (x1v] + 22Va), Vo) = 0 & x9 = (u3,v§)
HV2||
Assim, o vetor
V3 =uz — <u3?v;> 1— <u‘°”V§> 2
HV1” HVQH
é tal que
vi L v, vo L vy e [vi,va,vs] = [ug,uz,u3).
(confira Figura 5.2).
u3
V3
Tuy, uy]

Figura 5.2: Projegao de ugz sobre o espaco [uy, uy].
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Continuando desta maneira, obtemos uma base ortogonal

Bz{vla"wvn}
de V, onde
k—1 (g, v;)
Vk:uk—z ik v k=1,...,n.
i=1 HV%H

Este processo de ortogonalizacao é conhecido como o processo de ortogonalizacao de Gram-
Schmidt.

Conclusao 5.1 A partir de uma base qualquer de V' podemos sempre obter uma base

ortogonal (ortonormal) de V. Mais geralmente, se
a=(a,...,up,...)

é um seqiiéncia LI de V', entao podemos construir, indutivamente, uma seqiiéncia orto-

gonal
B=(Vi,e oy Vpy...)

de V tal que
Vi,...,Vg] = [ug,...,u], V k€N.

Exemplo 5.19 Sejam V = R? com o produto interno usual e
a=1{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}
uma base de V. Determine a partir de o uma base ortonormal de V.

Solugao. Para resolver este problema, vamos usar o processo de ortogonalizacao de

Gram-Schmidt. Escolhendo um vetor inicial uy, digamos

w = (1,1,1).
Agora, tomamos
u = (0,1,1) — —((0,||11,111|)|;u1>u1 = (—%7 %7 %)
e = (0,0,1) — &0 D w) - (00w, - 11y
[ [[us | 272

Finalmente, normalizando os vetores u;, us e us, obtemos uma base ortonormal

{ u; Us us }
[ || [z [fus]|

de V.
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Exemplo 5.20 Seja V = P(R) o conjunto de todos os polindémios com coeficientes reais
munido com o produto interno

(fig9) = /f(t)g(t)dt.

Determine uma base ortonormal de V' a partir da base
B={1,z,2%2°. .}

Solugao. Para resolver este problema, vamos usar o processo de ortogonalizacao de

Gram-Schmidt. Escolhendo um vetor inicial p;, digamos

P1 = 1.
Agora, tomamos
x?
P2 - < p12>P1 =,
11
z%,p 2, p 1
b3 = 952_( ;>p1—< 3>p2=$2—§,
1] 12
133:171 I37p2 x37p3
Ps = x?,_ < 2>p1_ < 2>p2_ < 2>p3:$3_5x7
11l 12|l P3|l
e assim por diante. Finalmente, normalizando os vetores py, p2, ps, P4, - ., obtemos uma

base ortonormal
{qlu 42,43,44, - - }

de V. Os polindmios nesta seqiiéncia sao chamados, a menos de constantes, de polinémios
de Legendre.

Observagao 5.21 Sejam V um espaco euclidiano e u,v,w € V. Se
(ru+yv,w) =0,

nao é verdade, em geral, que u L w e v L w, pois se V = R? com o produto interno
usual e

B ={uv}
uma base ortogonal de V', onde u = (1,1) e v = (1,—1). Sejaw = (5,—3) € V. Entdo

(du+ (—-1)v,w) =0

mas (U, w) =2 e (v,w) = 8.
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EXERCICIOS
1. Seja V = R? com o produto interno usual. Determine uma base ortonormal de V' a

partir da base

p= {(172)7 (2’ 1)}

. Seja V = R3 com o produto interno usual. Determine uma base ortonormal de V' a

partir da base

g =1{(1,1,0),(1,0,1),(0,2,0)}.

Seja V = R? munido com o produto interno

f(u,v) = 221y; + T1y2 + Toy1 + TaYa,

onde u = (x1,22), v = (y1,%2) € V. Determine uma base ortonormal de V' a partir
da base

B = {(_17 1)7 (17 1)}
Seja V' = P;(R) munido com o produto interno

1

(f,9) = / f(Hg(t)dt,

0

onde f = ag+a1x, g = bg+ bz € V. Determine uma base ortonormal de V' a partir

da base

g ={x,1+z}.

Seja V = R?® com o produto interno usual. Determine uma base ortonormal para o

subespaco W de R? definido por

W ={(z,y,2) € V:x—y+2z=0}

Seja V' = P3(R) munido com o produto interno

[e.9]

(f,9) = / F)gt)e dt.

Determine uma base ortonormal de V' a partir da base

B = {1,3:,:E2,x3}.
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5.4 Complementar Ortogonal

Sejam V' um espago euclidiano e 8 um subconjunto nao-vazio de V.. O complementar

ortogonal de § em V é o conjunto
fr={veV:(v,u)=0, VY uepg}.

Observacgao 5.22 Pelos itens (4) e (5) da Proposicio 5.6, 5 ¢ um subespago de V' se (3
¢ um subespago ou nao de V. Note, também, pelos itens (1) e (3) da Proposi¢ao 5.6, que
{0}t =V eV+t={0}.

Exemplo 5.23 Sejam R* com o produto interno usual e
W =1(1,0,1,0),(1,1,0,0)]
um subespaco de R*. Determine W+.
Solucao. Para resolver este problema basta encontrar
u=(z,9,21t) € R*

tal que
(u,(1,0,1,0)) =0 e (u,(1,1,0,0)) =0,

r+2z2=0
r+y=0.

Logo, x = —z, y = z e z, t quaisquer. Portanto,

isto é, resolver o sistema

Wt = {(z,y,2,t) ER* 12 = —2,y=2 ¢ 2zt €R}
= [(-1,1,1,0),(0,0,0,1)].

Teorema 5.24 (Teorema da Projecao) Sejam V um espaco euclidiano e W um sub-

espaco de V- com dimW = k. Entao
V=WaeW

Prova. Como dim W = k temos, pelo processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, que

W contém uma base ortonormal
B =A{uy,...,u}.
Para cada v € V', consideremos o vetor

V= (v,u)u +---+ (v,up)u, € W,
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isto é, a projecao de v sobre W ou a expansao de Fourier de v com respeito & base [3.

Logo,
Vv=v+(v-v)eW+ Wt
pois
(v—v,u) =(v,u) —(V,u;) =0, i=1,... k.
Logo, V = W + W+. Portanto, V =W @& W+, pois W N W+ = {0}. [ |

Observagao 5.25 Se a dimensao de W, no Teorema da Projecao, for infinita o resultato

¢, em geral, falso. Por exemplo, sejam V =1?> e W = [3] do Exemplo 5.12. Entao
Wr={veV:{(v,u)=0, ¥ uecW}=/{0},
pois se v = (y,) € W+, entdo y, = (v,e,) =0, para todo n € N, e v = 0. Portanto,
WaoWr=W#V.

Note que, 3 é um conjunto ortonormal maximal, pois nao existe v = (y,) € W+ diferente

do vetor nulo.

Teorema 5.26 Sejam V um espago euclidiano e Wy, Wy subespacos de V. FEntdao as

sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. V=W, eW, eW; LW, (soma direta ortogonal);
2.V =W, & Wy e Wy = Wi
8 V=W d&W, e Wy CWi.

Prova. (1 = 2) Como W; L Wy temos que Wy C Wit. Por outro lado, se v.e Wit C V|

entao existem wy € W e wy € W tais que v = w; + wy. Logo,
0= <W17V> - <W17W1 +W2> = <W17W1> + <W17W2> = <W17Wl>'

implica que w; =0 e v = wy € W5, Assim, I/VlL C W,. Portanto, Wy = Wﬁ
(2 = 3) E claro.
(3 = 1) Como W, C Wi temos que Wy L W, [ |

Proposigao 5.27 Sejam V' um espago euclidiano com dimV =n e W um subespaco de
V. Entao V=W @ W+ se, e somente se, existe um operador linear P : V — V tal que
ImP =W, ker P=W" e P(w) =w, para todo w € W.

Prova. Se V = W @ W+, basta definir P : V — V por P(w; +wy) = wy, para todo

wy € W e wy € W, Reciprocamente, cada vetor v € V' pode ser escrito sob a forma
v =Pv)+(v-Pv)),
onde P(v) € Wev — P(v) € Wt. Logo, V=W + W+, E fdcil verificar que
Wwnwt = {o}.
Portanto, V =W @& W+, |
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Observacgao 5.28 Sejam V' um espaco euclidiano com dimV =n e W um subespaco de

V. Entao P(v) € W é a melhor aprozimagao (tnica) de v eV em W, isto é,
lv—-PM<[v-w], VweW,
ou, equivalentemente,
(v—P(v),w)=0, VweW
Além disso, se
a={u,...,u}

¢ uma base ortonormal de W, entao
P(v) = (v,upu; + - + (v, u,)uy.
Exemplo 5.29 Sejam R* com o produto interno usual e
W =1(1,1,1,1),(1,-3,4, —2)]
um subespago de R. Determine a melhor aprozimacio de v = (1,3,5,7) € R* sobre W.

Solugao. Como
((1,1,1,1),(1,-3,4,-2)) =0

temos que 5 = {(1,1,1,1),(1,—3,4,—2)} é uma base ortogonal de W. Entao os coefi-
cientes de Fourier v em relacao a 3 sao

(v,(1,1,1,1)) (v,(1,-3,4,-2)) 1

L e

— 1 —

||(171>171)”2 ”(1’_3’47 _2)H2 15'

1

Portanto,
1
P(v) = o1(1,1,1,1) +25(1, =3,4, =2) = = (59, 63,56,62) .
Exemplo 5.30 Seja R com o produto interno usual. Determine a solucio do sistema

r4+2y—22=1
2v4+y—22=6
x4+ 8y —6z2=—7

mais prozima do vetor 0 = (0,0,0) € R3.

Solugao. Vamos escalonar a matriz

1 2 1: 1 0 0 1 0 5 3 -2 0
2 1 8: 0 1 0 0 1 -2 2 -5 0
-2 -2 -6 0 0 1|—-="—| 0 0 0 2 2z

|
—_
|
(=2}
J
(e}
(e}
e}
(e}
(e}
(e}
—
[
|
Wk
]

T
L
I
|
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Portanto, A
11 2 2
X=(=,—% -, —,1), V R
(37 370)+C(3737 )7 CE Y
¢ a solucao geral do sistema. Seja
2 2
W=|(==,1
[(3737 )]

o subespago solucao do sistema homogéneo. Entao

1
—(2,2,3
{ % 17( >}
¢ uma base ortonormal para W e

11 4 11 4 1 1 14

Pl—,——,0) = {(—,—=,0), —(2,2,3))—(2,2,3) = —(2,2,3).
(37 37) <(37 37 )7\/ﬁ(77)>\/177(77) 51<77)
Poranto,
11 4 14 1
=(—,—= —(2,2 = —(215, —40. 42
0 =373 0+ 57(223) = 57215, -40,42)

¢ a solugao mais préxima do vetor 0 = (0,0,0) € R3.

EXERCICIOS

1. Sejam T : R?* — R? um operador linear definido por
T(%?L Z) = (27 r—Y, _2)7
e W =kerT.

(a) Encontre uma base ortonormal para W+, em relagao ao produto interno usual.

(b) A mesma questao, considerando o produto interno
(1,51, 21), (%2, Y2, 22)) = 22122 + Y12 + 42120
2. Sejam V = R3 com o produto interno usual e
W =[(1,1,0), (0,1, 1)]

um subespaco de V. Determine W+ e um operador linear 7' : R? — R3 tal que
ImT =W ekerT = W+,

3. Sejam V = R3 com o produto interno
((z1, 91, 21), (T2, Y2, 22)) = 22122 + Ay1y2 + 32120
e W miicleo do operador linear 7" : R? — R3 definido por

T(x,y,2) = (x —y,0,2).
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(a) Encontre bases ortogonais de W e W+,

(b) Use as bases ortogonais de W e W+ do item (a) para determinar uma base

ortogonal de R3.

4. Sejam V = R? com o produto interno usual e
W =1[(1,0,-1),(0,1,1)].

um subespaco de V. Determine W+ e um operador linear diagonalizavel T : R® —
R3 tal que Im7T =W e ker T = W+,

5. Sejam V = P»(R) e
1

(f.g) = / F(t)g () dt.

41
(a) Verifique que a fungao definida acima é um produto interno.

(b) Se W = [1,1—t], determine uma base ortonormal de W utilizando esse poduto

interno.

6. Seja V = R?*2, Mostre que
f(A,B) =tr (BtA) ,

onde A, B € V, é um produto interno sobre V. Determine uma base ortonormal de

V' a partir da base

SRR

7. Sejam V = R?*2 munido com o produto interno
f(AB)=tr (B'A) e W={AecV:A"=A}.
Determine uma base ortogonal de W+.
8. Sejam R? com o produto interno usual e o subconjunto
#=1(1,0,1),(1,1,0),(2,1,1)}
de R3.

(a) Determine 5+
(b) Se tivéssemos
B = [(17 0, 1)7 (17 L, 0)7 <07 1, 1)]7

o que seria 1?7 Considerando esta hipétese, Determine bases ortogonais de 3

e B,
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10.

11.

12.

13.

14.
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Sejam R* com o produto interno usual e W = [u;]. Determine bases ortonormais
de W e W+, onde

w = (1,0,—-2,1),us = (4,3,0,—1) e ug = (0,—3,-8,5).

Sejam V' = C([—1,1],R) o espago vetorial de todas as fungdes reais continuas com

o produto interno

1

(f.g) = / f@)g@)de e W={f €V f(z) = f(~a), ¥ z € [-1,1]}.

1
Determine W+,

Sejam V' um espago euclidiano e

{uy,...,u}

uma base ortogonal de V. Mostre que

{lﬁul, Ce ,knuk}
uma base ortogonal de V', para todo k; e R*, i =1,...,n.

Sejam V' um espaco euclidiano com dim V' =n e Wy, W, subespacos de V. Mostre

que:

(a) Wy C W se, e somente se, Wi- C Wit
(b) Wit =Ww;.
(c) (Wi +Wa) =WinNWg e (WyNWy)" = Wik + Wy

Sejam V' um espaco euclidiano com produto interno {( , ) e, para cada u € V,

considere o conjunto

Pu=AveV vl =Iull}.

Mostre que as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) (v,w) =0, para algum w € V.

(b) B,Nr={v}, onde
r={v+tw:teR}

Sejam V' um espago euclidiano e u, v € V' vetores distintos. Mostre que
{xeV:(x—u)l(x—v)}

é uma esfera.
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15.

16.

17.

18.

19.

Seja T : R? — R? um operador linear tal que
(T(u),u) =0, V uekR.

Mostre que
(T(u),v) =—(T(v),u), V u,veRr.

Sejam A € R?*? e T : R? — R? um operador linear definido por
T(u) = Au’.
Mostre que se A = [a;;] e R? com o produto interno usual, entao

<T(17 0)7 <07 1)> = a2 € <T(Ov 1)7 (17 O)> = a12-

Sejam A e T como no Exercicio anterior e suponhamos que

(T(u),u) =0, V ucR?
A:A[O —1]7
1 0

Sejam 3 = {uy, uy, uz} uma base ortonormal de R? e

3
VvV = E T;u;
i=1

um vetor fixo em R*. Seja T : R* — R? um operador linear definido por T'(u) = vxu

Mostre que

para algum \ € R.

(produto vetorial). Mostre que

0 —XI3 )
[T]g = T3 0 -
—T2 I 0
Reciprocamente, mostre que cada matriz A € R3*3 tal que A! = —A, descreve um

operador linear da forma 7'(u) = v x u.

Seja T': R™ — R™ um operador linear tal que

T(e;

J=w,i=1,...,n,

onde
{uy,...,u,}
¢ uma base ortonormal de R™. Mostre que

[T(w) =TW)|| =lla=v], ¥V u,v eR".

Conclua que T' é um isomorfismo.
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20.

21.

22.

23.

24.
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Sejam R* com o produto interno usual e
w=1[1,1,1,1),(1,-1,2,2),(1,2, -3, —4)]

um subespago de R*. Determine a melhor aproximagao de v = (1,2, —-3,4) € R?
sobre V.

Sejam V' = C([—1,1],R) o espaco vetorial de todas as fungdes continuas com o

produto interno
1
(r9) = [ 10ty

1
e W = [1,z, 2% 23] um subespago de V. Determine a melhor aproximagao de f(x) =
e’ em W.
(Identidade de Bessel) Sejam V' um espago euclidiano e

6: {u17"'7un}
uma base ortonormal de V. Mostre que
IVI* = v, u) [+ -+ [(v,w)[*, Vv eV

(Identidade de Parseval) Sejam V' um espago euclidiano e
f=Auy,...,u,}
uma base ortonormal de V. Mostre que
(viw) = (v,u)(w,uy) + -+ (v,u,)(w,u,), Vv,weV
Sejam V' um espaco euclidiano de dimensao finita,
g ={uy,...,u}
um conjunto ortonormal de V' e
P(v)=(v,upu; + -+ (v,up)u, V vev.
(a) (Desigualdade de Bessel) Mostre que
[PV < lvll, vV veV.

(b) Mostre que  é uma base de V' se, e somenete se, P(v) = v, para todo v € V.

(¢) Mostre que 5 é uma base de V' se, e somenete se,
[PV =lvl[, YV veV.
(d) Mostre que 5 é uma base de V' se, e somenete se,

(v,w) = (v, )(w,uy) + -+ (v,u,)(w,u,), V v,weV.



Capitulo 6
Operadores Especiais

Com objetivo de classificar as conicas e as superficies quadréaticas apresentaremos neste

capitulo alguns operadores especiais.

6.1 Operador Adjunto

Sejam V' um espaco euclidiano e v € V fixado. Entao a funcao f, : V — R definida
por
fv(u)={(u,v), VueV,

¢ uma transformacao linear (prove isto!). Seja V* = L(V,R) o conjunto de todas as

transformagoes lineares de V' em R. J4 vimos que V* é um espaco vetorial sobre R.

Teorema 6.1 (Teorema da Representacao de Riesz) Sejam V' um espaco euclidi-

ano com dimV =n e f € V*. Entao existe um tunico v € V tal que
f(u)=(u,v), VueV.

Prova. (Existéncia) Seja {uy,...,u,} uma base ortonormal de V. Entao cada vetor

u € V pode ser escrito de modo tinico sob a forma
u=uzxu; +- -+ Uu,.

Logo,
fu) =xc1 + -+ + Tpcn,

onde ¢; = f(u;) € R, i =1,...,n. Assim, tomando
V=cCiu + - Cply,
obtemos a transformacao linear
fv(u)={(u,v), VuelVl.

173
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Logo,
) = (u,v)

- <ui7 au; +---+ Cnun>
= Ci

= f(ui),izl,...,n.

Portanto, f = f,.
(Unicidade) Sejam v, w € V tais que

(w,v) = (u,w), YueV.

Entao

(u,v—w)=(u,v) —(u,w) =0, YuelV.
Portanto, v — w = 0, isto é, v = w. [ |
Observagoes 6.2 1. O Teorema 6.1 mostra que a funcao T : V — V* definida por
Tv)=/fy, VVveV
é um isomorfismo.

2. Seja W = ker f como no Teorema 6.1. EntaoV =W @ W= e f é completamente
determinado pelos vetores de W+. De fato, seja a funcdo P :V — V definida por

P(W1+W2) = W3, Wi € W e wy € WJ'.
Entdao P ¢ um operador linear tal que Im P = W+ e P? = P. Logo,
fu) = f(P(u) +u—P(u)) = f(P(u)), VueV,

pois u— P(u) € W. Agora, suponhamos que f # 0. Entdo dim W+ = 1. Assim, se

W+ = [w], entdo

Portanto,

Exemplo 6.3 Sejam V = R"™ com o produto interno usual e f € V*. Entao existe um

unico
v=_(c1,...,c,) EV
tal que
fu)=(u,v), VueV,
po1s

(W, vy =x100 + -+ Tpep, YV u=(x1,...,2,) € V.
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Exemplo 6.4 Sejam V =R3 com o produto interno usual, u = (1, 9, 73),
v = (y1,Y2,y3) € V fizados e f € V* definido por

1 Y1 2

fw)=det | 5 yo 2o | =detfu v w ], Vw=_(21,20,23) € V.

T3 Yz <3

Entao existe um dnico u X v € V tal que
fw)=(uxv,w), VwelV.

Exemplo 6.5 Seja V = P, com o produto interno

(f.q) = / Fg(t)ydt, ¥ f.geV.

Set=1€R fixado, Determine g, € V tal que (f, g;) = f(t), para todo f € V.

Solucao. Seja
Gr = ag + a1z + axx® € V.

Entao

1 1
1 = (Lig) =ao+ ja1+ 5az

2 3
. ( > 1 n 1 n 1
— X = —Q, —Q —Qa
» Ot 5 0 3 1 1 2
1 1 1
t2 = <$2,gt> = gao + Zal + gag.

Assim, resolvendo o sistema, obtemos
Qo :3,6L1 =—-24 e a9 = 30.

Portanto,
g = 3 — 24x + 302°.

Teorema 6.6 Sejam V um espaco euclidiano com dimV =n eT : V — V um operador

linear. Entdo existe um tnico operador linear T' : V — V tal que
(T(n),v) = (u,T'(v)), Vu,veV.
Prova. Seja v € V fixado. Entao a funcao f : V — R definida por
fu) =(T(w),v), VueV,

é uma transformacao linear, isto é, f € V*. Assim, pelo Teorema 6.1, existe um um tinico

w € V (dependendo de v) tal que

f(u) =(u,w), YueV.
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Vamos definir 7 : V' — V por T%(v) = w, de modo que
(T(w),v) = (WT'(V), ¥ wveV.

E claro que T* estd bem definido e é dnico. Assim, resta mostrar que 7% é um operador
linear. Dados v,w € V e a € R, obtemos

(u, T"(v+w)) = (T(u),v+w)=(T(u),v)+(T(u),w)
= (u,T"V)) + (u,T"(w)) = (0, T"(v) + T"(w)), Y ueV.

Logo, T"(v +w) = T'(v) + T*(w). De modo anslogo, mostra-se que T*(av) = aT*(v).

Portanto, 7" é um operador linear. [
Teorema 6.7 Sejam V um espaco euclidiano com dimV = n,

B ={uy,...,u,}
uma base ortonormal de V', T : V. — V um operador linear e

A = [ay] = [T15.

FEntao
aij = (T'(u;), w).

Prova. Para cada u € V', obtemos
u=(u,u)u; + -+ (u,u,)u,.
Como T'(u;) €V, j=1,...,n, temos que
T(u;) = (T'(uj),upu; + -+ (T'(w;), w)u,,j=1,...,n.
Por definicao de A, obtemos
ayug + -+ apiu, = T(w;) = (T(wj),unug + - -+ (T'(uwy), up)u,, j=1,....n.

Portanto,
ai; = (T(u;), w;).

pois [ base é uma de V. [ |

Corolario 6.8 Sejam V um espaco euclidiano com dimV =n eT : V — V um operador
linear. Entao [T'| = A', onde A = [T] é a matriz de T em rela¢ido & qualquer base
ortonormal de V. [ |

Sejam V' um espago euclidiano e 7' : V' — V um operador linear. Dizemos que T

possui um operador adjunto sobre V se existir um operador linear 7% : V' — V tal que
(T(w),v) = (u, T'(v)), ¥ u,v e V.

Quando dim V' = n o operador adjunto sempre existe.
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Exemplo 6.9 Sejam V = R2 com o produto interno usual e T : V — V um operador

linear definido por
T(z,y) = (x+2y,y).

Determine o operador adjunto de T

Solucgao. A representacao matricial de 7' em relacao a base ordenada candnica de R? &

1 2
0 1]

w2

¢ a representacao matricial de 7% em relacao & base ordenada canonica de R?. Assim,

[T%x,y)]:[; f”’;]:

T'x,y) = (z,27 +y).

7] =

Logo,

x
2r+y

Portanto,

Teorema 6.10 Sejam V' um espago euclidiano com dimV =mn, S,T :V — V operadores

lineares e a € R. Entao:
1. (TH"=T.
2. (S+T)!=5"+T"e(al) =al".
3. (T'S)t = S'T".
4. Se T ¢é invertivel, entio T" é invertivel e (T*)~! = (T~1)".
Prova. Vamos provar apenas o item (3). Como
(u, (T'S)'(v)) = (TS(u),v) = (S(u), T'(v)) = (u,S'T"(v)), YV u,v €V,
temos, pela unicidade, que (T'S)" = S'T". [

Sejam V um espacgo euclidiano, W um subespago de V e T : V — V um operador

linear. Dizemos que W & um subespago invariante sob T' se T(W) C W, isto é,
T(w)eW, Vwell

Se W & um subespaco invariante sob T', entao 1" induz um operador linear Ty, : W — W
tal que Ty (w) = T(w), para todo w € W. Note que Ty # T, pois W & dominio de Ty

e nao de V.
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Exemplo 6.11 Sejam V um espaco euclidiano e T : V — V um operador linear. Entao
o auto-espaco Vy, para todo autovalor X\ de T, é invariante sob T', pois dado w € V),

obtemos
T(W) =w e V).

Exemplo 6.12 Sejam V' um espaco euclidiano, T : V. — V um operador linear e U :
V' — V operador linear qualquer tal que TU = UT. Entao kerU e ImU sao invariantes

sob T, pois
wekerU = U(T(w))=UT(w)=TU(w))=T(0) =0,
isto é, T(w) € kerU. Sew € ImU, entao existe v eV tal que w = U(v). Logo,
T(w) = T(U(v)) = TU(v) = UT(v) = U(T(v))
isto é, T(w) € ImU.

Teorema 6.13 Sejam V um espago euclidiano comdimV =n eT : V — V um operador

linear. Entao:
1. kerT" = (ImT)* e ImT" = (ker T)*. Logo,
V=ImT'@®kerT e V=InT ®kerT".

Em particular, a equagao T(u) = b tem solugdo se, e somente se, b L v, para todo
v € kerT".

2. Se W é um subespaco invariante sob T, entio W+ é um subespaco invariante sob
Tt

3. Os operadores T e T* tém os mesmos autovalores.

4. Sejam uy e uy autovetores de T e T associados aos autovalores A\ e o, respecti-

vamente, com \; # \y. Entdo u; 1 u,.

5. kerT'T =kerT e ImT'T = ImT".
Prova. Vamos provar apenas os itens (1) e (5). Dado v € V| obtemos
ve (ImT)t < 0= (T(u),v) = (u,Tv)), VuecV.
Logo, T'(v) = 0, isto ¢, v € ker T*. Assim, ker 7" = (ImT')*. Como (T%)! = T temos que
ker T = ker(T")! = (ImT%)*.

Logo,
(ker T)* = (ImTHH)* = Im T*".
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Portanto,
V=kerT® (kerT)l =kerT @ ImT"

V=ImT®(ImT)" =ImT @ ker T".

(5) E claro ker T' C ker T*T. Por outro lado,
u€kerT'T = 0 = (u,0) = (u, T*T(u)) = (T'(u),T(n)) = | T(u)|>.
Assim, T'(u) = 0, isto é, u € ker T'. Finalmente, ¢ claro que ImT*T C Im T*. Como

dimIm7* = dim(ker)" = dimV — dimker T
= dimV —dimker T'T = dim Im T*T

temos que Im 7T = Im T". [

EXERCICIOS

1. Mostre todas as afirmacoes deixadas nesta segao.

2. Sejam R? com o produto interno usual e T' : R® — R? um operador linear definido
por

T(v,y,2) = (v +y+ 2,30 +y+z,2+ 3y + 32).

Mostre que o sistema de equagoes linerares T'(x,y, z) = (3,10,1) ndo tem solugao,
mostrando que (3,10,1) ¢ (ker T%)L.

3. Sejam R? com o produto interno usual e 7' : R? — R? um operador linear tal que

mzlg jj]

Determine os subespagos invariantes sob T’

4. Sejam R? com o produto interno usual e 7' : R3 — R3 um operador linear tal que

[T] =

S =~ =
o ot N
N S W

Verifique se o subespago W = [e;, e5] € invariante sob T'.
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5. Sejam R* com o produto interno usual e 7" : R* — R* um operador linear tal que

21 00
12 00
T); =
15 00 3 4]
00 —4 3

onde 3 = {u;,uy,u3,uy} é uma base qualquer de R*. Verifique se os subespacos

Wi = [uy, us] e Wy = [us, uy] sdo invariantes sob 7.

6. Sejam V' um espaco euclidiano, 7' : V' — V um operador linear e W um subespaco
de V invariante sob 7. Mostre que se u € W for um autovetor de Ty associado ao

autovalor ), entao u também é um autovetor de T associado ao autovalor .

7. Sejam R™ com o produto interno usual e v,w € R". Mostre que 7" : R* — R"
definido por
T(u) = (u,v)w, V ueR"

¢ um operador linear e descreva explicitamente 7.

8. Mostre que para cada transformacao linear 7' : R"*" — R existe um tnico B € R™*"
tal que
T(A)=tr(AB), V A € R™".

6.2 Operadores Ortogonais e Simétricos

Sejam V' um espaco euclidiano e 7' : V' — V um operador linear. Dizemos que T é

ortogonal se
TT' =T'T =1,

isto é, T' & invertivel com T~! = T*.

Teorema 6.14 Sejam V um espaco euclidiano e T :'V — V' um operador linear. Entao

as sequintes condi¢cao sao equivalentes:

1. T é ortogonal.

2. (T(u), T(v)) = (u,v), para todos u,v € V.

3. | T ()| = ||ul|, para todo u € V.

4. T leva toda base ortonormal de V' em alguma base ortonormal de V.
Prova. (1 < 2) Basta observar que

(T(n), T(v)) =, T'T(v)), Vu,veV.
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(2 = 3) Basta notar que
IT(w)* = (T (w), T(w) = (u,u) = |[ul.

(3 = 4) Seja
B ={uy,...,u,}

uma base ortonormal de V. Entao
1
(T(wi), T(w)) = 7 (17 (ws) + T(wy)[* = | T(w;) — T(wy) %)
1
= 2 (I + wy | = [ — wy]?)
= <u¢,uj) = 613

Portanto,
T(ﬁ) = {T(ul)a te ,T(un)}

é uma base ortonormal de V.
(4 = 2) Seja
f={u,...,u,}

uma base ortonormal de V. Entao

T(ﬁ) = {T(ul)a ce ,T(un)}

¢ uma base ortonormal de V. Dados u,v € V', existem tnicos xy,..., 2, Y1, - .

tais que
n n
i=1 i=1

Logo,

(T(), T(v)) = > > @y (T(w),T(u;))

i=1 j=1

= szzyjéz_] = Zinyj<ui,uj> = <u,v>,

i=1 j=1 i=1 j=1

181

s Yn € R

Exemplo 6.15 Seja R? com o produto interno usual. Determine todos os operadores

ortogonais sobre R2.

Solucgao. Seja T : R? — R? um operador ortogonal. Entdo toda base ortonormal de R?

¢ da forma
{T(e1),T(e2)},

onde {e;,e;} é a base canonical de R%. Seja T'(e;) = (a,b). Entao

a? =a* <a’+ bV =|T(e)|’ =1=-1<a<1



182 CAPITULO 6. OPERADORES ESPECIAIS

Como a fungado cos : R — [—1, 1] é sobrejetora temos que existe 6 € R tal que a = cos#.
Logo, b =senf e
T(e;) = (cosf,sen?).

Sendo
[T(e2)]| =1 e (I'(e1),T(e2)) =0,

obtemos
T(ey) = (—sen@,cosf) ou T(ey) = (senf, — cosl).

Portanto, a representacao matricial de T' em relacao a qualquer base ortonormal de R? &

7] = cos —senf ou [T] =

sen 6 cos senfl —cosf

cosf sen 6 ]

isto &, qualquer operador ortogonal sobre R? ¢ uma rotacao sobre a origem ou uma reflexao

em torno de uma reta passando pela origem.

Sejam V' um espaco euclidiano e T : V' — V um operador linear. Dizemos que T' é

auto-adjunto ou simétrico se T' =T.

Teorema 6.16 Sejam V' um espaco euclidiano com dimV =n >0eT :V — V um

operador simétrico. Entao T possui um autovetor nao-nulo.

Prova. Consideremos a fungao (quociente de Raleigh) R : V' — {0} — R definida por

(u, T (u))
(w,u)

R(u) =
Como R é continua e
S={ueV:|u]|=1}

¢ um conjunto compacto (confira Elon Lages Lima, Espagos Métricos, paginas 209 e 215)

temos que existe ug € V com [jug|| =1 tal que
R(ug) < R(v), VveS.

Seja w € V' — {0} um vetor qualquer. Entao

1
—W
lw

R(uo) < R( ) = R(w).

Portanto, ug € V' é um minimo absoluto de R. Agora, fixado v € V e considerando a

1 1
IS
[V [[v]]

<110, T(u())) + 2t<V, T(u0)> + t2<V, T(V)>
1+ 2t(ug, v) + 12 ||VH2

funcao

definida por

g(t) = R(up +tv) =

)
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a qual é bem definida e tem um minimo em ¢ = 0. Logo,
0= ¢'(0) = 2((T"(uo) — (uo, T'(u0)) o), v).
Portanto,
T'(ug) = (uo, T'(1g))uy,
isto é, ug & um autovetor de T associado ao autovalor A\ = (ug, T'(uy)). |
Teorema 6.17 Sejam V um espaco euclidiano com dimV =n > 0eT : V — V um

operador simétrico. Entao V possui uma base ortonormal formada de autovetores de T

Em particular, T é diagonalizdvel e o polindmio caracteristico de T' so tem raizes reais.

Prova. Vamos usar indu¢ao em n. Se n = 1, entao pelo Teorema 6.16 7' possui um

autovetor nao-nulo u. Seja

1
u = —u.
[[all

Entao u; é¢ um autovetor de 7' com ||u; || = 1. Suponhamos que n > 2 e que o resultado seja
vélido para todo espaco euclidiano com dimensio k, 1 < k < n. E claro que W = [uy] &
invariante sob 7. Assim, pelo Teorema 6.13, W+ & invariante sob 7% = T. Como S = Ty«
¢ simétrico e W+ é um espaco euclidiano com dim W+ = n — 1 < n temos, pela hipétese

de inducdo, que W+ possui uma base ortonormal
{ug,...,u,}
de autovetores de S (T prove isto!). J& vimos que V = W & W+. Portanto,
f={u,uy,...,u,}
¢ uma base ortonormal de V' formada de autovetores de T'. ]

Coroldrio 6.18 Seja A € M(n,n) wma matriz simétrica. Entdo existe uma matriz or-
togonal P tal que
P AP

seja uma matriz diagonal. [ |

Exemplo 6.19 Sejam R? com o produto interno usual e T : R? — R? um operador

simétrico. Determine uma base ortonormal de R? formada de autovetores de T.

Solucgao. A representacao matricial 7' com relacdo a qualquer base ortonormal de R? é
a b
b ¢ |

fr =det(zly — A) = 2% — (a + ¢)x + (ac — b*)

A=[T]=

Logo,
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Como
A= (a+c)—4lac—b*) = (a—c)*+4b>>0

temos duas possibilidades:

Se A =0,entaioa =ce b= 0. Logo, T = al e qualquer base ortonormal de R? é
formada de autovetores de T'.

Se A > 0, entao T possui dois autovalores distintos A\; e A\s. Logo, pelo Teorema 6.13,

os autovetores u; e uy associados aos autovalores A\; e Ay sao ortogonais. Portanto,

58— {i i}
]| [Juzl]
¢ uma base ortonormal de R? formada de autovetores de T e
A0
715 = -
0 X
Exemplo 6.20 Sejam R® com o produto interno usual e T : R3 — R3 um operador

sitmétrico tal que

—1 1 2
A=[T]= 1 -1 2
2 2 2
Determine uma matriz ortogonal P tal que
P AP

seja uma matriz diagonal.
Solugao. O polinémio caracteristico de 1" é
fr=2a%—122—16
e A\ = —2 e \y = 4 sao os autovalores de T'. Logo,
Vi =1(=2,0,1), (=1, 1,0)] e V3, = [(1,1,2)].

Assim, pelo processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, obtemos bases ortonormais

—~

{( 1 1 0). ( 1 1 1 )} { 1 1 2 )}
T sy Y\ T oy T T s T S S T T
VBV VB VB VB NV
de V), e V),, respectivamente. Logo,

11 11 1,1 1
B =A(-

\)

N AN VANV VN

¢ uma base ortonormal de R? formada de autovetores de T e
-2 00
P 'AP = 0o -2 0|,
0O 0 4
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onde

1 1 1
V2 VB Ve
P= 4 1 1
V2 VB V6
0 4 2
V3 V6

EXERCICIOS
1. Mostre todas as afirmacgoes deixadas nesta secao.

Sejam R? com o produto interno usual e A € R?*? uma matriz simétrica com

autovalores Ay = 1, Ay =9 e v; = (1, 3) o autovetor de A associado a A;.

(a) Determine o autovetor de A associado a A.
(b) Determine a matriz A.

(c) Determine uma matriz B tal que B? = A.

Sejam V' um espago euclidiano, 7" : V' — V um operador simétrico e u € V um

autovetor de T'. Mostre que o subespago
ut={veV:(v,u)=0}

é invariante sob 7.

Sejam V' um espago euclidiano com dimV =n e u € V, u # 0. Mostre que se
{ug,...,u,}
¢ uma base de [u]*, entao
{u,uy,...,u,}

é uma base de V.

Sejam V um espaco euclidiano com dimV =n > 1, T : V — V um operador
simétrico e u € V' um autovetor de T'. Mostre que se Tj,: ¢ diagonalizdvel, entao

T ¢é diagonalizavel.

Sejam V' um espaco euclidiano com dimV =n e T : V — V um operador linear

invertivel. Mostre que as seguintes condicoes sao equivalentes:

(a) T'= AU, onde U é um operador ortogonal.
(b) T preserva angulo, isto é,

(T(w),T(v))  (u,v) .
T To] ~ Tav » &Y €V 10k
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(c) T preserva ortogonalidade, isto é, se (u,v) = 0, entao (T'(u),T(v)) = 0.
(d) T preserva comprimento, isto &, se |[u|| = ||v||, entao [|T'(u)|| = ||T(v)]|-

7. Sejam R™ com o produto interno usual e A € R"*" Mostre que as colunas de A

sao ortonormais se, e somente se, as linhas de A também o sao.

8. Sejam V um espaco euclidiano com dimV =ne T : V — V um operador linear.

(a) Mostre que se T' é auto-adjunto, entdo det 1" é real.

(b) Mostre que se T' é ortogonal, entdao det T = +1.

6.3 Quadricas

Seja R™ com o produto interno usual. Uma isometria ou um movimento rigido em R"

é uma funcao T : R" — R™ que preserva produto interno, isto é,

(T'(u), T(v)) =(u,v), VuveR"
Exemplo 6.21 Set € R", entao a funcao Ty : R — R"™ definida por
Ti(u) =u+t, VueR"

¢ um movimento rigido, chamado a translacao (a direita) por t. E claro que Ty(0) = t,
de modo que Ty nao é um operador linear se t # 0. Note, também, que todo operador

ortogonal sobre R" é um movimento rigido em R"™.

Lema 6.22 Sejam R™ com o produto interno usual e T' : R" — R" um movimento
rigido. Entao
[T(w) =TW)|| = la=v], ¥V u,veR"

Além disso, se T(0) = 0, entdo T é um operador linear.
Prova. Suponhamos que 7'(0) =0 e
T(ez) = ei,i = ]_,...,TL.

Entao
IT()| = T(u) =T0)]| = [[u—-0[ = [[uf|, V ueR"

Denotando T'(u) por (yi, ..., Yys), obtemos
ity =i+l (6.1)

Por outro lado,
[T'(0) — exf| = [[T(u) = T(er)|| = [lu— e
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Logo,
(i =1+ ys+- -ty =(r1 — 1)+ a3+ + 22 (6.2)

Assim, subtraindo a equagao (6.1) de (6.2) e desenvolvendo, obtemos
2y1—1:2$1—1:>y1:l'1.

De modo andlogo, obtemos y; = z;, para todo ¢ = 2,...,n. Portanto, T'(u)= u, isto &,
T =1 ¢é a aplicagao identidade.

Suponhamos, agora, que T'(e;) = w;, i = 1,...,mn e que S : R" — R" seja um
operador linear tal que

S(el) :117;,7::1,...,71,

onde
{ug,...,u,}

& uma base ortonormal de R”. E claro que S ¢é invertivel e S~ o T & um movimento rigido
em R"”. Como
S1oT(0)=0e S 'oT(e;)=¢e;i=1,...,n

temos que SloT =TeT =25. [

Teorema 6.23 Todo movimento rigido em R™ pode se escrito de modo tinico sob a forma
TolbS,

onde T é uma translagcao em R™ e S é um operador ortogonal em R™.

Prova. Sejam f um movimento rigido em R", t = f(0) e S = f — t. Entao ¢é facil
verificar que S é um movimento rigido em R" e S(0) = 0. Logo, pelo Lema 6.22, S é um

operador linear em R". Portanto,
f=Tos,

onde T'(u) = u + t, para todo u € R". Agora, seja
f=T105

outra decomposicao. Entao
ToS= T1 o Sl-

Logo,

SoS;t = Tlo(ToS)oS,?
= T 'o(Tyo0S;)0S]?
= T_loTl.

Assim, T"'oT1(0) =0 e t; —t =0, isto é, T' = Ty. Portanto, S = 5. [
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Seja V' um espacgo vetorial sobre R com dimV = n. Uma funcao ¢ : V' — R é uma

forma quadrdtica sobre V' se, para qualquer base
B ={u,...,u,}
de V, existir uma matriz A € R™*" tal que
q(v) = X'AX,

onde X = [v]3.

Seja R™ com o produto interno usual. Uma quddrica em R™ é um conjunto da forma
Sn = {(Ilw . 7xn) € R": ZZCLU@@ +Zbkl’k +c = 0} ,
=1 j=1 k=1

onde a;;, b, c € R e pelo menos um a;; # 0. Em particular, Sy é chamada de conica e S3
é chamada de superficie quadrdtica.
Sejam
A =la;] ER™ e b= (by,...,b,) € R" =R>™

Entao
S, = {XER”:XtAX—‘rth—i—C:O}.

Nao ha perda de generalidade em supor que A seja uma matriz simétrica, pois a quadrica

S, permanece inalterada quando substituimos A pela matriz
1 t
que é uma matriz simétrica.

Exemplo 6.24 Seja R? com o produto interno usual. Entdo os conjuntos

By = {(z1,22) € R?*: 427 + 923 — 36 = 0}
Hy, = {(ZL‘l,ZL'Q) ER2 Z$1£E2—1:0}
Py = {(z1,22) €eR* 12} —2p — 1 =0}

sdo quddricas em R2.

Teorema 6.25 Sejam R™ com o produto interno usual e S,, uma quddrica em R™. Entao

existem um vetor ug € R™ e uma base ortonormal

f={u,uy,...,u,}

de R™ tal que

n k n
Sn:{uO—FZZZUZGRnZ)\lZE—F Zdjzj—i—e:()}
1=1 =1

j=k+1
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Prova. Suponhamos que a equagao da quédrica S,, é dada por
SN aymi+ > biag+ e =x'Ax +b'x +c=0. (6.3)
i=1 j=1 k=1

Como A ¢é uma matriz simétrica temos, pelo Coroldrio 6.18, que existe uma matriz or-

togonal P tal que
A - 0
P'AP=D= .o
0 - A\,
¢ uma matriz diagonal. Tomando, y = P~'x e d = P~'b, obtemos

n dy

Yn d,

onde
g ={Pey,...,Pe,}

¢ uma nova base de R”. Entao a equacao (6.3) torna-se

y'Dy +d'y +¢=0,

isto &,

Z)\iyf—I—ZdiymLc: 0.

i=1 i=1
Reenumerando, se necessédrio, podemos supor que \; # 0,7 = 1,... )k, e A\; =0, j =
k+1,...,n. Assim, completanto os quadrados, obtemos

Z d;y; + ¢ — Z(;i\) = 0.

i=1 j=k+1

Agora, aplicando a translagao 7' : R"™ — R" definida por T'(y) = z, onde

di . :
=Y+t —,i=1,...,k, ez =y, =k+1,...,n,
2\

e fazendo

obtemos

Z)\z + Z djzj +e = 0.

Jj=k+1
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Observagao 6.26 Como o operador ortogonal e a translacao sdo movimentos rigidos

temos que a forma geométrica da quddrica nao é alterada.
Exemplo 6.27 Seja R? com o produto interno usual. Classifique a quddrica
Sy = {(%1,3’52) € R? : T1x9 — 1 = 0} .

Solugao. Note que a quédrica na forma matricial é

B @}[0 ][i:]—lzo

O polinémio caracteristico da matriz

N[
O i

1
1
3 0
¢ 1
fa= z? — 1
Logo, \; = —% e\ = % sao os autovalores de A. Sejam
1 1
uy =—(—1,1) e ug =

Ve Noiat

os autovetores (normalizados) associados aos autovalores \; e Ap. Se

(Ih $2) = YUy + Y2Ua,

1
Ty i -1 1 Y1 - T = ?(—% + 12)
T2 \/§ 11 Y2 Ty = ﬁ(?ﬂ + y2)7

a equacao da quddrica torna-se
ol

Y1 Y2 1

0 3

2
BN,
2 2

Assim, a quédrica é uma hipérbole com eixo imagindrio o eixo ;.

isto é,

N =

ou seja,

Exemplo 6.28 Seja R? com o produto interno usual. Classifique a quddrica cuja equagao
é
Gx% + 7x§ + 5x§ —4x129 + 4123 — 1221 + 629 — 1823 — 18 = 0.
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Solucao. Note que a quédrica na forma matricial é

6 —2 2 T T
[mlzm 13} 2 70| | m -%[—42 6 —18] 2 | —18=0.
2 0 5 T3 T3

fa =2® — 1822 + 992 — 162.
Logo, A1 =3, Ay =6 e A3 = 9 sao os autovalores de A. Sejam

1 1 1
u; = 5(2, 17 —2)7112 - 5(17272) € u3 = §<27 _2’ 1>

os autovetores (normalizados) associados aos autovalores A, A2 e A3. Se

(21,2, 23) = Y1y + YoUa + Y3Us,

isto é,
1 21 2w x1 = 521 + 12 + 23)
v | =3 12 =2 |y | e m2= 50+ 20— 2u)
T3 -2 2 1 Y3 T3 = %(—2y1 + 2y + y3)7

300 Y1 i
[ Y1 Y2 Y3 ] 06 0 Yo | +1 6 —12 —18 yo | —18 =0,
009 Y3 Y3

ou seja,
3y? 4 6y3 + 9y3 + 6y, — 12y, — 18ys — 18 = 0.

Agora, completando os quadrados, obtemos
(ys —1)*

(1 +1)7° (o —1)°
—1.
2 T 6 T 32

Finalmente, aplicando a translacao T : R® — R3? definida por T'(y) = z, onde

= +Lzm=y—1ez2=y;—1,

obtemos ) ) )
R N
12 6 2

Assim, a quddrica é um elipséide com semi-eixos 2v/3, V6 e v/2.
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Exemplo 6.29 SejaR® com o produto interno usual. Classifique a quddrica cuja equacdo
é
—.’ﬂ% + XoT3 — X9 + XT3 — 100 = 0.

Solucao. Note que a quédrica na forma matricial é

—1 O O I T
mom s || 00 1| @m0 =1 1] ] a | -100=0
010 T3 T3
O polinémio caracteristico da matriz
-1 0 0
A= 0 01
010

fa=2*+2>—2 -1

Logo, Ay = —1 e Ay = 1 sao os autovalores de A. Sejam

1 1
E(O’_L 1) e ug = E(O,l, 1)

os autovetores (normalizados) associados aos autovalores \; e Ap. Se

u; = (17070)7112 =

(w1, T2, T3) = Y1y + YoUs + Y3us,

isto é,
1 1 0 0 Y1 =1
| =10 -% 7 v | & T2 = J5(—y2 )
L3 0 % % Ys T3 = %(92 +¥3),
a equacao da quddrica torna-se
-1 0 0 Y1 U1
[y1 Y2 y3} 0 -1 0 Y2 +[—% 0 0} ys | — 100 =0,
0 01 Y3 Y3

ou seja,
2
—yf—y%erg—ﬁm— 100 = 0.
Agora, completando os quadrados, obtemos

1 \2
n+35)° @ 4
199 T199 T 199
2 2 2

=1.

Finalmente, aplicando a translacao T : R® — R3 definida por T'(y) = z, onde

1
21=y1+ﬁ,2’2=y2 € Z3 = Vs,
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obtemos ) ) )
A A
199 199 199 — ~
2 2 2

Assim, a quddrica é um hiperboléide de duas folhas.

EXERCICIOS

1. Seja R? com o produto interno usual. Determine todos os movimentos rigidos em
R2

2. Seja R? com o produto interno usual. Classifique as seguintes quadricas:

(a) 1222 + 24zy + 9y* = 5.

(b) 5z? — 8xy + 5y* = 9.

(c) 222 4+ 122y = 1.

(d) 2322 + 2y? — 722y + 30z + 40y = 0.
)

(e) 3z% + 3y? — 2zy + 62 — 2y — 3 = 0.
3. Seja R3 com o produto interno usual. Classifique as seguintes quadricas:

(a) 1222 + 12y + 1222 + 162y + 12y2 = 2.
(b) x? + y* + 422 + 8zy + 2wz + 2yz = 3.
(c
(d

(e

4. Seja R3 com o produto interno usual:

)
)
) y? — 22+ 4y — 62 + 4y + 22+ 8 = 0.
) —x? —y? — 2%+ 2zy + 222 + 2yz = 2.
)

22+ 3y? — 322 + 4oy — 202+ 2y — 4z +2 = 0.

(a) Classifique a quadrica
5% + 6y% + 72 — day + 4yz = 0.
(b) Mostre que
522 4 6y + 722 > 4wy — 4yz, V (z,y,2) € R* —{(0,0,0)}.
5. Sejam R? com o produto interno usual, u,v € R? e a € R com a > 0. Mostre que
{x €R*: [lx —u + [lx — v[| = 2a}

é uma elipse com semi-eixo maior a e semi-eixo menor

1
§\/4a2 TS
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6. Sejam V um espaco vetorial sobre R com dimV = n e ¢ : V — R uma funcao.

Entao as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) ¢ ¢ uma forma quadratica.

(b) Existem uma base
f=Auy,...,u,}

de V' e uma matriz A € R™*" tal que
q(v) = X'AX,

onde X = [v]s.

(c) Existe uma forma bilinear B : V' x V' — R tal que ¢(v) = B(v, v), para todo
vel.

(d) Existe uma forma bilinear simétrica B : V x V — R tal que ¢(v) = B(v,Vv),
para todo v € V.

(e) A funcdo B(v) = q(v + w) — ¢(v) — ¢(w), ¢ uma forma bilinear sobre V e
q(av) = a*q(v), paratodo ve V ea € R.



Capitulo 7
Forma Canonica de Jordan

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre R e 7' : V' — V um operador

«

o em relacao a alguma base ordenada o de V'

linear. J4 vimos que a matriz A = [T
era semelhante a uma matriz diagonal se, e somente se, V' possui uma base formada
de autovetores de T'. Nosso objetivo neste capitulo é o seguinte: se 7" nao pode ser
diagonalizavel, entao determinar uma base de V' em relagao & qual a matriz de 7" tenha

uma forma tao préximo quanto possivel da matriz diagonal.

7.1 Teorema da Decomposicao Primaria

Um polindomio f € Rlz] é chamado redutivel sobre R se existirem g, h € R[z| com
1.<9(g),0(h) < (f)

tais que
f=gh.

Caso contrario, dizemos que ele é irredutivel sobre R.

Sejam fi, ..., fr € R[x]. Dizemos que fi,..., fx sao relativamente primos se o
mdc(fi, ..., fx) =1
ou, equivalentemente, existirem g1, ..., gx € R[z] tais que
afi+-+afe=1 (Identidade de Bezout)
Teorema 7.1 Sejam T : V — V um operador linear e f € R[z| com decomposi¢io
f=p1-pr,

onde 0s p1,...,pr € Rlz] sdo relativamente primos.

1. Os subespagos W; = kerp;(T) de V' sao invariantes sob T e

ker f(T)=W1®--- @ W,

195
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2. A projecio E; associada a decomposi¢iao em (1) é um polinomio em T. Além disso,
se S :V =V éum operador linear tal que T'S = ST, entao E;S = SFE;.

3. Se W C ker f(T') é um subespago invariante sob T', entao

W=WnWwy)e&---a&(WnW).

Prova. (1) Seja

~ f )
fZ:_:Hp]’Z:]'”k
P i
Entao é facil verificar que os ﬁ, cee ﬁ sao relativamente primos e que f divide ﬁfj se

© # j. Vamos provar primeiro que a soma é direta. Suponhamos que
111+112+"'+11k:0,

onde u; € W,;. Entao
fi(T)(u;) =0
se i # j, pois E(T) contém o fator p,;(7"). Como ﬁ e p; sao relativamente primos temos

que existem g;, h; € R[z] tais que

giJ?i + hip; = 1.

Logo,
w o= I(w) = (¢(1)FT) + b(T)p(T)) (w) = gD FT)(w)
= G(T)](T) (— Zuj) = =3 (6(MFDW)) =0
J#i J#
Finalmente, como ﬁ, e ﬁ; sao relativamente primos temos que existem gy, . . ., gr € R[z]
tais que

91]?1+"'+9kﬁ::1‘
Assim, se u € ker f(T), entdo u; = g;(T) f:(T)(u) € W;, pois

~

pi(T)(w;) = pi(T)g:(T) fi(T) () = g:(T) f(T)(u) = 0.

Logo,

isto é,
ker f(T)CW1&--- & W,

Como a outra inclusao é trivial temos que

ker f(T) = W1 @ & W
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(2) A prova de (1) mostra que F; = gi(T)ﬁ(T) eW,=ImE;,i=1,... k.
(3) Seja u € W. Entao, por (1), temos que
u:u1+u2+'~+uk,

onde u; € W;. Logo,
w; = Ej(u) = gi(T) f(T)(u) € W,

pois W sendo invariante sob T, W é invariante sob o polinomio g;(T")f;(T). Portanto,
W=Wnwy)@&---&(WnWw).

Teorema 7.2 (Teorema da Decomposigao Primaria) Sejam T : V — V' um oper-
ador linear com dimV =n e
my = pi' P

o polinémio minimal de T', onde 0s p1, .. .,pr € Rlx] sdo distintos, irredutiveis e monicos.
1. Os subespagos W; = kerp;'(T) de V' sdo invariantes sob T e

V=W&- - oW

2. SeT; =Tlw, : W; — W; é a restri¢gio de T' a W, entdo o polinémio minimal de T;
é igual a p;'. Além disso,
T=T\® - DT}

3. Se A, é representacao matricial de T; em relacao a alguma base de W, entdao T é

representado pela matriz diagonal em bloco

A, 0 - 0
0 Ay, --- 0
0 0 --- A,

Prova. (1) Como my(T) = 0 temos que kermyp(T) = V. Assim, pelo item (1) do

Teorema 7.1, temos que W; é invariante sob 7' e
V=W & - oW,

(2) Seja m; o polindmio minimal de 7;. Entao m; divide p}’, pois p;*(7")(u) = 0, para
todo u € W;. Por outro lado, como m;(7T;) = 0 temos que

~

(m:f:) (1) = mi(T) (1) = 0.

Assim, m divide m; f;, isto é, p.* f; divide m; f;. Logo, p;" divide m;. Portanto, m; = p;’,

pois ambos sao monicos. [ |
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Lema 7.3 Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita e S, T : V — V operadores
lineares diagonalizdaveis tais que ST = T'S. Entao S el' sao simultaneamente diagona-

lizdveis, ou seja, existe uma base 5 de V' tal que [S]g e [T ]g sao diagonais.
Prova. Como S e T' sao diagonalizaveis temos, pelo Teorema 4.15, que

V=V,& --aV, eV:VMEB-HEBV

m’

Fixando p; € R, escolhendo u € V,,, C V' e fazendo

k
u = E Vi,
i=1

onde v; € V)., i =1,...,k, obtemos

k k

S 5(vi) = S(u) = pu =3 (n;v2)

=1 i=1

Como V), é invariante sob S e a soma ¢ direta temos que

S(VZ) :iji, 1= 1,...,]€.

Logo,
Vi, = (Vi, nA) @@ (Vi, N VA,
Portanto,
m k
r=Y"%" <Vuj OVM> :
j=1 i=1

isto ¢, escolhendo uma base para cada V), N V), obtemos uma base de V' formada de

autovetores de ambos S e T'. [ |

Exemplo 7.4 Sejam S, T : R? — R? operadores lineares cujas representagoes matriciais

3 -8
0 —1 |’

repectivamente. Determine uma matriz invertivel P tal que P~1AP e P7'BP sejam

em relacdo & base canonica de R? sdo

A:[S]:ll | eB=[T]=

0 2

ambas diagonalizdveis.
Solucao. E facil verificar que S e T séo diagonalizaveis e ST = T'S, onde

Portanto,
R? = (VinW) @ (VanVoy) =[(1,0)] @ [(2,1)].
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Assim, fazendo

obtemos

Seja T' : V. — V um operador linear. Dizemos que 7' é um operador nilpotente se
existir 7 € N tal que
" = 0.

O menor k € N tal que T = 0 é chamado de indice de nilpoténcia de T.

Lema 7.5 Sejam V um espago vetorial de dimensao finita e S, T : V — V operadores

lineares tais que ST =T'S.

1. Se S e T sao diagonalizdveis, entao S + T também o é.

2. Se S eT sdo nilpotentes, entao S + T também o é.

Prova. (1) Segue do Lema 7.3. Para provar (2), suponhamos que S™ = 0 e 7" = 0.
Entao, escolhendo &k = m + n — 1, obtemos pelo binémio de Newton

k
k o
S+T) = (,)sk—m
(S+1) Z; ;
]_
"L [k "
- ( ,)SHTJ + Y ( ,)Sk‘jTj
j=0 J j=n+1 J
= 0+0=0,
pois k —j =m+ (n — 1 —j) > m. Portanto, S + T é nilpotente. [

Teorema 7.6 Sejam T :'V — V um operador linear com dimV =n e
mr = (&= M) (= M)
o polinémio minimal de T, onde 0s A1, ..., N\, € R sao distintos aos pares. Entao:
1. Existe um operador diagonalizdvel D e um operador nilpotente N tais que

a. T'=D + N.
b. DN = ND.

Além disso, os operadores D e N sdo determinados de modo unico por (a) e (b) e sdo

polinémios em T.
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2. Para cadai=1,... k, VY =ker(T — \;I)".
Prova. (1) Pelo item (2) do Teorema 7.1, temos que
ImE; =ker(T— NI)", i=1,... k.
Fazendo

D=MNE+- -+ NE}

temos, pelo Teorema 4.29, que D é um operador diagonalizdvel. Seja N =T — D. Entao

N é um operador nilpotente, pois

k
N=T-D=) (T-X\E

=1

implica que
k

N = (T =X\I)E;, ¥V r €N,
i=1
Logo, tomando

r > max{ry,...,r},
temos que N" = 0. Portanto, "= D + N e DN = ND. Finalmente, suponhamos que
T =D+ N, com D' diagonalizdvel, N’ nilpotente e D'N’ = N'D’. Entao
TD' =D'T e TN'=N'T.
Assim,
f(M)D"=D'f(T) e f(T)N'=N'f(T) V f €Rla].
Em particular,

DD'=D'D, ND'=D'N, DN'=N'D e NN'= N'N.

Pelo Lema 7.5, temos que D — D’ é diagonalizdvel e N’ — N e é nilpotente. Como
D —D" = N'"— N temos que D — D’ & nilpotente. Logo, o polindbmio minimal de D — D’ é
da forma m = z*, onde k < dim V, mas sendo D — D’ diagonalizével devemos ter k = 1,
isto é, m = x. Portanto, D — D' =0, ouseja, D =D"e N = N'.
(2) E claro que ker(T — M\,I)" C V*. Suponhamos, por absurdo, que existe u € V>
tal que
v=(T-=XNI)"(u)#0.

Entao existe s € N com s > r; tal que
(T — \I)*(u) = 0.
Escrevendo m = q(x — \;)™, temos que

mdc(q, (z — X)) = 1.
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Assim, existem g, h € R|x] tais que

99+ h(x = X)"" =1,

Logo,
v = I(v)=[g(T)q(T) + W(T)T = XI)* "](v)
= 9(M)q(T)(v) + M) T = Al)* " (v)
= 9(M)m(T)(u) + A(T)(T = Nl)*(u)
= 0+0=0,
o que ¢ uma contradigao. Portanto, VA = ker(T — \;[)™, i = 1,..., k. |

Exemplo 7.7 Seja T : R* — R® um operador linear cuja representacio matricial em

relacdo a base canonica de R? é

Mostre que existe um operador diagonalizdvel D sobre R3 e um operador nilpotente N
sobre R? tais que T = D+ N e DN = ND. Determine as matrizes de D e N em relagdo
a base canonica de R3.

Solucdo. E ficil verificar que o polindémio caracteristico e minimal de T é
fr=mr=2"—-52>+8r —4=(z—1)(z —2)%

Sejam p; = x — 1,ps = v — 2 € R[z] e Wy = kerpy(T), Wa = ker po(T)?. Entao é fécil
verificar que p; e py sao distintos, irredutiveis e monicos. Sejam

~ m
h=—F=s>—dz+4e¢ fg——zT:ZL’—]_
D1 2
Entao ﬁ e ]/”\2 sao relativamente primos. Assim, existem g; = 1,9, = —z + 3 € R[z] tais
que
gfi+g2f2=1
Sejam

~

Ei=aMAT)=T>—AT +41 e B, = g2(T)f2(T) = —T2% 447 — 3].
Entao W) = Im E; e Wy = Im F,. Portanto, existem

D=FE,+2E,=—-T?>+4T -2l e N=T—-D=T?—-3T+2I
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taisque T'=D + N e DN = ND. Finalmente,

110 2 0 —1
D= 020 e¢e[NJ=|2 0 -1
—2 2 2 40 —2

Note que
= {(17072)} € Qg = {(17 170)7 (0707 1)}

sao bases de W, e W5, respectivamente. Logo,

gy 0

al

V=W eWye A=1[T]= [Tl]gi @ [TZ]gg = 0 [Ty)22
2

onde

4 -1
T = T|W1; Ty = T|W27 [Tl]gi - [1] ¢ [TQ]gi N [ 4 0 ] |

EXERCICIOS

1. Sejam S, T : R? — R? operadores lineares cujas representacoes matriciais em relagao

1 «a
a 1|’

repectivamente. Determine uma matriz invertivel P tal que P~1AP e P7!BP sejam

a base canodnica de R? sao

A:[S]:ll YoeBom=

11

ambas diagonalizdveis.

2. Seja T : R?> — R?® um operador linear cuja representacio matricial em relacdo a
base canonica de R3 é

6 —3 —2
A=[T]=| 4 -1 -2
10 -5 -3

Escreva o polindbmio minimal de T sob a forma my = p1ps, onde p; e ps sao distintos,
irredutiveis e monicos sobre R. Sejam Wi = ker p;(T') e Wy = ker po(T'). Determine
bases vy e ay para Wy e Ws, respectivamente. Se T; = T'|w,, determine a matriz de

T; em relacao a base «;.

3. Sejam T : V — V um operador linear, onde V' é um espaco vetorial de dimensao
finita sobre C e D a parte diagonal de 7. Mostre que a parte diagonal de g(T") é
D(T), para todo g € Clx].
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4. Seja T : V — V um operador linear com dim V' = n tal que posto(T) = 1. Mostre

que T é diagonalizavel ou nilpotente, nao ambos.

5. Seja T': V' — V um operador linear com dim V' = n. Mostre que se 1" comuta com

todo operador linear diagonalizével sobre V', entao T' = al, para algum a € R.

6. Seja T : R™™ — R™™ um operador linear definido por T(A) = BA — AB, onde
B € R"*" ¢ fixada. Mostre que se B ¢é nilpotente, entao T ¢ um operador nilpotente.

(Sugestao: Use o binonio de Newton.)

7. Seja T : V — V um operador linear com dim V' = n. Mostre que 7' é diagonalizével

se, e somente se, o polindmio minimal de 7" é um produto de fatores lineares distintos.

8. Seja A € R com A # I e A® = 1. Determine se a matriz A é ou nao diagona-

lizgvel.

7.2 Operadores Nilpotentes

Nesta secao faremos um estudo mais detalhado de operadores nilpotentes.

Lema 7.8 Sejam T : V — V um operador linear com dimV =n eu € V tal que
TF(u) =0 e T" *(u) #0.
1. O conjunto o = {u, T(u),..., T" 1 (u)} é LI.
2. W = |a] é invariante sob T
3. T =Ty é nilpotente de indice k.

4. Se ordenarmos a poru; = TF"1(u), ug = T 2(u),...,u,_, = T(u) eu;, = u, entio
B =A{uy,...,u;} é uma base de W com T(u;) =0, T(w;) =w;_1, i =1,...,k, e

0
1 0

TG =1 :
0 0 1
(000 0

é uma matriz, onde os elementos da superdiagonal sao todos iguais a 1 e o restante

ZETroSs.

Prova. Vamos provar apenas o item (1). E facil verificar, indutivamente, que

T"™(u) =0, V meN.
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Suponhamos que
cu+cT(a) + -+ T H(u) = 0. (7.1)

Assim, aplicando T*~! & equacao vetorial (7.1), obtemos
aT"1(u) = 0.
Logo, ¢; = 0, pois T%1 (u) # 0. Aplicando T"7? & equacdo vetorial (7.1), obtemos
T (u) = 0.
Logo, ¢y = 0, pois T%1 (u) # 0. Continuando deste modo, obtemos
co=c=---=¢,=0.
Portanto, v é L1I. [ |
Lema 7.9 Sejam T : V — V um operador linear e W; = ker T" com i € Z... Entdo:
1. Wi € Wit
2. T (Wiy1) CW,.

3. Se oy = {ul, e ,uk}, A1 = {ai,vl, ce 7Vl} € Oy = {ai+1,W1, e 7Wm} sao bases

ordenadas de W;, W; 1 e W;.o respectivamente, entao o conjunto
a={a; T(wi),...,T(Wn)} € Wi
¢ LI.

Prova. Vamos provar apenas o item (3). Suponhamos, por absurdo, que « seja LD.

Entao existem escalares ay,...,a,b1,...,b, € R, nao todos nulos, tais que

auy + -+ apug + blT(Wl) + -+ me(Wm> =0.

Logo,
biT(wi)+ -+ b, T (W) = —(aqus + - - + apug) € W,
isto &,
T (01T (w1) + - + by, T(Wy)) = 0.
Assim,
T (biwy + -+ + by wy,) = 0,
ou seja,
biwy + -+ bWy, € Wigg.
Como «; 1 gera W, temos que existem ¢y, ..., ¢, dy,. .., d, € R tais que

ciug + -+ oy + dyve + o+ dvp + (b)) w4 -+ (=)W, = 0,

o que é uma contradicao, pois o, € LI. [ |
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Lema 7.10 Sejam T : V. — V um operador linear com dimV = n e TF¥ = 0 mas
Tk=1 £ 0. Entao T admite uma representacdo matricial em bloco J cujos elementos

diagonais tém a forma

Além disso:

1. Existe pelo menos um bloco N de ordem k e todos os outros sao de ordem menor

do que ou igual k.
2. O numero de blocos N de cada ordem possivel é determinado de modo tnico por T'.

3. O nimero total de blocos N de todas as ordens é igual a nul(T) = dimker 7.

Prova. Sejam W; = kerT" e n;, = dimW;, i = 1,...,k. Entdo V. = W), W, C V e
Ng_1 < N = N, pois
TF=0e TF 1 £0.

Assim, pelo item (1) do Lema 7.9, temos que
{0} =Wo W, C--- CWiy CW,=V.
Logo, por inducao, podemos obter uma base

a={u,...,u,}

para V' tal que
a; ={uy,...,u,,}
seja uma base para W;, i =1,... k.
Vamos escolher agora uma nova base de V' em relagao a qual T" tenha a forma desejada.

Fazendo
Viigk) = Uny_4i € Vig—1) =1 (Var), = 1,...,np —np_1,

temos, pelo item (3) do Lema 7.9, que

/81 = {u17 <oy Uny o) V(l,k}—l)? s 7V(nk—nk,1,k—1)}
é LI em Wj_1. Assim, estendendo f3,, se necessdrio, a uma base de Wj_; acrescentando
elementos

Ving—np_14k—1) J = 1,00 20,1 — Ny — ng_2.
Agora, fazendo

Vig—2) = T(Vig-1)), i =1,...,np_1 — ng_a,
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temos, pelo item (3) do Lema 7.9, que

52 = {u17 sy Upy g, V(l,k‘—?)) s 7V(nk_1—nk_2,k—2)}

é LI em W)_1, que pode ser estendendido a uma base de W),_, acrescentando elementos

V(ng_1—ng_o+jk—1)> j = 17 SR 2Np_g — Ng—1 — Ng—3.

Proceguindo assim, obtemos uma nova base de V' (confira Tabela 7.1)

AT EA

ik \T!i?..k!l pab (n - n_.k)
Vik Vakn °°° (n-n k1) *°°

—p ss e —p

Vi

[
[3*]

(g - mg.p.2

— T —p ses —p = —p -

—_— e, — e e e —p

-

Vi Van ey

el

(n, -

-

Figura 7.1: Base desejada para V.

Note que a ultima linha da Tabela 7.1 forma a base de Wi, as duas tltimas linhas da

Tabela 7.1 formam a base de W5 e, assim por diante. Pela construcao, temos que

Viij-1) se j>1,
T(vay) = { 0( Y % i1 (7.2)

Assim, pelo item (4) do Lema 7.8, T' terd a forma desejada se os v(; ;) sao ordenados de
maneira lexicogréfica (confira Tabela 7.1).

Finalmente, pela equacao (7.2), obtemos
T™ (Vi) = Vij-m), ¥ m com 1 <m < j.
Além disso, (1) haverd exatamente
nE — Ng—1 elementos diagonais de ordem &

Ng—1 — Nk—2 — (Mg — Ng—1) = 2ng_1 — N — N2 elementos diagonais de ordem k — 1

2n9 — N3 — Ny elementos diagonais de ordem 2

2ny — Ny elementos diagonais de ordem 1.
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(2) Como os nimeros ny, . .., n; sao determinados de modo tinico por T temos que o

nimero de elementos diagonais de cada ordem ¢é determinado de modo tinico por 7'
(3) Como

ny = (ng — ng—1) + (2ng_1 — g — ng—2) + -+ + (2ne — n3 — ny) + (2n1 — ng)
temos que o nimero total de blocos diagonais ¢ igual a
ny =dimW; = dimker T
[

Teorema 7.11 Seja T : V — V um operador linear com dimV = n. Entdo as sequintes

condi¢oes sao equivalentes:

1. T ¢ nilpotente;

2. Fxiste uma base de V' em relacao a qual T admite uma representacao matricial em

blocos J cujos elementos diagonais tém a forma

[0 1 0 --- 0]

1 0

N=1: ;
0 0 1

|0 0 -+ 0

3. Existe uma base de V' em relacao a qual T' é representado por uma matriz triangular

superior com zeros na diagonal,
4. T" = 0.

Prova. A implicacao (1. = 2.) segue do Lema 7.10. Agora é fécil verificar as implicagoes
(2.=3.=4.=1.). [ |

Exemplo 7.12 Seja T : R* — R* um operador linear cuja representacio matricial em

relacdo a base canonica de R* é

110 1
0000
A=[Tl= 110 1
110 1

Verifigue se T € nilpotente. Caso afirmativo:

1. Determine a matriz nilpotente J em forma canénica que seja semelhante a A.
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2. Determine uma base 3 de R* tal que P"'AP = J, onde P ¢é a matriz cujas colunas
sao os vetores de [3, isto é, P é a matriz de mudanca de base da base [ para base

canonica de R*.

Solucao. (1) E facil verificar que A2 = 0. Logo, T ¢é nilpotente de indice 2.
(a) Como o indice de nilpoténcia de T' é igual a 2 temos que J contém pelo menos um
bloco de ordem 2 e todos os outros de ordem menor do que ou igual 2.

(b) Como o posto(7') =1 temos que
ny=dimW; =4—-1=3,

isto é, o nimero total de blocos diagonais de J é igual a 3.

(¢) Como k =2, n; =3 e ny =4 temos que
ng—ni=1¢e 2n, —ny = 2,

isto ¢, J tem um bloco diagonal de ordem 2 e dois de ordem 1. Portanto,

o O O O
o O O =
o O O O
o O O O

(2) Pela forma de J basta escolher uy, uy, usz, uy € R?* tais que
T(llg) =up € T(ul) = O, 1= 1,3,4.

Como
Im7T = [(1,0,1,1)] e u; € Im T

temos que u; = (1,0,1,1). Desde que 7? = 0 temos que u; € W; = kerT. Assim,

podemos escolher uy como qualquer solugao da equacao vetorial
T(ug) = U,

isto ¢, se uy = (7,9, 2,t) € R?, entdo escolher uma solugao do sistema de equagoes lineares

—r+yt+t=1
—r+y+t=1,
—r+y+t=1

digamos uy = (0,1,0,0). Finalmente, estendendo u; para uma base de W, escolhendo
uz = (0,0,1,0) e ug = (1,1,0,0). Portanto, se

1001 000 1
1 1 -1 1 1
p_ |10 e Pl = X ,
1010 001 —1
1000 100 —1

entao
P 'AP =1J.
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EXERCICIOS
1. Seja T : R®* — R?® um operador linear cuja representacio matricial em relacio a
base candnica de R3 &
0 21
A=[T]=10 0 3
000
Determine a matriz nilpotente J em forma candnica que seja semelhante a A. Além
disso, determine uma matriz P tal que P~1AP = J.
2. Seja T : R* — R* um operador linear cuja representacio matricial em relacdo a

base candnica de R* é

00 -1 1
00 10
A=I=100 00
00 00

Determine a matriz nilpotente J em forma canoénica que seja semelhante a A. Além

disso, determine uma matriz P tal que P~!AP = J.

. Seja T : R — R5 um operador linear cuja representacao matricial em relacio a

base candnica de R* é

A=1[T|=

o O O O
o O O O

0
1
1
0

o O O =
—_ O =

000O0O

Determine a matriz nilpotente J em forma canénica que seja semelhante a A. Além

disso, determine uma matriz P tal que P~1AP = J.

. Seja

o o O O
o o O =
o O = O
S = O O

(a) Mostre que AN = NA se, somente se, A é da forma
d

O O O
o O 2 o
S 2 o0

c
b
a
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(b) Mostre que se b # 0, entao dim V), = 1, para todo autovalor A de A.
(¢) Mostre que se b =0 e ¢ # 0, entao dim V), = 2, para todo autovalor A de A.

(d) Mostre que se b =c =0 e d # 0, entdo dim V), = 3, para todo autovalor A de
A.

(e) Generalize para qualquer matriz quadrada N.

Seja T : V — V um operador linear tal que 7% = 0 mas T%! £ 0. Mostre que todo

operador linear semelhante a T' é nilpotente de indice k.

Seja T : V — V um operador linear com dimV' = n tal que 7% = 0 mas 7%~ # 0.
Mostre que
ImT** CkerT, i=1,....k—1.

Seja T': V — V um operador linear com dimV = n tal que 7% = 0 mas T%~! # 0.

Mostre que T+ I é invertivel.

Seja T : V' — V um operador linear, onde V' é um espago vetorial de dimensao finita
sobre C. Mostre que T' é nilpotente se, e somente se, todos os autovalores de T' sao
nulos. Mostre, com um exemplo, que uma das implicagoes da afirmacao ¢é falsa se

V' é um espaco vetorial de dimensao infinita sobre R.

7.3 Forma Canonica de Jordan

Nesta se¢ao provaremos que todo operador linear 7' : V' — V com dim V' = n pode ser

decomposto como soma de um operador diagonalizdvel com um operador nilpotente.

Lema 7.13 Sejam T : V — V' um operador linear com dimV = n,

fr=(@=XA)" - (z=X)%" emp=(x—X)"(x— \)™,

0s polindémios caracteristico e minimal de T, onde 0s Ai,...,\, € R (C) sdo distintos

aos pares e 1 < r; < d;. Entao T admite uma representacao matricial em bloco J cujos

elementos diagonais tém a forma

Ao 100 0
0 N 1 0
Jy=1 1+ .o
0O 0 0 -+ 1
L0 0 0 -+ N |
Além disso, para cada \;, 1 =1,...,k, os blocos J;j tém as sequintes propriedades:

1. Existe pelo menos um bloco J;; de ordem r; e todos os outros sao de ordem menor

do que ou igual r;.
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2. A soma dos blocos J;; é igual a d; = m,(N;).
3. O nimero dos blocos J;; € igual a mq(\;).

4. O mimero dos blocos J;; de cada ordem possivel é determinado de modo inico por
T.

Prova. Como o polinémio minimal de 7" tem a forma
mr = (x —X)™" - (x — )",

onde os \;, © = 1,...,k, sao distintos, temos pelo Teorema da Decomposicao Priméria
que
Tr=NTo - &T,eV=W& - &W,

onde W; = ker(T' — \I)", i =1,...,k. Sendo m; = (z — \;)", i =1,...,k, o polinomio
minimal de 7T} temos que
(T, — N =0,i=1,...,k.

Fazendo N; = T; — \;I, temos que
T,=XNI+N; e N =0, i=1,...k,

isto é, T; é a soma de um operador diagonalizdvel \;I e de um operador nilpotente N; de
indice r;. Assim, pelo Lema 7.10, podemos escolher uma base para W, em relacao a qual
N; esteja na forma canodnica. Nesta base, T; = \;I + N; é representado por uma matriz

diagonal de bloco J; cujos elementos diagonais sao as matrizes J;;. Portanto,
J e J]. @ e @ ']k

estd na forma canodnica e é a representacao matricial 7.

Além disso, (1) Como N;* =0, =1,...,k, temos que existe, pelo menos, um J;; de
ordem r; e todos os outros de ordem menor ou igual r;.

(2) Como T e J possuem o mesmo polindmio caracteristico fr temos que a soma das
ordens dos J;; é igual a d; = mg(\;).

(3) Como N; = T; — \;I e a multiplicidade geométrica de \; é igual a dimensao do
ker(T; — N\, I)™, que é a nulidade de N;, temos que o nimero dos J;; é igual a m,(\;).

(4) Segue do item (2). do Lema 7.10. [

A matriz J é chamada de forma canénica de Jordan de T. Um bloco diagonal J;
¢ chamado um bloco elementar de Jordan associado ao autovalor \;. Note que se V ¢é
um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo dos nimeros complexos C (sobre
um corpo algebricamente fechado), entao todo operador linear 7' : V' — V' admite uma

representacao matricial na forma candnica de Jordan.

Teorema 7.14 Seja T : V — V um operador linear com dimV = n. Entao as sequintes
condicoes sao equivalentes:
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. O polinémio caracteristico de T fatora-se na forma

fr=(z = )" (@ = M)™;

FExiste uma base de V- em relacao a qual T admite uma representagcao matricial na

forma canonica de Jordan,

T ¢ triangularizdvel, isto €, existe uma base de V' em relacao a qual T é representado

por uma matriz triangular superior da forma

)\1 S
[T] = ;
0 An
FEzistem subespacos Wy, W1, ..., W} de V invariantes sob T tais que

{0} =WocWiC---CWpy CWp=V;

O corpo R (C) contém n autovalores de T' (contando as multiplicidades);

V=V"a. . aV*

Prova. A implicacao (1. = 2.) segue do Lema 7.13. Agora é fécil verificar as implicagoes
(2. = 3. = 4. = 5. = 6 = 1.). Assim, resta provar que (1. = 6.). Pelo item (2) do

Teorema 7.6, temos que

V=ker(T—M)" @ Sker(T — \)* =V @@V,

Exemplo 7.15 Seja T : R* — R* um operador linear cuja representacdo matricial em

relacao a base canonica de R* é

0101
0100
A==1 _ 11,
110 2

Determine a forma canonica de Jordan de T

Solugao. 1.° Passo. Determinar o polindémio caracteristico de 7"

fr =det(zly — A) = (z — 1)*.
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2.2 Passo. Determinar o polindmio minimal de 7"
my = (v — 1)
3.2 Passo. Pelo Teorema da Decomposicao Primadria, temos que
T=T eV =ker(T—1I)>

Finalmente, fazendo

1101
N_A_1_| 0000
~110 1
1101

temos que N? = 0 e pelo Exemplo 7.12
M=P 'NP=P'A-I)P=P'AP -1,
isto &,

0
J=P'AP=1+M= (1J
0

_ o O O

1
1
0
0

o O O

Exemplo 7.16 Seja T : R®* — R3® um operador linear cuja representacio matricial em
relacdo a base canonica de R? é

A=[T]=|10 -3

Determine a forma canénica Jordan de T

Solugao. Note que o polindémio caracteristico de 1" é

xr 0 —1
fr = det(zl3—A)=det | -1 = 3
0 -1 =—-3
0 0 23-322+3zx-1
= det| -1 0 x? — 3z +3
0 -1 r—3
= 2° -3 +3r—1= (v — 1)

Assim, se A é um autovalor de T', entao, pelo Teorema 4.2, o posto(T — AI) < 2. Por outro
lado, as operagoes de linhas acima mostra que posto(T'—AI) > 2. Logo, posto(T—\I) = 2.
Portanto,

dim V) = dimker(T'— X)) =3—-2=1
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e a forma canodnica de Jordan de T é

J =

o O =
O = =
— = O

Este procedimento se aplica a qualquer matriz companheira.

Exemplo 7.17 Seja T : V — V um operador linear com polinémio caracteristico
fr=(x—3)*x—1)*(x+5).

Determine as possiveis formas candnicas de Jordan de T e a dimV'.

Solucdo. E claro, da definicdo de fr, que dimV = 6 e que os candidatos a polinomio

minimal de T sdo:

my = (z—3)(z—1)(x+5)
mr = (v —3)*x—1)(z+5)
mr = (v —3)(z—1)>*x+5)
mr = (vr—3)(xz—1)>3x+5)
mr = (x—3)*x—1)*x+5)
mr = [fr

Portanto, as possiveis formas canénicas de Jordan de T sao:

(3 00000] [310000] [30000 0]
030000 030000 030000
001000 001000 001100
000100| |0OO0OO0O1O0O0| |0O0O0DT100
0000T10 000010 000010
(0000O05] [0000O05] |0O0O0O0O?5,
300000] [310000] [31000°0
030000 030000 030000
001100 001100 001100
0o0o0110| |loo010O0| 000110
000010 000010 000010
 0000O05] [0000O05] |0O0O0O0O?5,

Exemplo 7.18 (Teorema de Cayley-Hamilton) Seja A uma matriz n x n. Mostre

que se
fa= (o= )" (o = M)

¢ o polinémio caracteristico de A, entio fa(A) = 0.
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Solugao. Seja J a forma candnica de Jordan de A. Entao

fA(J) - Jl o 'Jm

onde J, =J — NI, =1,...,n. Como a n-ésima linha de J,, ¢ uma linha de zeros temos
que: as duas tltimas linhas de J,,_1J,, sao de zeros, as trés iltimas linhas de J,,_oJ,,_1J,

sao de zeros, e assim por diante. Portanto,
fa(J)=0.

Como fa(A) e fa(J) sao semelhantes temos que
fa(A) =0.

Exemplo 7.19 Sejam M, N € R3*3 nilpotentes. Mostre que M e N sdo semelhantes se,

e somente se, M e N tem o mesmo polinémio minimal.

Solugao. Sejam f, g e m, n os polindmios caracteristicos e minimais de M e N, respec-
tivamente. Entao

m=mne f=g.

Como m e f tém as mesma raizes temos que a forma canonica de Jordan de M (N) ¢é

uma das matrizes:

000 010 010
000, [OO0O0] e 001
00O 000 0 0O

Portanto, em qualquer caso, M e N sao semelhantes.

EXERCICIOS

1. Seja T' : R?¥ — R3 um operador linear cuja representaciao matricial em relaciao a

base canonica de R3 ¢
2 1
0 3
00
Determine a forma canoénica de Jordan de

2. Determine se as matrizes

A 1 4
-1 -3

sao ou nao semelhantes, onde a € R.
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10.

CAPITULO 7. FORMA CANONICA DE JORDAN

. Seja A € R>*® com polindmio caracterfstico e minimal

f=@—=2Pa+7)?em=(r—2)>*x+7),
respectivamente. Determine a forma canonica de Jordan de A.
Seja T': V — V um operador linear com polinomio caracteristico
fr=(z+2)4z—1)%
Determine as possiveis formas canonicas de Jordan de T' e a dim V.

Seja T : V' — V um operador linear com dim V' = n. Mostre que se Ay, ..., A\, sdo
os autovalores de T', entao
detT = A1 --- A\

. Seja T : V — V um operador linear com dim V' = n. Mostre que T é nao-singular

se, e somente se, todos os seus autovalores sao nao-nulos.

Sejam A, B € R™*"™, Mostre que se A e B tém o mesmo polindémio caracteristico
f=(z=M)"- (2= M),

o mesmo polinémio minimal e d; < 3,7 =1,...,k, entao A e B sao semelhantes.

Seja T : V — V um operador linear com dimV = n. Mostre que se tr(7T%) = 0,
i=1,...,n, entdo T é nilpotente. (Sugestao: Seja fr o polinomio caracteristico de
T. Entao tr(fr(T)) = b,n, onde b, é o termo constante de fr. Como fr(T) =0
temos que b, = 0. Logo, 0 é um autovetor de T'. Agora, elimine o bloco elementar

de Jordan associado a 0 e use indugdo no restante.)

Sejam Aq, ..., \, € R. Mostre que se
Nod o+ Xo=0, i=1,...,n,
entao \; = 0,1=1,...,n.
Sejam 7" : V' — V um operador linear com dimV =n e
fr=a"+bz" '+ -+ b1+,

o polinémio caracteristico de 1. Mostre que

1 1 (<
bl = —tI'<A),b2 = —5 (bl tI'(A) + tI‘(A2)) g ,bn = —E (; bnfk tI‘(Ak)) ,bo =1.
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