ESPACOS VETORIAIS

1.1 - Espacos Vetoriais

Estudaremos o conceito de espaco vetorial, que € um conjunto munido de certas operagdes,
gozam de propriedades ligadas a varias aplicagdes matematicas, nas ciéncias bem como na
engenharia.

Seja ¥ um conjunto ndo vazio. Defina em V' duas operagdes, uma que chamaremos de soma, e
uma outra que chamaremos de multiplicacdo por escalar:

+: V<V >V o RxV >V
(u,v) >u+v (a,v) > aev

O conjunto ¥, com as operagdes definidas acima, ¢ dito um espaco vetorial sobre R, se, para
todos u, v,welV e a, f € R, as seguintes propriedades forem satisfeitas:

1. u+(v+w)=(u+v)+w- associativa
2. u+v=v+u - comutativa
3. Existe em J um elemento neutro, 0, tal que u +0=0+u=u.
4. Existe em V o elemento —u tal que u + (—u) =0
5. a(u+v)=au+av - distributiva
6. (a+ pPu=cau+ pv
7. (a.f)u =a(fu)
8. lu=u
1.2 — Exemplos

2 o1 5 . . .
a) V=R’ comasoma e a multiplicagdo por escalar usuais de vetores é um espago vetorial.
Solucao: De fato, vamos provar as oito propriedades acima:

Sejam u=(x,,¥,), v=(x,,7,) ¢ w=(x;,y,) vetores do R*. Entio:

Lou+(v+w)=(x, )+, +x5, 0, + 1) =X, +X, + X3, ¥, + ¥, + ;) =

=X + X,y +y,)+ (X, y) = +v)+w

2. utv=0x,y)+ (X)) =X+ X, ¥y, + ¥,)=(x, +x,,, + ) =v+u
3. Seja0=(0,0). Entdo u+0=(x,,»,)+(0,0)=(x,+0,y,+0)=(x,,»,)=u.

4. Considere —u = (—x,,—y,)Entdo:

u+(—u)=(x, )+ (=x,—y)=(—x,y-y)=(0,0)=0.

5. au+v)=(alx, +x,),a(y, +»)) =(ax,ay)+(@x,,ay,)=au+av.



6. (a+pPu=(a+p)x)(a+p)y)=(ax,ay)+(Bx,By)=au+ fu
7. (af)u=(af)x,(af)y)=a(fx, ) =a(fu)

8. lu=1.(x,y)=(x,y)=u

b) V =M(n,n) — espaco da matrizes de ordem n, com as operagdes de soma o produto por escalar
de matrizes usuais ¢ um espago vetorial.

¢) V=3(R,R) - conjunto das fungdes reais com as seguintes operagdes:

(f+8)x) = f(x)+g(x) e (af )(x) = af (x).

Os itens b) e ¢) ficam como exercicios.

. 2 . ~
2. Considere V' = R”, com as seguintes operagdes:

() + (0o 30) = (exa, 312 ), @ (e, 01) = (@x,a ).
Vamos verificar se V' com essas operagdes ¢ um espago vetorial.

Solugdo:  Sejam u=(x,,¥,), v=(x,,7,) € w=(x;,y,) vetores do R*. Entio:
Lou+(v+w)=(x, )+ 00x5, 1, 5) = (4005, 110,03) = (0%, 1,1,) + (65, p3) = (u+v) + w

2. u+v=0x, )+, 0,) = (X5, 11,) = (6, 1,5,) =v+u

3. Seja0=(a, b). Entaou+0=(x,,y,)+(a,b)=(xa,y,b)=(x,,y,) < a=1,b=1.Portanto o

elemento neutro sera o vetor 0 = (1, 1).

4. Queremos um vetor —u = (a,b) tal que u + (—u) =0 . Entéo:

u+(—u)=(x,y)+(a,b)=(xa,y,pb)=1,1)= {xla B
nb=1

Observe que essas equagdes sO terdo solugdes se x; #0 e y, #0. Portanto nem todo

elemento de V tem simétrico e, portanto ¥ ndo € um espacgo vetorial.

2 . ~
5. V' =R", com as seguintes operacdes:

(xl,y1)+(x2,y2)= (xl +x, Ly +y2), a'(xla)’1): (axl —a+1,ay1)
Verifique se V' é um espago vetorial com as operagdes acima.

Observacdo: Os elementos do espago vetorial ¥ serdo chamados de vetores, embora pareca
estranho. A justificativa se deve ao fato de que as operagdes de adicdo e multiplicacdo por escalar
realizadas com esses elementos se comportam de forma idéntica como se estivéssemos trabalhando
com os proprios vetores do R* ¢ R>.



1.3 — Subespacos Vetoriais

Sejam V' um espago vetorial e /' um subconjunto de V, ndo vazio. O subconjunto W ¢ um
subespaco vetorial de 7 se, com as operagdes herdadas de ¥, W é um espago vetorial. Para
mostrarmos que um subconjunto W é um subespago vetorial de V, deveriamos testar as oito
propriedades de espaco vetorial, em relagdo as operagdes definidas em V. No entanto, sendo W um
subconjunto de V, certos axiomas ndo precisam ser verificados. O proximo teorema estabelece
condi¢des para que um subconjunto W, ndo vazio, de um espago vetorial V' seja um subespago
vetorial de V.

Teorema 1: Um subconjunto W, ndo vazio, de um espago vetorial ¥, € um subespago vetorial de V,
se forem satisfeitas as seguintes condigdes:
i) VuveW,u+veW.

i) VaeR,YuelW, aueW.

Demonstragdo: As propriedades 1), 2), 5), 6), 7) e 8) sdo facilmente verificadas pois os elementos
de W sdo também elementos de V. De ii) temos, tomando & = 0, que 0 € W. Tomando a = —I,

teremos —u € W. Assim W é um espago vetorial com as operacdes herdadas de V.

Observagdo: As condigdes i) e ii) do teorema anterior sdo equivalentes a:

)0 eW.
i Va,peR YuveW oaut+PBveW.

Assim, para que W seja um subespago vetorial de V, basta mostrarmos as condi¢gdes acima.

1.4 — Exemplos:

1. V=R: W={xy)eV;y=5x}
Solucao: Observe que W € ndo vazio, pois o vetor 0 = (0, 0) pertence a . (0 = 5.0). Sejam
u=(x,y) e v=(x,,y,) elementos de W. Entdo y, =5x,, y, =5x, ¢
u+v=_(x+x,,y+r,)=0+x,5x% +5x,) =(x; + x,, 5(x, + x,)) 2 u+veW.
Seja, agora, a € R. Entdo
au=(ax,ay)=(ax,asx)=(ax5ax)=>auelW.

Logo W ¢é um subespacgo vetorial de V.

2. V=R w= {(x,y,z)eV; ax+by+cz=0, a,b,ceR}
Solugdo: Sejam u =(x,,y,,z,) ¢ v=(X,,,,z,) elementos de W. Entdo ax, +by, +cz,=0 ¢
ax, +by, +cz, =0. Temos que u+v=(x;,+x,,y,+,,2 +2,). Vejamos se u+veWl .
a(x, +x,)+b(y, +y,)+c(z, +z,) =(ax, + by, + cz,) + (ax, + by, +cz,) =0+0=0
=>u+tveW.
Seja, agora, a € R. Entdoqu = (ax,,ay,,az)e
a(ax)+b(ay)+claz,)=alax, +by,+cz,)=a.0=0=>auel .

Logo W é um subespaco vetorial de V.

3. V=3(R,R), W=1fe3(R,R); f ¢ diferencidvel |
Solugdo: Sabemos do Calculo Diferencial que a soma de fungdes diferencidveis ¢
diferenciavel e que a multiplicacdo de uma constante por uma fungdo diferenciavel é uma
funcdo diferenciavel. Portanto /' € um subespaco vetorial de V.



4. V=3(R,N), W= 1f€3(R,R); f(2)=0]
Solugdo: Sejam f,g € I(R,R). Entdo f(2)=0eg(2)=0. Agora,
(f+8)2)=f(2)+g(2)=0+0=0= f+gelW

@f))=afR)=a.0=0=>afeW

Portanto, W é um subespaco vetorial de V.

5. V=M2 2 eW={4eV; AB=0, BeV,B#0}
Solucdo: Sejam 4, C € W. Entao
(A+C)B=AB+CB=0+0=0=>A+CeW

(aA) B=a(AB)=a.0=0=>adeW

Portanto, W é um subespacgo vetorial de V.

Observacgdo: Todo espago vetorial admite pelos menos dois subespagos: o proprio Ve W = {O }

Estes subespagos sdo chamados de subespagos triviais.

Teorema 2: Sejam W; e W, subespagos vetoriais de um espago vetorial V. Entdo a intersecdo W, N W,
¢ também um subespago vetorial de V.

Demonstragdo: Sejau, v e W, n W, Entdou, v € Wyeu, v € W,. Como W; e W, sdo subespagos u +v €
Wieu+veW,Logo,u+veW;, W, Damesma forma,au € W;eau € W, Logo,aue W; " W..
Portanto W; m W, é um subespago vetorial de V.

Exemplos: 1. Considere os seguintes subespagos:
W, = {(x,y,z)e R3;y = O} eW, = {(x,y,z)e R z= 0}
Calcule W; n W,.
Solugdo: Sejau=(a,b,c) € W; n W,. Entdiou =(a,b,c) € W;eu=(a,b,c) € W,. Logob=0¢
c=0eu=(a, 0,0)¢éum elemento da interse¢do com a € R, isto é:

WinW,= {(a,b,c)e R3;b=0,c=0}.

2. Seja V= M(2,2) e considere os seguintes subespacos de V:
a b a b
W, = ;a=0 e W, = ,b:d:()
c d c d

a b
Solugdo: Seja 4 :(
c d

Calcule W; N W,.

Je Wy W, Entdio 4 € W; e A € W,. Logo a=b =d = 0. Logo

0 0
A :( J ¢ um elemento da intersecdo com ¢ € R.
c

Observacgdo: A unido de subespacos nem sempre ¢ um subespaco. De fato, tomemos os seguintes
subespagos: W; = {(x,y)e V,y= Sx} e W, = {(x,y)e V,y= —x}. Entdo

W, oW, = {(x,y)eV;ysz ou y:—x}

Sejam u = (x, 5x ) e v =(x, —x ) elementos de W;  W,. Entdou + v = ( 2x, 4x) ¢ W, U W,. Logo
W, & W, néao é um subespaco vetorial de V.



Exercicio: Sejam U e W subespagos de um espago vetorial V. Entdo:
U U W & um subespaco vetorial de V< Uc Wou Wc U.

Demonstragdo: =) E claro que se U< Wou W < U, entio U W=UouUuU W=W.Como Ue W
sdo subespagos vetoriais de V, entdo U U W é também um subespaco vetorial de V.

<) Suponhamos que U U W seja um subespaco vetorial de V' e admitamos que W ¢ U. Mostremos
que U < W. Para isso, seja u € U. Como W ¢ U existe um elemento w € W tal que w ¢ U.
Considere o vetorh=u—-w € Uu W. Afirmamos que h € W. De fato, h € W, poisseh ¢ W, h
estaria em U. Assimw =u—h € U, o que ¢ um absurdo. Logou=h+w € We, portanto U c .

Teorema 3: Sejam W; e W, subespacos vetoriais de um espago vetorial V. Entao, o conjunto

W, + W2=% velV,v=w +w,w € W, w, EWZF
€ um subespaco vetorial de V.
Demonstra(;éo: Sejam u,ve W;+ W, Entaiou=w; + wr e v=wi; + wyp, com wy, wi; € Wi e wy, wyy
e W,. Como W; e W, subespacos vetoriais de um espaco vetorial V entdo wy + wy; € Wie w, + wy, €
Wre aw, e W, aw, e W,. Entao
u+v=m +w,)+(w, +wy)=w +w,)+(w, +wy,)eW, +W,
e W, + W, é um espago vetorial de V'
au=a(w +w,)=aw +aw, eW, +W,
Logo W; + W, é um espago vetorial de V.

Definicdo 1: Sejam W, e W, subespagos vetoriais de um espago vetorial V. Dizemos que V é soma
direta de W, e W, , denotada por V=W, ® W,, se:

) V=W,+ W,

iyw, nw,=1{0}.

1.5 — Exemplos: Verificar se ¥ = 97°¢ soma direta dos subespagos dados abaixo, em cada caso.

a) W, = {(x,y,z)eR3; z= 0} e W2={(x,y,z)eR3; x:y:O}
Solugdo: Seja u = (x,y,z) um elemento qualquer do R*. Vamos mostrar a propriedade i), isto

é, vamos mostrar que qualquer vetor de R’ se escreve como soma de um elemento de #; com um
elemento de W,. Entdo

u=(x,y,z)=(x,,0)+(0,0,z)
de onde podemos concluir que R = W, +W,. Agora vamos provar a propriedade ii). Seja
u=(a,b,c)eW,nW,. Entdio uelW,=c=0 ¢ uelW,=>a=>b=0. Assim u=(0,0,0) ¢
W, AW, ={0}. Logo R’ =W, ®W, .

b) W;= {(x,y,z)eR3; x—z:O} e W2={(x,y,z)eR3; x+y+z:0}
Solucdo: Seja u = (x, y,z) um elemento qualquer do R*. Entio
u=xy,z)=(x,y-x+z,x)+(0,x—z,z—x)
Observe que o primeiro elemento da soma acima pertence a W), pois x = z. O segundo
elemento da soma pertence a W,, pois a soma de todas as coordenadas ¢ nula. Dessa forma

R’ =W, +W,. Provaremos, agora, a propriedade ii). Seja u=(a,b,c)eW, "W,. Entio



ueW,=>a=c e ueW,=a+b+c=0. Como a = c entdo teremos b = — 2¢. Logo

u=(c,—2c,c),ceR.Assim W,nW, # {O} e portanto R’ndo é soma direta de W, e W,.

{(x,y,z)eR3; xzy}e W2={(x,y,z)eR3; x=y=0}

{(x,y,z)e R’; x=y=z} e W2={(x,y,z)eR3; x:O}

C) W,

d w,

Os itens ¢) e d) ficam como exercicios.

Observagdo: Um espaco vetorial V' é soma direta de W, e W, se, e somente se, qualquer vetor v €
V se escreve, de modo unico, como soma de um elemento de #; com um elemento de W, isto é, v
=w;+wy,w € W, w, € W, Prove!

Exercicio: Seja V o espago das matrizes quadradas de ordem n. Sejam
w, = {A eV, A=A" } - conjunto das matrizes simétricas

W, = {A eV; A=-A' } - conjunto das matrizes anti-simétricas
Mostre que V=W, ® W, .

Sugest&o: A=%(A+A’)+%(A—At)

1.6 — Combinacéo Linear

Sejam v;, v,, ..., v, vetores de um espago vetorial V. Um vetor v € ¥V é combinacdo linear
dos vetores v;, v, ..., v, se existirem escalares a;, a,, ..., a, tais que

v=av, +a,v, +..+a,v,

1.7 — Exemplos: 1) O vetor (3, —5) é combinagdo linear dos vetores (1, 0) e (0, 1) pois (3, =5) = 3(1, 0) —
5(0, 1).

2) O vetor u = (2, 3, —1) é combinacgao linear dos vetores v = (1,1, 1 e w= (-1, 2, 1)?
Solugao: O vetor u sera combinagdo linear dos vetores v e w se existirem escalares x e y tais

que
xX— y=2

2,3,-)=x(LLD)+ y(-L2,)=>qx+2y=3

x+ y=-1

Observacdo: Vamos relembrar o método do escalonamento para resolu¢do de sistemas lineares.
Para resolvermos um sistema linear devemos obter sistemas equivalentes, onde os valores das
incognitas sdo facilmente obtidos.

Vejamos entdo, como proceder para obter o sistema equivalente conveniente, através do
processo eliminagdo de varidveis em cada equacdo. Para tornar mais claro o processo, ao lado de
cada sistema vamos escrever sua matriz ampliada (matriz formada pelos coeficientes das incognitas
acrescentada a coluna dos termos independentes).

x+2y=5 1 2 5
2x-3y=—4 2 3 4
1?) Eliminemos x da 2* equag@o. Substituimos a 2“ equagdo por outra, obtida somando-se a 2*
equagdo com a /* multiplicada por —2:



x+2y=5 1 2 5
Ox—-7y=-14 0 -7 -14

2%) Vamos tornar unitario o coeficiente de y na 2 equagdo. Para isso, substituimos a 2* equagdo por
1

outra, obtida multiplicando-se a 2* equagdo por — 7

x+2y=5 1 25
Ox+ y=2 01 2

3%) Eliminemos y da /¢ equagdo. Substituimos a /¢ equagdo por outra, obtida somando-se a /¢
equacdo com a 2 equacdo multiplicada por —2 :
x+0y=1 1 0 1
Ox+ y=2 01 2

O ultimo sistema ¢é equivalente ao sistema inicial, e observe que podemos obter a solucido do
sistema facilmente: x = [, y = 2.

No exemplo apresentado partimos de um sistema de equagdes lineares e fomos obtendo
sistemas sucessivos, obtidos do anterior por operagdes que preservam as igualdades indicadas, até
chegarmos ao sistema equivalente que expressa a solugdo. As etapas intermedidrias sdo todas
reversiveis, pois podemos obter o sistema inicial a partir do ultimo sistema efetuando as operagdes
inversas das mencionadas, na ordem inversa. As operacdes que fornecem sistemas equivalentes sdo
chamadas operagoes elementares. As operagdes elementares sobre as linhas de uma matriz sio:

1. Permutagdo da i-ésima e j-ésima linha: L, <> L,

-2 0 1 5
Exemplo: 1 S|LeL|-2 0
3 -4 3 4

2. Multiplicar a i-ésima linha por um escalar qualquer &, ndo nulo: L, = k.L,.

-2 0 -2 0
Exemplo: 1 5| Ly—>-2L, | 1 5
3 -4 -6 8

3. Substituicdo da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k& vezes a j-ésima linha:
L —>L+k.L,

-2 0 -2 0
Exemplo: 1 5 |L,—>L,-3L,| 1 5
3 -4 0 -19

Na resolucdo do sistema acima observamos que a matriz ampliada do sistema obtido
sucessivamente apenas sofreu operagdes elementares sobre suas linhas com objetivo de serem
transformadas numa matriz na forma escada. Lembremos que quando ndo fazemos referéncia a
alguma linha, a mesma deve permanecer inalterada.

Uma matriz € linha reduzida a forma escada se satisfaz as condigoes:

1) O primeiro elemento ndo nulo de cada linha ¢ 1.

2) Cada coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha tem todos os
outros elementos iguais a zero.

3) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas ndo nulas.



4)Se L;, L,,..., L, so as linhas ndo nulas e se o primeiro elemento ndo nulo de L; ocorre na
coluna j;, entdo j; < j, <.. <j,.

Lembramos que uma linha ¢ nula se todos os seus elementos forem nulos. Uma linha ndo nula
¢ aquela que possui pelo menos um elemento ndao nulo. A condi¢do 4) significa que os primeiros
elementos ndo nulos unitarios de cada linha devem ocorrer em colunas sequenciadas.

Consideremos as matrizes abaixo e verifiquemos quais sao linha reduzida a forma escada:

1 20 0 2 01 00
0 001 4
A=|0 0 1 0 ~-I|; B=|0 0 1 Of; C= ;
0 01 8 2
0001 3 0 0 01
1 05
0001 4
D= ; E=(0 0 0
0 01 81
010

As matrizes A ¢ B sdo linha reduzida a forma escada, pois todas as condigdes estdo satisfeitas.
A matriz C ndo ¢ linha reduzida a forma escada, pois ndo satisfaz a /* condi¢do. A matriz D ndo é
linha reduzida a forma escada, pois nio satisfaz a 2¢ ¢ 4* condi¢des. A matriz E também néo ¢ linha
reduzida a forma escada, pois néo satisfaz a 3* condigéo.

Dadas duas matrizes m x n, A e B, dizemos que B ¢ linha-equivalente a A se B foi obtida de 4
ap6s um numero finito de operagdes elementares sobre as linhas de 4. Neste caso, indicamos

A—>BouAd ~B

Dada uma matriz A4,,,, chamamos de posto (ou caracteristica) de A, indicado por p, ao

numero de linhas ndo nulas de sua matriz equivalente linha reduzida a forma escada.

1 1 2 0
Exemplo: Para obter o posto da matriz 4=|2 —I —I 3| precisamos, em primeiro
1 -3 -2 4

lugar, obter a sua matriz equivalente B linha reduzida a forma escada. Isso é conseguido aplicando-se
operagdes elementares convenientes as linhas da matriz 4 :

1 1 2 o|L,>L,-2L[1 1 2 0 1 1 2 0
A=|2 -1 -1 3 - 0 -3 -5 3[L,>L,|0 -4 -4 4
| =3 -2 4|L,—>L,—L |0 -4 -4 4 0 -3 -5 3
R L e S PR
Li>—7L|0 1 1 - - 01 1 -l
0 -3 =5 3|L,>L,+3L,[0 0 -2 0
R L
Li>=SL|0 11 -l - 01 0 -1|=B
001 O0[|L,—>L—L|0 0 1 0

Portanto, o posto de 4 € igual a 3, que € o numero de linhas ndo nulas da matriz B.
Vamos usar escalonamento para resolvermos o sistema



xX— y=2

x+2y=3 .
x+ y=-1
Tomemos a matriz ampliada do sistema:
1 -1 2|L,-L—->L |1 -1 2 1 -1 2
I 2 3 - 0 -3 -1|2L,-3L,—>L,|0 -3 -1
1 1 -1|L,-L,—>L,|0 -2 3 0 0 -—-11

Observe que o posto da matriz ampliada ¢ igual a 3 enquanto o posto da matriz dos
coeficientes ¢ igual a 2. Logo o sistema ndo tem solucdo e, portanto o vetor u ndo € combinacdo
linear dos vetores v e w. Isto também podera ser observado quando voltamos ao sistema, pois na
terceira equagdo temos um absurdo.

x— y=2
-3y=-1
0y=-11

3) Seja ¢, 0 espago dos polindmios de grau < 2. Seja v = x’ — 9x — 4. Mostre que v ¢ combinagio
linear dos vetores v; =x* =3x +2 e v, = =’ — 3x - 8.
Solugdo: Devemos encontrar escalares a e b tais que v =av, + bv,, ou seja,
x*—9x—d=a(x’-3x+2)+b(-x" —3x—8) = x" ~9x—4=(a—b)x" +(-3a—3b)x +2a—8b
Lembramos que dois polindmios sdo iguais quando os coeficientes dos termos de mesmo grau
sdo iguais. Entdo temos:

a— b= 1
-3a-3b=-9=a=2,b=1.
2a—-8b=-4

Portanto v =2v, +v, e v se escreve como combinagédo linear de v; e v,.

Seja S o conjunto de todas as combinagdes lineares dos vetores vy, vy, ..., V,, isto &,

S:{veV; v=av,+a,v,+..+ayv aieR}

n-n’

O conjunto S ¢ um subespaco vetorial de V, chamado de subespaco gerado pelos vetores v;, va,..., v,

e sera denotado por S = [vl,v2 ,...,vn].

Observagdo: O subespago S = [vl,vz,...,vn] ¢ o menor subespago vetorial de V' que contém os

vetores v;, V2, ..., vy, isto &, se W é outro subespaco vetorial de V' contendo os vetores vy, va, ..., V,,
entdao S < W.

1.8 — Exemplos: 1. Mostre que os vetores (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1) geram o R3.
Solugdo: De fato esses vetores geram o R’ pois, se v=(x,y,z)é um vetor qualquer do R’

entao:

(x,y,2z)=x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0,1) .



2. Determine os geradores dos seguintes subespacos:
a) W= {(x,y,z)e R*: 2x—y+z=0 }
Solugdo: Seja w=(x, y,z)um elemento qualquer de W. Entdo 2x —y+z=0=>z=-2x+y ¢
w=(x,,z)=(x,y,-2x+ ) =(x,—2x,0)+ (0, y,y) =x(1,—-2,0) + y(0,1,1).
Observe que os vetores (x,—2x,0), (0, y, y) sdo elementos de W, assim como os vetores (1,—2,0)
e(0,1,1). Nesse caso, qualquer vetor w de W se escreve como combinagdo linear dos vetores

(1,—2,0)e(0,1,1) . Logo, esses vetores sdo os geradores de .

b) W= {(x,y,z)eR3; x—y+3z=0}.

Solugao: Exercicio (Use a mesma ideia do exemplo anterior)

c) w= {(x,y,z)e R’ x= 2y, z=—y }
Solugéo: Seja w=(x, y,z)um elemento qualquer de 7. Entio:

w=(x,y,z):(Zy,y,—y):y(Z,l,—l).
Observe que o vetor (2, y,—y)é um elemento de W, assim como o vetor (2,1,—1). Nesse
caso, qualquer vetor w de W se escreve como combinagdo linear do vetor (2,1,—1), que é o unico

gerador de .

a b
d) W={( jeM(2,2);c:a—b;d:a}
c d

a b
c d

o s M S e A

a 0 0 b
Observe que os vetores ( Je L OJ sdo elementos de W, assim como os vetores

Solucao: Seja w= { ]um elemento qualquer de . Entdo c=a—b ¢ d =a . Entdo

a a

1 0 0 1
[1 Je [ i OJ Nesse caso, qualquer vetor w de W se escreve como combinagdo linear dos

1 0 0 1
vetores [1 J e[ 1 0] e, portanto, esses vetores sdo os geradores de .

a-b 2a
3.Seja S = { b b} a, be R} um subespaco do M(2, 2). Determine os geradores de S.
a+b -

4. Seja V' =R’. Determine o subespago gerado pelos vetores (1, -2, —1) e (2, 1, 1).
Solugdo: Queremos identificar os vetores v =(x, y,z)de V que sdo combinagdes lineares dos vetores
(1,-2,-1)e (2, 1, 1). Entdo
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a+2b=x
v=(x,y,z)=a(l,-2,-1)+b(2,1,1) =><—-2a+ b=y.
- a+ b=z

Usaremos escalonamento para determinar as condi¢gdes sobre x, y e z de modo que o vetor v pertencga
a . Entao

1 2 x{2L+L,—>L,|1 2 X 1 2 X
-2 1y - 0 5 2x+y|3L,-5L,—>L;|0 5 2x+y
-1 1 z|L+L,—>L, |0 3 x+z 0 0 x+3y-5z

Para que esse sistema tenha solugdo é preciso que o posto da matriz ampliada seja igual ao posto da
matriz dos coeficientes. Logo devemos ter x+3y—5z=0 ¢

W= {(x,y,z)elf; x+3y—SZ:O}.
OBS.: Note que os vetores (1, =2, —1) e (2, 1, 1) sdo linearmente independentes. Lembrando dos

conhecimentos adquiridos em Calculo Vetorial podemos concluir que esses vetores determinam um
plano cuja equagdo ¢ x+3y—5z=0. Verifique.

5. Seja V' =IR*. Determine o subespago gerado pelos vetores (-1, 3, 2) e (2, -2, 1).

Sugestédo: Use a mesma ideia anterior.

6. Dados os vetores p;(?) = 12 =2t +1, pr(t)=t+2 e p3(t) = 2% ¢, pede-se:

a) Escreva o vetor p(t) = 52 =5t +7 como combinagdo linear de p; , pr e p;.
Solucdo: Vamos encontrar escalares a, b e ¢ tais que

56 =St+T=a(t® =2t +1)+b(t+2)+c(2t’ —t)=(a+2c)* +(2a+b—c)t+a+2b.
Novamente, vamos lembrar que dois polindmios sdo iguais quando os coeficientes dos termos de
mesmo grau sdo iguais. Entdo temos:

a+ 2c= 5
-2a+ b-c=-5=a=3,b=2,c=1.
a+2b =7

Portanto,
56 =5t+7=3(t" =2t + 1) +2(t+2)+ 12> - 1) .

1.9 — Dependéncia e Independéncia Linear

Sejam v;, v,, ..., v, vetores de um espago vetorial V. O conjunto {vl,vz,v3,...,vn}é dito
linearmente independente (L) se a equagdo

aVv, +a,v, +..+a,v, =0

tiver como unica solug¢do a; = a; = ... = a, = 0. Se, pelo menos, um elemento a; = 0, o conjunto

{Vl 3 V25 V3500 V), } sera dito /inearmente dependente (LD).

1.10 — Exemplos: 1. Verificar se os conjuntos de vetores dados abaixo sdo LD ou LI:

2 {1,2), (-2,3))

Solucdo: Considere a equacéo ,

a,(1,2) +a,(-2,3) = (,00)
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e vejamos qual ¢ a sua solucdo. Entdo
(1,2)+ay(-23) = (00)= | 420
a, (1, a,(-2,3)=(, = .
: 2 2a,+3a,=0

Note que o determinante principal do sistema ¢é igual a 7. Dessa forma, o sistema tera uma unica

solugdo, a, = a, =0. Portanto os vetores sdo linearmente independentes.

-1 2) (2 -3} (3 -4
b) b b
-3 1)\3 O 3 1
Solucdo: Considere a equacio,
-1 2 2 -3 3 -4 0 0
a, +a, +a, =
-3 1 3 0 3 1 0 o0
e vejamos qual ¢ a sua solucdo. Entdo
—a,+2a,+3a,=0
2a,-3a,—-4a,=0
—3a,+3a,+3a,=0
a, + + a,=0
Vamos usar escalonamento para resolver esse sistema. Entdo

L+2L — LT 1 - 1

-1 2 30 -1 2 3 0 1 2 3 0
2 =3 —4 oL-L=L o 1 2 of3L"L2L|l g 1 2 0
- -
~3 3 30 36 0 0 0 0
L+L, 1L, 2L,~L, > 1L,

1 0 1 0 2 4 0 00 00

Temos que o posto da matriz ampliada é igual ao posto da matriz dos coeficientes e esse posto € igual
a 2. Isto garante que o sistema tem solugdo. Como esse posto ¢ menor que o nimero de colunas entdo
o sistema tem infinitas solugdes e, portanto solugdo ndo nula. Logo os vetores dados sdo linearmente
dependentes.

c) {2x+2,—x2—x—3, x2—2x+2}

Fica como exercicio. Veja exemplo 6 anterior.

2. Mostre que se u, v e w sdo LI, entdo os vetores u + v, u + w e v + w também sdo LI.

Teorema 4. Um conjunto de vetores {vl,vz,v3,...,vn }de um espago vetorial V' é LD se, e somente

se, um desses vetores é combinacdo linear dos outros vetores.
Demonstragdo: Veja o livro texto.

Observacdes:
1. SeveV,v =0, entio {v} ¢ LL

2. Qualquer conjunto de vetores que contiver o vetor nulo (elemento neutro) ¢ LD.
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1.11 — Base e dimenséao

Um conjunto de vetores {vl 2Vo, V3,00V, } de um espago vetorial V' ¢é base para V se:
)V = [vl,vz,v3,...,vn]

i) {Vy, V2, V300V, | € LL

1.12 — Exemplos: 1. Os vetores (1, 0) e (0, 1) formam uma base para o R?, chamada de base

candnica do R”.
2. O conjunto {xz,x, 1} ¢ base para (,?
3. {1, 2,1), (1,3,0)} & base para o R* ?

Observacéo:
1. O nimero de elementos de uma base de um espago vetorial /' ¢ chamado de dimensdo do espago
vetorial ¥ e sera denotado por dim V. Assim, dim R’ é 2, pois dois vetores compdem a base. Qual

a dim R’? Qual a dimensio do espago das matrizes de ordem 2? Qual a dim ; ?

2. Um espaco vetorial V' que tem uma base finita ¢ dito um espacgo vetorial de dimensao finita.

Os resultados que veremos agora nos mostrardo maneiras de obter bases para espagos

vetoriais.

Teorema 5: Sejam v, , v,, ..., v, vetores nao nulos de um espago vetorial V. Se estes vetores geram
V, entao, dentre esses vetores, podemos obter uma base para V.

Demonstragdo: Se v;, v,, ..., v, forem LI, nada a demonstrar. Se ndo, um dos vetores é combinagdo

linear dos outros vetores, digamos v,, pois a equacao

av, +a,v, +..+a,v, =0

admite solucdo ndo nula. Afirmamos que V = [Vl,vz,v3,...,vn_l]. De fato, seja v V. Como v;, v,
..., v, geram V, entdo v = a,v, +a,v, +...+a,v,. Como v, ¢ combinacdo linear dos vetores v;, v,,
e, Vo entdo v, =bv, +b,v, +...+b,_,v,_,. Substituindo na equagdo anterior, obtemos:

v=(a, +b)v, +(a, +by)v, +...+(a,_, +b,_ v,

Logo V = [vl,vz,v3,...,vn_1]. Se os vetores v, v,, ..., v,; forem LI , teremos a base para V. Se nao,
existe um vetor, dentre esses, digamos v, _; , que é combinacdo linear dos outros. Prosseguindo com um
raciocinio semelhante ao anterior, chegaremos a um conjunto de vetores {vl,vz,v3,...,vr }, r<n,

linearmente independente, que geram J e, portanto formarao uma base para V.

1.13 — Exemplos: 1. Considere os vetores (1, 1, 1), (1,2, 3),(3,0,2)e (2, 1, -1).

a) Mostre que eles geram o R>.
b) Encontre uma base para o R’.
Solugdo: a) Seja v=(x,y,z)um vetor qualquer do R’. Vamos mostrar que esse vetor se
escreve como combinagdo linear dos vetores dados. Entdo teremos:
(x,v,2)=a(l,L1,1)+b(1,2,3)+¢(3,0,2) +d(2,1,—-1)
Verifique que esse sistema sempre tem solucdo, independente do vetor v. Logo os vetores dados
geram o R,
b) Vamos usar o teorema anterior. Ja sabemos que a dimensdo do R* é 3. Como toda base tem

sempre o mesmo numero de elementos
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Teorema 6: Seja V' um espago vetorial gerado por um numero finito de vetores v;, v, ..., v,. Entdo,
qualquer conjunto de vetores com mais de n elementos ¢ LD.

Demonstragdo: Como V = [Vl »Vay, V3 ,...,vn], entdo pelo teorema anterior, podemos obter uma base
para V. Seja B = {vl,vz,v3,...,vr }, r < n, esta base. Sejam w;, w,, ..., w, vetores quaisquer de V,

com m > n. Vamos mostrar que estes vetores sdo LD, isto ¢, a equagao
W, +x,w, o+ x,w, =0 (1)

deve ter solugdo ndo nula. Sendo f uma base de V, entdo qualquer w; se escreve como combinacao
linear dos vetores de B, isto é,

w; =a,v, +a,pv, +.o.ta,v,, i=1L2,..,m 2)

Substituindo (2) em (1) obtemos:

X (a vy +apvy oot a,v,)+x,(a v +aynv, +o+a,v,)+ .+

+x,(a, v, +a,,v, +..+a,,v,)=0

(ay Xy +ayxy 4ot @, %,V + (A% + Xy +ooc Ay X, )V +.+
+(a,x, +a,.x, +...+a,,x,)v, =0

Como v;, vy, ..., v.sao LI entdo

apx; +ayx, +..+a,,x, =0

AppX; +apXxy +..ta,,x, =0

a,x, +a,.x, +..+a,,x, =0

Temos, portanto, um sistema homogéneo com r equacdes e m incognitas. Como » <n < m, tal sistema
admite uma solug@o ndo nula, ou seja, existe x; # 0, para algum i. Portanto w;, ws, ..., w,, sdao LD.

Observacdo: Vem do teorema anterior que um conjunto LI em ¥ terd no maximo n elementos.

Corolério: Qualquer base de um espago vetorial V, tera sempre o mesmo nimero de elementos.
Demonstragédo: Sejam {vl » Vo, V3 ,...,vn} e {wl,wz, w3,...,wm} bases de um espago vetorial V.
Como v;, v5, ..., v, geram V, entdo m <n. Da mesma forma, os vetores w; , w,, ... , w,, geram Ve
portanto n <m. Logo m = n.

Teorema 7: Qualquer conjunto de vetores LI de um espago vetorial /' de dimensdo finita é parte de
uma base de V, isto €, qualquer conjunto de vetores LI de um espaco vetorial de dimensao finita pode
ser completado de modo a formar uma base para V.

Demonstragdo: Sejam v;, v,, ..., v, vetores LI de um espago vetorial 7 de dimenséo finita n. Entéo r

<n.SelV= [vl, Vs, v3,...,v,] entdo {vl,vz,v3,...,v,} ¢ base para V' e neste casor =n. Sev;, v, .
, v, ndo geram V, entdo existe um vetor v,.; € Vtal que v,4; ¢ [Vu Vs Viseens vr]. Afirmamos que

os vetores v;, vz, ..., V., v,+; ainda sdo LI. De fato, consideremos a equacdo
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ayv,+a,v,+..+av +a, v, =0

Observe que a,+; = 0 pois se a,+; # 0 teriamos

ﬂl 612 dr
Vyoyl = — v — Vy — o™ V, = Vet € [01,02,03,...,ﬂr]
ar4] | ar41
0 que € um absurdo. Como v;, vy, ..., v, vetores LI segue-se que a; = a; = ... = a,+; = 0 e portanto
os vetores v; , V2, ..., V., Vg sdo LI Se V = [vl,vz,v3,...,vr,vr+1] entdo o conjunto

{vl,vz,v3,...,v,,vr+1} ¢ base para V e neste caso r + / = n. Se ndo, existe outro vetor v,;, € V tal

que v & [Vl, Vs, V3,...,Vr,Vr+1]. Prosseguindo desta forma, ap6s um numero finito de passos

obteremos uma base para V.

Corolério: Se dim V = n, qualquer conjunto de vetores LI, com n elementos, ¢ base para V.
Demonstragdo: Seja W um conjunto de vetores linearmente independente com n elementos. Pelo
teorema anterior, este conjunto poderia ser completado de modo a formar uma base para V. Logo dim
V' seria maior que 7, o que ¢ absurdo.

1.14 — Exemplo: Obtenha uma base para o R* a partir do vetor (1, 1, 0).

Teorema 8: Se U e W sdo subespagos vetoriais de um espago vetorial V' de dimensao finita, entio:
1) dim U <dimV e dim W <dim V
i) dim (U + W) =dim U + dim W —dim (U W)

Demonstracgédo: Exercicio

Teorema 9: Dada uma base f§ = {vl s Vo V3ses V), } de um espago vetorial V, cada vetor se escreve, de

modo Uinico, como combinacdo linear dos vetores de P.
Demonstracéo: Exercicio

Definicéo 2: Sejam 3 = {v1 » Vo, V3 ,...,vn} uma base de um espago vetorial Ve v € V. Os numeros a;,

a, ..., a, tais que v =a,v; +a,v, +...+a,v, sdo chamados de coordenadas do vetor v na base 3 e

sera denotada por

1.15 — Mudanca de Base

Sejam 3 = {ul,uz,u3,...,un} ep = {vl,vz,v3,...,vn} bases de um espago vetorial V. Se v €
V, entdo

V= XU+ XUy +.+ XU, (1)

V=YV + YoV, H+Y,Y, 2)
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Nosso problema ¢ saber qual a relacdo que existe entre as coordenadas de v na base § com as
coordenadas de v na base °. Como [3 € base de V', podemos escrever cada vetor v; como combinagao

linear dos vetores de 3, isto é:

v, =apu +ay i, +..ta,u,

Substituindo na equagao (2), obtemos:

v=y(aqu +ayu, +...+a,u,)+y,(apu +anu, +..+a,,u,)+ ...

+y,(a,u, +a,u, +...+a,u,)

v=(ayy tapy, t..ta,y ) u +(ayy, +ayy, +..+tay,y,)u, +..

+ (anlyl + a,nY) tot Aynln )un
Como as coordenadas de um vetor em relagdo a uma base sdo tinicas, entdo

Xp=apy +apy, +..ta,y,

Xy =apyytany, +..tay,y,

X =aph +an2y2 +"'+annyn

ou seja,
X1 app Qi o Ay (N
Xo | | Ga1 Gyt Gy || 2
Xn Ay Guy " Ay | Va
Logo,

A matriz [l ]g ¢ chamada de matriz de mudancga de base de 3’ para .

+

+

1.16 — Exemplo: 1) Seja ¥ = R® ¢ ﬂ:{(l, O,—l),(l,l,l),(l, 0, 0)} uma base ordenada de V.

Determine [(a, b, c)] -

2) Seja V' = ©°. Mostre que 3 = {1, 1+x, (1 + x)z } ¢ uma base para V ¢ determine [2 - X+ 3x2]ﬂ

Observagdes: 1) Suponhamos que escrevéssemos os elementos 3 como combinagdo dos elementos

de B’. Entao teriamos:

u, =a, v +a21v2 +... +Cln1Vn

U, = apv, + aV, +...+ a,,v,
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u,=a,v,+a,Vv,+..+a,v,

Substituindo na equagao (1) acima, obtemos:
v=y(a,Wv,+a,v, +..+a,v,)+y,(a,v, +a,v, +..+a,v,)+..+

+ yn (alnvl + aZnVZ +...t annvn)

v=(a,y, tany, +..+a,y) vy +(a,y +a,y, +..+a,,y,)v, +..+
+ (anlyl +an2y2 +...+ annyn)vn

Como as coordenadas de um vetor em relagcdo a uma base sdo Unicas, entdo

Xy =apy tapy, +..ta,y,

Xy =apyytany, +..ta,,y,

Xy =aph +an2y2 +"'+annyn

ou seja,
M1 a;p dp o 4 | X
YVa| |G Gy 0 Gy, | X
yn anl anZ e ann xn
Logo,

vl =1l v,

A matriz [I ]2 ¢ chamada de matriz de mudanca de base de 3 para [3’.

2) As matrizes [l ]ﬁ e [1 ]ﬁ sdo inversiveis e ([I ]ﬁ }1 = [I ]ﬁ .
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