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ESPAÇOS VETORIAIS 
 

 
1.1 – Espaços Vetoriais 
 
 
 Estudaremos o conceito de espaço vetorial, que é um conjunto munido de certas operações, 
gozam de propriedades ligadas a várias aplicações matemáticas, nas ciências bem como na 
engenharia.  

Seja V um conjunto não vazio. Defina em V duas operações, uma que chamaremos de soma, e 
uma outra que chamaremos de multiplicação por escalar: 
 

vuvu
VVV
+→

→×+
),(

:
                                    

vv
VVR
•→

→×•
αα ),(

:
 

 
 O conjunto V, com as operações definidas acima, é dito um espaço vetorial sobre R, se, para 
todos Vwvu ∈,,  e R∈βα , , as seguintes propriedades forem satisfeitas: 
 
 1. wvuwvu ++=++ )()( - associativa 
 2. uvvu +=+ - comutativa 
 3. Existe em V um elemento neutro, 0, tal que uuu =+=+ 00 . 
 4. Existe em V o elemento u− tal que 0=−+ )( uu  
 5. vuvu ααα +=+ )(  - distributiva 
 6. vuu βαβα +=+ )(  
 7. )().( uu βαβα =  
 8. uu =.1  
 
1.2 – Exemplos 
 

a) V = R2, com a soma e a multiplicação por escalar usuais de vetores é um espaço vetorial. 
Solução: De fato, vamos provar as oito propriedades acima: 
 
 Sejam ),( 11 yxu = , ),( 22 yxv =  e ),( 33 yxw =  vetores do R2. Então: 

 
1. =++++=+++=++ ),(),(),()( 321321323211 yyyxxxyyxxyxwvu  

wvuyxyyxx ++=+++= )(),(),( 332121  
 

2. uvyyxxyyxxyxyxvu +=++=++=+=+ ),(),(),(),( 121221212211  
 

3. Seja 0 = (0, 0). Então uyxyxyxu ==++=+=+ ),()0,0()0,0(),(0 111111 . 
 

4. Considere ),( 11 yxu −−=− Então: 

0)0,0(),(),(),()( 11111111 ==−−=−−+=−+ yyxxyxyxuu . 
 

5. vuyxyxyyxxvu ααααααααα +=+=++=+ ),(),())(),(()( 22112121 . 
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6. uuyxyxyxu βαββααβαβαβα +=+=++=+ ),(),())(),)(()( 111111  
 

7. )(),())(,)(()( 1111 uyxyxu βαββααβαβαβ ===  
 

8. uyxyxu === ),(),.(1.1 1111  
 
 
b) V =M(n,n) – espaço da matrizes de ordem n, com as operações de soma o produto por escalar 

de matrizes usuais é um espaço vetorial. 
 

c) ),( RRV ℑ=  − conjunto das funções reais com as seguintes operações: 
)()())(( xgxfxgf +=+  e )())(( xfxf αα = . 

 
Os itens b) e c) ficam como exercícios. 
 
 

2. Considere 2RV = , com as seguintes operações:  
( ) ( ) ( )21212211 ,,, yyxxyxyx =+ ,     ( ) ( )1111 ,, yxyx ααα =⋅ . 

Vamos verificar se V com essas operações é um espaço vetorial. 
Solução:  Sejam ),( 11 yxu = , ),( 22 yxv =  e ),( 33 yxw =  vetores do R2. Então: 

 
1. wvuyxyyxxyyyxxxyyxxyxwvu ++=+==+=++ )(),(),(),(),(),()( 332121321321323211  

 
2. uvyyxxyyxxyxyxvu +===+=+ ),(),(),(),( 121221212211  
 
3. Seja 0 = (a, b). Então 1,1),(),(),(),(0 111111 ==⇔==+=+ bayxbyaxbayxu . Portanto o 

elemento neutro será o vetor 0 = (1, 1). 
 

4. Queremos um vetor ),( bau =− tal que 0=−+ )( uu . Então: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

⇒==+=−+
1
1

)1,1(),(),(),()(
1

1
11111 by

ax
byaxbayxuu  

Observe que essas equações só terão soluções se 01 ≠x  e 01 ≠y . Portanto nem todo 
elemento de V tem simétrico e, portanto V não é um espaço vetorial. 

 
5. 2RV = , com as seguintes operações:  

( ) ( ) ( )21212211 ,1,, yyxxyxyx +−+=+ , ( ) ( )1111 ,1, yxyx αααα +−=⋅  
 Verifique se V é um espaço vetorial com as operações acima. 

 
Observação: Os elementos do espaço vetorial V serão chamados de vetores, embora pareça 

estranho. A justificativa se deve ao fato de que as operações de adição e multiplicação por escalar 
realizadas com esses elementos se comportam de forma idêntica como se estivéssemos trabalhando 
com os próprios vetores do R2 e R3. 
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1.3 – Subespaços Vetoriais 
 
 Sejam V um espaço vetorial e W um subconjunto de V, não vazio. O subconjunto W é um 
subespaço vetorial de V se, com as operações herdadas de V, W é um espaço vetorial. Para 
mostrarmos que um subconjunto W é um subespaço vetorial de V, deveríamos testar as oito 
propriedades de espaço vetorial, em relação às operações definidas em V. No entanto, sendo W um 
subconjunto de V, certos axiomas não precisam ser verificados. O próximo teorema estabelece 
condições para que um subconjunto W, não vazio, de um espaço vetorial V seja um subespaço 
vetorial de V. 
 

Teorema 1: Um subconjunto W, não vazio, de um espaço vetorial V, é um subespaço vetorial de V, 
se forem satisfeitas as seguintes condições: 

i) WvuWvu ∈+∈∀ ,, . 
ii) ∈∀α R, ., WuWu ∈∈∀ α  

Demonstração: As propriedades 1), 2), 5), 6), 7) e 8) são facilmente verificadas pois os elementos 
de W são também elementos de V.  De ii) temos, tomando α = 0 , que 0 ∈ W.  Tomando α = −1, 
teremos −u ∈ W. Assim W é um espaço vetorial com as operações herdadas de V. 
 
Observação: As condições i) e ii) do teorema anterior são equivalentes a: 
 

          i) 0 ∈ W. 
         ii) ∀α, β ∈ R, ∀ u, v ∈ W, α u + β v∈W. 
 

 Assim, para que W seja um subespaço vetorial de V, basta mostrarmos as condições acima. 
 
1.4 – Exemplos:  
 

1. V = R2, W = ( ){ }xyVyx 5;, =∈  
Solução: Observe que W é não vazio, pois o vetor 0 = (0, 0) pertence a W. (0 = 5.0). Sejam 

),( 11 yxu =  e ),( 22 yxv =  elementos de W. Então 11 5xy = , 22 5xy =  e  

))(5,()55,(),( 212121212121 xxxxxxxxyyxxvu ++=++=++=+ ⇒ Wvu ∈+ . 
Seja, agora, α ∈ R. Então 

Wuxxxxyxu ∈⇒=== αααααααα ))(5,()5,(),( 111111 . 
Logo W é um subespaço vetorial de V. 
 

2. V = R3, W = ( ){ }RcbaczbyaxVzyx ∈=++∈ ,,,0;,,  

Solução: Sejam ),,( 111 zyxu =  e ),,( 222 zyxv =  elementos de W. Então 0111 =++ czbyax  e 

0222 =++ czbyax . Temos que ),,( 212121 zzyyxxvu +++=+ . Vejamos se Wvu ∈+ .  

000)()()()()( 222111212121 =+=+++++=+++++ czbyaxczbyaxzzcyybxxa  

Wvu ∈+⇒ . 
Seja, agora, α ∈ R. Então ),,( 111 zyxu αααα = e 

Wuczbyaxzcybxa ∈⇒==++=++ αααααα 00.)()()()( 211111 . 
Logo W é um subespaço vetorial de V. 
 

3. ),( ℜℜℑ=V , W = { }veldiferenciáéfRRf );,(ℑ∈  
Solução: Sabemos do Cálculo Diferencial que a soma de funções diferenciáveis é 
diferenciável e que a multiplicação de uma constante por uma função diferenciável é uma 
função diferenciável. Portanto W é um subespaço vetorial de V. 
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4. ),( ℜℜℑ=V , W = { }0)2();,( =ℑ∈ fRRf  
Solução: Sejam ),(, RRgf ℑ∈ . Então 0)2( =f e 0)2( =g . Agora, 

Wgfgfgf ∈+⇒=+=+=+ 000)2()2()2)((  
e 

Wfff ∈⇒=== αααα 00.)2()2)((  
Portanto, W é um subespaço vetorial de V. 
 

5. V = M(2, 2) e W = { }0,,0; ≠∈=∈ BVBABVA  
Solução: Sejam A, C ∈ W. Então  

WCACBABBCA ∈+⇒=+=+=+ 000)(  
e 

WAABBA ∈⇒=== αααα 00.)()(  
Portanto, W é um subespaço vetorial de V. 

 

Observação: Todo espaço vetorial admite pelos menos dois subespaços: o próprio V e W = { }0 . 
Estes subespaços são chamados de subespaços triviais. 
 

Teorema 2: Sejam W1 e W2 subespaços vetoriais de um espaço vetorial V. Então a interseção W1 ∩ W2  
é também um subespaço vetorial de V. 
Demonstração: Seja u, v ∈ W1 ∩ W2. Então u, v ∈ W1 e u, v ∈ W2. Como W1 e W2 são subespaços u + v ∈ 
W1 e u + v ∈ W2. Logo, u + v ∈ W1 ∩ W2. Da mesma forma, α u ∈ W1 e α u ∈ W2. Logo, α u∈ W1 ∩ W2. 
Portanto W1 ∩ W2 é um subespaço vetorial de V. 
 

Exemplos: 1. Considere os seguintes subespaços: 
W1 = ( ){ }0;,, 3 =∈ yRzyx  e W2 = ( ){ }0;,, 3 =∈ zRzyx  

Calcule W1 ∩ W2. 
Solução: Seja u = (a, b, c) ∈ W1 ∩ W2. Então u = (a, b, c) ∈ W1 e u = (a, b, c) ∈ W2. Logo b = 0 e 
c = 0 e u = (a, 0, 0) é um elemento da interseção com a ∈ R, isto é: 

W1 ∩ W2 = ( ){ }0,0;,, 3 ==∈ cbRcba . 
 

2. Seja V = M(2,2) e considere os seguintes subespaços de V: 

W1 = 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0; a

dc
ba

 e W2 = 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0; db

dc
ba

 

Calcule W1 ∩ W2. 

Solução: Seja ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

A  ∈ W1 ∩ W2. Então A ∈ W1 e A ∈ W2. Logo a = b = d = 0. Logo 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

0
00

c
A  é um elemento da interseção com c ∈ R. 

 

Observação: A união de subespaços nem sempre é um subespaço. De fato, tomemos os seguintes 
subespaços: W1 = ( ){ }xyVyx 5;, =∈  e W2 = ( ){ }xyVyx −=∈ ;, . Então 
 

W1 ∪ W2 = ( ){ }xyouxyVyx −==∈ 5;,  
 

Sejam u = ( x, 5x ) e v = ( x, −x ) elementos de W1 ∪ W2. Então u + v = ( 2x, 4x) ∉ W1 ∪ W2. Logo 
W1 ∪ W2 não é um subespaço vetorial de V. 
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Exercício: Sejam U e W subespaços de um espaço vetorial V. Então: 
 

U ∪ W é um subespaço vetorial de V ⇔ U ⊂ W ou W ⊂ U. 
 

Demonstração: ⇒) É claro que se U ⊂ W ou W ⊂ U, então U ∪ W = U ou U ∪ W = W. Como U e W 
são subespaços vetoriais de V, então U ∪ W é também um subespaço vetorial de V. 
 

⇐) Suponhamos que U ∪ W seja um subespaço vetorial de V e admitamos que  W ⊄ U. Mostremos 
que U ⊂ W.  Para isso, seja u ∈ U. Como W ⊄ U existe um elemento w ∈ W tal que w ∉ U.  
Considere o vetor h = u – w ∈ U ∪ W.  Afirmamos que h ∈ W.  De fato, h ∈ W, pois se h ∉ W, h 
estaria em U. Assim w = u – h ∈ U, o que é um absurdo. Logo u = h + w ∈ W e, portanto U ⊂ W. 
 
Teorema 3: Sejam W1 e W2 subespaços vetoriais de um espaço vetorial V. Então, o conjunto 
 

W1 + W2 = ⎨ v ∈ V; v = w1 + w2, w1 ∈ W1, w2 ∈ W2⎬ 
 

é um subespaço vetorial de V. 
 

Demonstração: Sejam u, v ∈ W1 + W2. Então u = w1 + w2 e v = w11 + w22 com w1, w11 ∈ W1 e w2, w22 
∈ W2. Como W1 e W2 subespaços vetoriais de um espaço vetorial V então w1 + w11 ∈ W1 e w2 + w22 ∈ 
W2 e 11 Ww ∈α 22 Ww ∈α . Então  

21222111221121 )()()()( WWwwwwwwwwvu +∈+++=+++=+  
e W1 + W2 é um espaço vetorial de V 

212121 )( WWwwwwu +∈+=+= αααα  
Logo W1 + W2 é um espaço vetorial de V. 
 
Definição 1: Sejam W1 e W2 subespaços vetoriais de um espaço vetorial V. Dizemos que V é soma 
direta de W1 e W2 , denotada por  V = W1 ⊕ W2 , se: 

i) V = W1 + W2  
ii) W1 ∩ W2 = { }0 . 

 

1.5 – Exemplos: Verificar se V = ℜ3é soma direta dos subespaços dados abaixo, em cada caso. 
 

a) W1 = ( ){ }0;,, 3 =∈ zRzyx  e  W2 = ( ){ }0;,, 3 ==∈ yxRzyx  
Solução: Seja ),,( zyxu =  um elemento qualquer do R3. Vamos mostrar a propriedade i), isto 

é, vamos mostrar que qualquer vetor de R3 se escreve como soma de um elemento de W1 com um 
elemento de W2. Então 

),0,0()0,,(),,( zyxzyxu +==  

de onde podemos concluir que 21
3 WWR += . Agora vamos provar a propriedade ii). Seja 

21),,( WWcbau ∩∈= . Então 01 =⇒∈ cWu  e 02 ==⇒∈ baWu . Assim )0,0,0(=u  e 

{ }021 =∩WW . Logo 21
3 WWR ⊕= . 

 
b) W1 = ( ){ }0;,, 3 =−∈ zxRzyx  e  W2 = ( ){ }0;,, 3 =++∈ zyxRzyx  

Solução: Seja ),,( zyxu =  um elemento qualquer do R3. Então 
),,0(),,(),,( xzzxxzxyxzyxu −−++−==  

Observe que o primeiro elemento da soma acima pertence a W1, pois x = z. O segundo 
elemento da soma pertence a W2, pois a soma de todas as coordenadas é nula. Dessa forma 

21
3 WWR += . Provaremos, agora, a propriedade ii). Seja 21),,( WWcbau ∩∈= . Então 
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caWu =⇒∈ 1  e 02 =++⇒∈ cbaWu . Como a = c então teremos b = − 2c. Logo 

Rccccu ∈−= ),,2,( . Assim  { }021 ≠∩WW  e portanto 3R não é soma direta de W1 e W2. 
 

c) W1 = ( ){ }yxRzyx =∈ ;,, 3  e  W2 = ( ){ }0;,, 3 ==∈ yxRzyx  
 

d) W1 = ( ){ }zyxRzyx ==∈ ;,, 3  e  W2 = ( ){ }0;,, 3 =∈ xRzyx  
 

Os itens c) e d) ficam como exercícios. 
 

Observação: Um espaço vetorial V é soma direta de W1 e W2 se, e somente se, qualquer vetor v ∈ 
V se escreve, de modo único, como soma de um elemento de W1 com um elemento de W2, isto é, v 
= w1 + w2 , w1 ∈ W1, w2 ∈ W2. Prove!  
 

Exercício: Seja V o espaço das matrizes quadradas de ordem n. Sejam 

W1 = { }tAAVA =∈ ;  - conjunto das matrizes simétricas 

W2 = { }tAAVA −=∈ ;  - conjunto das matrizes anti-simétricas 
Mostre que V = W1 ⊕ W2 . 

Sugestão: )(
2
1)(

2
1 tt AAAAA −++=  

 
1.6 – Combinação Linear 
 

 Sejam v1 , v2 , ... , vn vetores de um espaço vetorial V. Um vetor v ∈ V é combinação linear 
dos vetores v1, v2, ... , vn se existirem escalares a1, a2, ..., an  tais que  

 

nnvavavav +++= ...2211  
 

1.7 – Exemplos: 1) O vetor (3, −5) é combinação linear dos vetores (1, 0) e (0, 1) pois (3, −5) = 3(1, 0) − 
5(0, 1). 
 

2) O vetor u = (2, 3, −1) é combinação linear dos vetores v = (1, 1, 1 e w = (−1, 2, 1)? 
 Solução: O vetor u será combinação linear dos vetores v e w se existirem escalares x e y tais 
que  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
=+
=−

⇒−+=−
1

32
2

)1,2,1()1,1,1()1,3,2(
yx
yx
yx

yx  

 
Observação: Vamos relembrar o método do escalonamento para resolução de sistemas lineares. 
Para resolvermos um sistema linear devemos obter sistemas equivalentes, onde os valores das 
incógnitas são facilmente obtidos.  
 Vejamos então, como proceder para obter o sistema equivalente conveniente, através do 
processo eliminação de variáveis em cada equação. Para tornar mais claro o processo, ao lado de 
cada sistema vamos escrever sua matriz ampliada (matriz formada pelos coeficientes das incógnitas 
acrescentada à coluna dos termos independentes). 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−
=+

432
521

432
52

yx
yx

 

1ª) Eliminemos x da 2a equação. Substituímos a 2a equação por outra, obtida somando-se a 2a 
equação com a 1a  multiplicada por −2: 
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−
=+

1470
521

1470
52

yx
yx

 

2ª) Vamos tornar unitário o coeficiente de y na 2a equação. Para isso, substituímos a 2a equação por 

outra, obtida multiplicando-se a 2a equação por  
7
1

−   : 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+

210
521

20
52

yx
yx

 

3ª) Eliminemos y da 1a equação. Substituímos a 1a equação por outra, obtida somando-se a 1a 
equação com a 2a equação multiplicada por − 2 : 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+

210
101

20
10

yx
yx

 

 O último sistema é equivalente ao sistema inicial, e observe que podemos obter a solução do 
sistema facilmente: x = 1,  y = 2.  
 No exemplo apresentado partimos de um sistema de equações lineares e fomos obtendo 
sistemas sucessivos, obtidos do anterior por operações que preservam as igualdades indicadas, até 
chegarmos ao sistema equivalente que expressa a solução. As etapas intermediárias são todas 
reversíveis, pois podemos obter o sistema inicial a partir do último sistema efetuando as operações 
inversas das mencionadas, na ordem inversa. As operações que fornecem sistemas equivalentes são 
chamadas operações elementares. As operações elementares sobre as linhas de uma matriz são: 

1. Permutação da i-ésima  e j-ésima linha:   ji LL ↔  

 Exemplo:  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−↔

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

43
02
51

43
51
02

21 LL  

2. Multiplicar a i-ésima linha por um escalar qualquer k, não nulo: ii LkL .→ . 

 Exemplo:  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

86
51
02

2
43
51
02

33 LL   

3. Substituição da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima linha: 

jii LkLL .+→  

 Exemplo:  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

190
51
02

3
43

51
02

233 LLL  

 Na resolução do sistema acima observamos que a matriz ampliada do sistema obtido 
sucessivamente apenas sofreu operações elementares sobre suas linhas com objetivo de serem 
transformadas numa matriz na forma escada. Lembremos que quando não fazemos referência a 
alguma linha, a mesma deve permanecer inalterada. 
 Uma matriz é linha reduzida à forma escada se satisfaz às condições: 

1)  O primeiro elemento não nulo de cada linha é 1. 
2)  Cada coluna que contém o primeiro elemento não nulo de alguma linha tem todos os 

outros elementos iguais a zero. 
3) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas não nulas. 
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4) Se L1 , L2 ,..., Lr  são as linhas não nulas e se o primeiro elemento não nulo de Li ocorre na 
coluna ji , então j1 <  j2  < ... < jr. 
 Lembramos que uma linha é nula se todos os seus elementos forem nulos. Uma linha não nula 
é aquela que possui pelo menos um elemento não nulo. A condição 4) significa que os primeiros 
elementos não nulos unitários de cada linha devem ocorrer em colunas sequenciadas. 
 Consideremos as matrizes abaixo e verifiquemos quais são linha reduzida à forma escada: 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=
31000
10100
20021

A ;   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
1000
0100
0010

B ;   
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

28100
41000

C ;  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

18100
41000

D ;     
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
010
000
501

E  

As matrizes A e B são linha reduzida à forma escada, pois todas as condições estão satisfeitas. 
A matriz C não é linha reduzida à forma escada, pois não satisfaz à 1a condição. A matriz D não é 
linha reduzida à forma escada, pois não satisfaz a 2a e 4a condições. A matriz E também não é linha 
reduzida à forma escada, pois não satisfaz a 3a condição. 
 Dadas duas matrizes m x n, A e B, dizemos que B é linha-equivalente a A se B foi obtida de A 
após um número finito de operações elementares sobre as linhas de A. Neste caso, indicamos 
     A → B ou  A  ∼  B 
 Dada uma matriz Amxn, chamamos de posto (ou característica) de A, indicado por p, ao 
número de linhas não nulas de sua matriz equivalente linha reduzida à forma escada. 

 Exemplo: Para obter o posto da matriz 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−=

4231
3112
0211

A  precisamos, em primeiro 

lugar, obter a sua matriz equivalente B linha reduzida à forma escada. Isso é conseguido aplicando-se 
operações elementares convenientes às linhas da matriz A : 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−→
→

−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−=

3530
4440
0211

4440
3530
02112

4231
3112
0211

32

133

122

LL
LLL

LLL
A  

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

+→
→

−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−→

0200
1110

1101

33530
1110

0211

4
1

233

211

22

LLL

LLL
LL  

 

B
LLL

LLL
LL =

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−→

→
−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−→
0100
1010

1001

0100
1110
1101

3
1

322

311

33  

 
Portanto, o posto de A é igual a 3, que é o número de linhas não nulas da matriz B. 
 Vamos usar escalonamento para resolvermos o sistema  
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
=+
=−

1
32
2

yx
yx
yx

. 

 Tomemos a matriz ampliada do sistema: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
→−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

→−
→
→−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

1100
130
211

32
320
130
211

111
321
211

332

332

212

LLL
LLL

LLL
. 

 Observe que o posto da matriz ampliada é igual a 3 enquanto o posto da matriz dos 
coeficientes é igual a 2. Logo o sistema não tem solução e, portanto o vetor u não é combinação 
linear dos vetores v e w. Isto também poderá ser observado quando voltamos ao sistema, pois na 
terceira equação temos um absurdo. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=−

=−

110
13

2

y
y
yx

 

 
3) Seja ℘2 o espaço dos polinômios de grau  ≤  2. Seja v = x2 − 9x – 4. Mostre que v é combinação 
linear dos vetores v1 = x2 − 3x + 2  e  v2 = −x2 –  3x − 8. 

Solução: Devemos encontrar escalares a e b tais que 21 bvavv += , ou seja,  

baxbaxbaxxxxbxxaxx 82)33()(49)83()23(49 22222 −+−−+−=−−⇒−−−++−=−−  
 Lembramos que dois polinômios são iguais quando os coeficientes dos termos de mesmo grau 
são iguais. Então temos: 

1,2
482
933
1

==⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
−=−−

=−
ba

ba
ba
ba

. 

Portanto 212 vvv += e v se escreve como combinação linear de v1 e v2. 
 
 Seja S o conjunto de todas as combinações lineares dos vetores v1, v2, ... , vn, isto é,  
 

{ }RavavavavVvS inn ∈+++=∈= ,...; 2211  
 

O conjunto S é um subespaço vetorial de V, chamado de subespaço gerado pelos vetores v1, v2 ,..., vn 
e será denotado por [ ]nvvvS ,...,, 21= .  
 

Observação: O subespaço [ ]nvvvS ,...,, 21=  é o menor subespaço vetorial de V que contém os 

vetores v1 , v2 , ... , vn, isto é, se W é outro subespaço vetorial de V contendo os vetores v1, v2 , ... , vn, 
então S ⊂ W. 
 
1.8 – Exemplos: 1. Mostre que os vetores (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1) geram o R3. 
 Solução: De fato esses vetores geram o R3 pois, se ),,( zyxv = é um vetor qualquer do R3 
então: 

)1,0,0()0,1,0()0,0,1(),,( zyxzyx ++= . 
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2. Determine os geradores dos seguintes subespaços: 
a) W = ( ){ }02;,, 3 =+−∈ zyxRzyx . 

Solução: Seja ),,( zyxw = um elemento qualquer de W. Então yxzzyx +−=⇒=+− 202  e 
)1,1,0()0,2,1(),,0()0,2,()2,,(),,( yxyyxxyxyxzyxw +−=+−=+−== . 

Observe que os vetores ),,0(),0,2,( yyxx − são elementos de W, assim como os vetores )0,2,1( −  
e )1,1,0( . Nesse caso, qualquer vetor w de W se escreve como combinação linear dos vetores 

)0,2,1( − e )1,1,0( . Logo, esses vetores são os geradores de W. 
 

b) W = ( ){ }03;,, 3 =+−∈ zyxRzyx . 
 Solução: Exercício (Use a mesma ideia do exemplo anterior) 

 
c) W = ( ){ }yzyxRzyx −==∈ ,2;,, 3 . 

Solução: Seja ),,( zyxw = um elemento qualquer de W. Então: 
)1,1,2(),,2(),,( −=−== yyyyzyxw . 

Observe que o vetor ),,2( yyy − é um elemento de W, assim como o vetor )1,1,2( − . Nesse 
caso, qualquer vetor w de W se escreve como combinação linear do vetor )1,1,2( − , que é o único 
gerador de W. 
 

d) W = 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=−=∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
adbacM

dc
ba

;);2,2(  

Solução: Seja ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

w um elemento qualquer de W. Então bac −=  e ad = . Então 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

01
10

11
01

0
00

ba
b

b
aa

a
aba
ba

dc
ba

w  

 

Observe que os vetores ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

aa
a 0

e ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

− 0
0
b

b
 são elementos de W, assim como os vetores 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

11
01

e ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

− 01
10

 Nesse caso, qualquer vetor w de W se escreve como combinação linear dos 

vetores ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

11
01

e ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

− 01
10

 e, portanto, esses vetores são os geradores de W.  

 

3. Seja 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−+
−

= Rba
bba
aba

S ,;
2

 um subespaço do M(2, 2). Determine os geradores de S.  

 
4. Seja V = R3. Determine o subespaço gerado pelos vetores (1, −2, −1) e (2, 1, 1). 
Solução: Queremos identificar os vetores ),,( zyxv = de V que são combinações lineares dos vetores 
(1, −2, −1) e (2, 1, 1). Então 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−
=+

⇒+−−==
zba
yba
xba

bazyxv 2
2

)1,1,2()1,2,1(),,( . 

Usaremos escalonamento para determinar as condições sobre x, y e z de modo que o vetor v pertença 
a W. Então 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+
+→−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

→+
→
→+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

zyx
yx

x
LLL

zx
yx

x

LLL

LLL

z
y
x

5300
250

21
53

30
250

212

11
12
21

332

331

221

. 

 

Para que esse sistema tenha solução é preciso que o posto da matriz ampliada seja igual ao posto da 
matriz dos coeficientes. Logo devemos ter 053 =−+ zyx  e 

W = ( ){ }053;,, 3 =−+∈ zyxRzyx . 
OBS.: Note que os vetores (1, −2, −1) e (2, 1, 1) são linearmente independentes. Lembrando dos 
conhecimentos adquiridos em Cálculo Vetorial podemos concluir que esses vetores determinam um 
plano cuja equação é 053 =−+ zyx . Verifique. 
 

5. Seja V = R3. Determine o subespaço gerado pelos vetores (−1, 3, 2) e (2, −2, 1). 
 Sugestão: Use a mesma ideia anterior. 
 

6. Dados os vetores 12)( 2
1 +−= tttp , 2)(2 += ttp  e tttp −= 2

3 2)( , pede-se: 

a) Escreva o vetor 755)( 2 +−= tttp  como combinação linear de p1 , p2 e  p3. 
Solução: Vamos encontrar escalares a, b e c tais que  

batcbatcattctbttatt 2)2()2()2()2()12(755 2222 ++−+−++=−++++−=+− . 
Novamente, vamos lembrar que dois polinômios são iguais quando os coeficientes dos termos de 
mesmo grau são iguais. Então temos: 

1,2,3
72
52
52

===⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
−=−+−

=+
cba

ba
cba
ca

. 

Portanto,  
)2(1)2(2)12(3755 222 ttttttt −++++−=+− . 

 
1.9 – Dependência e Independência Linear 
 

  Sejam v1, v2 , ... , vn vetores de um espaço vetorial V. O conjunto { }nvvvv ,...,,, 321 é dito 

linearmente independente (LI) se a equação 
 

0...2211 =+++ nnvavava  
 

tiver como única solução a1 = a2 = ... = an = 0. Se, pelo menos, um elemento ai ≠ 0, o conjunto 
{ }nvvvv ,...,,, 321  será dito linearmente dependente (LD). 
 

1.10 – Exemplos: 1. Verificar se os conjuntos de vetores dados abaixo são LD ou LI: 
 

a) ( ) ( ){ }3,2,2,1 −  
Solução: Considere a equação , 

)00(,)3,2()2,1( 21 =−+ aa  
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e vejamos qual é a sua solução. Então  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=−

⇒=−+
032
02

)00(,)3,2()2,1(
21

21
21 aa

aa
aa . 

Note que o determinante principal do sistema é igual a 7. Dessa forma, o sistema terá uma única 
solução, 021 == aa . Portanto os vetores são linearmente independentes. 
 

b) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

13
43

,
03
32

,
13
21

 

Solução: Considere a equação, 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

00
00

13
43

03
32

13
21

321 aaa  

e vejamos qual é a sua solução. Então  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=++
=++−
=−−
=++−

0
0333
0432
032

31

321

321

321

aa
aaa
aaa
aaa

 

Vamos usar escalonamento para resolver esse sistema. Então 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

→−
→

→−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

→+
→
→−
→+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

0000
0000
0210
0321

2

3

0420
0630
0210
0321

3
2

0101
0333
0432
0321

442

332

441

331

212

LLL

LLL

LLL

LLL
LLL

. 

 

Temos que o posto da matriz ampliada é igual ao posto da matriz dos coeficientes e esse posto é igual 
a 2. Isto garante que o sistema tem solução. Como esse posto é menor que o número de colunas então 
o sistema tem infinitas soluções e, portanto solução não nula. Logo os vetores dados são linearmente 
dependentes. 
 
c) { }22,3,22 22 +−−−−+ xxxxx  

Fica como exercício. Veja exemplo 6 anterior. 
 
2. Mostre que se u, v e w são LI, então os vetores u + v, u + w e v + w também são LI. 
 
Teorema 4. Um conjunto de vetores { }nvvvv ,...,,, 321 de um espaço vetorial V é LD se, e somente 

se, um desses vetores é combinação linear dos outros vetores. 
 
Demonstração: Veja o livro texto. 
 
Observações: 

1. Se v ∈ V , v ≠ 0, então { }v  é LI. 
2. Qualquer conjunto de vetores que contiver o vetor nulo (elemento neutro) é LD. 
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1.11 – Base e dimensão  
 

 Um conjunto de vetores { }nvvvv ,...,,, 321  de um espaço vetorial V é base para V se: 

i) V = [ ]nvvvv ,...,,, 321  

ii) { }nvvvv ,...,,, 321  é LI. 

 
1.12 – Exemplos: 1. Os vetores (1, 0) e (0, 1) formam uma base para o R2, chamada de base 
canônica do R2. 

2. O conjunto { }1,,2 xx  é base para ℘2? 

3. ( ) ( ){ }0,3,1,1,2,1 −  é base para o R3 ? 
 

Observação:  
1. O número de elementos de uma base de um espaço vetorial V é chamado de dimensão do espaço 

vetorial V e será denotado por dim V. Assim, dim R2 é 2, pois dois vetores compõem a base. Qual 
a dim R3? Qual a dimensão do espaço das matrizes de ordem 2? Qual a dim ℘3 ? 

2.  Um espaço vetorial V que tem uma base finita é dito um espaço vetorial de dimensão finita. 
 

 Os resultados que veremos agora nos mostrarão maneiras de obter bases para espaços 
vetoriais. 
 

Teorema 5: Sejam v1 , v2 , ... , vn vetores não nulos de um espaço vetorial V. Se estes vetores geram 
V, então, dentre esses vetores, podemos obter uma base para V. 
Demonstração: Se v1, v2, ... , vn forem LI, nada a demonstrar. Se não, um dos vetores é combinação 
linear dos outros vetores, digamos vn, pois a equação  

0...2211 =+++ nnvavava  
 

admite solução não nula. Afirmamos que V = [ ]1321 ,...,,, −nvvvv . De fato, seja v ∈V. Como v1 , v2 , 

... , vn geram V, então nnvavavav +++= ...2211 . Como vn é combinação linear dos vetores v1 , v2 , 

... , vn -1 então 112211 ... −−+++= nnn vbvbvbv . Substituindo na equação anterior, obtemos: 

111222111 )(...)()( −−− ++++++= nnn vbavbavbav  

Logo V = [ ]1321 ,...,,, −nvvvv . Se os vetores v1, v2, ... , vn-1 forem LI , teremos a base para V. Se não, 

existe um vetor, dentre esses, digamos vn - 1 , que é combinação linear dos outros. Prosseguindo com um 
raciocínio semelhante ao anterior, chegaremos a um conjunto de vetores { } ,,,...,,, 321 nrvvvv r ≤  

linearmente independente, que geram V e, portanto formarão uma base para V. 
 
1.13 – Exemplos: 1. Considere os vetores (1, 1, 1), (1, 2, 3), (3, 0, 2) e (2, 1, −1). 
 

          a) Mostre que eles geram o R3. 
          b) Encontre uma base para o R3. 
 Solução: a) Seja ),,( zyxv = um vetor qualquer do R3. Vamos mostrar que esse vetor se 
escreve como combinação linear dos vetores dados. Então teremos: 

)1,1,2()2,0,3()3,2,1()1,1,1(),,( −+++= dcbazyx  
Verifique que esse sistema sempre tem solução, independente do vetor v. Logo os vetores dados 
geram o R3. 
 b) Vamos usar o teorema anterior. Já sabemos que a dimensão do R3 é 3. Como toda base tem 
sempre o mesmo número de elementos 
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Teorema 6: Seja V um espaço vetorial gerado por um número finito de vetores v1 , v2 , ... , vn. Então, 
qualquer conjunto de vetores com mais de n elementos é LD. 
Demonstração: Como V = [ ]nvvvv ,...,,, 321 , então pelo teorema anterior, podemos obter uma base 

para V. Seja β = { } ,,,...,,, 321 nrvvvv r ≤  esta base. Sejam w1 , w2 , ... , wm vetores quaisquer de V, 

com m > n. Vamos mostrar que estes vetores são LD, isto é, a equação  
 

0...2211 =+++ mm wxwxwx                 (1) 
 

deve ter solução não nula.  Sendo β uma base de V, então qualquer wi se escreve como combinação 
linear dos vetores de β, isto é,  

 

mivavavaw ririii ...,,2,1,...2211 =+++=            (2) 
 

Substituindo (2) em (1) obtemos: 
 

0)...(
...)...()...(

2211

2222121212121111

=++++
+++++++++

rmrmmm

rrrr

vavavax
vavavaxvavavax

 

 

0)...(
...)...()...(

2211

2222211211221111

=++++
+++++++++

rmmrrr

mmmm

vxaxaxa
vxaxaxavxaxaxa

 

Como v1 , v2 , ... , vr são LI então 
 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

0...

0...
0...

2211

2222112

1221111

mmrrr

mm

mm

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

M
 

 

Temos, portanto, um sistema homogêneo com r equações e m incógnitas. Como r ≤ n < m, tal sistema 
admite uma solução não nula, ou seja, existe xi ≠ 0, para algum i. Portanto w1 , w2 , ... , wm  são LD. 
 

Observação: Vem do teorema anterior que um conjunto LI em V terá no máximo n elementos. 
 
Corolário: Qualquer base de um espaço vetorial V, terá sempre o mesmo número de elementos. 
Demonstração: Sejam { }nvvvv ,...,,, 321  e { }mwwww ,...,,, 321  bases de um espaço vetorial V. 

Como v1 , v2 , ... , vn geram V, então m ≤ n. Da mesma forma, os vetores w1 , w2 , ... , wm geram V e 
portanto n ≤ m. Logo m = n. 
 
Teorema 7: Qualquer conjunto de vetores LI de um espaço vetorial V de dimensão finita é parte de 
uma base de V, isto é, qualquer conjunto de vetores LI de um espaço vetorial de dimensão finita pode 
ser completado de modo a formar uma base para V. 
 Demonstração: Sejam v1, v2, ... , vr vetores LI de um espaço vetorial V de dimensão finita n. Então r 
≤ n. Se V = [ ]rvvvv ,...,,, 321  então { }rvvvv ,...,,, 321  é base para V e neste caso r = n. Se v1 , v2 , ... 

, vr  não geram V, então existe um vetor  vr+1 ∈ V tal que vr+1 ∉ [ ]rvvvv ,...,,, 321 . Afirmamos que 

os vetores v1 , v2 , ... , vr , vr+1 ainda são LI. De fato, consideremos a equação 
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0... 112211 =++++ ++ rrrr vavavava  

Observe que ar+1 = 0 pois se ar+1 ≠ 0 teríamos 

r
r

r

rr
r v

a
a

v
a
a

v
a
a

v
1

2
1

2
1

1

1
1 ...

+++
+ −−−−=    ⇒   vr+1 ∈ [ ]rvvvv ,...,,, 321  

 
o que é um absurdo. Como v1, v2, ... , vr vetores LI segue-se que a1 = a2 = ... = ar+1  =  0 e portanto 
os vetores v1 , v2 , ... , vr , vr+1 são LI. Se V = [ ]1321 ,,...,,, +rr vvvvv  então o conjunto 

{ }1321 ,,...,,, +rr vvvvv  é base para V e neste caso r + 1 = n. Se não, existe outro vetor vr+2 ∈ V tal 

que vr+2 ∉ [ ]1321 ,,...,,, +rr vvvvv . Prosseguindo desta forma, após um número finito de passos 

obteremos uma base para V. 
 
Corolário: Se dim V = n, qualquer conjunto de vetores LI, com n elementos, é base para V. 
Demonstração: Seja W um conjunto de vetores linearmente independente com n elementos. Pelo 
teorema anterior, este conjunto poderia ser completado de modo a formar uma base para V. Logo dim 
V seria maior que n, o que é absurdo. 
 
1.14 – Exemplo: Obtenha uma base para o ℜ3 a partir do vetor (1, 1, 0). 
 
Teorema 8: Se U e W são subespaços vetoriais de um espaço vetorial V de dimensão finita, então: 

i) dim U ≤ dim V  e  dim W ≤ dim V 
ii) dim (U + W) = dim U + dim W – dim (U ∩ W) 

Demonstração: Exercício 
 
Teorema 9: Dada uma base β = { }nvvvv ,...,,, 321  de um espaço vetorial V, cada vetor se escreve, de 

modo único, como combinação linear dos vetores de β. 
Demonstração: Exercício 
 
Definição 2: Sejam β = { }nvvvv ,...,,, 321  uma base de um espaço vetorial V e v ∈ V. Os números a1, 

a2 , ..., an tais que nnvavavav +++= ...2211  são chamados de coordenadas do vetor v na base β e 

será denotada por 

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

na

a
a

v
M
2

1

β  

 
 

1.15 – Mudança de Base 
 
 Sejam β = { }nuuuu ,...,,, 321  e β’ = { }nvvvv ,...,,, 321  bases de um espaço vetorial V. Se v ∈ 

V, então  

nnuxuxuxv +++= ...2211                (1) 

nnvyvyvyv +++= ...2211                (2) 
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 Nosso problema é saber qual a relação que existe entre as coordenadas de v na base β com as 
coordenadas de v na base β’. Como β é base de V , podemos escrever cada vetor vi como combinação 
linear dos vetores de β, isto é: 
 

nn uauauav 12211111 ... +++=  

nn uauauav 22221122 ... +++=  

M  

nnnnnn uauauav +++= ...2211  

 
Substituindo na equação (2), obtemos: 

)...(
...)...()...(

2211

2222112212211111

nnnnnn

nnnn

uauauay
uauauayuauauayv

++++
+++++++++=

 

 

nnnnnn

nnnn

uyayaya
uyayayauyayayav

)...(
...)...()...(

2211

2222212111212111

++++
+++++++++=

 

 
Como as coordenadas de um vetor em relação a uma base são únicas, então 
 

nn yayayax 12121111 ... +++=  

nn yayayax 22221212 ... +++=  

M  

nnnnn yayayax +++= ...22111  

 
ou seja,  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nnnnn

n

n

n y

y
y

aaa

aaa
aaa

x

x
x

M

L

MLMM

L

L

M
2

1

21

22221

11211

2

1

 

 
Logo,  

[ ] [ ] [ ] '
'

β
β
ββ vIv =  

A matriz [ ] 'β
βI  é chamada de matriz de mudança de base de β’ para β. 

1.16 – Exemplo:  1) Seja V = R3 e ( ) ( ) ( ){ }0,0,1,1,1,1,1,0,1 −=β  uma base ordenada de V. 

Determine ( )[ ]βcba ,, . 

2) Seja V = ℘2. Mostre que ( ){ }21,1,1 xx ++=β  é uma base para V e determine [ ]β232 xx +−  

 
Observações: 1) Suponhamos que escrevêssemos os elementos β como combinação dos elementos 
de β’. Então teríamos: 
 

nn vavavau 12211111 ...+++=  

nn vavavau 22221122 ...+++=  
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M  

nnnnnn vavavau +++= ...2211  

 
Substituindo na equação (1) acima, obtemos: 

)...(
...)...()...(

2211

2222112212211111

nnnnnn

nnnn

vavavay
vavavayvavavayv

++++
+++++++++=

 

 

nnnnnn

nnnn

vyayaya
vyayayavyayayav

)...(
...)...()...(

2211

2222212111212111

++++
+++++++++=

 

 
Como as coordenadas de um vetor em relação a uma base são únicas, então 
 

nn yayayax 12121111 ... +++=  

nn yayayax 22221212 ... +++=  

M  

nnnnn yayayax +++= ...22111  

 
ou seja,  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nnnnn

n

n

n x

x
x

aaa

aaa
aaa

y

y
y

M

L

MLMM

L

L

M
2

1

21

22221

11211

2

1

 

 
Logo,  

[ ] [ ] [ ]ββ
ββ vIv '' =  

A matriz [ ]ββ 'I  é chamada de matriz de mudança de base de β para β’. 

 

2) As matrizes [ ] 'β
βI e [ ]ββ 'I são inversíveis e [ ]( ) [ ] '

'

1 β
β

β
β II =

−
. 

 
 
 
 
 
 
 


