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1.1 — Coordenadas Polares

O sistema de coordenadas que conhecemos para identificar pontos no plano é o sistema de
coordenadas retangulares. Existe outro sistema de coordenadas que pode ser usado neste sentido: “O
sistema de coordenadas polares”. A seguir, veremos como construir e como identificar pontos neste
sistema.

Considere um plano e sobre ele escolha um ponto fixo O, chamado de origem ou polo do sistema.
A partir do ponto O, em qualquer direcdo, trace uma semirreta, narmalmente tracada horizontalmente,
que serd chamada de eixo polar.

Seja P um ponto qualquer do plano, distinto de O. Seja & P

0 angulo, em radianos, orientado AOP. Se I = ‘@‘ entdo os

nameros reais r e € serdo as coordenadas polares do ponto P que 0 »A
serdo representadas pelo par ordenado (r, 6).

Exemplos: Identificar os pontos no plano polar.
a) A=(4,7) b) B =(5,7) c)C=(-37%)

L

Seja P(x, y) um ponto qualquer no sistema cartesiano e P(r,d) esse
mesmo ponto no sistema polar. Poderiamos, entdo, perguntar se existe y b
alguma relacéo entre as coordenadas cartesianas de P e suas coordenadas
polares? A resposta é afirmativa. Para mostrarmos isto, considere o sistema r
de coordenadas cartesianas (retangulares), fazendo a origem do plano polar
coincidir com a origem do plano cartesiano e o eixo polar coincidir com o
eixo dos x. Suponha que r > 0. Observe que o triangulo xOP é retangulo, e, o x
portanto temos:

X
C0Sfd=— = X=rcosd e senezl = y=rsend.
r r

Note que X° + Y% =r’ e que tgf = RSN y = (tg@)x . Conhecidas as coordenadas cartesianas de
X

P podemos encontrar as suas coordenadas polares e vice-versa.

Exemplos: Esboce os graficos.

ayr=2cos 64 b) r=cos 26 c)r=2(1+ cos 9
-z e r=4

d) 6 = 4



Solugéo:a) Vamos eshocar o gréafico de r = 2 cosé. Quando 6 =0, T
teremos r = 2. A curva passa pelo ponto A(2, 0). Da mesma forma B = 2005()
temos que a curva passa pelos pontos: B(\/E 7[/4), C(O, 7z/2), 1T
D(-~2,37/4), E(-2, 7), F(-+2,57/4), G(0,37/2), H c A
(\/5 77r/4) e 1(2, 277). O gréfico da curva sera: U 3
-1+
D

b) Vamos esbocar o grafico de r = cos26. Quando 6 = 0, teremos
r = 1. A curva passa pelo ponto A(1, 0). A curva também passa

pelos pontos: B(0, z7/4), C(~1, #/2), D(0,37/4), E(L ),
F(0,57/4), G(-,37/2), H(0,77/4) e 11, 2z). O gréfico
da curva esta ao lado.

r = cos2t

1.2 — Area em coordenadas polares

Seja r = f(6) uma fungdo continua e definida no intervalo [&;, 6,]. Admita que f(6) >0 e que
6 < 6, + 2. Vamos determinar a area limitada pelas retas & e & e pela curva r = f(6).

Subdivida o intervalo [&;,6] em subintervalos [8 , 644],
i=1,...,n Sejam ¢ e f os pontos de maximo e de minimo de f
em cada intervalo [8 , &.1], respectivamente. Note que a area A;,
limitada pelas retas 6, e & e pela curva r = f(6) esta compreendida
entre as areas dos setores circulares de raios f(a) e f(4), ou seja:

9i+1_9i ”f(ﬁ.)z < Ai < 0i+1_0i '7Z'f(0{i)2
27 27
Somando estas areas, obtemos:

$v

. X))

> B (Oa-0) < XA <Y (@) (0 -0)

Passando o limite quando n — oo, obtemos:
6, 2
A= j@l 1£(0)*do
Exemplos: 1) Calcule a area limitada pelas curvas:
a)r=cos 26 b) r =2(1 + cos )

Solucédo: a) O eshoco da curva esta no exemplo anterior. Podemos ver que a area procurada é oito vezes a
area da metade de uma pétala. Entdo:

sendf 4z
4

S |6 :ZLZ (1+cosa6)do =Z{9+

0

Portanto a &rea procurada é: A=8x-—=— unidades de area.

b) A area da regido limitada pelo cardidide sera dada por:

A:%Ij” [2(1+cos 0 d =2 " 1+ 2cos 6 +cos® )6 =




= 2]2”(1+ 2cos€+M]d9 :IZE(3+4c059+c032¢9)d¢9:
0 2 0

= 677 unidades de area.

2r
= {349 +4send + senze}

0

2) Calcule a &rea entre as curvas r = 2a cos € e r = 2a sen 6.

Solugéo: Vamos inicialmente determinar a interse¢do entre as curvas:
= 2sent
2acos€=2asen9:>cos¢9:sen9:>6?:77. oo
4 6=m/4

Assim, a area entre as curvas dadas sera dada por: s

1% 2 T Aean 2 : :
A=2x5j04(23en9) dH:jO44sen AE § !

" . 4 T T r=2cost

= [#2(1-c0s260)d6 =[26 —sen26]: =2 x,~1="-1ua

3) Calcule a area interior ao circulo r = 6 cos & e exterior ao cardidide r = 2(1 + cos 6)

4) Calcule a &rea interior ao circulo r = 4 e exterior ao cardidide r = 4(1 —cos 6).
1.3 — Comprimento de Curvas

Seja y = f(x) uma funcéo derivavel em [a, b], com f’ continua. Vamos determinar o comprimento
da curva y = f(x) no intervalo dado. A ideia é aproximar a curva por segmentos de reta e somar 0s
comprimentos desses segmentos.

Para isto, subdivida o intervalo [a, b] em subintervalos Ay

[Xi, Xi+1], i = 1, ...,n. Em cada subintervalo da subdivisdo, iy=f(X)
escolha um ponto, digamos x;, e considere o ponto sobre a /\//,

curva (x; , f(xj)). Temos que o comprimento de cada segmento de '
reta que liga os pontos (xi, f(x;)) e (x;, f(x;)) € dado por

X

Yo =x F+(F o0 - 100 ™ - —>
Do Teorema do Valor Médio, temos que:
f (Xi+1) ~f (Xi) =f I(Ci) : (Xi+l - Xi)! C e (Xi+1 - Xi)

Substituindo em (7), obtemos:

\/(Xi+l_xi)2 + fl(ci)(xi+l - Xi)2 :\/(Xm _Xi)2(1+ f(c)?)
= J+ £ (k- x)
Somando estes comprimentos, temos:
> ) (ha-x)

Se tomarmos g(x) =41+ f' (x)2 , temos a soma de Riemann da funcdo g e passando o
limite quando n — o, podemos definir, quando este limite existir, 0 comprimento da curva C, y = f(x),

como sendo
C = [ {1+ f(x)?dx




Suponhamos que a curva seja dada na sua forma paramétrica x = f(t) e y = g(t), comt < [a, b], fe
g derivaveis, com derivadas continuas. Repetindo o mesmo raciocinio anterior, obteremos que o
comprimento C da curva sera dado por

C :I:\/f'(t)z £ g (t)2dt

Observagdo: Sejam x=x(t),y=y(t), te [a,b] fungdes derivaveis e t=t(Xx) a funcéo inversa de
X =X(t). Entdo

_ &g YO YO
y = y(t(x)) :dx_y(t)'t (x) = M A x()
pois ﬂ=t'(X):L = dtzidx Logo

dx X' (t) X' (t)

C :Lfﬂ/x'(t)2 Ly (t)2dt

Suponhamos que a curva seja dada na forma polar, isto é, em coordenadas polares r = f(6),
0 ¢e [6, &],com f' continua. Sabemos que
X =rcos é x = f(@)cos 6
=
y = rsen @ y = f(8)sen g

Assim, x'(8) = f'(6)cosd — f(0)send e y'(0) = f'(8)send + f(8)cosé . Logo,
X'(0)° = £'(0)*cos* 021 (8) f'(8)cosésend + f (6)*sen’d
y'(6)? = £'(0)*sen*6 -2 (0) f'(0)cosésend + f (0)*cos® @

X'(0)*+y'(8)° = f'(0)° + f(0)*.

Portanto, o comprimento C da curvar =f(6), 0 € [6, &], sera dado por

C:J'ZZ\/f'(H)2+f(z9)2d6?

Exemplo: 1) Calcule o comprimento das curvas abaixo:
3
a)y:%(x2+2)4,0£x£3 b)F—C— 96[0 ]

c) x(t) = el cost, y(t) = elsent, 1<t <2
Solugéo: a) O comprimento C da curva dada serd dado por:

czj:1/1+ Fr(x)2dx.
Temos que:
y=f()=1(x*+2)" = f'(x):%x%(x2+2)yzx2x:> f'(x): X/ X% + 2 :>(f'(x))2 :xz(x2+2).

Logo,

3
C= J':,/1+ X?(x? +2)dx = .f;q/x“ +2x° +1dx = .[:Jixz +1Pdx = J.:(xz +1}ix = (Xg+ XJ =12u.c.
0

b) O comprimento C da curva dada ser& dado por:

C:j:Z\/f'(9)2+f(0)2d6’.

Temos que:



2
= 1(0)= 2= 1(0)= 200 < o= ( (o) (o) - AT 4

Logo,

5| 4 5 2 3 -
C= ) oy 0= 5 do=] 2sec’ 0d0 = (2190 =23 u.c.

1.9 — Volumes de Revolucéo

Quando giramos uma regido plana em torno de uma reta, obtemos um sélido, chamado sélido de
revolucdo. A reta em torno da qual a regido gira é chamada de eixo de revolucao ou eixo de rotacao. Por
exemplo, quando giramos a regido do plano limitada pelas retasy = 0, y = x e X = 4, em torno do eixo dos
X, obtemos um s6lido de revolugdo chamado de cone. Se girarmos o retangulo limitado pelas retas y = 3,
y=0,x=0 e x=1, emtorno do eixo OY, obteremos um sélido de revolucdo, chamado de cilindro.

Consideremos o seguinte problema: Seja R uma regido do plano limitada pela curva y = f(x) e
pelas retas x = a, X = b e y = 0. Vamos calcular o volume V do sélido de revolucdo S, obtido pela rotagédo
de R, em torno do eixo OX.

Suponhamos que f seja uma func¢do continua e ndo
negativa (f >0) em [a, b]. Considere uma subdivisdo do
intervalo [a, b],

A=X <X <..<Xi <Xjit1 <...<X,=b

Sejam Ax; = Xi+1 — X 0 comprimento de cada intervalo
[xi , Xi+1], Ri o retdngulo de base Ax;, cuja altura é f(c;), onde
ci € um ponto qualquer do intervalo [ , Xi1]. Quando
giramos o retdngulo R;, em torno do eixo OX, obtemos um
cilindro cujo volume é

4

2
[ f(ci)]° Ax;
A soma dos volumes desses cilindros,
n

> alf(ei)F ax

i=0
nos da uma aproximacédo do volume do sélido S. Passando o limite quando n — o, podemos, se este
limite existir, definir o volume V do s6lido S, como sendo

V=7 f(x)?x.

Observacgdes: 1) Suponha que a regido R é limitada pelos graficos das funcdes f(x), g(x) e pelas retas
X =aex=Dbh. Admita que f(x) >g(x), ¥'x e [a, b]. Entdo o volume do sélido S obtido pela rotacdo de R
em torno do eixo OX é

v =j:;z[f(x)2 — g(x)?|dx

2) Se, ao invés de girarmos em torno do eixo OX, girarmos em torno do eixo OY, teremos, neste caso,
que o volume do sélido S sera

d
Vv =j m9(y)?dy
C

3) Suponhamos que a rotagéo seja feita em torno de uma reta paralela ao eixo OX, de equacdoy = L.
Neste caso, o volume do sélido S obtido sera

V = Jbﬂ[f(x)— L]? dx



4) Suponhamos que a rotacédo seja feita em torno de uma reta paralela ao eixo OY, de equagdo x = M.
Neste caso, 0 volume do solido S obtido sera

d
v = [ #lo(y) - MP gy
c

Exemplos: 1) Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo OX, da regido limitada
pelacurvay = x?e pelasretasx =1, x =2 ey = 0.

Solugéo: O volume do s6lido obtido pela rotagdo R em torno do eixo OX, é
dado por:

y

Y :Lb;zf(x)zdx.

Observe que neste caso 0 raio de rotacdo é x?, conforme mostra
figura ao lado. Entdo it raioe rotacao = 2

? X
VZLZE(XZ)ZdX:”jlzledx:i{xglZ”[Z_S_gjzgﬂU.V. !

5 5 5 A

L xx2) §R

©
;

2) Calcule o volume do sélido obtido pela rotacdo, em torno do eixo OX, da regido limitada pela curva
y =senX epelasretasx=0,x=r7rey=0.

Solucé&o: O volume do s6lido obtido pela rotagdo R em torno do eixo OX, é ’
dado por: y
b 2
V=] 7f(x)dx.
a
Observe que neste caso o raio de rotagéo é (sen x)%, conforme mostra >t
figura ao lado. Entéo | y=senx
x = (1—c0s2x 1. sen2x| 1 \
Vv =I ﬂ(senx)zdx:ﬂ_[ (—jdx:zz[—x— } == 7uv. — N
0 0 2 2 4 2 0 X 2 Py :
0

3) Determine o volume do sélido S gerado pela rotacdo da regido R, em torno do eixo OX, onde R é
limitada pelas curvasy = x* ey = x + 2.
Solucéo:

4) Encontre o volume do solido S obtido pela rotacdo da regido R, em torno do eixo OY, limitada pelas
curvas y* = 4x e x = 4.

5) Seja R a regido do plano limitada pela curva y = \/; e pelas retas y = 0 e x = 4. Calcule o volume do
solido S obtido pela rotacdo de R em torno da retay = -2.

6) Seja R a regido do plano limitada pela curva y = \/; e pelas retas y = 0 e x = 4. Calcule o volume do
solido S obtido pela rotacdo de R em torno da reta x = -2.

7) Seja R a regido do plano limitada pela curva y = x3
solido S obtido pela rotacdo de R em torno do eixo OX.

e pelas retas y = 8 e x = 0. Calcule o volume do

8) Seja R a regido do plano limitada pela curva y = X2

solido S obtido pela rotacédo de R em torno do eixo OX.

— 4x e pelaretay = 0. Calcule o volume do



9) Seja R a regido do plano limitada pela curva y2 = X e 2y = X. Calcule o volume do s6lido S obtido
pela rotacdo de R em torno do eixo OY.

10) Seja R a regido do plano limitada pela curva y = x? e pela retay = 4. Calcule o volume do sélido S

obtido pela rotacdo de Remtornode:a)y =4;b)y=5;¢) x =2.
11) Calcule o volume de um cone de altura H e raio R.

12) Calcule o volume de uma esfera de raio R.



