
UFPB - CCEN - DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA 
ÁLGEBRA LINEAR E GEOMETRIA ANALÍTICA 
1a  LISTA DE EXERCÍCIOS –  PERÍODO 2013.2 

Os exercíc ios  01 →  28 t razem um espaço vetor ia l  V  e  um seu subconjunto  W .   
Sempre que W  for  um subespaço de  V ,  use  a  def inição de  subespaço para  provar  es te  fa to .  Caso 
contrár io ,  e labore  um exemplo que jus t i f ique sua conclusão.  

01.  =V  R2 e  W  o  conjunto  de  todos  os  pontos  do pr imeiro  quadrante .  
02.  =V  R2 e  }0/),({ == yxyxW .  
03.  =V  R2 e  ∈== mmxyyxW ,/),({  R } .  
04.  =V  R2 e  0/),({ == xyxW  ou  }0=y .  

05.  =V  R2 e  }1/),({ 22 ≤+= yxyxW .  
06.  =V  R2 e  }3/),({ yxyxW == .  
07.  =V  R3 e  }/),,({ zyxzyxW === .  
08.  =V  R3 e  }/),,({ zyxzyxW ≤≤= . 
09.  =V  R3 e  zzyxW /),,({=  é in teiro } .  
10.  =V  R4 e  yxztzyxW 2/),,,({ +==  e  }3yxt −= .  
11.  =V  Rn e  AOvAVvW ,/{ =∈=  uma matr iz  nm ×  e  O  a matr iz  nula  }1×m .  

(Observe que W ,  nes te  caso chamado de núcleo  ou  espaço nulo  da matr iz  A ,  é  o  conjunto  de  
todas  as  soluções  de  um s is tema l inear  homogêneo) .  

12.  =V  Rn e  AbvAVvW ,/{ =∈=  uma matr iz  nm ×  e  b  uma matr iz  }1×m .  
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15.  22×= MV  e  TTAATAW ,/{ ==  uma matr iz  f ixada em  }V .  

16.  22×= MV  e  W  o  conjunto  das  matr izes  s imétr icas .  

17.  22×= MV  e  W  o  conjunto  das  matr izes  ant i -s imétr icas .  
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19.  nnMV ×=  e  W  o  conjunto  das  matr izes  diagonais .  

20.  nnMV ×=  e  /{ VAW ∈= det =A  det IIA ,)( +  a matr iz  ident idade  nn× } .  

21.  =V  P2 )( x  e  ∈= )({ xpW  P2 )( x /  ∈= axaxp ,)( 2 R } .  

22.  =V  P2 )( x  e  }/)({ 2 cbacbxaxxpW =+++== .  

23.  =V  P2 )( x  e  ∈= )({ xpW  P2 )( x / )( xp  é  d ivis ível  por  um pol inômio )( xq ≠ }0 .  
24.  =V  P2 )( x  e  })1(2)0(/)({ ppxpW ==  
25.  =V  P2 )( x  e  }0)()(/)({ =′+= xpxpxpW  

26.  =V  P2 )( x  e  /)({ xpW = grau })({}1])([ 2 xoxxp ∪≤+ ,  )( xo  o  pol inômio nulo .  
27.  =V  P3 )( x  e  =W  P2 )( x .  
28.  =V  P4 )( x  e  W  o  conjunto  formado pelos  pol inômios  de  V  que possuem grau par .  

29.  Se considerarmos o  conjunto  R  como um espaço vetor ia l ,  quais  são seus  subespaços?  

30.  Vamos denotar  por  F )(Ω  a  coleção de todas  as  funções  reais  de  uma var iável  real  que 
possuem o conjunto  Ω  como domínio .  Se f  e  g  per tencem a F )(Ω  e  λ  é  um escalar  real ,  



def inimos )()()()( xgxfxgf +=+ ,  )()()( xfxf λλ =  e ,  ass im,  podemos ver if icar  
que F )(Ω  é  um espaço vetor ia l .  Considerando-se  o  caso especia l  em que ),( ∞+∞−=Ω ,  
quais  dos  conjuntos  abaixo são subespaços  de  F )(Ω ?  

a)  Todas  as  funções  constantes .  b)  Todas  as  funções  f ,  ta is  que 1)0( =f .  
c )  Todas  as  funções  diferenciáveis .  d)  Todas  as  funções  pares .  
e)  Todas  as  funções  ímpares .  f )  Todas  as  funções  f ,  ta is  que )1()( xfxf −= .  

31.  Classi f ique cada uma das  af i rmações  abaixo como verdadeira  ou fa lsa .  

a)  Um subconjunto  W  de  um espaço vetor ia l  V  é  um subespaço,  se  o  vetor  nulo  de  V  
per tencer  a  W .  

b)   Um espaço vetor ia l  também é um subespaço.  

c)   Um vetor  é  qualquer  e lemento  de  um espaço vetor ia l .  

d)   R2 é  um subespaço de R3.  

e)   Um subespaço também é um espaço vetor ia l .  

32.  Em relação ao s is tema de equações  ao lado,  pede-se:  

a)  Ver i f icar  que a = 3,  b  =  2  e  c  =  -  1  é  uma solução.  

b)  Sem fazer  uma nova ver i f icação,   expl icar  porque 

    a  = 30,  b  =  20 e  c  =  -  10 é  outra  solução.  
 

33.  Sejam 21 , WW  e  3W  os  seguintes  subespaços  de R3: 
}0/),,({,}/),,({ 21 ===== yxzyxWzxzyxW  e }0/),,({3 =++= zyxzyxW . 

É  verdade que =+=+=+ 323121 WWWWWW  R3 ? 
Em algum dos casos  a  soma é  dire ta?  
 

34.  Se }/),({1 yxyxW == ,  encontre  um subespaço 2W  de  R2,  ta l  que R2 21 WW ⊕= . 

35.  Em 22×= MV ,  considere  os  subespaços  
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a )  2221 ×=+ MWW ?                                                                     b)  2221 ×=⊕ MWW ?  

36.  Suponha um espaço vetor ia l  V escr i to  como soma dire ta  de  dois  subespaços  1W  e  2W .  Mostre  

que ,Vv ∈∀  exis te  um único vetor  11 Wv ∈  e  um único 22 Wv ∈ ,  ta is  que 21 vvv += .  

37.  Considere  })0,1,1,0(,)3,4,1,1(,)2,0,1,3(,)2,2,4,1(,)0,0,0,0({ −−−=W  e  
])1,2,1,0(,)0,0,1,1(,)1,0,0,1([ −=U .  

a )  Esses  conjuntos  são subespaços  de  =V  R4 ?  
b)  Qual  é  o  conjunto  WU ∩ ?  

c)  WU ∩ é um subespaço de =V  R4 ?  

38.  A mesma questão anter ior ,  considerando-se  agora  22×= MV ,  
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39.  Ainda a  mesma questão,  des ta  fe i ta  para  =V  P2 )( x ,  

}12,1,1,133{ 222 −−++−+−= xxxxxxxW e ]1,12,[ 222 +−+−−= xxxxxU .  

40.  Verif ique que qualquer  vetor  de  R2 pode ser  escr i to  como combinação l inear  dos  vetores  
)2,1(  e  )0,1( .  Que re lação exis te  entre  R2 e  ])0,1(,)2,1([ ?  

41.  Encontre  um vetor  ∈v  R3,  ta l  que 21][ WWv ∩= ,  onde ])1,1,1(,)3,2,1([1 −=W  e  2W  é  
o  p lano XY.  

42.  Seja  },,,{ 21 nvvvS K=  um conjunto  de  vetores  em um espaço vetor ia l  V .  Se  W  é  um 

subespaço de V  e  WS ⊂ ,  conclua que [ ] WS ⊂ .  

43.  Se },,{ wvu  é  um conjunto  de  vetores  LI  em um espaço vetor ia l  V ,  conclua que 

a)  },,2{ wuwvuwvu +−−−+  também é um conjunto  LI  em V .  

b)  },3,3{ wvwvuwvu +−+−+  é  um conjunto  LD  em V .  

44.  O conjunto  }1,,,22{ 22 xxxx ++=α  é  LI  ou  LD  em P3 )( x ?  
E qualquer  subconjunto  de  α  com três  e lementos?  

45.  Sejam A  e  B  subconjuntos  f in i tos  de  um espaço vetor ia l  e  suponha que BA ⊂ .  Mostre  que:  
a)  Se A  é  LD ,  então B  também o é .                                  b)  Se B  é  LI ,  então A  também o é .  

Se B é LD ,  o  que se  pode af i rmar  a  respei to  de  A?  E se  A  é  LI?  

46.  Seja  A  um subconjunto  f in i to  de  um espaço vetor ia l .  Mostre  que A  é  LD ,  se ,  e  somente  se ,  um 

de seus  vetores  é  combinação l inear  dos  demais .  

47.  Se ),( bau =  e  ),( dcv = ,  conclua que },{ vu=α  é  uma base  de  R2,  se ,  e  somente  se ,  
0≠− cbda .  

48.  Se ),( bau =  e  ),( dcv =  são ta is  que 0=+ bdac  e  12222 =+=+ dcba ,  conclua que 

},{ vu=α  é  uma base  de  R2.  

49.  É possível  es tabelecerem-se condições  sobre  k ,  de  modo que }),1,1(,),1,1(,),0,1({ 2kkk  
se ja  uma base  de  R3 ?  

50.  Se )1,1( aau +−=  e  )1,1( aav −+= ,  de termine o  valor  de  a  para  que },{ vu  não  

se ja  uma base  de  R2.  

51.  Se 132)( 2 +−= xxxp ,  o  conjunto  })(,)(,)({ xpxpxp ′′′=α  é  uma base  de  P2 )( x ?  

52.  Encontre  uma base  e  dê  a  dimensão dos  seguintes  subespaços  de  R3:  

a)  }02/),,({1 =−= yxzyxW .  b)  }02/),,({2 =−=+= yxzxzyxW .  c )  21 WW I .  

d)  }032/),,({3 =−+= zyxzyxW .  e )  32 WW + .  f )  o  p lano XY.  

g)  o  plano X = Y.  h)  ])1,1,0(,)1,1,1(,)0,2,1([ − .   

53.  Em =V  R3,  se jam 1W  o  p lano YZ e  2W  o  subespaço gerado pelos  vetores  )0,2,1(  e  

)2,1,3( .  Determine uma base  e  dê  a  dimensão de 1W ,  de  2W ,  de  21 WW +  e  de  21 WW ∩ .  

54.  Em =V  R4,  determine uma base  e  dê  a  dimensão do subespaço W ,  gerado pelos  vetores  

=1v )0,2,2,3(,)0,4,1,1(,)0,0,1,1( 32 −=−= vv  e  )0,2,0,1(4 −=v .  É  verdade 

que =W  R4 ?  



55.  Sejam 1W  e  2W  os  subespaços  de  22 xM  def in idos  por  
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Determine uma base  e  dê  a  dimensão de 1W ,  de  2W ,  de  21 WW +  e  de  21 WW ∩ .  

É  verdade que 22 xM  =  1W  ⊕  2W  ?  
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W  como subespaço de 22×= MV .  

a )  Determine uma base  para  W ,  completando-a ,  em seguida,  a té  uma base  de  V .   

b)  Determine um subespaço U  de  V ,  ta l  que UWV ⊕= .  
(procure  usar  a  solução dada ao i tem anter ior)  

57.  Ainda em 22×= MV ,  encontre  uma base  e  dê  a  dimensão dos  seguintes  subespaços:  
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c )  W  o  conjunto  das  matr izes  s imétr icas .  d)  W  o  conjunto  das  matr izes  diagonais .  

58.  No espaço vetor ia l  P3 )( x ,  se jam }0)0()0(/)({ =′+= ppxpU  e  W  o  conjunto  dos  
pol inômios  que possuem uma tangente  hor izonta l  no ponto  0=x .  
Determine uma base  e  dê  a  dimensão de WUWU ∩,,  e  WU + .  

59.  Suponha que R2 = WU ⊕ ,  onde }{u=α  é  base  de U  e  }{v=β  é  base  de W .  Prove que 

βαγ ∪=  é  base  de  R2.  General ize  es te  resul tado.  

60.  Se 1W  e  2W  são subespaços  bidimensionais  de  R3,  pode ocorrer  })0,0,0({21 =∩ WW ?  

61.  Se 1W  e  2W  são subespaços  de  R3,  ta is  que 2dim,1dim 21 == WW  e  1W  não es tá  cont ido em 

2W ,  conclua que R3
21 WW ⊕= . 

62.  Sejam 1W  e  2W  subespaços  de  um espaço vetor ia l  V ,  com 4dim 1 =W ,  5dim 2 =W  e  

7dim =V .  Determine os  poss íveis  valores  para  )(dim 21 WW ∩ .  

63.  Suponha que U  e  W  se jam subespaços  de  um espaço vetor ia l  V,  onde ,2dim =U  3dim =W  
e  4dim =V .  Sabendo-se  que },{ vu=θ  é  um conjunto  de  geradores  para  WU ∩ ,  pode-se  
garant i r  que θ  é  uma base  para  WU ∩ ?  

64.  Dê um exemplo de  um subespaço unidimensional  em R3 e  de  um bidimensional  em R4.  

65.  Verif ique que })1,1(,1,2({ −=β  é  uma base  de  R2 e  calcule  β])1,4([ −  e  β]),([ yx .  

66.  Verif ique que }1,1,)1(,)1({ 23 xxx −−−=α  é  uma base  de  P3 )( x  e  calcule  as  

coordenadas  do vetor  32)( 2 +−−= xxxp  nessa  base .  

67.  Determine a  matr iz  de  mudança da base  })3,0,0(,)0,1,0(,)0,1,1({=α  para  a  base  

canônica  de  R3 e  vice-versa .  

68.  Se },,{ 321 uuu=α  e  },,{ 321 vvv=β  são bases  de  R3 cujos  vetores  re lacionam-se pelas  

equações  3212311 2, uuuvuuv ++=+=  e  3213 2 uuuv ++= ,  determine as  matr izes  α
β][ I  

e  β
α][ I .  



69.  Considerando os  dados  do exercíc io  anter ior ,  determine β][ v  sabendo que 
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70.  Se a  matr iz  de  mudança de uma base  α  de  R2 para  a  base  })2,0(,1,1({=β  é  
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determine a  base α .  

71.  Sejam })1,1(,)1,1({,})1,0(,)0,1({ −== βα  e  })2,0(,)0,2({=γ  bases  de  R2.  
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][ βv ,  determine α][ v  e  γ][ v .  

72.  Qual  é  o  vetor  v  de  que t ra ta  a  questão anter ior  ?  

73.  Se α  é  uma base  qualquer  de  um espaço vetor ia l ,  qual  é  a  matr iz  α
α][ I  ?  

74.  Seja  W  o  subespaço de  22×= MV ,  const i tu ído das  matr izes  da forma 
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b)  Se sua resposta  ao  i tem anter ior  fo i  posi t iva ,  determine α
β][ I  e  β

α][ I .  

75. Em =V  P2 )( x ,  considere  as  bases  }1,,{ 2 xx=α  e  }1,1,)1({ 2 ++= xxβ .  Usando a  

matr iz  de  mudança de  base  adequada,  determine β])1(2[ 2 −+− xx . 

(Sugestão:  Observe que nn xx )1)1(( −+= ) .  
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