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Relatorio Final

0.1 Introducao

O presente é um resumo das atividades de pesquisa pelo Programa Institu-
cional de Bolsas de Iniciacao Cientifica PIBIC/CNPq/UFPB, por parte da
bolsista, no periodo de agosto de 2002 a julho de 2003. Nele serd exibido
comentarios sobre o projeto, isto ¢, uma introducao do projeto, os objetivos,
a metodologia utilizada, o conteido desenvolvido ao longo deste projeto,a
conclusao, e por fim a bibliografia utilizada.

E bem sabido que tratou-se de um estudo inicial de equacoes Diferenciais
Parciais visto a luz da Anadlise Funcional. O objetivo principal deste pro-
jeto foi introduzir os conceitos bésicos necesséarios aos estudos de problemas
que envolvem E.D.P . O estudo comecou com as teorias bésicas de espagos
métricos , espacos de Banach, espaco de Hilbert, como primeira etapa do
projeto e continuou nesta ultima etapa com o conhecimento e aplicacao de
importantes ferramentes como o Teorema de Hahn-Banach, os espagos LP, os
operadores compactos, a teorial espectral, os espacos de Sobolev e resolucao
de problemas de contornos em espagos unidimensionais.

O orientador é o Prof. Dr. Joao Marcos Bezerra do O, do Departa-
mento de Matematica, e a aluna, Nadia Pinheiro Nébrega, estudante de
Matemaética, matricula n 10111089. O Projeto que teve inicio em agosto de
2002 estd previsto para terminar em julho do corrente ano.

A segunda etapa , conforme os planos, era verificar aplicagoes a problemas
elipticos semilineares com o desenvolvimento de um estudo introdutério de
Analise Funcional e Integral de Lebesgue proposto pela primeira etapa.

Este projeto proporcionou a bolsita um amadurecimento consideravel e
certamente influenciard no sucesso académico do todo aluno enserido em
tal programa, PIBIC/UFPB/CNPq. Em particular, em nosso caso, o fato
de participar do programa no grupo “Projeto Integrado de Pesquisa em
Analise” coordenado pelo Prof Joao Marcos Bezerra, nos deu um maior respaldo
para o nosso crescimento, nos incentivou a dar continuidade aos estudos de
uma Pés-Graduagao.



Participar de um projeto desta natureza é consideravelmente benéfico, a
iniciacao cientifica se tornou de fato um meio para futuros estudos em uma
pos-graduagao e aplicacoes das ferramentas expostas ao longo da graduacao.



0.2 Objetivos

O nosso projeto visa além do estudo das equacoes diferenciais Parciais preparar
o aluno para uma futura pds-graduagao e possui outros objetivos listados
abaixo:

1. Aprofundamento dos conhecimentos ja adquiridos na graduacao;

2. estimulo para continuidade dos estudos em uma futura pos-graduacao;
3. compreencao dos trabalhos que se podera desenvolver em uma pesquisa;
4. oportunidade do trabalho cientifico em grupo;

5. interacao nao s6 com o orientador mas com colegas que sao bolsistas
também e outros estudantes de niveis superior ao nosso.

0.3 Metodologia

Usamos a seguinte metodologia:
1. apresentacoes semanais de temas para o orientador;
2. execucao de leituras de textos da bibliografia.

Utilizamos também (como integrante do grupo “Projeto Integrado de Pesquisa
em Anélise”):

1. O estudo em grupo;

2. Apresentacao dos temas para outros bolsistas que estao ligados ao
grupo de pesquisa coordenado pelo Prof. Joao Marcos Bezerra;

3. Participagao em ciclo de palestras promovidos pelo grupo supracitado.



0.4 Alguns dos contelidos desenvolvido no
projeto

De acordo com o nosso projeto o cumprimos na integra e listamos abaixo os
de maior relevancia.

1. Espagos Métricos: Exemplos basicos, Espaco das sequéncias [*°;, O
espago [7;, Convergéncia, sequéncias de Cauchy, exemplos de comple-
tude e Completamento de um espaco métrico.

2. Espacos normados ,Espago de Banach: Lema da invariancia por translagao,
Espacos e subespacos normados em dimencao finita ,Lema de com-
binagao linear, Teorema das normas equivalentes ,Teorema da com-
pacidade, Lema de F.Riesz, Teorema das fungoes continuas, Teorema
da dimensao finita, Teorema da continuidade e limitagao, Funcionais
lineares ,Teorema da continuidade e limitagao, Espago algébrico dual e
bidual, Operadores lineares e funcionais em espacos de dimencao finita,
Teorema da dimensao do dual algébrico, Lema do vetor zero, Teorema
da reflexidade algébrica, Espaco dual.

3. Espaco de Hilbert : Lema da desigualdade de Schwarz e triangular, Teorema
de Riesz, Lema da igualdade,Definicao da forma sesquilinear, Teorema
da representacao de Riesz.

4. Os espacos LP: Definicoes e propriedades elementares, Reflexidade, sep-
arabilidade, dual de LP, Convolugao e regularizagao,Critério de com-
pacidade forte em LP.

5. O teorema de stampacchia e o corolario de Lax-Milgran

6. Operadores Compactos: Definicao e prorpiedades elementares, A teoria
de Riesz-Fredholm,Espectro de um operador compacto,Decomposicao
espectral dos operadores autoadjuntos.

7. Espagos de Sobolev unidimensional: O espaco de Sobolev W1(I),0
espaco I/VO1 P(I), Exemplos de problemas de contorno.

Vejamos detalhadamente alguns dos itens enumerados anteriormente.



Capitulo 1

Espacos Métricos

1.1 Espacgo Métrico

Como ¢ usual, a fungao distancia (denotada por d) definida em R e dada por
d(x,y)=|z — y|,Vz,y € R.

Em Anélise Funcional faremos estudos de espacos e fungoes mais gerais.
Primeiramente, o conceito mais geral e flexivel de um ”espago”é dado como
segue. Inicialmente, é feita a substituicao do conjunto de nimeros reais por
um conjunto abstrato X e depois é introduzida em X uma ”funcao distancia
"que tem as propriedades mais fundamentais da funcao distancia definida
em R . Mas, o que significa ser mais fundamental ? Essa nao é uma questao
tao trivial. De fato, a escolha e a formulacao de axiomas em uma definicao
sempre precisam de experiéncia, familiaridade com problemas praticos e uma
idéia clara dos objetivos a serem alcancados. No presente caso, o conceito
seguinte é basico e importante em Analise Funcional e suas aplicagoes.

Definigao 1.1.1 Um espago métrico é um par (X,d), onde X € um conjunto
e d € uma métrica em X, isto é,uma funcao d : M x M — R tal que
Vr,y,z € X serao satisfeitas as sequintes condig¢oes:

1. d é valor real, finito e nao negativo
2. d(z,y) =0 =y

3. d(x,y)=d(y,x)
4. d(z,y) < d(x,2) +d(z,y)



Um subespaco (Y,d) de (X,d) é obtido se tomarmos um subconjunto
Y C X e restringir d para Y X Y, assim a métrica em Y é a restrincao

d= d|Y><Y

d é chamada a métrica induzida em Y por d.
Daremos agora alguns dos exemplos mais importantes de espacos métricos.

Exemplo 1.1.1 Espaco das sequéncias s. FEste espaco consiste do con-
junto de todas as sequéncias ( limitadas ou ndo) de nimeros complexos e
cuja métrica € definida por

o0

1 oy — B
dz,y) =S =14 L
; 2 1+|a; — B4

onde x = (a;) ey = (53;).
A série acima € convergente. De fato, temos que la; — B;] < 14 — B4l
o)

|Oéj — 6j| 1 |Oé 1 1

L — < 1.C —2 < — —

0go, 1—|—|aj _5j| omo Z 2 1+|% ’ g 5 e como ; 5

converge absolutamente temos que Z lM também é convergente. Verifiquemos
1 27 1+’C¥j — ﬁ]l

se d € uma métrica, ou seja,

1. d € valor real, finito e nao negativo

o0

1 3
d(x’w:;?—lﬁ]aj _ﬁJ5|j|>o
2. d(x,y) =0 x =y. Sed(x,y) = f}%%:() = q; =
=
Py a5 = B":Zzlal’ﬁ]% 5] "
3. d(z,y)=d(y,z)
o)=Y it =Y ikt g e



4. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) Esta dltima condi¢ao serd provada usando-se
a func¢ao auziliar definida em R por:

Diferenciando obtemos:
fla) = s >0
(14 1)2 '
Logo f € mondtona crescente e como
|a+b| < |a|+b]
temos
f(la+bl) < (lal)+([o])
Assim obtemos
il I ] o L I O B I U
L+]a+b] = 1+ al+b]  141a|+ b L+]al+1]b] — 1+1a| 1+ b

Tomemos
a=o;—7; eb=r; — B, onde z = (v;). Entdo
oy =i+ =61 oy =l v — Bil
Ltlaj—y+% =81 = 1+l =l 141y =51

1
multiplicando por % e aplicando o somatorio de 1 a 0o sobre j teremos:

D /| IS . eI o Bl 1
V1o = Bl T o P 1oy =yl 2014y - B

Ou seja, d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

Exemplo 1.1.2 Espaco [*°. E formado pelo conjunto X de todas as sequéncias
limitadas de nimeros complexos, onde x = (o) tal que Vi =1,2,3,... temos
la;| <C. e cuja métrica é definida por:
d(z,y) = sup |o; — 4]
ieN

onde y = (8;) € X. Verifiguemos se d é uma métrica:
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1. d € valor real, finito e nao negativo

d(z,y) = sup |a; — Bi| >0
ieN

2. d(z,y) =0z =y. Se

sup|o; — 5| = 0= a; =
ieN

Se a; = 3; = d(z,y) = sup|a; — §;| =0
€N

3. d(z,y)=d(y.z)

d(..'[',’y) = sup |OZZ‘ — ﬁz| = d(y7x)sup |/62 _ azl
€N €N

4. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y)

la; — i = |l + i — i — Bil < ag—wil + i — B
sup |y — Bi| < sup |ay — ;] + sup |¢; — G|
ieN jEN JEN

T .~ s s - oo,
Logo, esta ultima condi¢cao confirma que d é uma métrica e que [*° ¢
um espaco métrico.

Exemplo 1.1.3 Espaco [P Sejap > 1 um numero real fizo. Por definicao,

cada elemento do [P é uma sequéncia x = (a;) numérica tal que E || < oo
i=1

1
cuja métrica d(x,y) = (Z |vi —ﬂz"p) onde y = (B;) e Z |Bi < oo.
i=1 i=1

o
Como a série E la;| < oo € convergente e de termos positivos temos que a

i=1

o0 (o]

mesma serd limitada, ou seja, E || < 00 = E |a;| = Cy.. Para que d seja
i=1 i=1

uma métrica no espaco I’ precisamos provar todas as condigoes na definicao

??.Mas as condigoes (1) e (4) s serao provadas se obtermos inicialmente:

10



1. uma inequacao auxiliar ;
2. a desigualdade de Holder de ?7;
3. a desigualdade de Minkovski de ?7;
4. a condigao (4) de ?7.
E (1) serd a ultima condi¢ao a ser provada.

1. Seja p > 1 e defina q por:

Ll (1.1)

1
2. De 7?7 temos (p—1)(¢—1) = 1. Consequentemente = g—1 a fim

de que f(z) = 2P~ tenha como inversa f(y) = yp%l =y L

Agora sejam « e B niimeros positivos quaisquer e a drea de um retangulo
definida por af3. Assim, obtemos por integracdo a sequinte inequacao:

a B aP B34
af < / P~ tdx + / Yty = — + — (1.2)
0 0 p q

00 P
Por defini¢do temos que ||z|], = (Z |$i]p) , ou seja , esta € uma
i=1

métrica induzida por uma norma. Tomemos entao o = e =
llall,
b,
ﬁ. Substituindo o e 3 em 77 teremos:
q
|a; b |ail” 12
— p q-
llall, [[ll, = pllall; ~ alloll;

E aplicando o somatorio sobre i de 1 a oo teremos:

< jail” + —mg D 1bil
;Hal\p\\b!!q pHaHpZ QHquZ

P =1 q =1

11



Z |azb| 1+
[lall, Ioll, ~
||a|| ||b||

Zlai bi| < |lall, [b], -
=1

E, assim obtemos:

1
q

+ (Z \bir‘I)q (13)

i=1

e (fj\airp)

i=1
que é chamada de Desigualdade de Holder de 77 .

3. Aplicando a Desigualdade de Hélder em:

-1
Z vj +yyl" = Z 5 + ;7 7+ 4
j=1

j=1

—1
D lag+yil” <7 g+ yil (sl + )

j=1 j=1
o0
1 1
Z|xj+yj|p = Z’% +yyl" ’$J’+Z’$J +yl" sl (1.4)
J=1 j=1 j=1

Obtém-se:

me (imw ) > leyP

j:
1
q
|25 + y] >

12

—_

<

5 8

N———
]

8

S oyl < (
j=1

—

,]:



o) () (B)

(Z 1z, +yj|p>p < (Z \xﬂp)p n (Z |xj|p> - (1.5)

J=1 J=1 Jj=1

A desigualdade anterior € chamada Desigualdade de Minkowuvski.

4. Sendo a sequéncia numérica (x;) um elemento no espago lp,temos que

Z |z;| < 00.A série Z |z; + y;|” de termos positivos estd limitada

Jj=1 Jj=1
o0

pela soma de dois elementos do lp.Portanto,a série Z |z; + y;|” € con-
j=1
vergente. Verifiquemos se a métrica definida para o espaco [P converge:

ees) - (G
() ()
(il \fvz-l”) % + (il yi”); . (1.6)

13
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A inequacao 77 mostra que a métrica do espaco [Pé¢ de termos POS-
itwos e limitada pela soma de dois elementos do lp,portanto conver-
gente.entdo a propriedade (4) € verificada a sequir usando-se a desigual-
dade de Minkowuvsksi.

1 1
3

d(z,y) = (Z |wey — i+ i — ﬁz‘|p> < (Z i — %‘|p> + (Z i — ﬁz‘|p>
i=1 i=1 i=1

E por dltimo propriedade (1)é verificada como seque:

se r#y=d(x,y) = (i|ai—ﬂi|p>p>0

=1

1.2 Conjuntos Abertos, Conjuntos Fechados

No que segue, apresentaremos algumas defini¢coes basicas que vamos usar no
decorrer do nosso trabalho.

Definicao 1.2.1 Dado um ponto xy pertencente ao espagco métrico X e um
numero real v > 0, definimos trés tipos de conjuntos:

e Bola aberta
B(xg,r) ={z € X | d(x,x0) <r};

e Bola fechada

B(xo,r) ={z € X | d(z,20) < 1}
e Fsfera
S(xg,r) ={x € X | d(z,z0) =1}
Nos trés casos anteriores ,xog € chamado o centro e r o raio.Como con-
sequéncia dessa defini¢cdo seque que

S(zg,r) = B(mo,r) — B(zo,7)

Definicao 1.2.2 Um subconjunto M de um espaco métrico X é aberto se
contiver uma bola ao redor de cada um de seus pontos. Um subconjunto K
de X € fechado se seu complemento (em X) € aberto, isto é, K¢ =X — K ¢é
aberto.

Uma bola aberta B(xg,€) de raio € é chamada uma vizinhanga € de xy,
onde € > 0.

14
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Definicao 1.2.3 (fungoes continuas).Sejam X=(X,d) eY = (Y, d;) espacos
métricos. Uma fungcao T : X — Y € continua em um ponto xqg € X se
Ve > 0 existe um 6 > 0 tal que dy(Tx,Txy) < € implica que d(z,z9) < I ,
V.

T ¢é dita continua se for continua em todo ponto de X.

Definigcao 1.2.4 Seja M um subconjunto de um espag¢o métrico X. Assim,
um ponto x de X(que pode ou nao ser um ponto de M) é chamado um ponto
de acumulacao de M se toda vizinhaca de x contém pelo menos um ponto
y € M diferente de x.

Chama-se feizo do conjunto M ao conjunto M formado por todos os pon-
tos de M e os pontos de acumulacao de M.

Definigao 1.2.5 (conjunto denso, conjunto separavel). Um conjunto
M de um espaco métrico X € dito denso em X se

M= X.

X € dito separdvel se tiver um subconjunto enumerdvel que é denso em
X. Portanto se M ¢ denso em X, entao nao existe pontos x € X que tenha
uma vizinhanga que nao contenha pontos de M.

Exemplo 1.2.1 O espaco [P com 1 < p < +o00 € separdvel.
Prova: Seja M o conjunto de todas as sequéncias y da forma

y= (o, a9,a3,...,0,0,...)
onde o € um inteiro positivo qualquer e 0s a’s sao racionais.M é enumerdvel
oo
POIS Y = U Q, isto €, a unido infinita dos racionais é enumerdvel pois Q é
n=1

enumerdvel, por definicio.Mostremos que M é denso em [P. Seja x = () €
[P arbitrario. Entao para todo € > 0 existe n que depende de € tal que

0o 2P
p

E i< —=.

|’y]| 2

Jj=n+1

Como o0s racionais sao denso em R, para cada vy; existe um o fechado
nele. Logo podemos encontrar um y € M que satisfaz

|7g-—-ajW‘< —.
Jj=1 2

15



E seque que

Z|’7]_aj|p+ Z |’Y]|p<_+_

Jj=n+1

Assim temos d(z,y) < € e, portanto , M é denso em [P

1.3 Convergeéncia , sequéncia de Cauchy , completitude

Para apresentarmos os espacgos de Banach, vamos nesta secao introduzir al-
gumas defini¢goes basicas.

Definicao 1.3.1 Uma sequéncia (x,) em um espaco métrico X = (X,d) é
convergente se existir v € X tal que

lim d(z,,z) =0

n—00
ou

lim z, ==z

Lema 1.3.1 Seja X = (X,d) um espago métrico . Entao:
1. Uma sequéncia convergente em X € limitada e seu limite € unico

2. Sex, —x ey, =y emX, entio d(zp,y,) — d(x,y)

Prova:(1)Suponha que x, — x. Tomando ¢ = 1, AN tal que d(x,,x) <
1
Vn > N. Seja a= maz {d(x1,zN),d(z2, 2N), ..., d(TN_1,2N)}

Logo,
d(zp,x) <1+a Vn.

Portanto (x,,) € limitada. Admita agora que x, — x ey, — z. Pela
desigualdade triangular obtemos

0 <d(z,z) <d(z,z,)+ d(z,, 2)
Seque que
0 <d(z,z) <0+0.

16



Dai obtemos x = z. Portanto (x,) tem limite 1inico.

(2)Usando a desigualdade triangular novamente obtemos

(T, Yn) < d(@p, ) + d(z,y) + d(Yn, y)-

E alternando os termos x, e x, e também vy, ey obtemos

(20, yn) — d(z, y)| < d(@p, ) + d(Yn, y),
isto €,
|d(xp, yn) — d(z,y)| <0 Vn > N.
Logo
d(xn7yn) - d(l’,y)

Definicao 1.3.2 Uma sequéncia (z,) € de Cauchy quando Ye >0 3N tal
que d(zp,x) <e VYm,n >N

Teorema 1.3.1 Toda sequéncia convergente em um espaco métrico é uma
sequéncia de Cauchy.

Prova:Se x,, — x, entdo Ve > 0 AN tal que d(z,,z) < S Vn>N.

Seja agora n,m > N, e usando a desigualdade triangular temos

(T, ) < d(p, 1) + d(2, 2,) < % +o=e

Logo (x,,) € de Cauchy

Teorema 1.3.2 (Fecho, conjunto _fechado)Seja M um subconjunto nao
vazio de um espago métrico (X,d) e M seu fecho. Entao:

1. x € M < 3I(z,) em M tal que x,, —

Prova: Suponhando que x € M. Teremos dois casos a considerar:

(a) Se x € M teremos a sequéncia (x,z,x,...) =«
(b) Sex & M. Entao Jy # x € B(x; r) tal quey € M, VB(x; r)
Seja x,, € M onde x, € B(z; +).

Quando n — o0, x, — x

17



Suponhamos agora que I(x,) C M tal que x,, — x. Entao Ve > 0, AN
tal que d(z,,z) <eVn >N

Portanto para os pontos de acumulagdo teremos que VB(z,¢)
Jy € B(x,e) ondey e M ey # x

2. M € fechado < V(z,) C M, (zv,, > = x € M)

Suponhamos que M € fechado, ou seja, M = M. Entdo por (1) temos
que x € M e pela hipotese conclui-se que x € M.

Agora suponha que (x,) C M tal que (v, — x = v € M).E por (1)
temos que x, — xr = x € M. Portanto M = M.

Definicao 1.3.3 Um espaco é completo quando toda sequéncia de cauchy
(x,) converge.

Teorema 1.3.3 (Subespaco completo) Seja M um subespago de um espago
métrico completo X.Dizemos que M € um espaco métrico completo se, e so-
mente se M é um subconjunto fechado de X.

Prova:Suponhamos que M é completo. Pelo teorema ?7(1), Yo € M
A(x,) em M onde x, — x. Por outro lado toda sequéncia convergente é de
Cauchy e juntamente com a hipotese teremos que x, — v e x € M, isto €,
r € M = x € M. Mas, por definicio v € M = x € M. Portanto M = M.

Inversamente, seja M fechado, isto é, M = M e (x,) uma sequéncia
de Cauchy em M. Entio (x,) C X e sendo X um espa¢o métrico completo
teremos que x, — x e x € X. Mas pela hipdtese e pelo teorema 77 (2) teremos
que
T — x = x € M.Entao pela definicao 7?7 M é completo.

1.4 Exemplos. Demonstracoes de Completitude

Em diferentes espacos tais demonstracoes variam em complexidade, mas o
modelo geral de desenvolvimento é o mesmo:

e Construgao de um elemento x (para ser usado como limite).
e Provar que x estd no espago considerado.

e Provar a convergencia x,, — = (no sentido da métrica).

18



Exemplo 1.4.1 O Espaco Euclidiano R™ € completo.
Prova:A métrica em R™ € definida por

d(x,y) = [Z (o — 53‘)2]

J=1

N[

OTLd@ZL':(O{l,OéQ,Oég,.--,Oén) y:(ﬁhﬁ%ﬁi’n”'aﬁn) Q],BJER

Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em R™, onde x,, = (’yfn), e ,S“”)

Como (x,,) € uma sequéncia de Cauchy, Ye > 0 existe um N tal que

1
n 2 2
d(zpm,z,) = [ (”y](-m)—’yj(»r))] <e VYm,r>N (1.7)
=1
n 2
- ) <
=

V1 < j <n fizo obtemos:

m _ M) _ 2y N
v i <e m,r >
E seque que

]'y](.m) — ’yj(.r)| <e Vm,r >N

Isso mostra que para cada j fixo, a sequéncia (7](-1), 7](-2), 7](-3), ...) € uma sequéncia
de Cauchy de numeros reais. Ela converge pois por definicao R é um espaco
completo, ou seja, 'yj(-m) — v; quando m — oo. Tomando estes n limites
definimos x = (V1,7%2,---,7n). Obviamente, x € R". De (7?) com r — oo

teremos:

d(am,v) = [Z (v§m>—w)1 < ¢ (m>N)

(m)_ . 2 < 2
Y 7 >~ €
—’}/j| < e+l=¢g

Entao x € o limite de (z,,) e portanto estd provada a completude do R"™ jd
que () foi uma sequéncia de Cauchy arbitrdria.
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Exemplo 1.4.2 O espaco [*° € completo.

Prova: Jd sabemos que esse espaco é formado pelas sequéncias limitadas
de numeros complexos, ou seja, y = (v, g, g, ...) € uma sequéncia onde
laj| < C VjeN. Seja (x,,) uma sequéncia qualquer em [, onde

Ty = (77§m),7}§m), ngm), ...). Como a métrica em [ ¢ dada por

d([L’, y) = sup |77J - Oé]|,
jeN
onde x = (1;), y = () e (x,) € de Cauchy, Ve >0 3N tal que Ym,n > N,

d(Zm, T,) = sup |77](.m) - n§n)| <e
jEN
E para j fixro obtemos
™ =l < e (18)
Portanto para j fixo, a sequéncia (n(-l),nj(-z),nég), ...) € uma sequéncia de
Cauchy de numeros e também convergente pois o plano dos complexos C €
um espago métrico completo.E entao nj(m) — 1; quando m — oo.Repetindo
esse processo infinitas vezes definimos x = (11,712,173, M4, -..) € MOStremos
que x € [® e que x,, — x. Fazendo em (2) n — oo obtemos:

"~ <e m>N (L.9)

Como x,, = (nj(-m)) € [, existe um nimero real k,, tal que |'r]](»m)| <k, Vj

Portanto, pela desigualdade triangular

g < Iy =)™ | 1™ < € 4 b (m> N).
Observa-se que o lado direito dessa desigualdade nao depende de j e portanto
(nj) € uma sequéncia limitada de niumeros. Isso mostra que (n;) € I1°° e de

(7?7) obtemos

d(zm, ) = suplp™ —p| <e (m>N)
jEN

Isso mostra que x,, — x. E estd provada a completude de [*°

Exemplo 1.4.3 O espaco [P é completo.
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(m) _ (m) _(m)

Prova:Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy em [P, onde x,, = (7, 17V 573
Entao Ye >0 3N tal que Vm,n > N d(zp,x,) < ¢

Mas pela defini¢ao de limite temos que Ve >0 AN tal que d(x,,,x) < ¢
Vm,n > N. E aplicando a desigualdade triangular obtemos:

d(xm,x,) < d(xm,x)+d(z,z,)
d(xm,x,) < e+¢

(T, Tn) = (Z ‘%W —
=1

Seque que Vj = 1,2, ... temos

p),, <e (1.10)

"yj(m) — 73(-”)‘ <e (myn>N) (1.11)
De (??) observamos que (’y(»l) ~@ 43 ) € uma sequéncia de Cauchy de
‘ Vi ) Vi ) ‘,]v PR
numeros. Ela converge pois R ou C sao espacos completos. Temos que quando
m — 00 7](-7”) — ;. Repetindo esse processo infinitas vezes definimos v =
(71,72,73, - - -) € mostremos que x € [P e x,, — x.FE tomando

d(xpm, x,) = (Z

j=1

p) <&’ k=1,2,3,... (1.12)

Fazendo n — oo em (77) obtemos para m > N

d(Tp, ) = (Z

i=1

p
)gep k=1,23...

Fazendo k — oo obtemos

d(xm,x) = (Z

Jj=1

”Y](-m) -

D\ 7
<e m>N

Logo Ty, —x = (fy](»m) —;) € IP. Tomemos entio v = ., + (x — x,,). Aplicando

a desigualdade de Minkowski teremos:

1 1
= : - m m p\*
(Z !%Ip> = (Z ™+ (vj — )) )
j=1 j=1

21

P

).



B =

VRS
s
2
S
~_
S
[\

1

oo mp P

+(32h T
j=1

o0 (m) p
()

1
= : 1 1
W) < creu
j=1
> p
S w) < (ch i)
Logo x € [P, e isso prova que o [P é completo.

1.5 Completamento dos Espagos Métricos

Definicao 1.5.1 (fungoes isométricas, espagos isométricos)Seja X=(X,d)
e X=(X,d) espagos métricos. Entao:

1. Uma funcio T : X — X € dita isométrica ou uma isometria se T
preserva distancias, isto é, Vr,y € X

d(Tz,Ty) = d(z,y)
onde Tx e Ty sao as imagens de e y, respectivamente.

2. 0 espaco X se diz isométrico ao espaco X se existir uma bijecdo isométrica
de X em X .Os espacos X e X sdo entio chamados de espagos isométricos.

Os espacos métricos podem diferir quando muito pela natureza de seus
elementos mas sao indistinguiveis do ponto de vista da métrica.

Teorema 1.5.1 (Completamento) Para um espago métrico X = (X, d)
existe um espago métrico X = (X d) que tem um subespago W que € isométrico
com X e denso em X. Essse espaco X € dnico exceto para isometrias, isto
é, se X ¢é qualquer espago métrico tendo um subespago W denso isométrico
com X, entio X e X sdo isométricos.

A demonstragao sera dividida em quatro etapas onde contruiremos:

1. X =(X,d);
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A

2. uma isometria 7 : X — W, onde W = X.

Entao provaremos:
3. A completude de X;

4. A unicidade de X, exceto para isometrias.

??. Seja A ={(z,) C X;(z,) €é de Cauchy}
Vamos definir a seginte relagao de equivaléncia em A x A:

(2n) ~ (yp) < lim d(x,,y,) =0
Provemos entao que ~ define uma relacao de equivaléncia:
o (z,) ~ (7,) V(z,) € A

(xn) ~ (z,) < lim d(x,,x,) =0

n—oo

o (7n) ~ (Yn) = (Yn) ~ (zn)

(xn) ~ (yn) & lim d(x,,y,) = 0= lim d(y,, z,)

Logo (yn) ~ (xn)
o (zn) ~ (Yn) € (Un) ~ (2n) = (zn) ~ (24) V(zn), (Yn), (2n) € A

Segue entao que

(2n) ~ (yn) < lim d(x,,y,) = 0= Vey Ing ; d(x,,y,) <1 Vn >ny

(Yn) ~ (2n) < lim d(yn, 2n) = 0 = Veg Ing ; d(yn, 2n) < €2 VN > ny
E usando a desigualdade triangular:
d(xm Zn) S d(xmyn) + d(yn7 Zn) <& + &2 \V/TL > mdw{nl, n2}

E tomando € = ¢; 4+ &5 obtemos:
d(xp,2,) <€

|d(xy, 2,) — 0] < &
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lim d(zp, z,) =0

ntooco
Logo
(2n) ~ (2n)

Como ~ define uma relacao de equivaléncia, podemos construir o conjunto
das classes de equivaléncia das sequéncias de Cauchy da seguinte forma:

% - {(-In)? (yn)> (Zn)> © }

e para simplificar a notagao denotaremos (x,,) = % , (y,) = 4 ... E o conjunto
1_x

Definamos agora d : X x X — R onde d = JLIEO d(xp,yn) com (z,) € &
e (yn) € y. E mostremos que esse limite existe e que d define uma funcao.
Pela desigualdade triangular

Portanto obtemos

(T, Yn) — ATy Ym) < (@0, Ti) + (Y, Yn)

E uma desigualdade semelhante é obtida alternando m e n. Assim obtemos

(20, Yn) — d(@ Ym)| < d(T0, 2n) + (Yo Yn) (1.13)

Como (z,,) e (y,) sao sequéncias de Cauchy temos que em (?7)
Vei,60 >0 N7, Ny tal que

(T, x,) < €1 VYm,n > N;

d(Ym,Yn) < €2 Ym,n > N

Entao Ve = e; + 69 >0 ANy = max{ Ny, N2} tal que

|d(xn7yn) - d(l‘m, ym)| <eg \V/m, n > Ny

Logo 3 lim d(x,,y,) ja que R é completo.
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Seja d(#,9) = lim d(wn,ys) (v0) € &, (ya) € § e d(2,9)

= lim d(z,,y,)

(z,) € &, (y,) € §. E mostremos que esse limite é tinico.Da desiguldade

triangular temos

/

AT, yn) < AT, ) + d(a,,y,) + d
ATy yn) — d(z,, ) < d(zn,z,) + dY,, Yn)
Por outro lado temos
d(x,,y,) < d(x,, 2,)+ d(@,y) + d(
Ay, Yp) — ATy yn) < AT, 20) + A(Yno y,)

De (7?) e (??7) obtemos

A, o) = (. 9,)| < d(@y2) + d(y.y,)

Mas como (z,,) ~ (z,)implica que lim d(z,,z,) = 0 e (y,)

que lim d(y,,y,) = 0 e aplicando o limite em ?? obtemos
n—oo

Pela definicao de sequéncia de Cauchy obtemos
lim |d(z,,9,) = d(z) )| = 0.

E da completude de R

lim d(z,,yn) = lim d(z,,y,).

n—oo

Mostremos também que d define uma métrica em X, isto é,

y;uyn>
(1.14)
Yns Un)
(1.15)
(1.16)

~ (y.) implica

1. ci(i, y) >0 sex #y. Usando a desigualdade triangular temos

d(xp,, z,)
d(xp, xn) — ATy Ym)

IA A
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E alternando os indices n e m obtemos
|d(n, 20) — ATy Ym)| < d(Tn, Tm) + d(Ym, Yn) (1.18)

Como (z,) e (y,) s@o sequéncias de Cauchy entao Ve = &1 + 3 > 0
HNO = {Nl, NQ} tal que

|d(x, 2n) — (T, Ym)| < € Vm,n > Ny.
Isso define uma sequéncia de Cauchy numérica (d(z,,y,)), que é
positiva por definicao, e como R é completo temos que

3 lim d(zn,yn) = d(z,9) > 0

n—oo

A

. d(z,9) =0« & = g. E para demonstrar este caso serao necessarios os
seguintes fatos:

Inversamente
T =9= (wn) ~ (yn)
onde (z,,) € & ¢ (y,) € § implica que lim d(z,,y,) = 0 = d(&, )

- d(#,9) = d(y
AT, Yn) < d(xy, 2n) + d(zn, ypn). Fazendo n — oo temos
lim d(x,,y,) < lim d(z,,2,) + lim d(z,, yn).

n—oo

, &) é imediato.

Seja (z,) € T, (yn) € Y € z,) € Z entdo
d(%,7)

Logo d define uma métrica em X.

A~

d(@,2) +d(2,9)

IN
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(??.) Construcdo de uma isometria T': X — W onde W = X
A cada b € X associamos a classe b € X que contém a sequéncia de
cauchy constante (b, b,b,...). Isso define a fungao

T: X — W=T(X)CX
b —s Tb=b

onde (b,b,...) € b. Temos que T é sobrejetiva pela maneira como foi con-
struida, i. e.,cada elemento na imagem tem sempre um correspondente no
dominio. Sabemos que

d(b,¢) = lim d(b,c) = d(b,¢)

n—oo

onde b e ¢ sdo as classes de (2,,) e (y,) respectivamente com z,, = b,
Yo = ¢ Vn, e portanto T é uma isometria sobrejetiva. Logo W e X sao
espacos isométricos. Mostremos agora que W = X.

Seja & um elemento qualquer de X e seja (x,) € . Como (z,) é de
Cauchy temos que Ve > 0 dng tal que

(X, Tp) < VYm,n > ng

€
2
Seja N > ng en > N. Entao

d(zp,zn) < N > ng

DO | ™

Observe que (zy,zy,...) € A. Logo (zn,xy,...) pertence a alguma classe
de equivaléncia, i. e.,(zn, Ty, ...) € Ty. Entao 2y =Tzy € W e

lim d(x,,rx) = Cz(i",iN) <

n—oo

<e (n> N)

DO | ™

Isso mostra que toda vizinhanca de raio € de qualquer = € X contém um
elemento de W. Portanto W ¢ denso em X.

(??.) A completude de X

Seja 2, uma sequéncia de Cauchy de X. Como W é denso em X, Vi,

4z, € W tal que

- 1
A(@n,20) < — (1.19)
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Pela desigualdade triangular temos

~

Gos 2n) < d(2my Zm) + (s &n) + d(E, o)

Q. [,

1 A 1
émazn < _+di'm>j7n + =
Con2) < i 2) +
Como (Z,,) é uma sequéncia de cauchy obtemos

. 1 1
A2, 50) < — - 1.20
(2 2n) m—i—é—i-n ( )

e o lado direito se tornard tao pequeno quanto quisermos fazendo n e m
suficientemente grandes. Portanto 2, é de Cauchy em W.

Entao como X e W sao isométricos T71(%,,) = (z,,) que é de Cauchy em
X. Seja Z a classe de equivaléncia a qual (z,,) pertence. Por ?7:

A3, 2) < d(Zn,2n) + d(2p, 2)
~ 1 ~
d(2,2) < —+d(2,,2)

n

- 1
d(Zn,2) < —+ lim d(z,, 2m)

n m—oo
fagca n — oo

A 1
lim d(z,,2) < lim — + lim d(z,, zm)
n—oo n—oo N, n—oo

Segue que lim d(i,,2) = 0. Por definicio &, — # ¢ # € X. Logo X ¢
n—oo
completo.

(??7.) A unicidade de X, exceto para isometrias. .

Se (X, d) é outro espago métrico completo com um subespago W denso
em X e isométrico com X, entdo Vi,§ € X temos as sequéncias (7,), (7n)
em W tal que z,, — 7 e y, — y; portanto

d(z,9) = lim d(Z,, §,)

n—oo

segue de

d(Z,7) — d(Fn, Gn)| < d(F,7n) + (7, Gn) — 0

Como W é isométrico com W C X e W = X, as distancias entre X e X tem
que ser iguais.Portanto X e X sao isométricos.

28



Capitulo 2

Espacos Normados e Espaco de
Banach

Os espacos métricos importantes sao obtidos se tomarmos um espaco vetorial
e definirmos nele uma métrica por meio de uma norma. O espaco resultante
é chamado de espaco normado. Se o espaco métrico é completo, entao ele é
chamado um espaco de Banach. No presente capitulo serao desenvolvidas as
idéias basicas dessas teorias.

2.1 Espaco Normados e Espaco de Banach

Definicao 2.1.1 Um espaco normado X é um espaco vetorial com uma
norma definida nele. Um espago de Banach é um espaco normado completo
(completo na métrica definida pela norma). A norma no espago vetorial X
(real ou complexo) € uma fungao em X cujo valor para um x € X é chamada
norma de x e denotado por ||z|| e que tem as propriedades

1 lall 2 0;
2. ||z|] =0 < z = 0;

3. |ax|| = |af||z]|, a escalar qualquer;

4. e+ yl| < |zl + |yl], Ve,y € X (desigualdade triangular.)
Uma norma em X define uma métrica d que é dada por

dz,y) =z —yl| (7,y €X) (2.1)
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e é chamada a métrica induzida pela norma. Mostremos (?7?) é uma métrica.
e d(x,y) > 0 é imediato;
e d(z,y) =0« z =y. Suponhamos que d(z,y) = 0, entao
d(z,y) = |lz —yll=0=2-y=0=z=y.
Suponhamos agora que x = y, entao

d(z,y) = ||z —yl| = [|0]] = 0;

e d(x,y) =d(y,x) que é imediato também;

o d(x,y) <d(z,z)+d(z,y). Pela desigualdade triangular proveniente da
propriedade (4) de norma

d(z,y) =[x —z+z —yll < [lz — 2][ + [|z — 9.
e resulta que d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

O espago normado assim definido é denotado por (X, |.||) ou simplesmente
por X. A propriedade (4) de norma implica imediatamente que

[yl = {l=[]| < {lz = yll (2.2)

A férmula 77 implica uma importante propriedade de norma.
A norma é continua, i. e., sejam (X, ||.||) e R dois espagos normados.
Uma funcao

I.l]: X — R

v o ]

é continua em um ponto xg € X se Ve > 0, existe o > 0 tal que
|2, zol| < 0 = [l]], [|zoll] <& Va
onde ||.|| é a norma usual induzida por uma métrica em R.

Lema 2.1.1 Invariancia por Translagao
Uma métrica induzida por uma norma num espago normado satisfaz

1. dlz+a,y+a)=d(x,y);
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2. d(ax,ay) = |ald(z,y) Vr,y,a € X eVa € R
Prova:

dz+a,y+a) = |lr+a—(y+a)ll =z -yl =dzy)

d(ox, ay) = [lox — ay|| = |af||lz — yl| = [e|d(z, y)
E reciprocamente. Seja X um espaco vetorial métrico. Se d é uma métrica
que verifica (7?.) e (??.). Entao d induz uma norma em X.
Prova: Seja
I.]l: X — R
x — ||z|| = d(x,0)

uma fungao de um espago vetorial métrico X em R. Verifiquemos que essa
funcao é uma métrica.

L ||z[| = d(x,0) = 0;

2. Se ||z|| = d(x,0) = 0= 2z = 0. E reciprocamente, se
x=0=d(z,0) =d(0,0) =0;

3. |laz|| = d(ax,0) = d(az,a0) = |ald(z,0) = [ofl|z]];

4. ||z +yl|=d(x +y,0)=d(z +y—y,0—y) =
d(z,—y) < d(z,0) + | = 1|d(y,0) = ||z|| + [|yl|

Definicao 2.1.2 Um subespaco Y de um espaco normado X € um subespaco
de X considerado como um espaco vetorial com a norma obtida por restrin¢ao
a norma em X para o conjunto Y. Essa norma em Y € chamada a norma
induzida pela norma em X. Se Y € fechado em X, entdo Y € chamado um
subespaco fechado em X.

Definicao 2.1.3 Um subespagco Y de um espaco de Banach X é consider-
ado um espag¢o normado , mas nao precisa ser completo. Nessa conexao, o
Teorema 77 e o Teorema 77 sao tteis jd que eles fornecem os dois Teoremas
enunciados a sequir e, cujas demonstracoes sao bem semelhantes.

Teorema 2.1.1 Um subespaco Y de um espaco de Banach X é completo se,
e somente se o conjunto Y € fechado em X.

Teorema 2.1.2 Seja X = (X, ||.|[) um espago normado. Entdo existe um
espaco de Banach X e uma isometria A de X em um subespaco W de X que
¢ denso em X. O espaco X ¢é dinico exceto para isometrias.
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2.2 Espaco e subespacos normados de dimensao finita

Nesta secao, vamos apresentar alguns fatos basicos que sao validos somente
em dimensao finita.

Lema 2.2.1 Seja {x1,x3,x3,...} um conjunto linearmente independente (LI)
de vetores em um espag¢o normado X (de qualquer dimensao). Entao existe
um numero ¢ > 0 tal que para qualquer escolha de escalares temos

|1y + aoxe + ... + apay|| > c(|lag] + |ag| + ... + |an]) (2.3)

Prova:Se Z la;| = 0 entao Yo, =0 (7?) torna-se
i=1
[|021 + 022 + ... + 0x,|| > .0 = ||0]] > ¢.0

Se Z la;| # 0 teremos
i=1

aq (7%

= T T Inll = cC

Z |cui] Z o

i=1 i=1

aq ~

Chamemos 1 = — . Entao

Do
i=1

Hﬁldil -+ ﬁzxg + ...+ annH > c. (24)

Com (Z 65| = 1) . Portanto € suficiente que exista ¢ > 0 tal que (77)

J=1

o

mantenha-se para toda n-upla de escalares (31, ..., 3, com Z |8;] = 1.Suponha
j=1

que (??) seja falso, entdo teremos uma sequéncia de vetores (y,) com

ymll = 182y + o+ Bl S 18™ =1
j=1
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tal que ||ym|| — 0. Jd que Z |ﬁj(»m)\ =1, temos |ﬁj(-m)| < 1. Portanto para
j=1

cada j fivo teremos que a sequéncia (ﬁ](-m)) = (ﬁj(-l),ﬁj(?),...,ﬁj(-m)) é uma

sequéncia

limitada. Assim, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (5£m)) tem uma sub-

Se?uéncm convergente cujo limite sera denotado por (31, e seja denotado por
(ylm)) a subsequéncia correspondente de (y,,). Da mesma forma (y%m)) tem
uma subsequéncia (yém)) para a qual a subsequéncia correspondente de es-
calares ( ém)) converge ; seja denotado o limite por (B5. Repetindo esse pro-
cesso n vezes obtemos a subsequéncia (Ynm) = (Yn1,Ynz2,---) de (ym) cujos

termos sao da forma

Yo = >\ (Z ™| = 1)
j=1

=1

com %('m) — B; quando m — oo. Portanto

Ynm — Y = Zﬁjxj
j=1

Onde Z 18| = 1, e € claro que nem todos os (3; sao iguais a zero. Como
j=1

{x1,29,...,2,} € um conjunto LI, resulta que y # 0. Pela continuidade da

norma ||Ynm|| — ||ly||. Mas por hipdtese ||ym|| — 0 e como (Ynm) € sub-

sequéncia de (Ym) temos que ||ynm|| — 0, e consequentemente ||y|| = 0. E

pela propriedade da norma y = 0, o que resulta numa contradicao.

Esse lema é de grande importancia para o seguinte teorema :

Teorema 2.2.1 Todo subespaco Y de dimensao finita de um espag¢o normado
X € completo. Em particular, todo espaco normado de dimensao finita é
completo.

Definigao 2.2.1 (Normas Equivalentes)
Uma norma ||.|| num espago vetorial X é dita equivalente a norma |l.||o
em X se existem numeros positivos a e b tais que Vo € X temos

allzllo < [[z]] < bl|x[[o
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A motivacdo deste conceito estd no fato de que normas equivalentes em X
definem a mesma topologia para X.

De posse dessa definicao enunciamos o seguinte teorema:

Teorema 2.2.2 Num espaco vetorial X de dimensao finita, qualquer norma
||.|| € equivalente a outra norma ||.||o qualquer.

2.3 Compacidade e Dimensao Finita

Definigao 2.3.1 Um espago métrico X é dito compacto se V(x,) em X tem
uma subsequéncia (xp,) convergente em X. Um subconjuno M é dito com-

pacto se M é compacto considerado como um subespaco de X., i. e., se toda
(yn) € M tem uma subsequéncia (ynk) cujo limite € um elemento de M.

Lema 2.3.1 Um conjunto compacto M C (X,d) € fechado e limitado.
Prova:Queremos mostrar que M = M. Entao Yx € M = J(x,) € M
tal que x,, — x. Mas como M é compacto existe (xnk) subsequéncia de ()

convergente, ou seja, Tny, =Y €Y € M e pela unicidade do limite temos que

x =vy. Mas por definicio m C M. Entdo M € fechado.

Provemos que M € limitado. Suponhamos que M seja nao-limitado, ou
seja, I(y,) nao limitada contida em M, tal que d(y,,b) > n, onde b €
fizxo. Logo (y,) nao pode ter uma subsequéncia (ynk) convergente, pois toda
sequéncia € limitada.

A reciproca desse lema ¢é falsa, ou seja, M C (X, d) fechado e limitado é
compacto.

Prova: Considere o conjunto das sequéncias (e,) € [* onde

o 0o n = .7 ) 1
en—(énj)jzl_{n £ 7,0 vn
FEsta sequéncia € limitada pois ||e,|| = 1, entdo o conjunto A ={e, ; e,=
(6nj) € I} € limitado. Mas a norma Henk — en,|| = V2 € sempre constante

para k # r em 2. Entdo essa sequéncia ndo possui uma subsequéncia con-
vergente. Portanto o conjunto A € fechado pois o conjunto dos pontos de
acumulagao € vazio e o conjunto vazio estd contido em qualquer conjunto.
Pela mesma razio A nao é compacto.
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Teorema 2.3.1 Num espaco normado X de dimensao finita, qualquer
subconjunto M C X € compacto se, e somente se M é fechado e limitado.

Prova: O inverso é consequéncia imdiatado do Lema ??. Seja M fechado e
limitado. Seja dimX =n {eq,es, ...} uma base para X e (x,,) uma sequéncia
qualquer de M. Pelo lema 77?7 x,, tem a representacao

xmzéinel+§gle2++€;nen

Como M € limitado temos ||x,,|| < k VYm. Também pelo lema 77,

n n
Y ogre|| =Dl
j=1 Jj=1

onde ¢ > 0. Portanto para j fixo a sequéncia (fj(.m)) ¢ limitada , pelo Teorema

de Bolzano- Weierstrass tem um ponto de acumulacao § com 1 < j <n.
n

k2l =

Ainda pelo lema ?? (x,,) tem uma subsequéncia (z,,) onde z, — z = Z &;e;.
j=1

Como M é fechado, z € M. Portanto M é compacto.

Lema de F. Riesz 2.3.1 Sejam Y e Z subespagos de um espago normado X

(de qualquer dimensao) e suponha que Y € fechado e um subconjunto préprio

de Z. Entao V3 real no intervalo (0,1) existe um z € Z tal que

lzll =1, llz—yl[Z28 VyeY

Prova: Consideremosv € Z—Y ={ve X;ve€ Zev &Y} edenotamos sua
distancia a y por a, 1. e.,
a = inf ||v —
inf [lo

Como Y € fechado temos a > 0. Tomemos agora qualquer 3 € (0,1). Pela
definicao de infimo Jyy € Y tal que

0L§||U—y0||<g (%>ap0i30<ﬁ<1>

B
‘ 1
Seja z = c(v — yo) com ¢ = T
v —Yo
Entao ||z|| = ' 0=90) ‘ = o= ol = 1, mostremos que ||z — y|| >
v = ol 1o = woll

B Yy eY. Ou seja,
12 =yl = lle(v = yo) = yll = cllo — yo — ¢y
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Tomemos y1 = yo+c 'y € Y. Portanto ||z —y|| = c|lv—wi|]. E |[v—w]| > a
pela maneira como a foi definido. Entdo

a a

o —voll = a/B

Como y € Y foi arbitrdrio, a demonstracao estd concluida.

=

lz =yl = cllv—nl[ = ca=

Como “reciproca” do lema anterior serd enunciado o seguinte teorema:

Teorema 2.3.2 Se um espaco normado X tem a propriedade que a bola
unitdaria e fechada M = {z ; ||z|| < 1} é compacta, entdo X é de dimensao
finita.

2.4 Operadores lineares limitados e continuos

Definicao 2.4.1 Sejam X e Y espacos normados e T : D(T) — Y um
operador linear, onde D(T) C X. O operador T é dito limitado se existe um
numero real ¢ tal que

[ Tz|| < ||| (2.5)

A equagao (??) mostra que um operador linear limitado leva D(T) ( um
conjunto limitado) em Y ( outro conjunto limiado).Por essa razao é usado
o termo “limitado”. Observe que devemos encontrar o menor c possivel de
modo que (??7) continue verdadeiro Vx € D(T). A nossa primeira possibili-
dade € o caso em que v = 0, ou seja, x = 0 = Tx = T0 = 0. Agora para
x # 0 temos de (77)

T
1T=]] (2.6)
||

Entao c deve ser tao grande quanto o supremo de (??7), com dominio sendo
D(T) — {0}. Portanto o menor ¢ possivel € esse supremo denotado por

|| T]]
|||

7 = sup (2.7

zeD(T)

onde ||T|| € chamado a norma do operador T . Se D(T) = {0} definimos
|T|| =0, pois T =0 ja que TO = 0.
Observe que em (??7) com ¢ = ||T|| obtemos

| T][ < [[T]][|]]- (2.8)

36



Lema 2.4.1 Seja T um operador linear como na defini¢io (7?). Entdo

1.
Tx
7] = sup M2l
el
zeD(T)

tem como formula alternativa

Tl = sup ||Tx]]
[lz]]=1
zeD(T)

2. A expressao definida em (?7) satisfaz as condi¢oes da norma.

Prova:
1
e Denotemos ||z|| = a e y = —x, onde x # 0. Entdo
a
1 |||
Il = (5) «|| = 151 =1
a Iedi
Como T ¢ linear por hipotese. Entao
1 1
lyl| = sup —||Tz|| = sup ||\T' | — ) || = sup |[Ty|
270 4 =0 a =1

Trocando y por x obtemos (77).

e Mostremos que a expressao 77 define uma norma.

(a)

T
17 = sup 2 S o 4 e oy
a0 |||
) |IT||=0&T=0
T
mi=0= sip 128 gm0
20 |||
zeD(T)
(c) [laT|[ = |of[|T]] a€R
Sup laTz|| = Sup |af|[Tz|| = IOéIHSlﬁp || T ||
zl|=1 z||=1 z||=1
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(d) |1y + Dol < |10l + (1T

[Tz + Tox|| < |[|Thz|| + || Tox|]
sup [|The +Tox|| < sup [|[Tiz|| + ||Tox||
||z||=1 [|z]|=1

Teorema 2.4.1 Se X ¢ um espaco normado de dimensao finita, entdo todo
operador linear em X € limitado.
Prova:Seja a dimX =n e E = {ey,es,...,e,} uma base para X. Seja

T = g §;e; uma combinacgao linear qualquer dos vetores da base e consider-
i=1
emos um operador linear qualquer T em X. Jd que T € linear

1Tzl = T(Zfﬁj)‘
j=1

= |D_&Te;
j=1

< > [GIITe |
j=1

< max||Te| Zl €1 (2.10)
p

Usando o lema (??7) com temos

v

ijej CZ\&'!
j=1 i=1
Slel < -|[> e
j=1 j=1

< clle] (2.11)

De (??7) e (?7) temos ||Tz|| < n||z|| onde
1
= - T 2.12
n= s |7 (2.12)
De (??) e (?7?7) comprovamos que T € limitada.
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Seja T : D(T) — Y um operador qualquer, ndo necessariamente linear,
onde D(T) C X e X e Y sao espagos normados, o operador T é continuo em
xo € D(T) se Ve > 0 existe 0 > 0 tal que

||z — x]| <0 = ||Tx — Txol| <e Ve D(T)

T é coninua se T ¢é continua Vz € D(T'). No caso em que T ¢ linear temos o
seguinte resultado:

Teorema 2.4.2 Seja T : D(T) — Y um operador linear, onde D(T) C X
e X e Y sao espacos normados. Entao

1. T ¢ continua se, e somente se T € limitada;

2. Se T é continua em um ponto singular, entao T é continua.

Prova:(??.) ParaT =0 o resultado € imediato. Para T # 0 temos ||T|| # 0.
Suponhamos que que T € limitada e consideremos xo € D(T). Dado € > 0 e

como T € linear, Yo € D(T);||x — zo|| < 0 onde 6 = HgTH E obtemos
1Tz = Txol| = |IT(z — o)l
< [ITllz = ol
< |[Tflo=¢

Portanto, T € continua.
Suponha que T é continua num xo € D(T') qualquer.Entao Ve > 0,
30 > 0 tal que

|z —xol| <0 = ||Tx —Txol| <e Vxe D(T) (2.13)
Tome y # 0 € D(T) qualquer e estabeleca
T =T+ Ly.
IT]]
Entao 5 5
o zall = |[ 2o | = ool =

E usando (??) juntamente com a hipdtese de T ser linear obtemos
72~ Taoll = 17t~ o)l = |7 (570 | = ol
T = LZo|| = T — Zo)|l = YT Y

Iyl Iyl
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Dai temos que

)
Tyl < e
[yl

9
1Tyl < 5Hyll

Tomando ¢ = % teremos ||Ty|| < ¢||y||. Portanto, T é limitada.

(7?.) A continuidade de T num ponto implica na limita¢ao de T pela
sequnda parte da demonstragao de (??.).Agora usando a primeira parte de
(7?.) teremos a contiuidade em (77.).

2.5 Funcionais lineares

Definicao 2.5.1 Um funcional linear f é um operador linear cujo dominio
¢ um espaco vetorial X e contradominio o corpo escalar K de X. Assim
f:D(f) — K, onde K =R se X é real e K = C se X é complexo.

Definicao 2.5.2 Um funcional linear limitado é um operador com contradominio
no corpo escalar do espaco normado X no qual o dominio
existe. Assim existe um nimero real c tal que Yax € D(T),

|f(2)] < cf|z]]
Além disso, a norma de f € dada por:

[ ()]

/[l = sup (2.14)
Lezo Il
ou
LfIl = Sup |f(@)] (2.15)

Na defini¢ao (7?) a formula (??) agora implica
[F @) < Lf ]
Como um caso particular do Teorema (?77) temos

Teorema 2.5.1 Um funcional linear f com dominio D(f) num espago nor-
mado é continuo se, e somente se f € limitado.

40



Observe que o conjunto de todos os funcionais lineares definidos num
espacgo vetorial X podem ser por si s6 um espaco vetorial. Este espaco é
denotado por X* e chamado de espaco dual algébrico de X. Como este espaco
é vetorial, temos que a soma de dois funcionais ainda é um funcional S cujo
valor Vo € X ¢é definido como S(x) = (f1 + f2)(z) = fi(x) + fo(z).

O produto af de um escalar a por um funcional f é um funcional G
cujo valor em z € X é: G(z) = (af)(x) = af(x). Consideremos agora o
dual de (X*)* de X*, cujos elementos s@o funcionais lineares definidos em
X*.Denotamos (X*)* por X** que é chamado de espaco bidual algébrico.
Vejamos entao a notagao dos conjuntos X** e X* :

. JreX; f: X — R
= gy

X _{ f Hg(f)}

Podemos obter um g € X**, que é um funcional linear definido em X*,
fixando = € X e escrevendo

9(f) = 9.(f) = f(x) (2.16)

Onde temos = € X fixo e f € X* varidvel. O g, como definido em (?7?) é
linear, i. e.,

ge(afi + Bf2) = (afi + Bf2)(7) = afi(z) + Bfo(x) = ag.(f1) + B9.(f2)

Portanto g, é um elemento de X**, pela definicao de X**.
Observe que para cada x € X existe um g, € X**. Isso define uma funcao

c . X — X*

T = G

C é chamada a fungao canonica de X em X**. C ¢ linear ja que seu dominio
é um espago vetorial . Aqui temos C(z) = ¢, e C(x)(f) = f(z). Entao
provemos que C'(az +y) = aC(x) + C(y), ou seja,

C(OAT + y) = YGaz+y
O(O./.CIZ + y)<f) = gaery(f)
= flaz +y)
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= af(z)+ f(y)
ag:(f) + g4(f)
= (ags +gy)(f)
= (agz +gy)
= aC(z)+ C(y)
Como a fungao canodnica é injetiva e linear, ela é um isomorfismo de X em

R(C) € X**. Se C é sobrejetiva (portanto bijetiva), temos R(C) = X**,
entao X é dito algebricamente reflexivo.

2.6  Operadores lineares e funcionais em espacos de
dimencao finita

Sejam X e Y espacos vetoriais de dimensao finita sobre o mesmo corpo e

T : X — Y um operador linear. Escolhamos uma base E = {ey,...,e,}

para X e uma base B = {b,...,b,} para Y com os vetores numa ordem fixa.
Entao todo z € X tem uma tnica representacao

T =qaie + ...+ o, (2.17)

Ja que T é linear, a imagem de x é da forma:

y=Tx=T (Z akek> = Z aipTes (2.18)
k=1 k=1

Como a representagao em (?7) é unica, resulta que T é unicamente determi-
nado se as imagens vy, = Te;, dos n vetores da base E sao determinados.
Como y e y; estao em Y, suas representagoes sao Unicas , ou seja

y = > Bib (2.19)
j=1

Tep = Y Apb; (2.20)
j=1

E substituindo em (??) obtemos:
yo= D B,
=1
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n
= E akTek
k=1
n

= Z (653 Z T@k
k=1

k=1

= ZakZAjkbj
k=1 j=1

= Z (Z Ajkak) bj
j=1 \k=1

Como os b;’s formam um conjunto LI, seus coeficientes tem que ser iguais, i.
e.,

Bi=Y Apar  j=12,...7 (2.21)
j=1

Com isso temos o seguinte resultado:
T

A imagem y = Tx = Zﬁjbj de z = Zakek podem ser obtidos de
j=1 k=1
(?77). Os coeficientes Aj;, em (?77) formam uma matriz

TEB = (A]k)

Dadas as bases E e B de X e Y, respectivamente, cujos elementos obede-
cem a uma ordem definida de forma arbitraria porém fixada, entao a matriz
Trp € unicamnte determinada pelo operador T. Dizemos que a matriz Tgpg
representa o operador com respeito a essas bases.

Tomando os vetores = (oy) e § = (3;) escrevemos (??) da forma

T
=) Api
j=1
Semelhantemente, (??7) também pode ser escrito em notagao matricial como

Te = TEBTb.

Nos encotramos agora no caso dos funcionais lineares definidos em X, onde
dimX =ne E = {ey,...,e,} uma base de X.Esses funcionais constituem o
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espaco dual algébrico X* de X. Para todo funcional f e Vax = Z aje; temos
j=1

flx)=f (Z ajej) = Z a;f(e;) = Z%ﬂj (2.22)

onde f(ej) = n; j=1,2,...,n e f é unicamente determinada por seus
n;’s nos n vetores da base de X.

Do contrario, toda n-upla de escalares 7, . ..,n, determina um funcional
linear em X por (??7). Em particular, tome as n-uplas da seguinte maneira:

(1 o0 - 0)
0 1 - 0)
0 0 - 1)
Por (??) obtemos n funcionais fi,..., f, com valores
B ] 0, se j#Ek
hep=su={§ 2 170 (2.23)
Teorema 2.6.1 Seja X um espago vetorial n-dimansional e E = {ey, ..., e,}

uma base de X. Entao F' = {f1,..., fn} dado por (??) é uma base para o
dual algébrico X* de X, e dimX™* = dimX.
Prova: F é um conjunto LI jd que

D afl@)=0  (zeX) (2.24)

Com x = e; dado

ng‘fk(ej) = kaéjk =& =0
k=1 k=1

Por (77)
fx) =) am;  VreX
j=1
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fi(@) = fi(mer + ...+ mmen) =5

E também .
fla) =" a;fix)
j=1

Portanto a unica representacao de para o funcional linear qualquer em X em
termos da base €

f=afi+.. . +ta.f,

Lema 2.6.1 Seja X um espaco vetorial de dimensdo finita. Se xg € X tem
a propriedade que f(xo) = 0 para todo f € X*, entao xo = 0.
Prova:Seja {ey, ..., e,} uma base para X e o= Z ojej. Entdao (77)
j=1

torna-se

flwo) = &ojm
j=1

onde f(e;) = n;. Por hipdtese isso € igual a zero Vf € X*, ou seja, para toda
escolha dos my, ..., n,.Portanto todos &y; tem que ser zero.

2.7 Espaco Dual

Definicao 2.7.1 Seja X um espag¢o normado. FEntao o conjunto de todos
0s funcionais lineares limitados em X constitui um espaco mormado com a
norma definida por

||f||=SUPM= sup |f(z)] zeX

a0 ||zl ||z||=1
que € chamado de espaco dual de X e denotado por X' .

Os dois teoremas apresentados a seguir sao resultados importantes no
caso do conjunto B(X,Y) cujos elementos sdo todos os operadpres lineares
de X em Y, onde X e Y sao espacos normados. Este pode ser por si s
um espago normado (como veremos nos resultaods seguintes).Primeiramente

45



teremos que toda bola B(X,Y’) torna-se um espago vetorial se definirmos a
soma T + T5 de dois operadores 71,75 € B(X,Y) da forma

(T1 + TQ)(L’ = Tll' + TQJT
e o produto ST de T' € B(X,Y) por um escalar & como
(6T)x = pTz.

Teorema 2.7.1 O espacgo vetorial B(X,Y') € por si proprio um espago nor-
mado com a norma definida por

I T(2)]]

IT]] = sup —— = sup [|T'z||
#£0 HZEH [|z||=1
(zeX) (zeX)
O préximo teorema tem grande importancia para comprovar em quais ca-
sos o conjunto B(X,Y') pode ser um espago de Banach. E o que é interessante
na condicao desse Teorema ¢é que X pode ou nao ser completo.

Teorema 2.7.2 Se Y é um espago de Banach, entao B(X,Y) é um espacgo
de banach.

Os dois ultimos resultados se aplicam ao teorema:

Teorema 2.7.3 O espaco dual X' de um espaco de Banach X é um espaco
de Banach (se X for ou nao).

O préximo resultado (Teorema de Hahn-Banach) ¢ uma ferramenta muito
utilizada em Analise Funcional. £ um Teorema de extensio para funcionais
lineares. Em geral, num problema de extensao considera-se um objeto matematico
(por exemplo, uma funsdo) definida num subconjunto Z de um dado con-
junto X e é preciso extender esse objeto de Z para o conjunto maior, ou seja,
X de tal maneira que certas propriedades basicas desse objeto continuem
mantendo-se para o objeto extendido.

No teorema de Hahn-Banach o objeto a ser extendido é um funcional
linear f definido num subespaco Z de um espaco vetorial X e tem uma certa
propriedade de limitagao.

Por definicao este é um funcional p em X que é subaditivo, ou seja

plr+y) <p@)+ply) Vo,yeX
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e positivo-homogéneo, ou seja
plaz)=ap(r) YVa>0emRexe X.

Assumimos ainda que o funcional f extendido é majorado pelo funcional
pem X, e extende-se f de Z para X sem perder a linearidade e a majoragao
por p. vejamos agora o enunciado formal de tal teorema.

Teorema 2.7.4 (Teorema de Hahn-Banach)
Seja X um espago vetorial e p um funcional sublinear em X. Além disso,
seja f um funcional linear definido num subespaco Z de X e satisfaz

flz) <plx) VeeZ (2.25)
Entao f tem uma extensao linear f de Z em X satisfazendo

flz) <plx) VeeX (2.26)

Ou seja, f ¢ um funcional linear em X satisfazendo (77) em X e

flx)=f(z) VzxelZ
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Capitulo 3

Espacos com Produto Interno
Espacos de Hilbert

3.1 Espaco com Produto Interno
Espacos de Hilbert

A seguir, apresentaremos, um tipo especial de espago de Banach que tem
propriedade geométricas bastante ricas.

Definicao 3.1.1 Um espaco com produto interno € um espaco vetorial X
com um produto interno definido em X.Um espago de Hilbert é um espaco
com produto interno (completo numa métrica definida pelo produto interno.)
Aqui um produto interno em X € uma funcio f : X x X — K onde k € o
corpo escalar, ou seja,

f: XxX — K
(z,y) +— <zy> VryeX

tal que Vx,y, z e a escalar temos
1. <z+vy,z>=<z,2>+<Yy,z2>
<ar,y>=a<z,y>

<zYy>=<Uy,T >

<z,z>>0e<z,2>=02=0
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Um produto interno em X define uma norma em X dada por

lz]] = vV<z,y>

e a métrica

dz,y)=|lv -yl =vV<r—y;2 —y >

Logo os espagos com produto interno sao espacos normados, e 0s espacos de
Hilbert sao espacos de Banach.
De (??) a (??7) obtemos as formulas

<ar+pPy,z> = a<z,z>+p<y,z> (3.1
<z,ay> = a<umxy> (3.2
<z,ay+PBz> = a<zy>+B<xz,z>

Também temos que a norma num espaco com produto interno satisfaz a
importante igualdade do paralelogramo a seguir

[l +yl1* + [z — yl* = 2(J=|* + lly1[*)

Definicao 3.1.2 Um elemento x de um espaco com produto interno X € dito
ortogonal com um elemento y € X se

<z,y>=0

O lema abaixo é muito utilizado na teoria da Analise Funcional no que diz
respeito aos espacos com produto interno.

Lema 3.1.1 Um produto interno e a norma correspondente satisfazem as
desigualdades de Schwarz e Triangular como seque

| <z y>] < |yl (3.4)
|z +yll < =l + [yl (3.5)

As desigualdades (??) e (?7) sdo as chamadas desigualdades de Schwarz e
Triangular, respectivamente.
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3.2 Representacao de Funcionais em Espacos de
Hilbert

E importante sabermos a forma geral dos funcionais lineares limitados em
varios espacos. Nos espacos de Banach em geral tais féormulas podem ser
complicadas. Entretanto ,no caso dos espagos de Hilbert a situacao é bem
mais simples como se verifica no seguinte teorema:

Teorema de Riesz 3.2.1 Todo funcional linear limitado f num espaco de
Hilbert H pode ser representado em termos do produto interno, i. e.,

flz) =<mz,z> (3.6)
onde z que depende de f, ¢ unicamente determinado por f e tem norma

1211 = 11111 (3.7)

Lema 3.2.1 Se < vy, w >=< v9,w > para todo w num espaco com produto
interno X, entao v1 = ve. Particularmente, se < v, w >= 0 para todo w € X,
entao v1 = 0.

Prova: Por suposicao, Yw,

<V — Vg, W >S=< v, w > — < vy, w >=10

para w = vy — vy, temos |[vy — vs|[* = 0. Portanto vi — vy = 0 = v; = vy,
Em particular < vy, w >=0 com w = vy resulta em ||v1||* =0 = v; = 0.

Defini¢ao 3.2.1 (forma sesquilinear) Sejam X e Y espacos vetoriais so-
bre o mesmo corpo K(K =R ou K = C). Entao a forma sesquilinear (ou
funcional sesquilinear) h em X XY € uma funcao

h:XxY —K
tais que Vx,x1,x9 € X e Vy,y1,y2 € Y e Va, (8 escalares temos
1. h(xy + 29,y) = h(z1,y) + h(z2,9);
2. h(z,y1 +y2) = h(z,11) + h(z,y2);

3. h(ax,y) = ah(x,y);
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4. h(z, By) = Bh(z,y.)

Portanto h € linear no primeiro argumento e conjugado linear no sequndo.
Se X e Y sao epacos normados e se existe um numero real ¢ tal que Y,y

Az, y)| < clll[]ly]]

entao h € dito limitado, e o niumero

h
hl = sup . y)l _
sex—qoy [[Z[|[|yl] e
yeYy —{0} [yl

[, y)] (3.8)

GS

z||=1
yl|=1
¢ chamado de norma de h.

Teorema 3.2.1 (Representagéa de Riesz) Sejam H; e Hy espagos de
Hilbert e h : Hi X Hy — K uma forma sesquilinear limitada. entao h tem
uma representacao

h(z,y) =< Sx,y > (3.9)

onde S : Hi — Hy € um operador linear limitado. S € unicamente deter-
minada por h e tem norma

S]] = [|A]]
Prova: Consideremos
h: H xH, — K
(z,y) = h(z,y)

Isso € linear em y por causa da barra, ou seja,

h(z,yi +y2) = hlx,y1 +y2)

(
= h(z,y1) + h(z,ys)
= ﬁ('r?yl) +ﬁ<x7y2)
h(*T?yl) + h(x7y2)




Para aplicarmos o Teorema (??7) fixaremos x. Entdo esse teorema fornece
uma representacao em que y € varidvel,

9(y) = h(z,y)

tal que
9(y) =<y,z>=h(z,y) = h(z,y) =<y,z>=<zy> (3.10)

Aqui z € Hy € unico mas, € claro, depende de x € Hy fixado. Seque de (77)
que a varidvel z define um operador

S H1 e HQ
r +— z=2=Sx

Substituindo z = Sx em (??7) teremos (7).
S € linear.De fato, seu dominio € o espago vetorial Hy e de (77) e a
sesquilinearidade obtemos

< S(axy + fry),y > = h(ax; + [ra,y)
= ah(z1,y) + Bh(x2,y)
= a<Sr,y>+6< Sxe,y >
= < aSx;+ BSre,y >

Pelo lema (77)
S(axy + frs) = aSzy + Sz,

S € limitada. De fato, o caso S = 0 ¢é imediato, mas para S # 0 temos de

(2?) e (77)

h(z,y
|h]| = sup Iz vl _ sup |h(z,y)|
cex—1oy ||Z]|[[yl]  par=
yeY —{0} [lyll=1

h(z,y) =< Sx,y >

Sz, y >
Dos conjuntos A = {w,x F# O,y#()} eB = {
TIY

temos A C B. E portanto

| < Sz, Sv > |
[|[|[[ S|
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| < Sz,y > |

[[h]] = sup
=20 ||z][|[y]]
y#0
| < Sz, Sz > |
> sup
a7 ||z]]|].S]]
z#0
o ISl
270 [[al]]| S|
x#0
||Sx
— ap Iy
0 el
xz#0

Isso prova a limitagdo. E mais, ||h|| > ||s||. Agora note que aplicando a
desigualdade de Schwarz temos

< S,y > Sz|||ly
1al) = sup =508 > g, WSl _y
L 117 e LN

Logo ||| = [|S]].
Unicidade de S.
Suponhams que existe um operador linear I’ : Hi — Hy tal que Vx € Hy

e Yy € Hy temos
h(z,y) =< Sx,y >=<Tx,y >

Entao pelo Lema (??) Sx =Tx Nx € Hy. Logo S =T por defini¢do.
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Capitulo 4

Espacos L

4.1 Espaco LP

Em um certo momento é necessarios inserir a estrutura de um espaco de

Banach no conjunto de todas as fungoes integraveis de um espaco mensuravel.

E dessa forma que introduzimos os espacos LP. Estes , sao extremamente titeis

na defini¢ao e construcao de outros espagos com os espagos de Sobolev.
Aqui © é um aberto do RY munido da medida de

Lebesgue dz. Designamos por L' o espaco das funcoes integraveis sobre €

com valores em R cuja norma ¢é dada por:

1f]1s = / f(@)ldx

Duas funcoes em L' coincidem exceto num conjunto de medida nula.
Serao apresentados agora alguns resultados de integracao extremanente
uteis ao longo desse capitulo.

Teorema 4.1.1 (Teorema da cconvergencia monétona de Beppo Levi)
Seja (f,) uma sequéncia crescente de fungoes de L' tal que
sup/fn < 00. Entao f,(z) converge q.t.p. em S, isto é, f,(x) — f(x) onde

n

f(x) € um limite finito. Além disso f € L' e ||f, — fllpn — 0.

Teorema 4.1.2 (Teorema da convergencia dominada de Lebesgue)
Seja (f,) uma sequéncia crescente de funcoes de L'. Suponhamos que:
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1. fo(x) — f(z) ¢.t.p. em

2. existe uma funcao g € L' tal que para cada n , |f.(x)] < g(x) q.t.p em
Q.

Entdo f € LX) e||fo — fllzr — 0

Lema 4.1.1 (Lema de Fatou)
Seja (f,) uma sequéncia crescente de fungoes de L tal que

1. para cada n, f,(x) >0 g.t.p. em Q ;

2. Sup/fn<oo.

n—oo

Para cada x € ) escreve-se f(x) = lim inf/ fn. Entio f € L' e
f < lim inf/fn

Notagao: Designamos por C.(€2) o espago das fungdes continuas de Q y
com suporte compacto, isto é,

C.(Q) ={f € C(Q); f(x) =0 Vz € Q\K donde K C Q) é um compacto}

Teorema 4.1.3 (Teorema da densidade)
O espago C.(Q) € denso em L'(Q), ou seja,

VieL' e Ve>0, 3fi€C.Q) tal que ||f — fill; <c¢

Sejam Q; C RV e Q, € R abertos e seja F : O x Q3 — R uma
funcao mensuravel.

Teorema 4.1.4 (Tonelli)
Suponhamos que

|F(z,y)|dy < oo
Qo

para quase todo x € £y e que

/ dr | |F(z,y)|dy < oo
ol o

Entao F € L* (Ql X Qg)
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Teorema 4.1.5 (Fubini)
Suponhamos que F € L'(Qy x Q). Entao para quase todo x € €,

F(z,y) € L,(Q) e |F(x,y)|dy € L, ()

Q2

lgualmente para quase todo y € §2o

F(z,y) € LL(Q) e |F(z,y)|dx € L;(Qg)
951

Além disso se verifica

/ de [ |F(z,y)dy = / dy [ |F(z,y)lde = / / F(a,y)lde dy
Q1 QQ QQ Ql leﬂg

4.2 Deinicao e Propriedades dos Espacos L?
Definicao 4.2.1 Sejap € R com 1 < p < o0; se define

P ={f:Q—R; fé mensuravél e |fIF € L'(Q)}

E cuja norma € definida por:

il = | [ If(x)|pd:vr

Definicao 4.2.2 Se define
L>*(Q)={f: Q2 — R é mensuravél e existe uma constante C tal que
|f(z)| < C qt.p. em Q}

Cuja norma € definida por
fllee = mf{C 5 |f(2)] < C gtp. em Q}

A seguinte observacgao afirma que uma funcao em L*> esta limitada pela
sua proépria norma.

Observacao 4.2.1 Se f € L™, entao

[f(@)] < [[flleee g-tp. em
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Notacao: Seja 1 < p < oo; se designa por p’ o expoente conjugado de p |, i.e
1 1
— 4+ — = 1
p P

Teorema 4.2.1 (Desigualdade de Hoélder)
Sejam f € LP e g€ L com 1 <p < oo. Entio f.g € L' e

1791 11l (@)

Demonstracao:

1. Sep=1 teremos f € L' e g € L™, donde fg € L' e

J1rd< [ 17 gt@) < lgli~ [ 1760 = lgll=l 1l

2. Para p = o0 o caso € andlogo.

3. Para 1 < p < oo recordemos a desigualdade de Young.

1 1
ab< —-d”+—=10 Va >0 Vb >0 (4.2)
p p

Temos que a fungao log é concava no intervalo |0, 00| temos

1 1 1 1 '
log(—ap+—,b”> > —log a’? + —log V¥ =log ab
p p p p

Suponha que f € LP , g € L” e que || f||z» # 0 ¢||g||» # O Claramente
f g € mensurdvel . Tomando

_ Y@l _ ls@)
Mz gl
temos que

f@llg@)] _ [f@)P  lg@)”
1Alluellgl = 211l Pllgllr

gtp x €l (4.3)

De onde resulta que fg € L*. Integrando (77) obtemos
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f@llg@] _ [ L@F - @)

A lzellgll = ) plFle Pllgll

o) ] V@ / o
||f||Lp||g||Lp /|f /|g

1
o gl <1
1z llgll o

E resulta que
1L gl < [fllzellgll L

Uma consequéncia muito 1util da desigualdade de Holder é o seguinte

resultado:

Sejam f17f27f37"'7

fr funcoes tais que
1 1 1 1 1

fielP(Q) 1<i<k com —=—+4—+—+...+— <L
p 1 P2 P3 Pk

Entao o produto f = fi. fo... fr pertence a LP(Q) e

A llze = [ fallzon - (il [ o

Em particular, se f € LP(Q)NLI(Q2) com 1 < p < g < 00, entao f € L7(Q)
para todo p < r < ¢ e verifica-se a desigualdade da interpolacao

1z < AN 1 f 1] 2e

donde 1 I
a+ a 0<a<l)
r p q

Teorema 4.2.2 [P é um espago vetorial e ||.||» € uma norma para todo

I<p<o
Demonstracao: O espago LP € subespaco vetorial do espaco vetorial das

fungoes F={f:Q — R} cuja soma € definida por:
4+ : FxF — F
(f.9) — f+yg
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E o produto
RxF — F keR
(k,9) +— kg

Para p =1 e p = oo temos que L' e L™ sdo espacos vetoriais normados.
Agora, suponha que 1 < p < 0o e sejam f, g € LP, entao f+ g € LP. De
fato,

[F(2)+g(0)” < (2] max{[f(2)],|g()[})" = 2P max{[f(x)], |g(2)|}[" < 2°(|f (2)["+|g(2)]")

e integrando teremos

[ 1@+ g@piz <2 [ 11@P + [lo@l) < oo

E como a soma de funcoes mensurdveis ainda € uma fun¢ao mensurdvel
resulta que f 4 g € LP.

Seja o € R e f € LP. Entao aof € LP. De fato, ji temos que af é
mensurdvel e

|f (@) = |al?|f(2)]P

e integrando temos

[las@r =laP [15@) < o

Portanto, af € LP. A norma em LP € definida por
1
Il = ([ 1500
Q

>0

De fato,
LAl flze = (Jo IF(@)IP)
2. Ifllep =0 < f =0 De fato,
f =0 émensurdvel ¢ ||f||r = (fo |f(2)]P)" = ([, 10(z)[P)
1fllir =0 & (o |F@I) & folF@P =0= f =0

B =

3=
3=

=0
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T =

3. ||aflle = lall[llze- De fato, [l fl|e = (o laf (@)P) = (J lal?|f (@))? =

lof (Jo [£@)P)7 = lall| f]]ze
4. I+ 9llee < fllee + |lgllze (desigualdade de Minkowski)

1+l = /Ql(f+g)(ﬂf)l”
_ / @)+ g(@)?
- / @) +g@ P @) 4 o) (4d)

Verifiquemos que |f + g[P~* € LP". Dai temos que
/ P
(|f+ g™ =|(f+9)” P = |f+g|" e como mostramos que f+g € LP

temos que
‘ / f + g™

Logo |f + gP~* € L. E assim

p/
=/|f+g!”<oo

/ (F+a)@P | (f+9)(@)] < / (F+a)@P Y F @)+ / (Fra)@)Pg(z)|

Dai seque
1f+alle < I+l 1Al + 11+ gl gl
1+l < A1l + gl
I+l < Al fllee + llgllee

Teorema 4.2.3 (Fischer-Riesz) L? ¢ um espaco de Banach para
I<p<o
Demonstracao:

1. p = oco. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em L. Entao dado um
inteiro k > 1 e Ny, tal que

| frn = fullLe = m,n > Ny (4.5)
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Portanto existe um conjunto de medida nula Ej tal que

‘fm(x)_fn(x” S ||fm_fn||L°° S \V/.TGQ\Ek ‘v’m,nZNk

> =

Temos que E = UEK ¢ de medida nula e Vx € Q\E) a sequéncia

(fu(z)) € de C’auci’Zy em R. Seja fn(x) — f(x)

Aplicando o limite em (?7) quando m — oo obtemos

| =

[f(z) = fu(z)| <

1
Dai temos que f € L™ e ||f — fullr= < % Vn > Nj.
Portanto ||f — fullze — 0. Logo L*> ¢é de Banach.

. Suponha que 1 < p < oo. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em LP.
E suficiente mostrar que (f,) possui uma subsequéncia convergente em
LP.Sabemos que podemos extrair uma subsequéncia (f,;) tal que

1
||fnk+1 - fnkH < ? Vk > 1

1
Entao existe ny tal que ||fm — fulle < = para m,n > ny; tomamos

DO

. 1 .
depois ny > nq tal que Hfm — fn||Lp < 53 bara m,n < ng, € assim Su-

cessivamente. E mostramos que (f,), converge em LP. Para simplificar
a notagao usaremos fr em vez de fn,, de modo que

1
e = Sl < 5 VR 21 (4.6)

Pondo g(x) = Z | fev1(z) — frl(2)]

Resulta que ||gn||rr <1
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Do teorema da convergéncia mondtona se deduz que q.t.p em €, g,(x)
converge a um limite, que se denota g(x), com g € LP.Por outro lado,
para cada m > n > 2 se verifica

[ fm () = fu()] (@) = fma (@) + -+ | faga () = fu(@)]

<
< g9(z) = gn1(z)

E disso resulta que f,(x) q.t.p. em Q é de Cauchy e converge para um
limite, denotado f(z). Temos q.t.p. em Q

|f(z) = ful@) < g(z) n=2 (4.7)

E resulta que f € LP. Por dltimo ||f, — f|| — 0; de fato, tem-se

Fal@) = F@P =0 gtp. e |fal) = f(@)P < g¥(x) uma majorante
integravel. E a conclusao vem gracas ao teorema de Lebesgue.

Teorema 4.2.4 Sejam (f,) uma sequéncia em LP e f € L, tais que
|/ — fl| = 0. Entdo existe uma subsequéncia (f,,) tal que

1. fo.(x) = f(2) g.t.p. em Q
2. | fu. (@) < h(z) Yk eqtp emQ, comhe Ll

Demonstracao: Para p = oo o resultado se verifica. Suponhamos entao que
1 < p < oo. Como a sequéncia é de Cauchy, podemos repetir a demonstragao
do Teorema (77) e extrair uma subsequéncia (fy,) verificando (?7). Contin-
uando como na demonstragdo do teorema (7?) vemos que (fy,)(x) converge
para um limite que denotamos por f*(z). Além do mais temos gragas a (77)

P (@) = fun@)| < g() ¥k qtp em Q, com ge L

de onde resulta que f* € LP e que f,, — f* em LP (pelo teorema de
Lebesgue). Por conseginte f = f* q.t.p. e se obtém (??.). Para obter (77.)
basta tomar h = f* + g.

Teorema 4.2.5 LP € reflexivo para 1 < p < 0o
A demostracao serd dividida em trés etapas:
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. (Primeira desigualdade de Clarkson) Seja 2 < p < 00; se verifica

p p

ez

f+yg
2

1
< S IAll +lgllze) ¥f.g € LP(4.8)

Lp Lp

Demonstracao : é suficiente demonstrar que

P
1
'fgg < S(aP+bP) VabeR  (49)

p f_
g
+\ .

Se tem
%

o+ < (P + 52 a,8>0

( reduza ao caso § = 1 e observe que a fungio (zo + 1)2 —aP — 1 é

b _
crescente sobre [0,00[). Tomando o = ot e = ¢ resulta
a+b|” Ja—>bf" a+b a—bl\*
2 2 - 2 2
a2 B\*°
N
1 1
< ZlalP - Z|plP
< Lap+ 2o

Esta dltima desigualdade resulta da convexidade da funcdo x — \:v|%
por p > 2.

. LP ¢ uniformemente convexo, e portanto reflexivo para 2 < p < co. De
fato, seja € > 0 fixo. Suponhamos que

Al <15 llgllee <1 € [If —gllr > €

E se deduz de (??7) que




e entao

Lr

s=1-(1-(5)) >0

Como consequéncia LP € uniformemente convexo e portanto reflexivo
pois todo espaco de Banach uniformemente convexo € reflexivo.

com

. LP ¢ reflexivo para 1 < p < 2.

Demonstracao: Seja 1 < p < 2. Consideremos o operador

T : LP — (LP)" definido como seque: Seja u € LP fizo; a aplicacio
fe J. [u f é uma forma linear e continua sobre Lf"/7 designada
Tu, de forma que

<Tu,f>:/uf ‘v’fELp/
temos pela desigualdade de Holder

| <Tu, f> ] < ullel[f]]
e entao

Tl < [lullee (4.10)

Por outra parte, ponhamos

fo(x) = [u(@)P~2u(z)  (folz) =0 se u(z) =0)

Temos que fo € L, ||foll v = |[ullfs’ e < Tu, fo >= [[ul[},. E entdo
< Tu, fo >
Tul|, r > —————— = ||u 4.11
|| ||Lp l HfOH || ||Lp ( )
Comparando (??) e (77) obtemos |[Tu||,,; = [|ul|Lr. Resulta que T' é

uma isometria de LP sobre um subespago fechado (pois LP é completo)
de LP . Porém LP ¢ reflexivo e usando o fato de que LP € espaco de

Banach e reflexivo se e, somente se v ¢ reflexivo obtemos o resultado
esperado. Seque do fato que LP é espago de Banach e T(LP) C LP € um
subespago vetorial fechado entao T(LP) com a norma induzida por LP
também ¢é reflexivo. E portanto LP também é reflexivo.
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Teorema 4.2.6 (Teorema da Representag ao de Riesz)
Seja 1 < p < oo e seja o € (LP). Entdo existe u € LP inico tal que

<g0,f>—/uf Vfel?
Além do mais se verifica

[lull L = 1l zoy

Demonstracao: Definamos o operador T - )7 . (LP)' por

<Tu,f>:/uf VfGLpl

e se tem )
[ Tull oy = lull,,Vu € L

(Se procede como na demonstragio do Teorema (??) 3% etapa) teremos que
mostrar que T € sobrejetivo. Tomemos E = T(LP). Como E é um sube-

spaco fechado , basta demonstrar que E € denso em i seja h € i [=
LP pois LP é reflexivol tal que < Tu,h >=0 Yu € LP; Mostermos que
h = 0. De fato, temos

/uh:< Tu,h >=0 Yue LP.

e concluimos que h = 0 tomando u = |h|P~2h.

Teorema 4.2.7 (Densidade)
O espago C.(2) € denso em LP para 1 < p < oc.
Comecemos com uma defini¢cao e um lema.

Definicao 4.2.3 Seja 1 < p < oo; se diz que uma funcao f : Q@ — R
pertence a LY () se f1y € LP(Q2) para todo compacto K C Q

Lema 4.2.1 Seja f € L},.(Q) tal que
/fu =0 YueC.(Q) (4.12)

Entao f =0 q.t.p em Q)
Demonstracao do Lema 7?7: E dividida em duas etapas:
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1. Suponhamos que afinal se verifica f € L'(Q) e |Q| < co. Dado € > 0
existe f € C.() tal que ||f — fi|| < e. Por (??) temos

Iz

Sejam K1 ={x € Q; fi(x) >c} e Ko ={x€Q; fi(zr) < —¢}

Como K, e Ky sao compactos disjuntos, pode-se construir uma fungao
Ug € CC<Q)

< ellullr= Vu € CL(Q) (4.13)

wo(z) = 4+1 se x € K
N7 =1 se = € Ky

e lup(z)] <1 Voel
Colocando K = K1 U Ky resulta

/Qfluoz/Q\KfWo—i‘/Kfluo

e assim, gracas a (77)

/K|f1|=/Kf1U0§€+/Q\K|f1U0|§5+/Q\K|f1|

Por consegquinte

/Q|f1|:/K|f1|+/Q\K|fl|gs+z/mK|f1|§g+25|sz|

e que | fi] <e em Q\K

Entao
Il < NIf = Alle + Al < 26+ 2¢]Q

Como esta desigualdade € vdlida para todo € > 0, conclui-se que f =0
q.t.p em €.

2. Consideremos agora o caso geral. Escreve-se ) = UQ” com §,, aberto

n

_ — 1
e Q, compacto, Q,, C Q, [Tomar, por exemplo; dist(x,0Q) > =
n
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e |x| <n J. Aplicando o caso anterior a Q, e f |q, se vé que f =0
q.t.p em €, e conclui-se que f =0 q.t.p em 2.

Demonstragio do Teorema ?7: Sabe-se que C.()) € denso em L'(Q).
Suponhamos entio que 1 < p < 0o. Para demonstrar que C.(Q2) € denso em

LP(Q) € suficiente comprovar que se h € Lp,(Q) verifica [ hu =0
Vu € C.(Q), entdo h = 0. Mas h € L}, (Q) e que [ |hl;] < HhHLp/]k|%<oo e
assim podemos aplicar o Lema ?7?para concluir que h =0 q.t.p.

Outra prorpiedade importante dos espacos L” é a separabilidade, ou seja,
os espacos P possuem um subconjunto enumeravel que é denso em LP. pelo
teorema a seguir.

Teorema 4.2.8 LP(Q2) € separdvel para 1 < p < 0o

Teorema 4.2.9 Seja ¢ € (L')'. Entio existe u € L™ 1inico tal que

<<,0,f>:/uf Vfe L.

Além do mais se verifica

[lullzoe = llellzry

Demonstracao: Comecemos demonstrando a existéncia de u. Se fizarmos
uma fun¢ao w € L*(Q) tal que para todo compacto K C ), w > e, > 0 q.t.p.
em K. E claro que tal funcao existe: basta tomar por exemplo, w(x) = «,
parax € Q, n <|z| <n+1, e ajustar as constantes a,, > Opara que w € L.
A aplicagao f € L?> —< o, w f > é uma forma linear e continua sobre L*.
Segundo o Teorema ?? (aplicado em p = 2) existe uma fungdo v € L? tal que

<pwf >:/vf VfeL? (4.14)

~—

ponhamos u(zx) = v((x ; oqual tem sentido jd que w(z) >0 Ve € Qeu é
w(x
enumerdvel. Demonstremos que u € L> e que |[ul[r= < |[p|[11y. Por (77)

temos

~—

| / ofl < gllay lloflle Vf € L2 (4.15)
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Seja C > ||| 1y . Demonstremos que o conjunto
A={ze€Q; |u(x)| > C}

¢ de medida nula (e asssim resultard que u € L e que |[ul[r~ < |[o[|z1y-)

Raciocinemos por absurdo. Se A nao é de medida nula, existe A c A men-
surdvel tal que 0 < |A| < co. Substituindo em (??7) a fun¢ao

+1 se z € A e u(z) >
<

fle)=¢ -1 se z € A e u(x)
0 se z € QA

0
0

resulta/ lulw < [ol] 11y / w e, por consequinte C /w <Ilell 1y / w o
A A A A

qual € absurdo ji que [ w > 0.

i
Recapitulemos : foi construido u € L>() com ||ul[re < ||| 1y tal que

<p,wf >:/uwf VfeL? (4.16)

De onde resulta que
<, g>= /ug Vg € C.(Q2) (4.17)

De fato, se g € C.(Q2), entdo f = I er? (jd que w > & > 0 sobre Supp g) e
w

se pode substituir f em (?7). Como C.(Q2) é denso em L' se deduz de (?7)
que

<go,g>:/ug Vg e L.

Por dltimo temos
<pg>|= [ lugl < ulollgllss Vg e L

Logo |[ol| 1y < ||ul|Leo- € portanto, ||¢l| 1y = [|ullr.,. A unicidade de u é
consequencia imediata do Lema (77).
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Observacao 4.2.2 O espaco L' ndo é reflexzivo. De fato, suponhamos que
0 € Q. Consideremos a sequéncia f, = onlpgg 1y com n suficientemente

grande para que B(O,%) CQea,= ‘B(O,%)’fl de modo que ||fallrr = 1.
Se L' fosse reflexivo existira uma subsequéncia (f,,) e uma fungdo f € L
tal que f,, — f na topologia fraca o(L', L>®). Assim pois,

/fnkg0—>/fg0 Vo e L™. (4.18)

Quando ¢ € C.(Q\{0}) nota-se que /fnkgo = 0 para k suficientemente
grande. Resulta de (77) que

[ro=0 Vo cum\op
aplicando o Lema 7?7 no aberto Q\{0} a funcdo f (restringida a Q\{0})

obtemos que f =0 q.t.o em Q\{0}. E portanto f =0 q.t.p em §2. porém se

f=1em (?7?), resulta que [ f =1 - o que é um absurdo.

observemos (Teorema ??) que L™ = (L')".

Contudo, L* nao ¢ reflexivo ( caso contrério, L' seria e se sabe que L'
nao é reflexivo).

O dual de L' contém L*® (j& que (L') = L*® ) e é estritamente maior
que L'; existem formas lineares continuas ¢ sobre L que nao sao do tipo

<g0,f>:/uf VfeL® com uelL!

Construamos um exemplo comcreto. Suponhamos que 0 € Q e seja
wo(f) = f(0) para f € C.(2). Temos que ¢y é uma forma linear e continua
sobre C,.(§2) para a norma ||.||~. Segundo o teorema de Hahn-Banach, ¢, se
estende a uma forma linear e continua sobre L*™ denotada por ¢. Se verifica

<@, f>=[(0) VfeC(Q) (4.19)

Demonstremos que nao existe uma funcao v € L' tal que
<<p,f>:/uf Vfe L™
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Com efeio, se tal funcao existisse, teriamos

/ wf =0 Y€ CuR\{0})

Em virtude do Lema ?7 (aplicado sobre (2\{0})) obterfamos u = 0 q.t.p em
O\{0}, e enao
<p, f>=0 VfelL™

o qual contradiz (?7).

Observacao 4.2.3 O espaco L*> nao € separdvel. Para estabelecer este fato
serd utilizado o sequinte Lema:

Lema 4.2.2 Seja E um espaco de Banach. Suponhamos que existe uma
familia (O;);er tal que

1. Para todo i € I, O; € um aberto nao vazio de E.
2. OlmOJZQ S@Z?’é]
3. I nao é enumerdvel.

Entao E nao € separdvel.

Demonstracao do Lema 7?7 :Raciocinemos por absurdo, supondo que E
¢ separdvel. Seja (Up)nen uma segéncia densa em E. Para cada i € I,
O; N (Un)nen = D e escolhemos n(i) tal que unuy € O;. A aplicag¢do i — n(i)
€ injetiva; de fato, se n(i) = n(j) entao uny) = unj) € O;NO; € assim i = j.
Consequentemente, I € enumerdvel contrariando o item (?7).

Demonstremos que L™ nao é enumerdvel. Para todo a € ) fixamos
e < dist(a,CQ); pondo u, = 1B(a,ra) €

1
Oa: {fELOO; ||f—uaHLoo < 5}

Dai temos que a familia (O,).cq satisfaz os itens (77),(?7) e (77).
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4.3 Convolucao e Regularizagao

Teorema 4.3.1 Sejam f € L'(RY) (aqui consideramos 2 = RY ) com
1 <p<ooege LPRY). Entio para quase todo x € RN, a funcdo
y+— f(z —y)g(y) € integrdvel sobre RN . Define-se como

(f*g)(x) = . flx—y)g(y) dy

entio f* g € LP(RY) e

1 gllee < [[f]l1llgll v

Demonstracao: A conclusio é evidente para p = oo . Suponhamos
primeiro que p =1 e seja

F(z,y) = f(z —vy)9(y)

Para quase todo y € RY tem-se

/HWLMszmwn/um—yWM=Hﬂmm@ﬂ<m

[ v [P plde =17l lgll < o0

aplicando o Teorema de Tonelli (77) vemos que F € L'(RY x RY).
Gragas ao Teorema de Fibini (77) obtemos

/ |F(z,y)|dy < oo qt. v €RY

/m/wmwwswmwm

Isto corresponde exatamente a conclusao do Teorema (?7). Suponhamos
agora que 1 < p < oo. Pelo caso anterior sabemos que para quase todo
r € RY fizo, a funcdo y — |f(x — y)||g(y)|P € integrdvel sobre RV, i.e.,

f(x — )7 9(y)| € L2(RY)
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Como |f(z —y)| € Lb, deduz-se da desigualdade de Hélder que

(@ = )llg@)| = |z —y)|7|g(y)] !f(fc—y)\i’ €L,

[ 156 st = ([ st~ llstoras)” 1

P
7

ie. |(fxg) @) < (If]* [gl") (@) (11172

Aplicando o resultado do caso p =1 temos

P
frgel? e |[f gl <|IFllellgllzs gl

1.€.
LS gllee < (1 f1l22]lgllze
Notacao : Dada uma funcao [ escreve-se f( )= f(—x)

Proposigao 4.3.1 Sejam f € L'(RY), g € LP(RY) e h € LP(RY). Entao se

verifica
/(f*g)hzfg(f*h>

Demonstragdo : A fungdo F(z,y) = f(x—y)g(y)h(z) € L*(RN xRY) jd que

([ 15 = llatiay ) do < o

Gracas ao Teorema (??) e a desigualdade de Hélder.
Por consequinte

Jua@n@ar = [ [Py
= /dy/ (z,y)d
= [ )7 1wy
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Suporte de Convolucao

A nocao de suporte de uma fungao continua é conhecida: é o complemento
do maior aberto sobre o qual f se anula (ou, igualmente, a aderéncia do
conjunto {z; f(x) # 0}). Quando trabalha-se com fun¢oes mensuraveis deve-
se ter mais cautela — ja que estas fungoes estao definidas somente para quase
todo ponto — e a definicao ja nao é adequada . A definicao apropriada é a
seguinte :

Proposicao 4.3.2 Seja Q € RY um aberto e f uma fungdio definida em €
com valores em R. Considera-se a familia de todos os abertos (w;)ier, wi C €2

tats que para cada i € I, f =0 q.t.p. em w;. Definimos w = Uwi. Entao
iel

f=0qtp. emw. Por definicao

Supp f=Q\w

Observacao 4.3.1 1. Se f1 e fo sao duas fungoes tais que f1 = fo q.t.p.
em §2, entao Supp f1 = Supp fo. Podemos desse modo falar do suporte
de uma funcao f € LP.

2. Se f € continua em §2 tem-se que esta definicao coincide com a usual.
Proposigao 4.3.3 Sejam f € LY(RY) e g € LP(RY). Entao

Supp(f *g) C Supp f + Supp g

Demonstragdo : Seja x € RN fizo, tal que a funcdio f —— f(z —y)g(y)
sela integravel (veja Teorema (77).) Tem-se

* — d = _ d
(f * g)( / fa Jdy = /Muppfmppgfm W9 (y)dy

Sex & Supp f + Supp g, Entao (x— Supp f)NSupp g =& e (fxg)(x) = 0.
Por tanto

(f*xg)(x)=0 g.tp. em (Supp f+ Supp g)[J

e em particular

(f*g)(x) =0 qt.p. em Int (Supp f+ Supp g)°.

Em consequéncia, Supp (f * g) C Supp f + Supp g
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Observacao 4.3.2 Naturalmentente, se f e g tem ambas o suporte com-
pacto, entao f g tem suporte compacto, Em geral, se apenas um destes tiver
suporte compacto, entao f * g ndo tem suporte compacto.

Proposicao 4.3.4 Sejam f € C.(RY) e g € L} .(RY). Entao
fxg€CRY)

Demonstragdo : Observemos primeiro que para todo x € RN a funcao
y+— f(x—y)g(y) € integrdvel sobre RY e assim f g tem sentido para todo
r € RV,

Seja x, — xy e ponhamos

Fu(y) = f(xn —y)9(y)

F(y) = f(r —y)g(y)

de modo que F,(y) — F(y) q.t.p. em RY. Por outro lado, seja K um com-
pacto fizo tal que (x, — Supp f) C K Vn. Assim f(x,—y) =0 paray ¢ K e
portanto |E,(y)| < ||fllo=1k(y)g(y),é uma majorante integrdvel. Do teorema
de Lebesgue deduz-se que

(e = [ Fuwdy — [ Fidy= (75 9)(a)

Notagoes: C*(Q) designa o sepaco das funcoes k vezes continuamente
diferenciavel sobre €.

Proposigao 4.3.5 Sejam f € C*(RY) e g € Lt (RY) (k inteiro). Entdo

fxgeCHRY) e D*(fxg) = (D"f)x

Em particular, se f € C.(RY) e g € L (RY), entdo fx g€ C(RY)
Demonstracao : Por recorréncia, tem-se imediatamente o caso k = 1.
Seja x € RN fizo; demonstremos que f x g € diferéncidvel em x e que

V(fxg)(z) = (Vf * g)(x)

Seja h € RY com |h| <1 (h tende a zero.) Tem-se

fla+h—vy)— flz—y)—h flz—y)|
_ ‘fol[hvf(a:—i—sh—y) —h 7 f(z —y)lds
< [nle(|n]) VyeRY
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COan e(lh|) — 0 quando |h| — 0 (ja que 7 f € uniformemente continuo sobre
. éeja K um compacto fixo suficientemente grande para que x + B(0,1) —
Supp f C K. Tem-se

fle+h—y)—flx—y)—hv flz—y)=0 Vyg K Vhe B(0,1)
e entao

[fath—y)—f(e—y)~hvfe—y)| < bl <(h)1x(y) Yy eRY Vhe B(0,1)

Por consequinte

(F + )+ ) = (7 = 9)a) = h(F + g)a)] < [h] <(hl) [ louldy
Donde resulta que f x g € diferencidvel em x e que \7(f*xg) = (Vf * g)(x).
Sucessoes Regularizantes

Definicao 4.3.1 Chama-se sucessoes reqularizantes a toda sucessao (pp)n>1
de fungoes tal que

1
Pn € CSO(RN)J Supp pn C B(0, —), /)On =1 p,=20em RY
n
Observe que existem sucessoes reqularizantes. De fato, basta fixar uma

fungdo p € C(RY) com Supp p C B(0,1), p, >0 em RN e [p > 0;
tomar por exemplo a funcgdo

o(z) = ell-1 se |r| <1
0 se |z|>1

-1
E considerar p,(x) = Cn™ p(nz) com C = (/ p)

Proposigao 4.3.6 Seja f € C(RY); entdo p, x f — funiformemente sobre
todo compacto de RY .
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Demonstracao : Seja K C RN um compacto fivo. Para todo € > 0 existe
d >0 (que depende de K e de €) tal que

If(x—y)— f(x)|<e Vre K, Vye B(0,0)

Tem-se

@mmwﬁm—/mwwﬁwmw@—éwuww%mmmww

)

1
E entao, para n > 5 er € K,

mefﬂ@—f@ﬂée/ﬁnze

Teorema 4.3.2 Seja f € LP(RY) com 1 < p < oo. Entdo p, * f — f em
LP(RN).

Demonstracio : Seja e > 0 e seja fi € C.(RY) fiza tal que ||f — fil|» <
e (veja o Teorema ??.) De acordo com a Proposicao 7?7 sabe-se que p,, *
f1 = f1 uniformemente sobre todo compacto. Por outro lado, tem-se (veja a
proposi¢cio 77)

1
Supp (pn * f1) C B(0, ﬁ) + Supp C K, K compacto fizo.

Por consequinte, se deduz que

pn* fi— fillr — O
n — oo

Finalmente, escreve-se

pn*f_f:[pn*(f_fl)]+[pn*f1_f1]+[fl_f]§

donde resulta que

pn* f = fllee < 2||f = fillee +|1on * fr = fillze-

Gracas ao Teorema 7?7. Tem-se entao :

lim sup||p, * f — fller <2 Ve >0
i.e. lim ||pn* f — fllz» =0
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Corolario 4.3.1 Sejam Q C RY um aberto qualquer. Entao C.(Q2) € denso
em LY (Q) para 1 < p < oo.
Demonstragao :Sejam f € LP(Q), e >0 e f1 € C.(Q) tais que

1f = fillzro) <€

Considera-se a func¢ao fi definida por

— | filx) se xe€Q
h= 0 se zeRV\Q

de modo que f, € LP(RY) e do Teorema 77

pn * L = fill oy — 0.

Por outro lado

— 1

Supp (pn * f1) C B(0, =) + Supp f1 C Q paran suficientemente grande.
n

Seja u, = (pn * E)IQ Entao, para n suficientemente grande, u, € C.(2)

e além do mais ||u, — fi||zr) — 0. Assim, para n sufiientemente grande,
||, — fHLp(Q) < 2e.

4.4 Critério de Compacidade Forte em L?

E importante saber reconhecer quando uma familia de fungoes de LP é rela-
tivamente compacta em LP para a topologia forte. O teorema abaixo traz a
resposta em C'(K), sendo K um espago métrico compacto.

Teorema 4.4.1 (Ascoli) Seja K um espago métrico compacto e seja H um
subconjunto limitado de C(K).
Suponhamos que H € uniformemente equicontinuo, i.e.

Ve >0 30 >0 tal que d(x1,x2) <0 = |f(x1)— f(za)] <e Vf e H (4.20)
Entao H € relativamente compacto em C(K).

O seguinte Teorema (e seu coroldrio) sao versoes em LP do Teorema de
Ascoli.
Notacgoes :
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1. escreve-se 7;,(f) = f(x + h) (translacao de f por h).

2. Seja 2 C RV aberto; diz-se que um aberto w estd fortemente incluido
em (2, e escreve-se w CC {2 se w C {2 e se W é compacto.

Teorema 4.4.2 (Fréchet-Komogorov) Seja Q C RY um aberto e seja
w CC Q. Seja F um subcongunto limitado de LP(2) com 1 < p < oc.
Suponhamos que

Ve >0 36 >0, 6 < dist(w,C) (4.21)
tal que
7nf = fllrw) <& YheRN com |h|<d e VfeF

Entao F|, € relativamente compacto em LP(w).
Demonstracao : Sempre se pode supor que ) € limitado.Para f € F

escreve-se i) N
= xr) se T €
fz) = { 0 se ze€RNM\Q

Escreve-se F = {f;f € F} de modo que F estd limitado em LP(RN). O
processo € dividido em trés estapas:

1.
_ o 1
llpn * f = fllzrw) <€ VfEF e Vn>g

De fato, tem-se

(ons D@ =)l < [ 1 =1) = F@)lpmlo)dy

< ([ =0 - Fornmar)’

e portanto

(nx D) = FaP < [ 1= 9) = @) Pou(o)dy

B(0,2)

Entao

/ (pu* ) () — Fa)Pde < / puly)dy / Fla—y) - F@)Pdz < &

©0.3)
1
para n > E(Por(??)).
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2. A familia H = (p,* F)|@ verifica, para cada n, as hipdteses do Teorema
de Ascoli. De fato em primeiro lugar tem-se

[1on * fllp=ezay < llpnllo<|lfll < Co Vf€F

E por outro lado, tem-se Vo1, z0 € RN, Vf € F

[(pn # F)(@1) = (o * F)(@2)] < |21 = z2lllpullripl| Il < Culzr — 22

. Donde resulta que H ¢ relativa-

onde ||y = sup 1LlE1) = P2
21722 |21 — 2o
mente compacto em C(w) e também em LP(w).

3. Finalmente. Dado € > 0 fizemos
1
n > 5 de forma que
(o * f) = flliry <€ VfEF

Como H € relativamente compacto em LP(w), pode-se recobrir H com
um ndmero finito de bolas de raio € (em LP(w)). As bolas correspon-
dentes de raio 2 recobrem entdao F|w. por consequinte F|w € relativa-
mente compacto em LP(w).

Corolério 4.4.1 Seja Q C RY um aberto, e seja F um subconjunto limitado
de LP(2) em 1 < p < 0.

Ve>0 VwcCcCQ 36>0 6§<dist(w,Cw) tal que (4.22)

Tf = flltr) VhERYN com |h|<d e VfeF

Ve>0 JwccCQ tal que ||f|lerw) <€ VfeEF (4.23)

Entdao F ¢ relativamente compacto em LP(£2).
Demontragao: Dado € > 0 fixa-se w CC ) tal que

fllzrwy <& VfEF
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Pelo Teorema 7?7 sabe-se que F|, € relativamente compacto em LP(w). Se

pode entdo recobrir F|,, com um nimero finito de bolas de raio € em LP(w).
k

Seja F|, C U B(gi,e) com g; € LP(w) (estas bolas estao em LP(w)). Toma-se
i=1

o-{ 5

Tem-se en ao que F' C UB(gi, 2¢e) (estas bolas estao em LP().)

i=1
Observagao 4.4.1 A reciproca do Corolario 7?7 € verdadeira.

Observagao 4.4.2 Seja F um subconjunto limitado de LP(RN) com
1 < p < oo que verifica

Ve>0 30>0 tal que ||mnf — fllpr@yy <e Vh com || <0 e VfeF

Em geral nao podemos concluir que Fé relativamente compacto em LP(RYN);
so se pode dizer que F|, ¢é relativamente compacto em LP(w) para todo w
aberto limitado de RY.

Finalizemos com a seguinte aplicacao do Teorema ?77.
Corolério 4.4.2 Seja G € LY(RY) uma funcdo fiva e seja
F=Gx8

onde B designa um limitado de LP(RY) com 1 < p < oo. Entdo F|, ¢
relativamente compacto em LP(w)para todo aberto limitado w de RY.
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Capitulo 5

5.1 O Teorema de Stampachia
e o Corolario de Lax-Milgram

Em tudo que segue H designa um espaco de Hilbert. Para a demonstracao
de ambos serao usados os seguintes resultados.

Teorema 5.1.1 (projegao sobre um convexo fechado)
Seja K C H um convezo fechado ndao-vazio. Entao para todo f € H, existe
u € K unico tal que

If = ull = min [ f — o] (5.1)

Observacao 5.1.1 O produto interno num espaco de Hilbert H que jd foi
definido é aqui denotado por (u,v) wu,v € H.

Além disso u € caracterizado por

ue K
(f—u,v—u) <0 YWwekK
Denotamos u = Py f dita projecao de f sobre K.

Proposicao 5.1.1 Com as hipdteses do teorema 77 verifica-se

[P fi— Prfol| <|[fi—fll fi,fo€H

Logo Py € lipschtiziana e como € linear entao € limitada . Portanto
PxeH.
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Corolario 5.1.1 Seja M C H um subespaco vetorial fechado. Seja f € H.
Entao uw= Py f € caracterizado por

e

Além disso Pyy € um operador linear.

Teorema 5.1.2 (Teorema de Representacao de Riesz-Frechét) dado
@ € H', existe f € H unico tal que

< p,v>=(f,v) YveH.

Além disso verifica-se

1= [l

Teorema 5.1.3 ( Teorema do Ponto Fixo de Banach) Seja X um
espaco métrico completo e seja F: X — X um aplicacao tal que

d(Fvy, Fuy) < ad(vy,v2) Yu,va € X com a<1
Entao F tem um ponto fixo unico u = Fu.

Definicao 5.1.1 Seja a: H x H — R uma forma bilinear. Dizemos que

1. a € continua se AC' > 0 tal que

lla(u, v)[| < Cllul[ |]o]| Yu,v e H

2. a € coersiva se existe uma constante o > 0 tal que

a(v,v) > afv|?

Teorema 5.1.4 (Stampacchia) Seja a : Hx H — R uma forma bilinear,
continua e coerciva. Seja K um convexo, fechado e nao vazio. Entao dado
© € H existeu € K 1inico tal que

a(u,v—u) ><pv—u> vekK. (5.2)

Além disso, se a € simétrica, entdo u € caracterizado pela propriedade
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ue K

(1 (5.3)
1 — — - —
sa(u,u)— < ¢,u > 22%1{2@(@,1)) < p,v >}

Demonstracao : Pelo Teorema de Riesz-Frechét existe f € H unico tal
que
< p,v>=(f,v) YveH.

Por outro lado,

a: HxH — R

(u,v) — a(u,v)
é bilinear e continua. Logo Yu fixo definimos a aplicagao :
Yu: H — R
v — a(u,v)
Ou seja, < @y, v >= a(u,v). Pela bilinearidade de a temos que < p,,v > €
linear, ou seja,
< Yu, quitve >= a(u, qui+va) = qa(u, v1)+a(u, va) = q < Py, v1 > + < Py, V2 >
e continua, ou seja,
| < u,v >=la(u, v)| < C [lu]| [|v]]
Tome Cy = C ||u|| de modo que
| < Pu, UV >= ’CL(U,U” < Cl HUH
E portanto @, € H' . Assim, novamente pelo Teorema de Riesz-Frechét, existe
um unico Au € H tal que
(Au,v) =< @y, v >=a(u,v) Yv e H

Note que
A: H — H
u — Au

¢ linear e continua. De fato, suponha que (Au,v)au,v ; (Aw,v)aw,v Mostremos
que A(u+ w) = Au + Aw. De fato
< Putw, 0 > = alu+w,v)
= a(u,v) + a(w,v)
= (Au,v)+ (Aw,v)
= (Au+ Aw,v)
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Assim
(Au+ Aw — Alu+w],v) =0 v € H.

Portanto,
Au+ Aw — Alu 4+ w] =0 = Afu + w] = Au+ Aw

De maneira andloga temos que Ao u,v) = a A(u,v). Provemos a con-
tinuidade de A usando também o teorema e Riesz-Frechét, ou seja,

P4U|::H@uHH'::f?g\|<<Pm1’>!|::F?§\kdu,vﬂ\EZC7hM\v|:<9\UI
v|= v|l=

Logo
A u|l < C ul (5.4)

Outro fato importante é que
(Au,u) = alu,u) > aful?
Logo
(Au,u) > alul* Yue H (5.5)

O problema (??) consiste entdo em encontrar u € K tal que
(Au,v —u) > (f,v —u) veH. (5.6)

Isto €, o problema (77) se resolve automaticamente através de (??) pois com
(?7?) trabalha-se apenas com o produto escalar. A funcao f estd bem definida
pois vem dada gracas a primeira apicagao do teorema de Resz-Frechét.

Seja uma contante p > Oque fizaremos mais adiante. A desigualdade (77)
¢ equivalente a :

p(Au,v —u) > p(fiv—u) veEK
0 > (pf — pAuv—u)
0 > (pf —pAu+u—u,v—u) (5.7)

Assim do teorema (?77) garantimos a existéncia de u com u = Py(pf — pAu+
u). Como K € subespago métrico e fechado em H tem-se que K é completo.
E assim aplicando o teorema (?7) definamos para todo v € K uma fung¢do
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S v = P(pf—pAv+v). Agora serao necessarias por algumas condi¢oes sobre
p para que S seja uma contragao,isto é, existe k < 1 tal que

|SUl — SU2| S k |1)1 — ?J2|

De fato, pela proposicao 77 temos.

|Sv1 — Swa|* = |Pu(pf — pAvi + v1) — Pi(pf — pAvy + va)]?

\pf — pAvy +v1 — pf — pAvy + va]?

|(v1 = v2) — p(Avy — Avy)[?

< vy — vy — p(Avy — Avg),v1 — vg — p(Avy — Avg) >

lo1 — va|? — 2p < Avy — Avy,v1 — vy > +p?|Avy — Avy)?
lo1 — va]? — 2p < A(v1 — v2),v1 — Vg > +p*|A(v] — v2)]?
o1 = 0s|[* = 2pafor — v + p*c? vy — vy

= (1 =2pa+ p*C?)||v1 — vyf?

1 IA

IN

Logo |Sv; — Sve|? < K?Juy — va|? com k* = (1 — 2pa + p*C?) < 1 para isso
0<p< 0_024. Portanto tomando p dessa forma S admite um unico ponto fixo
tal que

u=Su= P(pf —pAu+u) ueK.

Provemos agora a equivaléncia de (?7) e (7). Suponhamos agora que a é
simétrico. Entdo a(u,v) define um novo produto interno sobre H tal que
a(u,u)? € equivalente a norma |.| usual de H. De fato:

< C’|u]2
< VOl

~—

a(u, u

N

a(u,u)
Também tem-se
2 2 1 1 1
a|u| < a’(uv U) = |U| < - CL(U,U) = |U" < - CL(’LL, U)2
«Q «Q

FE entao

Valul < a(u,u)% <VClul.
Tome \/alu| = Cy , V/Clu| = Cy

85



H ¢ Hilbert para este novo produto interno. Denotemos agora a norma
a(u,u)z por |.|s.

De fato, seja (v,) uma sequéncia de Cauchy em (H,|.|2). Assim, dado
e>0, dN € N tal que Vm,n > N tem-se que

o — v < 2

Vyy — U —
m n|2 Cl

Cye

CQ|Um —Un| < 721
19

Um0, | < a

Assim Jv € H tal que |v, —v| < ¢ Vn > N. E usando a equivaléncia das
normas temos

|Um, —Unla €
Ch Ch
Portanto, |v, —v| < €. Desse modo obtem-se a completude de (H,|.|2).

Aplicando novamente o teorema de Riesz-Frechét, obtemos g € H na
1
norma a(u,w)? tal que :

<p,v>=alg,v) veH

Logo, como < ¢, v —u >= a(g,v — u) tem-se

alu,v —u) > <@v—u>
aw,v—u) > alg,v—u)
<

alg — u,v —u) 0 veK

isto €, u = Prg na norma associada a a. Pelo teorema da projecao sobre um
convexo fechado

[NIES

a(g_uag_u)% = min Cl(g—fl],g—’l))

veK
logo :
a(g—u,g—u)% S a(g—v,g—v)% UGK
a(g—u,g—u) < alg—v,g—v) veEK



a(g, 9) —2a(g,u) +a(u,u) < alg,g) —2a(g,v) + a(v,v)
1 1
§CL<U,U) - a(g7u) < 5@(1}, U) - CL(g, U) ve K
1 (u,u)— < > = mi 1 (v,0)— < >
2a U, U ©,u = 1;1&1}(1 2a v,V ©,v

Reciprocamente, se u € K tal que
L (u,u)— < >= mi ! (v,0)— < >
— — = min < — —
2@ U, u o, U min 2a v,V v,V

Entao,
a(lu,v —u) >< p,v—u> YveK

Aplicando o teorema ?? e usando o raciocinio do corolario ?? obtemos o
proximo resultado, que é uma ferramenta mais simples do que o teorema de
Stampacchia, porém, muito 1til para demonstrar a existéncia e unicidade de
solugoes para certas equagoes.

Corolério 5.1.2 (Lax-Milgran) Seja a uma forma bilinear, continua e co-
ersiva, entio para todo p € H' existe uw € H tnico tal que

a(u,v) =< p,v> vEH (5.8)

Além disso se a é simétrico entao u esta caracterizado pela propriedade

1 i 1
ue H e éa(u,u)— < p,u>= {)rél;}{Ea(v,v) < p,v >} (5.9)
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Capitulo 6

Operadores Compactos,
Decomposicao Espectral de
Operadores Compactos Autoadjunos

6.1 Definicoes. Propriedades Elementares. Adjunto

Os operadores lineares compactos tem ampla aplicagao tanto em dimensao

finita como infinita. Neste capitulo trabalharemos com espacos de quais-

quer dimensao. Para um operador linear compacto, a teoria espectral pode

ser tratada no sentido de que a fomosa teoria de Fredholm das equagoes

integraveis poderem ser extendidas para equacgoes funcionais lineares.
Sejam E e F' espacos de Banach.

Definicao 6.1.1 Diz-se que um operador T € L(E, F) é compacto se T'(Bg)
¢ relativamente compacta na topologia forte. Designa-se por H(E, F') o con-
Junto dos operadores compactos e escreve-se H(E) = H(E, E)

Teorema 6.1.1 O comjunto H(E,F) é um subespago vetorial fechado de
L(E,F) (para a norma ||.||z(z,F))

Demonstragao : Tem-se que a soma de operadores compactos € um
operador compacto. Suponhamos que (T,,) € H(E, F), T € L(E,F) e
T = T||ze,py — 0, demonstremos que T € H(E, F).

Como F é completo, é suficiente provar que para todo € > 0, T(Bg) pode
ser recoberta com um nimero finito de bolas B(f;,€) em F. Fiza-se n tal que

19
T = Tlze,r) < 3
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€
Como T,(Bg) ¢ relativamente compacta, T,(Bg) C UB (fl-, 5) com I
iel
finito. Entao T(Bg) C U B (fi,e)
el
Serao vistos a seguir alguns resultados dos operadores compactos utiliza-
dos ao longo desta secao.

Definigao 6.1.2 Diz-se que um operador T € L(E, F) tem imagem finita
se dim R(T") < oo.
Todo operador continuo de imagem finita é compacto.

Corolario 6.1.1 Seja (1) uma sucessao de operadores continuos de
imagem finita de £ em F e seja T € L(E, F) tal que ||T, — T||ze,r) — 0.
Entao T € L(E,F)

Proposicao 6.1.1 Sejam E, F e G trés espagos de Banach. SeT € L(E, F)
e S € H(F,G) [respectivamente T € H(E,F) e S € L(F,G),] entdo SoT €
H(E,G).

Teorema 6.1.2 (Schauder).Se T € H(E,F), entio T* € H(F',E'). E
reciprocamente.

Demonstragao : Demonstremos que T*(Byr) € relativamente compacta em
E'. Seja (v,) uma sucessio em Bp; monstremos que podemos extrair uma

subsucessao tal que T*(vy, ) converge. Seja K = T(Bg) (métrico compacto)
e seja H C C(K) definido por

H={pn; r€ Kr—<uv,,x>;n=123,...}

Verificam-se as hipdteses do teorema de Ascoli e pode-se entdo extrair uma
subsucessio designada por ¢,, que converge, em C(K), para uma fun¢do
v € C(K). Em particular

sup | < vp, Tu>—o(Tu)] — 0

u€EBE
k — oo
Portanto
sup | < v, Tu > — < vy, Tu > | — 0
u€EBE
k,l — oo
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1.€.
||T*Unk — T[] - 0
k,l — oo

Por consequéncia T™v,, converge em E'.

Reciprocamente, suponhamos que T € H(F', E"). Pelo anterior
T € H(E",F") e em particular T**(Bg) € relativamente compacto em E" .
Assim , T(Bg) = T**(Bg) e E ¢ fechado em E".

Como consequéncia T(Bg) € relativamente compacto em E.

6.2 A teoria de Riesz-Fredholm

Vejamos alguns resutados preliminares.

Lema 6.2.1 (Lema de Riesz) Seja E um espago vetorial normado e seja
M C E um subconjunto fechado tal que M # E. Entao

Ve>0 JueFE talque |lull]=1 e dist(u,M)>1—¢

Demonstracao : Seja v € E, com v & M. Como M ¢é fechado, entdo
d = dist(v, M) > 0. Escolha my € M tal que

d<||v—m0|| 11—

Entao
v — My
U= —-
|| — my|

resolve esse problema. De fato, se m € M tem-se

-m HZI—&

M=k
Jja que

mo + ||[v — my|| m € M.
Teorema 6.2.1 (Riesz) Seja E um espago vetorial normado tal que Bg é
compacta. Entao E € de dimensado finita.

Demonstracao : Raciocinemos por absurdo. Se E € de dimensdo infinita,
existe uma sucessao (E,) de subespacos de dimensdo finita tais que
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E,_4 ; E,. De acordo com o Lema 7?7 pode-se construir uma sucessao (uy)

1
com uy, € E, , ||up|| =1 e dist(uy, Ey—1) > 7 Em particular

1
||tn, — U || > 5 param <mn. Portanto a sucessao (u,) ndo possui

nenhuma subsucessao convergente — e isto contraria as hipoteses. Logo B
¢ compacta.

Teorema 6.2.2 (Alternativa de Fredholm) Seja T € H(E). Entdo
1. N(I —=T) é de dimensao finita,
2. R(I —T) € fechado, e mais exatamente R(I —T) = N(I — T*)*
3. NI-T)={0} & RI-T)=E
4. dim N(I —T) = dim N(I — T*).

Observacao 6.2.1 A alternativa de Fredholm faz referéncia a
resolucao da equacao u — Tu = f. Expressa que:

Ou para todo f € E a equacao uw— Tu = f possui solugao unica;
Ou a equacdao homogénea u — Tu = 0 adimite n solucoes linearmente

independentes e, nesse caso, a equagao nao homogénea u—"Tu = f tem
solugao se, e somente se f verifica n condi¢oes de ortogonalidade (i.e.,

fe NI —T9").

Observacgao 6.2.2 A propriedade (??)é familiar em dimensao finita.
Se dim E < oo, um operador linear de E em si mesmo € injetivo se,
e somente se € sobrejetivo. Quando se trata de dimensao infinita um
operador limitado pode ser injetivo sem ser sobrejetivo e vice-versa.

Demonstracao :

(??) Seja Ey = N(I —T). Entio Bg, C T(Bg), logo Bg, € compacta.
Sequndo o Teorema 7?7 Fy € de dimensado finita.

(7?) Seja fr, = up—Tu, — f. Tem-se que demonstrar que f € R(I-T).
Tome d,, = dist (u,, N(I =T)). Como N(I —T) € de dimensado finita,
existe v, € N(I —T) tal que d,,||u, — v,||. Dai

fo = (up—v,) —T(u, —vy) (6.1)

91



Demonstremos que ||u, — v,|| estd limitada. Raciocinando por absurdo

supondo que eziste uma subsucessao tal que ||u,, — vy, || — co. Pondo
Up, —

w, = teria-se gragas a (1?) wy, — Tw,, — 0.

||, — Un”
Extraindo uma subsucessao (também denotada por (w,, )) pode-se supor
que Tw,, — z. Assim wy,, — z e z € N(I —T). Por outro lado

dist (un, N(I —1T))

|[tn — V|

dist (wp,, N(I = T)) = =1

(ja que v, € N(I —T).) Aplicando o limite obtem-se

dist (2, N(I —T)) =1 — o que € um absurdo. Como conseqéncia
||un, — vn|| estd limitada e como T € compacto, podemos extrair uma
subsucessao tal que T (up, — vy,) — 1.

Deduz-se de (17) que up, —v,, — f+1; escolhendo g = f + 1 tem-se
g—Tg = f, i.e., f € R(I —T). Dessa forma foi demonstrado que
I —T tem imagem fechada. Para a conclusao desta demonstracao serd
necessdario o sequinte resultado :

Teorema 6.2.8 Seja A : D(A) € E — F um operador ndio
limitado, fechado, com D(A) = E.

As sequintes propriedades sao
equivalentes:

(a) R(A) € fechado;
(b) R(A*) € fechado;
(¢) R(A) = N(A")%;
(d) R(A") = N(A)*.

Entao aplicando o Teorema 77 obtemos
R(I-T)=N(I-T" e RI-T*)=N({I-T)".

(??) Demonstremos que N(I—=T) = {0} = R(I—T) = E Racioci-

nando por absurdo suponha que

Ev=RI-T)#E
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Ey € um espago de Banach e T(E,) C Ey. Entio T |g, € H(E,) e
Ey = (I —T)(E) € um subespago fechado de Ey. Além disso

Ey # Ey (por (I —T) ser injetivo.) Tomando E, = (I —T)"(E)
obtem-se uma sucesao estritramente decrescente de subespacos
fechados. De acordo com o lema de Riesz existe uma sucessao
(un) tal que u, € E, , ||lu|| =1 e dist (un, Epi1) > %, e assim
temos

Tup — Tup = —(up + Tup) + (U — Tup) + (U — Upy,)

Observemos que sen >m , F,.1 C E, C E,.1 C E, e como
CONSEqUENCLA

—(Up 4+ Tup) + (U, — Ttlyy) + tpy, € By

1
Entao ||Tup,—Tuy|| > 5 0 que ¢ um absurdo jd que T' é compacto.
Portanto R(I —T) = E.
Mostremos agora que R(I —T)=FE = N(I —T) = {0}.
Suponhamos que R(I —T) = E. Para continuar com a
demonstracao usaremos o sequinte resultado :

Coroldrio 6.2.1 Seja A : D(A) ¢ E — F wum operador
ndo limitado, fechado, com D(A) = E. Entdo verifica-se:

i. N(A) = R(A")*;

i N(A*)— ( )L;

iii. N(A)*t A*);

iw. N(A*)t = (A

Entdo pelo coroldrio 7?7, N(I —T*) = R(I — T)*+ = {0}. Como
T € H(E'), podemos aplicar o caso anterior a T™ e concluir que
R(I — T*) = E'. Entdo, ainda pelo coroldrio 77,
N(I—-T)=R(I-T*)"* = {0}.

(??) Seja d = dim N(I —T) , d* = dim N(I —T*). Demonstremos
mictalmente que d* < d. Raciocinemos por absurdo supondo que d < d*.
Como N(I —T) € de dimensao finita, adimite um complementar topoldgico
em E, existe entao um projetor continuo P de E sobre N(I —T).
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Por outro lado R(I — T) = N(I — T*)* é de codimensdo finita d* e
como consequéncia R(I — T) adimite (em E) um complementar topoldgico
denotado por F de dimensao d*. Como d* < d, existe uma aplicacdo linear
AN:NI-T) — F que € injetiva e nao € sobrejetiva. Ponhamos
S =T+ (Ao P); entio S € H(E) jd que Ao P é de imagem finita.

Mostremos agora que N(I —T) = {0}; de fato se

0=u—Su=(u—Tu)— (Ao Pu)

entao
u—Tu=0e ANoPu=0,

i.e., uw € N(I =T) e ANu = 0; portanto uw = 0. Aplicando (?7) ao operador
S tem-se que R(I — S) = E. Isso é absurdo porque f € F |, f & R(N); a
equacao u — Su = f nao adimite solugoes. Potanto conclui-se que d* < d.
Aplicando este resultado a T obtem-se

dim N(I —T*) < dim N(I — T*) < dim N(I — T).
Mas N(I —T*) D> N(I —T) — e isto permite concluir que d = d*.

6.3 Espectro de um Operador Compacto

A teoria espectral é um dos princiais ramos da Anélise Funcional Moderna.
Podemos dizer que ela estuda certos operadores inversos, suas propriedades
gerais e suas relagos com os operadores originais.

Definigao 6.3.1 Seja T € L(E). O conjunto resolvente é
p(T)={XeR; (T'— \) é bijetiva de E em E}

O espectro o(T) € o complementar do conjunto resolvente, o(T) = R\p(T).
Dizemos que X é valor proprio e escreve-se A € VP(T) se

N(T — \) # 0;

N(T — M) € chamado de espago préprio associado a X. Vejamos o sequinte
resultado:

Corolario 6.3.1 Sejam E e F dois espagos de Banach e seja T um
operador linear continuo e bijetivo de E sobre F. Entdo T—' é continuo de
F sobre E.
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De acordo com o coroldrio 7?7 conclui-se que se A € p(T') entdo

(T — \I)~' € L(E).

Observagao 6.3.1 Tem-se que VP(T) C o(T). Em geral a inclusio € es-
trita, (exceto se dim E < oo. Neste ultimo caso verifica-se VP(T) = o(T).)
Pode existir A tal que

N(T=A)={0} e R(T—\)#E

(tal \ pertence ao espectro, mas nao € um valor préprio). Por exemplo
tomemos £ = 1?. E
T:1? — 12
u = (ug,us,ug,...) — Tu=(0,u1,us, us,...)
(i.e. T € um deslocamento a direita). Entio 0 € o(T) e 0 # VP(T).
Proposicao 6.3.1 O espectro o(T') é um conjunto compacto e

o(T) < =TI 1T

Demonstracao : Seja A € R com |\ > ||T||; mostremos que T — N\l €
bijetiva — e isto provard que o(T) C [—||T|],||T||]]- Dado f € E a equagdo
Tu — Au = f adimite solucao unica pois a equacao escreve-se como

u = X(Tu—f) e aplica-se entao o Teorema do Ponto Fizo de Banach. Mostremos

agora que p(T) € aberto. Seja Ao € p(T'). Dados X € R (prdzimo a o) e
f € E trata-se de resolver
Tu— M= f (6.2)

Mas (?7?) escreve-se Tu — Aou = f + (A — Xo)u, t.e.,
w= (T = XoD)'[f + (X = Xo)ul. (6.3)

Aplicando novamente o Teorema do Ponto Fizo de Banch conclui-se que (77)
possui solucao unica se

A=l (T = XD) ] <1
Teorema 6.3.1 Seja T € H(E), com dim E = co. Entao verifica-se

1. 0 € o(T),
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2. p(T)\{0} = VP(T)\{0},

3. uma das sequintes situacoes:

o o(T) = {0},
e o(T)\{0} € finito,

o o(T)\{0} é uma sucessio que tende a zero.

Demonstracao :

(7?) Suponhamos que 0 & o(T). Entdo T € bijetiva e
I =ToT! é compacto. Portanto By é compacta e pelo teorema 7?7 dim E <
0.

(7?) Seja A € o(T) , A # 0. Mosremos que A\ € VP(T). Raciocinando

por absurdo suponhamos que N(T — A\I) = {0}. Entdo, pelo teorema 77 (??)
tem-se que R(T' — A\I) = E e, portanto, A € p(T) — o que € absurdo. Para
as demais demonstracoes necesitamos do sequinte resultado :

Lema 6.3.1 Seja (\,)n>1 uma sucessao de nimeros reais ditintos tal que

Ap — A

A € o(T)\{0} Vn.
entao A\ = 0.

Em outras palavras, todos os pontos de o(T)\{0} sdo isolados.

Demonstragao do Teorema ??(??) : Para todo n > 1 o conjunto

a(T)ﬂ{)\E]R; |/\|2%}

¢ vazio ou finito (se tivesse uma quantidade infinita de pontos distintos ten-
deria a um ponto de acunmulagcio — jd que o(T') é compacto — e chegaria-se
a uma contradi¢io com o lema ??). Quando o(T)\{0} tem uma quantidade
infinita de pontos distintos, pode-se ordend-los em uma sucessao que tende a
zero.
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6.4 Decomposicao Espectral dos Operadores Compactos
Autoadjuntos

No que segue suponhe-se que £ = H é um espago de Hilbert e que T' € L(H).
Identificando H' e H pode-se considerar que T* € L(H).

Definigao 6.4.1 Diz-se que um operador T' € L(H) € autoadjunto se
T =T, ou seja,
(Tu,v) = (u, Tv) Yu,v € H

Proposicao 6.4.1 Seja T € L(H) um operador autoadjunto. Ponhamos

m = inf (Tu,u) e M = sup(Tu,u)
Iz\efl |u|ef1

Entao o(T) C [m,M], m € o(T) e M € o(T)
Demonstracao :Seja A > M; mostremos que X € p(T). Tem-se

(Tu,u) < Mul* Yu € H,
e como consequéncia
(A — Tu,u) > (A= M)|u|* = alul* Yue€ H, com a>0

Aplicando o Lema de Laz-Milgran vé-se que NI — T € bijetivo. Mostremos
que M € o(T). A forma a(u,v) = (Mu — Tu,v) € bilinear, simétrica e

a(v,v) >0 Vv e H.
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz a forma a(u,v) resulta
|(Mu — Tu,v)| < (Mu— Tu,u)%(Mv — Tv,v)% Yu,v € H

Donde se obtém em particular que

N[

\Mu—Tu| < C(Mu-—Tu,u)z Yue H (6.4)

Seja (u,) uma sucessao tal que |u,| = 1 e (Tup,u,) — M. Gragas a (?7)
temos que |Mu,, — Tu,| — 0, e entao M € o(T) (pois se M € p(T) entao
u, = (MI —T)""(Mu,, — Tu,) — 0.) As propriedades de m sdio obtidas
substituindo T por —T.
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Corolario 6.4.1 Seja T € L(H) um operador autoadjunto tal que
o(T) ={0}. Entao T = 0.
Demonstracao : Da proposicao anterior sabe-se que

(Tu,u) =0 Yue H
Donde resulta que
2(Tu,v) = (T(u+v),(u+v)) = (Tu,u) — (Tv,v) =0 Yu,v € H.
E entao T = 0.

Este préoximo resultado é fundamental: mostra que todo operador compacto
autoadjunto é diagonalizavel numa base convenientemente escolhida.

Teorema 6.4.1 Suponhamos que H € separdvel. Seja T um operador com-
pacto e autoadjunto. Entao H admite uma base Hilbertiana formada por
vetores proprios de T.

Observacao 6.4.1 Seja T' um operador autoadjunto compacto. Pelo ante-
rior pode-se escrever todo u € H da forma

o
u = E u, com u, € b,

n=0

de modo que Tu = Z Anty,. Definimos

n=1

k
Tiu = Z Anly,
n=1

Tem-se ainda que Ty, € de imagem finita e que

T = T|| < sup |A] — 0 quando k — oo
n>k+1

Vem-se encontrar assim o fato de que T é limite de uma sucessao (T}) de
operadores de imagem finita. Lembremos que num espaco de Hilbert, todo
operador compacto — ndao necessariamente autoadjunto — € limite de uma
sucessao de operadores de imagem finita.

98



Capitulo 7

Espacos de Sobolev e
Formulacao Variacional dos
Problemas de Contorno
Unidimensionais

7.1 Motivacao

Consideremos o seguinte problema. Dada uma f € C([a,b]) existe uma
funcao u(zr) que verifica

w(a) = u(b) = 0 (7.1)

{ —u +u=f em [a,b]
Uma solugao cldssica do problema (??) é uma fungao de classe C? em [a, b]
que verifica (?7) no sentido usual. Ignoraremos aqui o fato de (??) poder ser
resolvida explicitamente com um céalculo bem simples. Faremos isto com o
propésito de ilustrar o método a partir deste exemplo elementar:
Multiplica-se (??) por ¢ € Cl[a,b] e integra-se por partes; assim temos

/abu/gp/+/abw:/abf¢ Vo € C'([a,0]), wla) =) =0  (7.2)

E (?7?) tem sentido se u € C'([a,b]) (contrariamente a (??), que suponhe
u derivével duas vezes); de fato, seria suficiente ter u,u’ € L'(a,b), v num
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sentido a determinar. Digamos que uma funcao u de classe C'! que verifica
(??7) é uma solugao fraca de (?77).

O progama seguinte descreve as linhas do enfoque variacional da teoria
das equacoes em derivadas parciais.

1.

Precisa-se da nocao de solucao fraca, isto ocorre com os Espacos de
Sobolev, que sao a ferramenta basica.

Estabelecem-se a existéncia e a unicidade de uma solugao fraca com o
método variacional, via o Teorema de Lax-Milgran.

Mostra-se que a solugao fraca é de classe C? (por exemplo); um resul-
tado de regularidade.

Recuperacao da solucao classica. Mostra-se que toda solugao fraca de
classe C? é solucdo classica.

A etapa (?77) é muito simples. De fato, suponhamos que v € C?([a, b)),
u(a) = u(b) = 0 e que u verifica (??). Fazendo uma integragao por
partes em (??7) obtemos

[ s us Do =0 Vo Clia, pla) = plt) =0

e assim

/(—u//+u+f)g0=() Vi € C1(Ja,b] )

Como C!(Ja,b[) é denso em L?*(a,b) (corolario ??), —u" +u = f q.t.p (de
fato em todo ponto ja que u € C?).

7.2 O Espaco de Sobolev WP(T)

Seja I =|a, b[ limitado ou nao e seja p € R com 1 < p < 0.

Definigao 7.2.1 O espago de sobolev WP(I) se define por

WP(I) = {u € LP(I) ; 3g € LP(I) tal que /ugpl = —/ggo Vo € CHI)}
I I

escreve-se H'(I) = W2(I)

Para cada u € WYP(I) denota-se v = g. Isto tem sentido jd que g € tinica
pelo lema ?77.
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Observagao 7.2.1 Seu € CHI)NLP(I) eseu € LP(I) (aquiu € a derivada
usual de u,) entao uw € WHP(I). Além disso a derivada usual de u coincide
com a derivada de u no sentido de WP, Em particular se I estd limitado,
entio C1(I) C WP(I) para todo 1 < p < oo.

Exemplo 7.2.1 Seja I = (—1,1). Temos que

1
1. A fungdo u(x) = §(|x| + ) pertence a WHP(I) para todo 1 < p < oo e
que v = H donde

+1 se O<zxz<l
H(m)—{ 0 se —1<x<0

Mais geralmente, toda funcdo continua sobre I e derivdvel com con-
tinuidade por partes em I pertence a WHP(I) para todo 1 < p < oo.

2. A fungao H ndo pertence a WP(I) para 1 < p < oo.
Observacao 7.2.2 O espaco WP estd dotado da norma
ullwre = [lullze + [l ] e

ou ds vezes da norma equivalente [||ul|}, —|—||u/||§p]%. O espago H'estd dotado
do porduto escalar

(U,, U)Hl = (U, U)L2 + (ulavl)L2-
A norma associada 1
/ =
ullgr = [lullZ2 + [Ju||72]>

é equivalente a norma em WhH2,

Proposicao 7.2.1 O espaco WP é um espago de Banach para 1 < p < oo.
O espaco WP € reflexivo para 1 < p < oo e separdvel para 1 < p < oco. O
espaco HY € um espaco de Hilbert separdvel.

Demonstracao :

. ~ ~ / ~
1. Seja (u,) uma sucessio de Cauchy em WP: entio (u,) e (u,) sdo
~ . /
sucessoes de Cauchy em LP. Por consequinte u, — w em LP eu, — g
em LP. Tem-se



aplicando o limite temos

/ungolz—/ugpl :’/gol[un—u]
I I I

/u'nso—/gs&‘ _ ‘/s&[u;—g]‘ < llgll /It = gllzr — 0
I I I

Entao
/w'z—/gs@ Vo € CX(I)
I I

Portano u € W', u' =g e

< 1| et — ][ o — 0

[l = ullwrr = [ = ul 2o + [, = glln — 0
Assim ||u, — ul||ly1, — 0.

2. WP ¢ reflexivo para 1 < p < o0.
De fato, o espago produto E = LP x LP € reflexivo. O operador
T : WY — E definida por Tu = [u,u’] € uma isometria de W'? em
E; portanto T(W'P) é um subespago fechado de E. Utilizemos agora o
sequinte resultado :

Proposicao 7.2.2 Seja F um espaco Banach e M C F um subespaco
vetorial fechado. Entdo M — munido da norma induzida por ' — €
reflexivo.

Resulta entdo que T(W?P) € reflexivo — e por consequéncia também o
é Whp,

3. WP ¢ separdvel para 1 < p < oo.

De fato, o espago produto E = LP x LP € separdvel, portanto T (W'P)
também é separdvel. Consequentemente WP é separdvel.

Observagao 7.2.3 As funcgoes de WP sao “a grosso modo” primitivas de
fungoes de LP. Assim verifica-se o sequinte teorema:
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Teorema 7.2.1 Seja u € WP(I); entdo existe uma funcio u € C(I) tal
que
u=u qtpemlI

u(x) —uy) = /9«“ u(t)dt Vre,yel

Observacao 7.2.4 O teorema acima afirma que se uma funcao u € WhHP,
entdo toda fungdo v tal que u = v q.t.p. em I também pertence a W'P. Em
outras palavras , toda fungdo u € WP adimite um representante continuo e é
unico, i.e., existe uma fun¢ao continua pertencente a classe de equivaléncia
de u para a relacio u ~ v se u = v q.t.p. Quando isso for util u serd
substituido automaticamente por seu representante continuo.

Observacgdo 7.2.5 Seu € W' ¢ se u' € C(I) entio uw € C'(I), porém
como visto anteriormente nao faremos distin¢do entre u e u.

Serdo necessdrio para a demonstracao do teorema ?7:

Lema 7.2.1 Seja f € Lj,.(I) tal que

/1 f¢ =0 Yoel) (7.3)

entao existe uma constante C' tal que f = C q.t.p.
Demonstragao : Fizemos uma fungao ¢ € C.(I) tal que /¢ = 1. Pra
toda fungao w € C.(I) existe p € CH(I) tal que

o ([2)

De fato, a funcao h = w — (/ w> Y € continua com suporte compacto em
I

Jor= [l ()
A AVOL
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AL
= /Iw—/lw:O

Como /h =0, h tem uma primitiva (inica) com suporte compacto.

I
Deduzimos de (77)

AT

[ilf)] -

e fr{[)e -
o= [w[ro =0

Pelo lema 7?7 obtemos

f- (/If@/)) —0 gtp,

e, f=C comC’:/fz/).
I
Lema 7.2.2 Seja g € LL, () ; para yo fixzo em I escreve-se

v(x) = /wg(t)dt rxel

Yo

/w'=—/gw @ € CHI).
I I
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Demonstracao : Temos

[oe = [ [ o] ¢ e -

— /aygodx/:og(t)gol(x)dt—l—/y:dﬂ?/y:g(t%@/(-ﬁ)dt

Aplicando o teorema de Fubini temos

/Iw’ _ —/ayog(t)dt/:gpl(x)dx—k/ng(t)dt/tbgol(x)dx

- / g(t)(t)dt

I

Demonstracao do teorema ?? : Fizemos yo € I e ponhamos u(x) =

/ w (t)dt. De acordo com o lema ?? temos

Yo
/ﬂ(pl:—/ul<p:/ug0/.
I I I

/(u—u)gpl =0 e CHI.

I

Dai

Resulta do lema 77 que
u—u=~C q.tp.

A funcgao u(x) = u(x) + C tem as propriedades desejadas, i.e.,

w(x) = ulx)+C
uly) = uly) +C
u(r) —u(y) = / u (t)dt — / u (t)dt +C —C

Observagao 7.2.6 O lema ?? demonstra que a primitiva v de uma fun¢ao
de LP pertence a W'P sempre que v € LP — e isso sempre ocorre quando I
¢ limitado.
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Proposicao 7.2.3 Seja u € LP com 1 < p < co. As sequintes propriedades
sao equivaléntes:

1. ue Whr,

2. Existe uma constante C tal que
[ <l g, veczo.
3. Existe uma constante C' tal que para todo aberto w CC I e todo h € R
com |h| < dist (w,CI) verifica-se

70 = ullzr) < C1h.

Além disso, pode-se escolher C = ||u'||z» em (27) e (72.)

Nesta proposicao afirma-se que existem outras formas de se definir o
espacio WP, equivalente a definicdo inicial.

Corolario 7.2.1 Uma fungio u de L>®(I) pertence a W1*°(I) se e somente
se existe uma constante C' tal que

u(z) —u(y)| < Clz -yl ¢t z,y el

Demonstragio : E uma aplicacio da proposicio 7?7 [(72.) < (22.)] com
p = 00.

Algumas operagoes fundamentais da Analise tem sentido unicamente para
as funcoes definidas em todo R. Desse modo é 1til poder prolongar uma
fungao w € W'P(I) para uma fungao u € W (R). O teorema seguinte
responde a essa questao.

Teorema 7.2.2 Operador de Prolongamento Seja 1 < p < oo. Eriste
um operador de prolongamento P : WhP(I) — WP(R) tal que

1. Pu, =u Yue W"(I).

2. |[Pullo) < C lulleeay  Yu € WH(I).

8. ||[Pullwrem) < C ||ullwreqy Yu € WH(I).
(donde C' sé depende de |I] < co.)
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Demonstracao : Comecemos pelo caso I =]0, 400 e demonstremos que a
prolongacao por reflexao definida por

Pt == { 1) % 221

Resolve a questao. Primeiramente tem-se que
™l e @) < 2lJullLr)
Ponhamos )
o(z) = u/(x) se x>0
—u(—z) se <0

Comprova-se que v € LP(R). De fato, pois u € WYP(I) implica em

u,u’ € LP(I) e/ v(t)dt :/ u (t)dt. E ainda que
0 0

u*(z) —u(0) = /Ox v(t)dt Ve eR

Consequentemente u* € WHP(R) e |Ju*|lwrow) < 2||ullwre).
Consideremos agora o caso de um intervalo limitado I; sempre se pode
reduzir ao caso |0, 1] via homeomorfismo. Fizemos uma fungio n € C'(R),

0<n<1, tal que
1 se x<%
n(x) = )
0 se x>

Dada uma fun¢ao f definida em ]0,1[, ponhamos

oy | flz) se O<z<1
f(:v){ 0 se x>1

Serd necessdrio o sequinte Lema:
Lema 7.2.8 Seja u € WHP(I), entao
ni € WH2(0, 00) e (na) = n't +ni

Demonstragao : Seja ¢ € CL(]0,00[) ; tem-se
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oo 1 1
/ nip = / nue = / ul(ng’) =0 ¢l
0 0 0, .
= / wine —/ un @] ja que ny € C;(]0, 00)
0 0
= - / (@ +an )e
0
Fim da demonstra¢io do Teorema ??: Dada u € WP(I) escreve-se
u=nu+ (1 —n)u

A fungdao nu prolonga-se primeiramente a |0, 00[ por na (gracas ao lema ?7)
e depois prolonga-se a R por reflexdao. Obtemos assim uma fun¢do
v € WHP(R) que prolonga nu tal que

villze@y < 2[|ulleey 5 [loillwie@y < C lullwrr

( donde C' depende de ||n'||p.)

O procedimento € andlogo para (1 — n)u, ou seja, prolonga-se primeiro
(1 —=n)u a]—o0,1[ por 0 em | — 00,0[ e depois prolonga-se a R por uma
reflexdo (em torno do ponto 1.) Obtemos assim uma fungio vo € WP (R)que
prolonga (1 —n)u e tal que

o2l Loy < 2[|ullrery o+ [|vallwre®) < C uflwis
Entao Pu = v 4+ vy resolve a questao.

Algumas propriedades das funcoes de classe C* sao vélidas para as funcoes
de WP, E mais facil estabelecer estas propriedades “por densidade ”com
a ajuda do seguinte teorema.

Teorema 7.2.3 Densidade SEja u € W'P(I) com 1 < p < oo. Entdo
existe uma sucessio (u,) em C(R) tal que wn; — w em W'P(I).

Demonstragao : Sempre podemos supor I = R; caso contrdrio come¢amos
prolongando u a uma fungio de WYP(R) sequndo o teorema ??. Utiliza-se
uma tecnica muito importante da convolugdo (que fornece as fungoes C™) e
de truncamento (que fornece as func¢oes com suporte compacto).
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1. Convolugao

Serd necessario o sequinte lema.

Lema 7.2.4 Seja p € LY(R) e seja v € WIP(R) com 1 < p < co.
Entao

/

prveW'PR) , (prv) =pxv

Demonstracao : Suponhamos primeiro que p € de suporte compacto.
Sabe-se que p*x v € LP. Seja ¢ € CHR); pelas proposi¢ies 77 e 77
temos

[0 = [oox) = [oore) == [ ove)= =[x

De onde

!

pxveWY e (pxv) =pxv

Se p ndo € de suporte compacto intoduzimo uma sucessao (p,) de C.(R)
tal que p, — p em L*. Pelo anterior tem-se

’

pnxv €W e (py*v) =pyxv.

/ /
Agora, p,xv — pxvem LP e p,xv — pxv em LP.(ver teorema 77).
Concluimos com a ajuda da observagao 77, que

prxveE WM e que (p*v)/:p*v/

2. Truncamento

Fizemos uma funcao § € C.(R) tal que 0 < <1e
1 ose |z[ <1
§(x)—{ 0 se |z]>2
Define-se a sucessio

T

En(z) = 5(5) para n=1,2,...

Comprova-se facilmente, gracas ao teorema da convergéncia dominada,
que se uma funcao f € LP com 1 < p < oo entao &, f — f em LP.
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3. Conclusao FEscolhe-se uma sucessao reqularizante (p,). Demonstremos
que a sucessio u, = &,(p, * u) converge a u em WP, Primeiramente
tem-se ||u, — ul||p» — 0. De fato, escreve-se

Un =t = &[(pn * u) — u] + [Guu — u]
E entao
[t = ullzs < 1w+ ) — ullis + [t — ullie — 0
Continuando, em virtude do lema 77, tem-se
Uy, = &P ) + En(p 1)

Consequentemente,

/

= wl[er < [€(on * W)l |0 + [€nlpn * u)|| 1o

IN

—lullze + [1(on + w) = [l + g0 = w'[]zo — 0

Donde C = ||€|| =

Observacao 7.2.7 Em geral nao se pode escolher, no teorema 77, uma
sucessio (u,) de C>°(I). Em outras palavras, C>°(I) nao € denso em WP(I)
(exceto se I =R.)

Teorema 7.2.4 Existe uma constante C' (dependente sé de |I| < oo) tal que
HuHLoo(]) S OHUHWLP(I) Vu — Wl’p([), V 1 S P S o0 (74)
Dito de outro modo WP(I) C L>(I) com imersdio continua para todo
1 <p<oo.
Além disso, quando I € limitado se verifica a imersao
1. A imer¢ao WYP(I) C C(I) é compacta para 1 < p < oo.

2. A imergao WHP(I) C LY(I) é compacta para 1 < q < oo.
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Demonstracao : Comecemos demonstrando (?7) para I = R; o caso geral
se deduz deste gracas ao teorema de prolongamento (teorema ??). Seja v €
C> se 1l < p< oo escreve-se G(s) = |s[P7ts. A funcio w = G(v) € CL(R) e

w =G (v)v = plPW
Portanto, para x € R temos
Glow) = [ pl(oP 1 @ar

e utilizando a desiqualdade de Holder obtemos
[o(@) [P < pllollz [0]| -
Donde se deduz gracas a desigualdade de Young que
[v||ze < Cv|lwir Vo € CLHR) (7.5)

Donde C é uma constante universal.

Raciocinemos agora por densidade. Seja v € WP, existe uma sucessao
(u,) € CHR) tal que u, — u em WHP(R). Aplicando (??) tem-se que (uy,) é
de Cauchy em L*®. DEssa forma u, — u em L e obtem-se (77.)

Demonstragao de (??). Seja F a bola unitdria de W' com 1 < p < oo.
Para v € F temos

|u(z) = uly)| =

[t < Wllsle =yl < Jo- o voper
Yy

E resulta entdo do teorema de Ascoli que F' € relativamente compacta em
C(I)

Demonstragao de (??) Seja F a bola unitdria da WY (I). Para mostrar
que I € relativamente compacta em Li(I) com 1 < g < oo se aplica o
coroldrio 7?. comprovemos a condi¢ao (?7). Seja w CC I,

u € F e |h| < dist (w,CI). De acordo com a proposicio 77 (??) temos

[7hu — ul|prwy < R [ ]lpia <[]

FE entao
/ lu(z 4+ h) — u(z)|%dx < (2|]u||Loo(1))q_1/ lu(z 4+ h) — u(z)|?dx < C |h|
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E como consequéncia

(/ u(z + h) — u(a:)|qdm) "< Cilhli<e se b <6
Comprovemos a condi¢ao (??). Para uw € F temos

1 1
[lull ey < lullze[Dw]s < C [Hw]s < e

smpre que |I\w for suficientemente pequeno; escolhe-se w para que isso se
verifique.

Observagao 7.2.8 A imer¢dio WP C C(I) € continua, mas nunca é com-
pacta, inclusive se I € um intervalo limitado. Contudo se (uy,) estd limitada
em WH(I) (com I limitado ou ndo) existe uma subsucessio (uy,) tal que
Up, () converge para todo x € I. Quando I nao € limitado e 1 < p < 00, a
imercao WhP(I) C L*®(I) € continua, mas nao é compacta. Ainda que, se
(uy,) estd limitada em WP (I) com 1 < p < oo, existe uma subsucesso (uy, )
e existe u € WYP(I) tal que u,, — u em L>(J) para todo J limitado, J C I.

Observacao 7.2.9 Seja I um intervalo limitado e 1 < q < oo. Gragas a
(7?) temos que a norma

!
[ulll = Tl {[zr + [lullza
¢ equivalente a norma de W'P(I).

Observagao 7.2.10 Seja I um intervalo ndo limitado. Se u € WYP(I),
entdo u € LI(I) para todo q € [p, 0] jd que

/|ulq < w7 [ullZp-

Porém, em geral u & Li(I) para q € [1,p[.

Corolario 7.2.2 Suponhamos que I nao € limitado e seja u € WP(I)com
1 < p < oo. Entao verifica-se

lllgl u(z) =0 (7.6)

|z|— o0
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Demonstracao : De acordo com o teorema 7?7 | existe uma sucessao (uy,) €
CHR) tal que uy; — uw vem W'P(I). Deduz-se de 7?7 que ||u, — u||p — 0;
e assim deduz-se (??). De fato, dado € > 0, escolhemos n suficientemente
grande para que ||u, — u||r(y < €; € para |x| suficientemente grande temos
up(x) =0 e portanto |u(z)| < e.

Corolario 7.2.3 (Derivacao do Produto)
Sejam u,v € WYP(I) com 1 < p < oo. Entdo uv € WHP(I) e

(w) = u'v+uv (7.7)

Além disso verifica-se a formula da integral por partes
/ wv = u(x)v(z) — uly)v(y) — / w' Yo,y el (7.8)
y y

Demonstracao : Observemos que u € L™ (teorema ?7), logo uv € LP.
Comecemos pelo caso 1 < p < oo; sejam (uy,) € (vy,) sucessoes de CH(R) tais
que Uy — u e vy — v em WWP(I). Entao u, — u e v, — v em L>(I);
como consequéncia u,v, — uv em L. Temos assim

(Unvn) = U, Un + v, — uv+uv em LP(I)

Donde resulta que uv € WP(I) e que (uwv) = u'v+uv'. Assim, integrando
(??) obtemos (7). Suponhamops agora que u , v € WH*°(I). Entao

wv € L=®(I) e u'v+ww € L®(I)

Falta comprovar que

/uvgpl = —/(u/v +uv)p @€ CHI)
I I

Para isso firemos um intervalo aberto e limitado J C I tal que Supp ¢ C J.
Entio wv € WHP(I) para todo p < oo e como visto anteriormente sabemos

que
/uvgpl = —/(u/v +uv )

J J
/uvgp/ = —/(u,v +uv')p

I I
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Coroléario 7.2.4 (Derivacao de uma composigao)
Seja G € CY(R) tal que G(0) = 0 (uma restrin¢io essencial quando I
nao € limitado e 1 < p < 00) e seja u € WHP(I). Entao

Goue W' (I) e (Gou) = (G ou)u

Demonstracao : Seja M = ||u||p~. Como G(0) = 0, existe uma constante
C tal que |G(s)| < C' |s| para s € [=M,+M]. Entio G ou € LP(I) jd que
|Gou| < C |u|. Da mesma maneira (Gou) = (G ou)u’ € LP(I). Mostremos
entao que
J(Gowe == [(c cup'e voecin) (7.9)
I I

Suponhamos primeiro que 1 < p < oco. Entdo existe uma sucessio (uy,)de
C>=(R) tal que u, — u em WYP(I) e em L>*(I). Logo G ou, — G ou em
L2(I) e (G oup)u, — (G ou)u’ em LP(I). Também se verifica

[(Gow)d == [ ouuie  weci

Donde deduzimos (?7). Para o caso p = oo procedemos como no coroldrio
29

Definigao 7.2.2 Dado 1 < p < oo, designamos por Wol’p(]) o fecho de C1(I)
em W'P(I). Observa-se que HL(I) = Wy(I).

O espago Wol’p estd dotado da norma induzida por WP, o espaco H} estd
dotado do produto escalar induzido por H'.

O espago Wol’p ¢ um espaco de Banach separdvel, é reflexivo para 1 <
p < oo. O espago Hy é um espago de Hilbert separdvel.

Observagao 7.2.11 Quando I = R, sabemos que C1(R) é denso em WP(R)
e como consequéncia Wy (R) = WHP(R).

Observagao 7.2.12 Utilizando uma sucessao reqularizante (p,) obtemos que
1. (1) € denso em Wy (I);
2. Seuw € Wh(I)NC(I), entio u € Wy P(I).

O proximo resultado mostra uma caracterizacdo essencial das funcgoes de
i
Wy P(I).
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Teorema 7.2.5 Sejou € W'P(I), entio u € Wy (I) se e somente se u =0
sobre 01

Observacao 7.2.13 O teorema 7?7 explica o importante papel desempenha
0 espaco Wol’p. Com efeito as equagoes diferenciais (ou en derivadas parciais)
estao ligadas a condigoes de contorno, ou seja, o valor de u sobre OI vem

fixado.

Demonstracio : Se u € WP, eziste uma sucessio (uy,) de C}(I) tal que
U, — u em WYP(I). Entdo u, — u uniformemente sobre I e por consequéncia
u =0 sobre OI.

Reciprocamente, seja u € WP tal que u = 0 sobre dI. Fizemos uma
fungio G € C'(R) tal que

_J 0 se |t]<1
G(t)_{l se |t >2

|G(t)| < |t| paratodo t € R

tomemos u, = ~G(nu) de forma que u, € W'?(I) (coroldrio ??). Por outro
lado

1
Supp un C {z € I'; Ju(z)] = ~}

e entdo usando o fato de que u =0 sobre 01 e u(z) — 0 quando

|z| — oo,z € I obtemos que Supp u, € um compacto incluido em I. Por
consequéencia u € Wol’p. Por fim, de acordo com o teorema da convergéncia
dominada temos que u, — u em WP,

Observacao 7.2.14 Vejamos outras dus caracterizacoes das fungoes de VVO1 P

e Sejam 1 < p < oo e u € LP(I), entio u € Wy (I) se, e somente se
existe uma constante C' tal que

[ | <l voecim

o Sejam 1 < p < oo eu € LP(I); definimos u por

_ u(r) se xel
u(x):{ 0 se zeR\I

Entio u € WyP(I) se, e somente se i € WHP(R)
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Proposicao 7.2.4 (Desigualdade de Poincaré)
Suoanhamos que I € limitado. Entao existe uma constante C' (dependendo
de |I| tal que)
|| < C||u|| o Yu € Wy P(I) (7.10)

Dito de outro modo, em Wy(I) a quantidade ||u'||r» € uma norma
equivalente a norma de WP(I)
Demonstragio : Para u € Wy P(I) tem-se

(o) = lute) - )] = | [ @] < a1

E entio ||ul|p~ < |[u||p1; donde deduzimos (??) gracas a desigualdade
de Holder.

O espaco Dual de W,”

Notagao : Dezignamos por W‘l’p/(]) 0 espaco dual de Wy (I)
(com 1 < p < o0) e por H1(I) o espago dual de Hj(I)

Sabe-se que podemos identificar L? e seu dual mas nao podemos identi-
ficar H} e seu dual. Obtemos assim as inclusoes

HlcL¥” cH!
com imercoes continuas e densas. Caso [ seja limitado temos
Wy c L? C WLy para todo 1 < p < oo
com imercoes continuas e densas. Se I nao ¢ limitado, tem-se somente
Wol’p cL?C W_l’p/ para todo1 <p <2

com imercoes continuas e densas.
/
Os elementos de W~ podem ser representados por meio de funcoes de
!
L? ; exatamente verifica-se a saeguinte proposigao.

Proposicao 7.2.5 Seja F € W' . Entdo evistem fo,f1€ L7 tais que

< F,v >:/fov+/flv, Yo € WP
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L[| = max{[[foll v [ 1ll L }

Demonstracao : Escrevamos o espaco E = LP X LP com a sequinte norma:
[l = [lhollze + ||malze donde h = [ho, ha].

A aplicacao
T: Wy — E
u — [u, ]

¢ uma isometria de W,* em E. Tomemos G = T(W,"), com a norma in-
duzida por E, e S =T71: G — Wol’p. A aplicagao h € G —< F,Sh >
¢ uma forma linear e continua sobre GG. De acordo com o teorema de Hahn-
Banach podemos estendé-la a uma forma linear e continua sobre E a qual
denotaremos por ¢, com ||¢|| = ||F||. Pelo teorema da representacio de

Riesz sabe-se que existem fo, fi € LP tais que
< ¢,h >—/f0h0+/f1h1 Vh € E.

Assim tem-se que |||y = max{{[fol| , » [/l }

Vejamos agora alguns exemplos de problemas de contorno :
Resolver o problema

{ —" +u=f em I=]0,1] (7.11)

u(0) =u(l)=0

donde f é uma fungao dada (por exemplo de C(I), ou de L%(I)). As condigoes
de contorno u(0) = u(1) = 0 se chamam condigoes de Dirichlet(homogéneas.)

Definicao 7.2.3 Uma solucdo cldssica de (??) é uma fun,cio v € C*(I) que
verifica (??) (no sentido usual.) Uma solugdo fraca de (7?7) é uma funcao
u € HM(I) que verifica

/Iu’v’ +/qu = /va Yo € HL(I) (7.12)

Serd desenvolvido de agora em diante o programa descrito em (?7.)

1. Etapa A Toda solugao classica é solucao fracalsso se verifica gracas ao
corolério ?77.
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2. Etapa B Existéncia e unicidade de uma solucao fraca.

Proposigao 7.2.6 Para toda f € L?, existe u € H} solucio tnica de
(7?). Além disso u vem dada por

min {5 07 0= [0}

E o chamado principio de Dirichlet.

Demonstragao : Apliquemos o teorema de Lax-Milgram (ou simples-
mente o teorema de representacao de Riesz-Fréchet) no espago de Hilbert
H = H} com a forma bilinear

a(u,v) = /u/vl —l—/uv = (u,v)m

e com a forma linear ¢ : v +— /fv.

Observacao 7.2.15 Dada F € H™', sabemos pelo teorema de Riesz-
Fréchet que existe uw € Hy tal que

(u,v)gr =< Fv >p-1gy VU € H)

O operador F +—— u é um isomorfismo de Riesz-Fréchet de H 1

sobre H}. Pode-se considerar u como solugdo generalizada da equagao
"

—u +u=F.

3. Etapa C e D Regularidade e recuperacao da solucao cléssica.

servemos primeiramente que se e seu ¢é solucao fraca
Ob t € L? € H; é solugao fraca,
entdao u € H?. De fato, temos

/ulvlz/(f—u)v Vv € C}

e assim u € H' (jA que f —u € L?),i. e, u € H? Se além disso
f € C(I) ent” a solugdo fraca u € C%(I). De fato (u')" € C(I) e entdo
u € CY(I). portanto u € C%(I). Passar de uma solucio fraca u € C2(I)
para uma solugao classica se verifica como em (?77.)
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O método descrito anteriormente é extremamente flexivel e adaptavel a
uma grande variedade de problemas. Vejamos alguns problemas que apare-
cem frequentemente.

Exemplo 7.2.2 (Condi¢ao de Dirichlet ndo homogénea) Resolver o prob-

lema
—u tu=f em I =|0,1]
{ uw0) =a, u(l)=p

com a, 3 €R e f uma funcao dada.

(7.13)

Proposi¢ao 7.2.7 Dados f € L*(I) e a, 3 € R, existe u € H*(I) tinica que
verifica (?7.) Além disso u vem dada por

mp o foren=[n]

v(0)=a, v(1)=3

Além diso se f € C(I), entio u € C*(I).
Demonstragao : Vejamos dois métodos de resolugao desse caso.

1. Primeiro Método Fizemos uma fun¢dao ug regular tal que ug(0) = «
e up(l) = B e fazendo uma mudanga de varidvel & = u — ug; entao U
verifica

—i U= f+u, —ug
@(0) = a(1) =0

E assim u se encontra na situacao anterior.
2. Segundo Método No espaco H' introduzimos o convexo fechado
K ={ve H'(I); v(0) = a, o(1) = 3}

Se u € sol¢ao classica de (?77) temos

/Iu/(v—u/)—{—/lu(v—u):/If(v—u) Vo e K

E assim, em particular verifica-se

/Iul(v—ul)—i—/lu(v—u) z/lf(v—u) weKk  (714)
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Utiliza-se entdo o teorema de Stampacchia: existe uw € K unica, que
verifica (??); além disso u vem dada por

w00 o= [

Pra recuperar a solugdo cldssica, escolhemos em (7?)v = u+ w ou
v=u+w comw € HL(I). e obtemos

/ulw/—i—/uw:/fw Vw € Hy
I I I

Isso implica uw € H*(I).
Exemplo 7.2.3 (Problema de Sturm-Liouville) Resolver o problema

—(pu) 4 qu=f em I=]0,1]
{ 0(0) = u(1) = 0 (7.15)

donde p € CY(I), ¢ € C(I) e f € L?(i) sdo dados com
p(r)>a>0 Vrel.

Se u é uma solucao cldssica de (?7?), entdo temos

/pulvl—l-/quv:/fv Vv € Hy(I)
I I I

Tomemos como espago funcional o espago H} (I) e como forma linear, continua,

simétrica
a(u,v) = /pulv/+/quv.
I I

Se ¢ > 0, esta forma € coersiva gracas a desigualdade de Poincaré. FEntdo
(teorema de Lax-Milgram) existe u € H} tnica tal que

a(u,v):/lfv Vo € Hy(I)

Além disso u vem dada por

. ]. 12 2 /
—_ _l’_ —
52}1%{2/[(1911 qu*) If'v}
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Obtemos que pu € H', e assim u = %pul € H' e portanto w € H?. Por
ultimo, se f € C(I) entdo u € C*(I) e u € solugdo cldssica de (7?).
consideremos agora uma problema mais geral

{ —(pu) +rd +qu=f em I=]0,1] (7.16)

u(0) =u(l) =0

As hipéteses de p e q sao as mesmas do caso anterior, e v € C(I). Se u é
solugao classica de (?7), verifica-se

/pu/v,—k/rulv—k/quv:/fv Vv € Hy(I)
I I I

Tomemos como espaco funcional o espago H}(I) e como forma bilinear,

continua
a(u,v) —/pulv/—k/rulv—k/quv.
I I I

Esta forma ndo € simétrica. em alguns casos € coersiva: por exemplo se
b= /
g>ler?<a,ouseq>1ereCHI) com|r| <2 — observemos que

’ 1 i
/’I“UU:——/T’U2 Yo € Hy(I).
I 2Jr

Pode-se entao aplicar o teorema de Lax-Milgram,porém nao existe um prob-
lema de minimizacdao associado.O artificio usado a sequir permite reduzir o
problema ao caso de uma forma bilinear simétrica. Introduzimos uma prim-

e
itiva R de — e toma-se ¢ = e~T. Multipicando (??) por ¢ obtemos

—Cpu’ = Cpu 4 Cru + Cqu = (f

ou também (jd que Cp+Cr= 0). Introduzimos entio em H} a forma
bilinear, continua, simétrica

a(u,v) = /Cpulv/+/Cquv.

Se q >0, a(u,v) € coersiva e assim existe u € H} tnica tal que

a(u,v):/gfv Vv € H,

Além disso, u € dada por
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S (1 ,2 )
52}%{5/,(@” + Cqu )—/ICfv}

Temos também que se w € H? e que se f € C(|0,1]), entao u € C*(|0,1])
¢ uma solugao cldssica de (77).
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7.3 Conclusao

O trabalho desenvolvido neste projeto podemos dizer que foi a contento.
Tanto do ponto de vista ciéntifico como também no item formacao. O
conteido programatico atesta nossas afirmacoes e ofereceu caminhos para
futuros estudos.

Queremos aproveitar o espaco para expor nossa satisfacao em ter partic-
ipado de tal programa PIBIC/UFBP/CNPq bem como ter nos beneficiado
de todas as oportunidades que o grupo de pesquisa, Projeto Integrado de
Pesquisa em Anélise, promoveu, do qual fazemos parte.
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INTRODUCAO

O estudo das Equacoes Diferenciais tem sido a porta de entrada a pesquisa
para muitos matemaéticos devido sua aplicabilidade em diversos ramos da
ciéncia, onde destacamos a Fisica, Engenharia, Biologia e Economia.

Neste projeto temos como ingrediente basico o estudo de varios métodos
classicos e modernos, nos quais daremos énfase as técnicas relacionadas com
Anélise Funcional que vem atuando como uma das mais importantes ferra-
mentas nas pesquisas atuais em Equacoes Diferenciais.

Estamos preocupados em orientar o aluno sob dois aspectos a “informagcao”
e a “formacao”. Para a informacgao apresentaremos as técnicas gerais us-
adas nesta area. Para sua formacao vamos estimular a busca de solugoes
mais didatica dos problemas enfocados, que sao adquiridas com leituras de
varios textos, desenvolvendo assim habilidades peculiares aos pesquisadores
em matematica.

Para isto forneceremos um estudo que permita obter uma boa nocao
de algumas das técnicas mais importantes utlilizadas no estudo de prob-
lemas elipticos e que sirvam para dar uma idéia desta importante sub-area
da matematica.

OBJETIVO DO PLANO DE TRABALHO

O objetivo principal deste projeto é introduzir os conceitos bésicos necessarios
para o estudo de problemas que surge em diversos ramos da matemaética que
sao estudados através das Equagoes diferenciais Parciais. Dessa forma, pre-
tendemos qualificar o aluno para continuar seus estudos futuros em curso de
pos-graduagao visando a formagao e a informacao.

Para atingir esta tao importante meta, o grupo que compoe o “Projeto de
Pesquisa Integrado em Andlise” (veja projeto de pesquisa em anexo) conta com
o apoio do DM-UFPB e do Instituto do Milénio - AGIMB (milenio.impa.br).
Este projeto vem abracar os bolsistas - PIBIC integrado-os “lateralmente”e
“verticalmente” no grupo, quebrando o “trabalho solitario” do bolsista-PIBIC,
de forma a promover uma grande interagao entre os componentes do grupo.
“Lateralmente”todos os bolsistas do PIBIC, que estarao orientados pelos



pesquisadores do grupo supra citado, além de suas pesquisas individuais,
terao trabalhos paralelos em conjunto. “Verticalmente”estes futuros bolsista
do PIBIC estarao em contato com doutorandos e mestrandos para que os
mesmos sintam-se estimulados e direcionados para a continuidade de sua
formacao objetivando a carreira de pesquisador.

A metodologia sera o usual, a qual tem sido feita com sucesso nas ini-
ciagoes a pesquisa em matematica, isto €, realizacoes de semindrios semanais
com lista de exercicios para a fixacao dos conceitos e leituras de textos para
complementacao.

PLANO DE TRABALHO DETALHADO

1. Espagos Métricos

(a) Espagos Normados
(b) Espagos de Banach
(c) Espagos de Hilbert

2. Teoria da Medida

(a) Fungoes Mensuraveis
(b) Os Espagos L,

(c) Teoremas de Convergéncia
3. Analise funcional

(a) Os Teoremas de Hahn-Banach

(b) O Teorema de Baire e Aplicagoes

(
(d) O Teorema de Representagao de Riesz

e

)
)

c) Topologia Fraca
)
) Operadores Compactos
)

(
(f) Alternativa de Fredholm

4. Aplicagoes a Problemas Elpticos



(a) Espacos de Sobolev
(b) Solugao Fraca

(c) Existéncia e unicidade de sulucao fraca para o problema de Dirich-
let em um dominio limitado.

(d) Espectro do Operador Laplaciano.

CRONOGRAMA DE EXECUCAO DO PLANO

O contetido deste plano serd executado em duas etapas descritas a seguir:
Primeira Etapa: de agosto a dezembro de 2002.

Introducao a Analise Funcional e Integral de Lebesgue.

Segunda Etapa: de janeiro a julho de 2003.

Aplicagoes a problemas eliticos semilineares.



Referéncias Bibliograficas

[1] Haim Brezis, Analyse Fonctionnelle Théorie et Applications, Masson
Paris, 1987

2] Kreyszing E., Introductory Funtional Analysis with Applications, wiley
1978

[3] S. Kasenave, Funtional Analysis and Appplications, Bangalore-India,
1989

[4] Djairo de Figueiredo, Teoria Cldssica do Potencial - Editora Universidade
de Brasilia

[5] D. Gilbarg and N. S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Equations of
Second Order, second edition, Springer-Verlag, 1983.

[6] Antonio Giglioli, Equagdes Diferenciais Parciais Elipticas, Notas do 10°
Coléquio Brasileiro de Matemadtica, Pogos de Caldas 7/26 Julho 1975



