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Resumo

Neste trabalho, estudamos a classe de problemas de valor de fronteira (*)
—Au+ (g(x) —7)u = a(x)u? em Q, com Bu = 0 sobre 952, onde p > 1, ¢ é continua,
7 é um parametro real e B denota condicao de fronteira de Neumann, ou Dirichlet,
ou do tipo-misto. Este problema ¢é bastante conhecido se a > 0 em 2, ou 7 < py, 0
principal autovalor de —A + ¢(x). Aqui, a novidade fica por conta de permitirmos
que a mude de sinal em €2 e nenhuma restri¢ao seja imposta sobre 7. Assim, obtemos
algumas condicoes necessarias e suficientes para a existéncia de uma solucao positiva.
Em particular, se ¢ é a autofuncao associada a p, e a assume valores positivos e
negativos, a seguinte afirmacao vale: Se (i) [,a(x)¢P*!(x)dx < 0, entdo existe
7" > py, tal que o problema (*) tem uma soluc¢do para cada 7 € [y, 7*), enquanto
nao existe solu¢ao para 7 > 7*. Reciprocamente, a condigao (i) também é necessaria
para a existéncia de solucoes. A existéncia de solucao é obtida via minimizacao,
enquanto a condigao necessaria (i), segue por uma generalizacao da Identidade de
Picone. Além disso, estudamos o problema (**) —Au+ m(x)u = a(x)u? em 2, com
d,u = 0 sobre 02, onde p > 1, m é continua e novamente a muda de sinal. Sob
hipéteses adicionais, a condigao [, a(x)e?*!(z)dx < 0, caracteriza mais geralmente
a existéncia de solugoes do problema (**), somente em termos de p;. Os métodos
utilizados sdo basicamente os mesmos que do problema (*).
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Abstract

In this work, we study the class of boundary value problems (*) —Au + (¢(z) —
T)u = a(x)u? in Q, Bu = 0 on 09, where p > 1, ¢ is continuous, 7 is a real
parameter, and B denotes either the Neumann, or the Dirichlet, or a mixed-type
condition. The problem was already known if a > 0 in €2, or 7 < pq, the principal
eigenvalue of —A + ¢(x). Here a is allowed to change sign in €2, no restrictions
are imposed on 7 , and some necessary and sufficient conditions for the existence
of a positive solution are provided. In particular, if ¢ denotes the eigenfunction
associated with gy, and a takes both positive and negative values, the following
assertion holds: If (i) [, a(x)p”™(x)dx < 0, then there exists 7% > py such that
problem (*) has a solution for every 7 € [y, 7*), while no solution exists for 7 > 7*.
Conversely, condition (i) is also a necessary condition for existence of solutions. The
existence part of the proof is obtained by a constrained minimization method and
the necessary part is derived from a generalized “Picone identity”. Moreover we
study the problem (**) —Au + m(x)u = a(x)u? in Q, d,u = 0 on 02, where p > 1,
m is continuous and, again a change sign. Under the additional hypothesis the
condition [, a(x)@?*!(x)dx < 0, implies more generally the existence of solutions
the problem (**), with respect only to p;. The used methods are basically the same
as used in problem (*).
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Notacoes

Notagoes Gerais

Bs(x) bola aberta de centro x e raio §
- convergéncia fraca
| 4| medida de Lebesgue de um conjunto A
q.t.p quase toda parte
suppf suporte da funcao f
divu divergente de u
ou Ou Ju
Vu=|——,...,— radiente de u
<8ZL’ 1 81’ 2 aZL‘ N ) &
N
0%u
Au = ! Laplaciano de u
— Jx;
=1
ou . .
Em =0,u=v-Vu derivada normal exterior
v
1 /s
(o =— [ udz média de u em )
€2 Jo
-ou (,) denotaram produto interno
C,C, 0y, Cs, ... denotam constantes positivas
QCRY aberto
Q fecho do conjunto 2
o0 fronteira de €2
' expoente conjugado de p, isto é, 1/p+1/p' =1, onde 1 < p < o0



Espacos de Fungoes
LP(Q) = {u mensuravel sobre Q e / lulPdr < oo}, 1<p<o
Q
L>(Q) = {u mens. sobre Q eexiste C' tal que |u(z)| < C q.t.p sobre Q}
Ce() funcoes continuas com suporte compacto em §2

Ck(Q) funcoes k vezes continuamente diferencidveis sobre 2, k € N

() = C¥(2) N Q)
C(Q) funcées continuas sobre

Ch(Q) = {uEC(ﬁ): sup Ju(z) = uly)] <oo} com(0<a<l

z,yeQ |z — y|*

ou

B )
Wir(Q) = {u e L/(Q): 5 € L(Q) e /Quaf - —/Qa—::go,Vgp € 0®(Q),Vi=1,...

WyP(Q) é o completamento de C1(€), na norma de W'?(Q), 1 < p < oo
HI(Q) = W2(Q)

Hy () = Wy ()

lulop = sup |u(z)] norma do espaco C().
zeC()
1/p
|u|| ey = (/ |u|p) norma do espago de Lebesgue LP(€)
Q
N ou
[ullwre@) = HU”LP(Q)—F; H oy | norma do espago de Sobolev W1?(Q)

|uloo = sup M

norma do espaco C()
zyee T —y[®



expoente critico de Sobolev definido por

Np

N——p se 1§p<N

00 se p>N



Introducao

Nesta dissertacao, estudaremos a existéncia de solugoes fracas positivas de
equagoes diferenciais parciais elipticas semilineares. A classe das equacoes que
iremos estudar é bem particular, no sentido de que tais problemas tém uma
caracteristica bem interessante: o sinal indefinido na parte nao linear. Mais
explicitamente, os problemas que iremos tratar sao:

Problema 1. Consideremos  C RY um dominio suave e limitado, procuraremos
solugoes positivas do seguinte problema eliptico semilinear:

—Au+ (¢(x) —7)u = a(x)uP em Q
{ ) lgu = O() sobre  0f), (1)

onde ¢ e a sao fungoes continuas com a mudando de sinal em €2, 7 é um
parametro real, p > 1 e B é um operador de fronteira de Neumann, ou
Dirichlet, ou do tipo misto.

Problema 2. Consideremos €2 C RY um dominio suave e limitado, procuraremos
solugoes positivas do seguinte problema eliptico semilinear:

—Au+m(z)u = a(z)uP em () ()
o, u 0 sobre 0f),

onde m e a sao fungdes continuas com a mudando de sinal em Q e p > 1.

Nos tltimos anos problemas com nao linearidades de sinal indefinido, vem sendo
o objeto de estudo de matematicos de renome. A sua importancia vai além do
simples fato de resolver tais equacgoes, estes problemas modelam problemas fisicos-
matematicos e veem sendo estudados desde 1800, tais como: teoria da combustao,
fisica nuclear, dinamica de populagoes, etc (cf. [8]).

O problema 1, foi abordado em 1995 no artigo [6]. Quando a fungao a tem sinal
definido, resultados de existéncia ja sao bem conhecidos. Quando a muda de sinal,
sera necessario impor algumas restricoes sobre 7, de modo a obtermos condicoes
necessarias e suficientes para existéncia de solugoes para o problema (1) (cf. Teorema
1.2 e 1.3). Para provar existéncia de soluc¢ao sob hipdteses adicionais, utilizaremos o
método de minimizacao vinculada; ja a parte “necessaria”, conseguiremos a partir
de uma generalizagao da identidade de Picone (cf. secao 0.2).



No artigo [6], os autores conjecturam se poderiam obter a existéncia de solugao do
problema 2, para uma funcao m qualquer, sem substitui-la por uma funcao do tipo
do problema 1. E se desta forma poderiam obter tais resultados sem dependéncia
do parametro 7. A resposta a esta conjectura foi respondida no artigo [23]; o autor
mostra que a resposta em geral nao é verdade, mas sob varias hipéteses adicionais
obtém alguns resultados de existéncia. A grande importancia deste trabalho é o fato
do autor mostrar que tais hipoteses adicionais sao “6timas”, num sentido que sera
melhor esclarecido no decorrer da dissertacao.

No decorrer da dissertacao, estaremos sempre fazendo referéncia aos resultados
demonstrados, indicando o ano, bem como a referéncia bibliografica. Acreditamos
que com isso, aquele que vier a ter interesse nestes tipos de problemas, poderao
fazer aqui uma breve pesquisa introdutoéria. A dissertagao a seguir esta dividida da
seguinte forma: Primeiramente, enunciamos e demonstramos alguns dos resultados
que utilizaremos, para obter as respostas dos problemas propostos acima. O capitulo
1, é dedicado ao estudo do problema 1, e por fim, no capitulo 2, o estudo do problema
2.



Preliminares

Daremos aqui, enunciados e provas de alguns resultados relevantes e importantes
para uma melhor compreensao do que serd feito neste trabalho. Ou seja, este pode
ser visto como um apéndice. Assim, por vdarias vezes, com o objetivo de facilitar a
leitura, vamos recorrer a tais resultados usando referéncias cruzadas. Acreditamos
que isto deixara a escrita do texto menos densa, pois nao teremos que enunciar e
provar estes resultados no meio da prova de uma proposi¢ao ou algo parecido.

0.1 Resultados Basicos

Em varias partes deste trabalho iremos recorrer aos seguintes resultados:
Teorema 0.1 ([16], Teorema da Divergéncia) Seja Q um aberto de classe C*.
Se F € C}RN RY), entdo

/Q div(F(z))dz = / F(o) - v(o)do. (3)

o0

Notemos que em particular para F' = Vu temos que

/Qdiv(Vu(a:))da: = /aQ %(0). (4)

Como corolario deste teorema temos as férmulas de Green, a saber:

Corolario 0.1 ([16], Férmulas de Green) Sejam Q um aberto de classe C' e
u,v duas fungoes de classe C3(RY). Entao,

ou ov
| p@aue) @ svla - | [@w)v(a) - 5<a>u<a>] i, (5)
ou
- /Q o(z) Au(z)dz = /Q Vu(@)Vo()de — [ Sl (6)

Um outro Teorema de carater relevante ¢ a desigualdade de Holder, enunciada
abaixo:

Teorema 0.2 ([7], Teorema IV.6) Sejam, f € LP? e g € L, com 1 < p < oo.
Entao fg € L' e

/ ol < 1l gl



Enunciaremos agora o importante Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue. Este Teorema nos diz que, sob algumas hipdteses, a operagao de integragao
¢é continua.

Teorema 0.3 ([5], Teorema 5.6) Seja (f,) uma seqiiéncia de fungoes de L'(SQ).
Suponhamos que:

() fu(z) = f(z) ¢-t.p em &,

(ii) existe g € LY(Q) tal que para todo n > 1, temos

|fu(@)] < g(x) q.t.pem Q.

Entao f € L'(Q) e
Tim [ fo = fllzve) = 0,
isto €,
/f(x)dx: lim [ f(z)dz.
Q n— Jo

O préoximo Teorema, juntamente com o Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, serd bastante til para provarmos resultados de convergéncia.

Teorema 0.4 ([7], Teorema IV.9) Sejam (f,) uma seqiéncia de LP(Q) e f €
LP(Q2), tais que
[fn = Fllzri) = 0.

Entdao podemos extrair uma subseqiiéncia (f,,) tal que

(@) fo,, — f(2) g-t.pem Qe
(12) | fo, (x)] < h(z), VK € g.t.p em Q, com h € LP(Q).

Teorema 0.5 ([7], Proposicao II1.5) Sejam E um espaco de Banach e (x,) uma
seqiiéncia em E. Se x, — x fracamente na topologia fraca de E, entdo ||x,| é
limitada e

ol < limnt |z,

Teorema 0.6 ([7], Teorema II1.27) Sejam E wum espaco de Banach reflexivo
e (z,) uma seqiéncia limitada em E; entdo existe uma subseqiéncia (x,,) que
converge na topologia fraca de E.

Teorema 0.7 ( [16] ou [12], Desigualdade de Poincaré-Wirtinger) Sejam
Q um aberto, limitado e conexo de RY, com 9 de classe C' e 1 < p < oo. Entao,
existe uma constante C, dependendo apenas de n, p e €1, tal que

v = (w)allr@) < Cl[Vul| Lo,

para toda fun¢ao u € WHP(9Q).
Em particular, sobre o espago V = {v € W'P(Q) : (u)q = 0}, temos que ||Vul| o)
¢ uma norma equivalente a norma de WhP(Q).



Teorema 0.8 ([7], Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja Q C RY um aberto
limitado de classe C* e 1 <p < N. Entdo:

(a) WP(Q) estd imerso continuamente em L(QY) para todo q € [1,p*];
(b) WLP(Q) estd imerso compactamente em L) para todo q € [1,p*).
Em particular para p = 2, temos que:

(a’) HY(Q) estd imerso continuamente em L1(Y) para todo q € [1,2*] e

(b’) HY(Q) estd imerso compactamente em L4(SY) para todo q € [1,2%).

0.2 Identidade de Picone

Para provarmos condigdes necessérias para a solubilidade da equagao (1), vamos
utilizar uma generalizacao da identidade de Picone. A identidade de Picone, trata-se
de uma identidade diferencial, a saber:

div [%(UVQD —oVu)| = pAp — %Au + u? ‘V (%) ‘2,

onde u, p € C?, com u > 0. Para maiores detalhes sobre esta identidade, confira as
referéncias [11] e [14] contidas em [6]. Vamos usar a seguinte generalizacao:

Proposicao 0.1 (Generalizagao da identidade de Picone) Sejam
€ CYR), u, o € C?, u > 0. Temos a sequinte igualdade:

div [w (%) (uVep — goVu)} =) (%) (uAp — pAu) + ¢’ (%) u?

Prova. Ora,

div [w (%) (uVyp — @Vu)] = i 0 [w (%) (uVep — goVu)]

Por outro lado, temos que
.2 ¥
uVg — oVu = u v(-).

8



Substituindo na equacao acima, obtemos

div [0 (2) Ve —oVu)| = v () @de —pau) +uy (£)V (£) v (£)

u u

= (&) wae—pan ity (2)[v (2)

2

|
A férmula (7) é uma generalizagdo da identidade de Picone. De fato, no caso
especial ¢(t) = t, a férmula em (7), reduz-se a:
v ()
u

¢ ¢’ 2
div [—(quo —oVu)| = pAp — Z—Au + u?
u u

)

que € a identidade classica de Picone.

0.3 Meétodo de Subsolucao e Supersolucao

Muitas vezes iremos recorrer ao método de subsolugoes e supersolugoes.
Consideremos o seguinte problema:

—Au = g(z,u) em ()
% =0 sobre 0f), (®)
v

onde, por simplicidade, vamos tomar g : 2 x R — R continua em z (para u fixo)
e continuamente diferencidvel em u (para x fixo). Por definigao, u € C*(2) ¢ uma
subsolugao (fraca) para o problema acima se du/0v = 0 sobre 0 e

/ VuVodr — / g(-,u)dr <0, Yo € H(Q), ¢ >0.
Q Q

Similarmente, 7 € C'(Q2) é uma supersolucao (fraca) do problema se a
desigualdade acima vale no sentido oposto e também Ju/Ov = 0 sobre 0f).
Consideremos o funcional energia associado ao problema (8):

1
I(u) :§/Q|Vu|2dx—/QG(x,u)dx, para u € H'(),

onde G ¢é a primitiva de g, isto é, G(z,u) = fos g(x, s)ds. De posse dessas definigdes
e notacoes temos o seguinte:

Teorema 0.9 ([23], Teorema 4) Suponhamos que u € C'(Q) € uma subsolucdio,
enquanto @ € CY(Q) ¢ uma supersolucio de (8) e que u < T em €. Suponhamos
também que w e U nao sio solugoes de (8). Entdo eriste uma solugio u € H'(Q)
do problema (8) satisfazendo a condigdo u < u < uw em 2. Além disso, a sequnda
variagao de I em u € ndo negativa, isto é, (I"(u)v,v) > 0 para todo v € H'(Q).



0.4 Multiplicadores de Lagrange

Definigao 0.1 Sejam X um espago de Banach, F € CY(X,R) e um conjunto de
vinculos:

S:={veX:F(v)=0}.

Suponhamos que para todo u € S, temos que F'(u) # 0. Seja J € CY(X,R).
Dizemos que ¢ € R € valor critico de J sobre S se existem u € S e A € R tais que
J(u) =ce J(u) = AF'(u). O pontou é um ponto critico de J sobre S e o nimero
real A € chamado multiplicador de Lagrange para o valor critico c.

Utilizaremos o seguinte:

Teorema 0.10 ([16], Multiplicadores de Lagrange) Sob as hipdteses e
notagoes da defini¢cao acima, suponhamos que ug € S € tal que
= inf :
J (ug) inf J(v)

Entao existe A € R tal que
J (ug) = ANF'(up).

0.5 O Passo da Montanha

Nesta se¢ao, daremos o enunciado do famoso Teorema do Passo da Montanha.
Antes, porém precisamos introduzir uma condicao de compacidade que é
fundamental para garantirmos a existéncia de pontos criticos.

Definigao 0.2 Seja E um espago de Banach. Denotemos por C*(E,R) o conjunto
dos funcionais que sao Fréchet diferencidveis, com derivada de Fréchet continua
sobre E. Para I € CY(E,R), dizemos que I satisfaz a condi¢io de Palais-Smale,
que denotaremos por (PS), se qualquer seqiiéncia (u,) C E, tal que I(u,) € limitada
e I'(u,) — 0 quando n — 0o, possui uma subseqiiéncia convergente.

Notemos que esta definicao nos da uma espécie de compacidade sobre o funcional
I. De fato, a condigao (PS) implica que

K.={ueFE:I(u)=c e I'(u) =0},

isto é, o conjunto de pontos criticos de I, tendo ¢ como valor critico, é compacto
para qualquer ¢ € R. De posse desta definicao temos o seguinte:

Teorema 0.11 ([20], Teorema do Passo da Montanha) Sejam E um espaco
de Banach e I € C*(E,R) satisfazendo (PS). Suponhamos que 1(0) =0 e

(i) Existem p,a > 0 tais que I|pp,0) > a

(it) Eziste e € E\B,(0) tal que I(e) < 0= 1(0).

Entao, I possui um valor critico ¢ > «. Além disso, ¢ pode ser caracterizado como:

c=1inf max [(u), 9
9€T ueg([0,1]) () ©)

10



onde
I'={g€C([0,1], E) : g(0) = 0,9(1) = e} .

Vamos enunciar ainda, um resultado que serd importantissimo para a
demonstracao do Teorema 1.5. Tal resultado é de uma versao refinada do Lema
de Deformagao. Aqui, F' é um espaco de Banach, Fs = {u € F : dist(u, F) < 6} e
Je={ueFE:Ju)<c}

Teorema 0.12 ([14], Teorema 1.13) Sejam J € C*(E,R), F e G subconjuntos
disjuntos e fechados em E. Sejam ¢ € R e § > 0, niimeros tais que Fos NG =) e

4
Vue I ([e—eietel) N B = 17 (w)] > 5

Entao, existe um homeomorfismo n: [0,1] x E — E, tal que:
(1) n(t,u) =u, seuwe G ou |J(u) —c| > 2,
(2) (1, J*NF) C J N Fa,

(3) lIn(t,u) —ul < 26t.

0.6 Principio do Maximo

Nesta dissertacao, para obtermos a positividade da solugao, muitas vezes iremos
recorrer ao:

Lema 0.1 [[12], Lema de Hopf Refinado] Suponhamos que €2 C RN ¢ aberto,
u € C?*(Q), e ce L>™(Q). Suponhamos além disso que,

0 em

>
> 0 em §,

—Au + cu
U

com u nao identicamente nula.

1. Se para algum zo € 09, temos u(xg) = 0 e Q satisfaz a condi¢ao da bola
mnterior em xg, entao

v(xg) - Vu(zg) = %(l'o) <0,

onde v denota a normal unitdaria exterior.

2. Além disso,
u>0 em .

11



Notemos que, nao estamos exigindo nenhuma condigao sobre o sinal de c.

Antes de provarmos este Lema, necessitamos rever alguns resultados de principios
do maximo para equagoes diferencias parciais elipticas.  Seguiremos aqui a
abordagem dada em [12]. Iremos considerar operadores elipticos L, tendo a forma

N N
Lu=— E Aijlgz; — g biu,, — cu,
i=1

ij=1

onde os coeficientes a;;, b; e ¢ sao continuos e satisfazem a condi¢ao de elipticidade
uniforme, que definiremos abaixo. Vamos supor também que a;; ¢ simétrica, isto é,
aij = Cljl'.

Definicao 0.3 Dizemos que um operador diferencial L € (uniformemente) eliptico,
se existir uma constante X\, tal que:

n

> ay(@)&& = Mel, gtpem Q VEERN

ij=1

Vamos supor que £ C RV é aberto e limitado e L é um operador uniformemente
eliptico.

Definigao 0.4 Uma fungdou € C*(Q)NC(Q) satisfazendo Lu < 0 em § € chamada
de subsolugdo. Da mesma forma, se u € C*(Q) N C(Q) satisfaz Lu > 0 em ,
dizemos que ela € uma supersolucao.

Lema 0.2 (Lema de Hopf para Supersolugées) Suponhamos que ¢ = 0 e que
u € C?(Q)NCYQ). Suponhamos ainda que, Lu > 0 em Q e que exista um ponto
xg € 082, tal que

u(zo) < wu(zx), Vo e Q.

Finalmente, suponhamos que ) satisfaz a condicao da bola interior em xg, isto €,
que existe uma bola A C Q) com x¢ € 0A. Entao,

B
a—;‘@o) <0,

onde v ¢ o vetor normal unitario a bola A em xg. Sec >0 em Q, a mesma conclusao
¢ vdlida desde que u(zg) < 0.

Teorema 0.13 (_Princfpio do Maximo Forte) Suponhamos que ) € conezo, que
ue C?*()NCHQ) e Lu<0 em Q.

(i) Sec =0 ewu atinge seu mdzimo em §2 em um ponto interior, entao u € constante
em (2.

(i) Se u tem mdzximo global zero em S, entao u € identicamente nula em €.

12



De posse desses resultados, definicoes e notagoes, estamos com condigcoes de
provar o Lema 0.1.
Prova do Lema 0.1. Sejam x = (71, 7y,...,7x5) € Q e w(z) := e Mu(z), onde
A\ > 0 seré determinado posteriormente. Entao u = e 1w, e portanto:

cu Z Au = A(€A$1w> - )\QU + 2A6>\$1wx1 + 6)\431 A/LU

Assim,
—Aw — 2 w,, > (A —c)w >0, em €,

se A = ]|

Conseqiientemente, w é uma supersolucao para o operador eliptico
Lw = —Aw — 2 \wy,,

o qual nao tem o termo de ordem zero.

Logo, pelo Teorema 0.13, segue que w > 0 em €2. De fato, suponhamos que exista
Yo € €, tal que w(yy) = 0. Como, w(z) = e u(z) e e > 0, devemos ter que
u(yo) = 0. Mas, sabemos que u > 0 em (2, donde segue que yo é ponto de minimo
para w. Portanto pelo Teorema 0.13, parte (ii), concluimos que w é constante em
). Mas, como w(yy) = 0, temos que w(y) = 0 para todo y € €. Pela continuidade
de w em () e a conexidade de €2, obtemos que w = 0 em 2, o que implica v = 0 em
Q. Absurdo, pois por hipétese u # 0. Portanto, w > 0 em ).

Agora, por hipétese, existe xg € 0€2, tal que w(zg) = 0, e Q satisfaz a condigao
da bola interior em z(. Além disso, pelo que acabamos de ver acima w(zy) < w(x),
para todo x € €). Assim, pelo Lema 0.2,

ow
E(l‘o) < 0.
Mas,
ow ou
5, (20) = Vw(zo) - v(zo) = 6%95(1’0)7
pois u(xg) = 0. O que demonstra (1). Além disso, (2) segue do fato de w > 0 em
Q. n

0.7 Regularidade

Seja © um dominio suave limitado em RY, a € C(Q) e p > 1.

Teorema 0.14 Suponhamos que u € H'(Q) é uma solugio fraca do problema:

—Au = a(z)uP em
ou = 0 sobre 02,

entao u € C?*(Q).
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Para a prova deste resultado, vamos utilizar resultados devido a Wang, que, para
esclarecermos mais este trabalho, iremos enuncia-los aqui.

Lema 0.3 ([24], Lema 5.1) Suponhamos que 9Q € C*, u € H'(Q) € uma solugao
fraca de:
—Au = b(z)u em
{ du = a(r)u sobre 0N,

onde b € LN?(Q), a € L®(Q); entdo u € L}(NY), para todo t > 1.
e

Lema 0.4 ([24], Lema5.2) Suponhamos que 9Q € C%, f € LP(Q), ¢ € W'P(Q),
p € (1,00). Seu é uma solugao de:

—Au = f em
du = ¢ sobre 02,

entao,
ullw2p@) < C (I1fll ey + ll@llwrre) -

Prova do Teorema 0.14. Em nosso caso, a(z) = 0. Notemos que a equagao
—Au = a(x)uP pode ser reescrita como:

—Au = (a(z)u’ ") u.
Logo, devemos ver que (a(z)uP~') € LV/2(Q). Como a € C(Q) é suficiente que
uP~! € LN2(Q), ou equivalentemente, ulP=YN/2 ¢ LY(Q). Ora, como vimos
acima, temos que u € L"(Q), para 1 < r < 2*. Entao, devemos provar que
1 <[(p—1)N]/2 < 2*. De fato, suponhamos por contradi¢ao que [(p —1)N]/2 < 1.
Obtemos que, N < 2/(p—1), o que é um absurdo, pois os naturais nao sao limitados
superiormente. Além disso, por (1.7) temos que p < 2* — 1, isto é,

N +2 4 (p—1)N 4N 2N
N_2:>p—1< = < =

= 2",
N -2 2 2N —-2) N-2

p<

Portanto, pelo Lema 0.3, temos que u € LY(Q) para todo t > 1. Usando o
Lema 0.4 conseguimos ver que u € C'(Q) para qualquer a € (0,1) e gracas as
estimativas de Schauder ( cf. [13]) temos a regularidade de w. [
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Capitulo 1

Um Problema Eliptico Homogéneo
com nao Linearidade de Sinal

Indefinido

Este capitulo é voltado ao estudo da existéncia de solugoes positivas do seguinte
problema eliptico semilinear:

(1.1)

—Au+m(z)u = a(x)uP em ()
Bu = 0 sobre Of2.

O operador fronteira B denota uma das seguintes condigoes de fronteira
homogéneas:

e condicao de fronteira de Neumann:

Bu:=0,u=0 sobre 0 (1.2)

e condicao de Dirichlet:

Bu:=u=0 sobre 0% (1.3)

e condicao de Robin ou do tipo misto:
Bu := 0,u+ a(x)u =0 sobre 0f; (1.4)

onde a > 0 é uma funcao continua dada sobre 02 e v é a normal unitéria
exterior.

Consideraremos  um dominio suave limitado em RY, a serd uma funcao
continua que muda de sinal em €2 e 0 expoente p > 1 (motivo pelo qual, denominamos
problema superlinear).

A terminologia indefinido significa a mudanga de sinal da funcao a; foi
inicialmente utilizada por Hess e Kato, em um trabalho sobre problemas lineares de
autovalores (cf.[15]).
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Quando a funcao a é positiva, ha varios resultados classicos na literatura com
condicao de fronteira de Dirichlet, ou seja, do tipo (1.3). De fato, existem muitos
resultados de existéncia de solucoes para problemas mais gerais do tipo:

{_Au+m(a:)u = f(z,u) em € (1.5)

Bu = 0 sobre 0f).

Estes resultados envolvem hipéteses no termo nao linear f(z,u), que no caso em
que consideramos f(x,u) = a(z)u?, implica em particular que a > 0 em €.

Aqui, a situagao é bem diferente do caso em que a > 0. O passo crucial para
resolvermos o problema em questao é: interpretarmos a relacao entre o carater
indefinido e as propriedades espectrais do operador linear no lado esquerdo de (1.1),
sobre diferentes condicoes de fronteira.

1.1 Resultados Principais

Vamos considerar em principio o problema mais simples, o caso “nao coercivo”,
com condigoes de fronteira do tipo (1.2), isto é, condi¢ao de fronteira de Neumann.
O modelo deste problema é o seguinte:

(1.6)

—Au = a(z)uf em ()
o, u 0 sobre 0f),

onde a € C(Q).
Para resolvermos este problema, precisamos de hipdteses sobre a poténcia p, a
saber:

l<p<2*—1se N>3 e p>1 nocaso N =1,2. (1.7)

Por todo o texto, denotaremos:
(a) QF :={zx e Q; a(x) >0}
(b) Q" :={z € a(r) <0}e
(c) Q" ={z € Q:a(x) =0}, com |Q° = 0.

Teorema 1.1 (1995, [6]) Existe uma solugao positiva de (1.6) se, e somente se,
as duas condi¢oes sequintes sao satisfeitas:

a muda de sinal em €) e /a(a:) dx < 0.
Q

Como dito acima, a discussao envolve o primeiro autovalor p; do operador linear
do lado esquerdo de (1.1), isto é, envolve o problema:

By = 0 sobre 0. '
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No sentido de enfatiza-lo, vamos introduzir o parametro 7, de modo que —7
seja o primeiro autovalor do operador linear. Para isto, consideramos o seguinte
problema:

1.
Bu = 0 sobre 0f), (1.9)
onde 7 é um parametro real e ¢ é uma funcao continua dada. Vamos supor que: o
operador linear —A + ¢(x), com a correspondente condigao de fronteira, tem 0 como
seu primeiro autovalor, ou seja, pedimos a seguinte condigao sobre ¢:

{ —Au+[q(z) —7lu = a(x)u?, u>0 em ()

{ existe ¢ >0, tal que (1.10)

—Ap+q(x)p=0 em Q; Bp=0 sobre 0.
Desta forma, o primeiro autovalor u; de (1.8) é u; = —7, pois temos:
—Ap+[q(z) —Tlp=—Ap+q(x)p —Tp=0—Tp =—Tp em Q

e By = 0 sobre 0f).
O préximo resultado indica condicoes necessarias sobre a para a solubilidade do
problema (1.9).

Teorema 1.2 (1995, [6]) Suponhamos que (1.10) wvale e que (1.9) tem uma
solucao. Entdo, necessariamente:

(i) a(x)e?(z) <0 se 7>0
/Q ' (1.11)

(i) QT #£0 se T <.

(¢4i) No caso T = 0, ambos (i) e (ii) sao condi¢oes necessdrias para a solubilidade

de (1.9).
Sobre a existéncia de solugdes de (1.9), temos o seguinte resultado:

Teorema 1.3 (1995, [6]) Suponhamos que,

(i) QT #0, Q" #0 e

(17) /Qa(x)gopH(Jz) < 0.

Entao, existe 7 tal que o problema (1.9) tem pelo menos uma solugao para
0 <7< 7" enao existe solucao para T > T*.

Observacao 1.1 Notemos que o Teorema 1.1 € um caso particular dos Teoremas
1.2 ¢ 1.3.
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No sentido de dar uma descri¢ao completa do problema (1.1), mencionamos aqui
dois resultados essencialmente conhecidos, quando se observa os casos em que a nao
muda de sinal. Entao, a situagao ¢ simples e obtemos uma condi¢ao necessaria e
suficiente.

Proposigao 1.1 (1995, [6]) Suponhamos que a < 0 em 2. Entao o problema (1.1)
tem solucao se, so se, pu; < 0.

Proposicao 1.2 (1995, [6]) Suponhamos que a > 0 em Q. Entdo o problema (1.1)
tem solucao se, so se, pu; > 0.

Finalmente, vamos considerar o caso em que p; > 0, o que chamamos de “caso
coercivo”, uma vez que o operador linear é coercivo. Entao, temos:

Teorema 1.4 (1995, [6]) Suponhamos py > 0. Entdao, o problema (1.1) tem
solugao se, so se, a(xy) > 0 para algum zq € €

Por conveniéncia e simplicidade, apresentaremos as provas para condicoes de
fronteira do tipo (1.2), isto é, por agora temos que Bu := J,u = 0 sobre 0f). As
provas sao andlogas para os outros casos (1.3) e (1.4).

1.2 Prova do Teorema 1.1

A fim de ilustrar as idéias e motivar-nos, provaremos inicialmente o Teorema 1.1,
embora este seja conseqiiéncia dos Teoremas 1.2 e 1.3.
Consideremos o problema:

{—Au = a(x)u? em )

du = 0 sobre 0f). (1.12)

Mostraremos que a seguintes condicoes

/a(x) dr <0, e (1.13)

a ¢é positivo em algum lugar em (2, (1.14)

sdo necessarias e suficientes para a existéncia de uma solugao positiva de (1.12).

Para vermos que (1.13) e (1.14) sao condigbes necessarias, observemos que: se u
é uma solucdo positiva de (1.12), entdo u > 0 em Q. De fato, suponhamos que u
nio seja estritamente positiva em Q. Por hipétese, sabemos que > 0 em Q e u é
nao trivial. Logo, como u > 0 em € deve existir zy € 0€2, tal que u(zy) = 0. Além
disto, a equagao em (1.12), pode ser reescrita como:

—Au — (a(z)u’ ) u = 0.

Notemos que,

1) ¢ (),

ul=p
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pois a é limitada pelo seu maximo, uma vez que a é continua em 2, que é um
compacto e, além disso, u € L" para 1 < r < 2% este é o caso de p — 1 gracas a
(1.7). Pelo Teorema 0.14, temos que u € C?(Q). Assim, estamos sob as hipéteses
do Lema 0.1, dado na pagina 11, e entao:

ou

%<l’0) < O,

o que contradiz a condicdo de fronteira em (1.12). Logo u > 0 em €.
Agora, integrando (1.12) e usando a férmula de Green (cf. (6)), obtemos:

/a(m) de = /—Auu” dx
0 Q

= /VuV(u_p) dx — OyuuPdo
Q o9

= —p/ |Vul?u™! dr <0,
Q

pois d,u = 0 sobre 9Q e u > 0 em €. Portanto (1.13) é necesséria.
Além disso, integrando diretamente (1.12) e usando o Teorema da Divergéncia,
temos que:

/ a(x)u? dx = —/ Au dr = — / div(Vu) =— | Vu-vdo=— | 0,udo=0.
Q Q Q o) o)

Logo, (1.14) também é necessaria.
Com o objetivo de estudarmos a existéncia de solugoes sob as hipéteses (1.13) e
(1.14), vamos considerar o seguinte problema variacional:

max /, (1.15)

u€es

onde I : H'(Q) — R é dada por:

I(u):/ga(yc)\u]i’ﬂrl dr e (1.16)

S = {ueHl(Q):/Q]VuF d;c:1}.

O préximo resultado completa a prova do Teorema 1.

Proposicao 1.3 (1995, [6]) Suponhamos (1.13) e (1.14). Entio o mdzimo em
(1.15) € finito e atingido por alguma func¢ao u > 0 em §). Além disso, existe o > 0,
tal que w = ou € uma solugao de (1.12).

Prova. Notemos primeiramente que nao ¢é verdade, em geral, que
sup {I(u); uw € S} seja finito, sem supormos condigdes adicionais como (1.13) e
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(1.14). De fato, se a(x) > 0 para todo z € Q, entdo [, a(z) dz > 0. Seja, u, = up+n,
com ug € S funcao positiva continua fixada. Entao, Vu,, = Vug = u, € S e temos:

I(u,) = /Qa(x)]un|p+1 dx:/Qa(:rj)|uo—i—n|pH dx
> np+1/a(x) dr — +00,
Q

ou seja, sup {I(u); u € S} = +o0.
Consideremos a decomposicao de H*(£2) em soma direta, como segue:

H'(Q)=R&V, com V:{UEHl(Q);/U d:czO}.
Q

De fato podemos fazer isto, pois dado A € RNV entdo, [, A dz=0= Q| =
0= X =0. Logo, RNV = {0} e, se escrevemos u =t + v, com [, v dx = 0, temos

/Qu(:c) dmzt!Q]ét:ﬁ/Qu(x) dx

e portanto,
1
v=u—— [ u(x) dz.
€2 Ja
Seja,
M = sup I(u),
u€esS

tal que M € RU {4o00}. Notemos que M > 0. De fato, por (1.14) existe uma bola
aberta Bj(zg), onde a > 0. Tomemos ug € S com suporte em Bs(xg), temos que:

M=swpl() = Iw)= [ ao)uP* ds

u€esS

_ / a(@) g dz > 0.
Bs (o)

Consideremos, (u,) C S uma seqiiéncia maximizante para I, isto é, u, € S, tal
que (I(uy)) é crescente e converge para M.
Denotemos, u, = t, + v, a decomposicao de u,, em H'(Q) = R® V. Temos que,

/|vun\2_/|wn|2_1.
Q Q

Agora, pela desigualdade de Poincaré (Teorema 0.7), segue que:
[onllL2(@) = llon = (vn)allL2@) < CllVUnll2@),
onde (vy)q = (1/]Q) [, va(z) dz = 0. Logo,

||Un||H1(Q) = ||Un||L2(Q) + ||an||Lz(Q) S Cl —f- ]_ = C ‘I— 1 = C,
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portanto (v,) é limitada. Usando (1.7) e o Teorema de Rellich-Kondrachov (Teorema
0.8) temos que V é compactamente imerso em LPT1(Q). Assim, passando a
subseqiiéncia, se necessario, podemos supor que:

v, v em HY(Q);
v, —v em LPPYQ) e

v, = v qt.p em €.

Notemos também que, [t,| é limitada. De fato, suponhamos que nao, entdo podemos
supor que |t,| — +o0o. Conseqiientemente, |t,| " v, — 0 em LPT(Q) e, usando o
Teorema 0.4, juntamente com o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
(Teorema 0.3), temos:

/a(x)]l + |to| o [P do — / a(z) dr <0,
Q Q

por (1.13). Isto, mostra que
I(u,) = / a(z)[t, + v, [P dx = |t, P! / a(x)|1 4 [t,| " va|PT do — —oo, (1.17)
Q Q

o que é um absurdo, pois vimos que I(u,) — M > 0. Portanto, ¢, é limitada e
passando a subseqiiéncia, se necessario, podemos supor que ela converge.
Conseqiientemente, u,, ¢ limitada em H'(f2) e, portanto,

u, ~u em HYQ) e

u, —u em LPT(Q).
Isto, implica em particular que (usando os Teoremas 0.4 e 0.3),
0<I(u)=M < +o0.

Logo, u # 0, ja que I(0) = 0. Além disso, se u é constante, entdao I(u) < 0 por
(1.13), 0 que é uma contradicdo e, portanto, [, |[Vul*> > 0. Logo, como u, — u em
H'(Q), temos pelo Teorema 0.5 que:

0< / |Vul? do < liminf/ |Vu,|? do = 1.
Q n—oo Q

Mostremos que u € S. Seja 6 > 1, tal que fu € S, o que é garantido gracas ao
Teorema do Valor Intermedidrio. Entao, I(0u) = 6P 1(u) = 6PT'M < M, onde
devemos lembrar que M é o supremo de I(u) em S. Logo, ?™1 < 1 e, portanto,
0=1.

Entao, u € S e u é uma solugao do problema variacional (1.15). Observemos
que, sem perda de generalidade, podemos iniciar com a seqiiéncia maximizante u,,
satisfazendo u,, > 0 quase sempre em €). De fato, |u,| tem as mesmas propriedades
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como seqiiéncia maximizante para (1.15). Portanto, a solu¢do u que obtemos é
satisfaz:
u>0, u#Z0 em .

Pelo que provamos acima, podemos concluir que existe um multiplicador de
Lagrange A\ € R, tal que:

—AMu = a(z)uP;, u>0 em ()
ou = 0 sobre 0.

Multiplicando esta equagao por u e integrando, obtemos:

)\:)\/ |Vul? dx:)\/ —Au.u dx:/a(x)up+1 dr = 1(u) = M.
Q Q 0

Entao A > 0. Pelo principio do méaximo e o lema de Hopf, como u # 0, temos que
u > 0 em Q. Tomemos, agora w = pu, com p = A~Y®~1 Entao,
—Aw = —pAu=-\"YP DAy
= Ay NP/ = a(x)uP. (A_l/(p_l))p
= a(z) (XYY" = a(@) (uu)? = a(z)w

e J,w = 0 sobre 0f). Portanto, w é uma solucao positiva para (1.12).
[ ]

A seguir, usando o Teorema do Passo da Montanha, provaremos o mesmo
resultado de existéncia, sob as mesmas hipéteses (1.13) e (1.14).
Consideremos o funcional, J : H'(2) — R dado por:

1 1 1 1
J(u) = —|Vul|* - p+1}d=/—v2d——l :
= [ {51V = a@lupt} o= [ S ot
definido sobre o espaco de Sobolev H'(£2). Devemos notar que J estd bem definido,
devido a imersao de Sobolev e p < 2* — 1. Além disso, J € C*(H'(Q2),R) (cf. [20],
apéndice B ou [11]). Logo, solugoes para o problema (1.12) sdo pontos criticos do
funcional J, uma vez que:

J(u)-p= /QVchp dx — /Qa(x)|u\p1u<p dr, Yo € H'(Q)

Mostraremos que o funcional J esta sob as hipéteses do Teorema do Passo da
Montanha, isto é, veremos que:

Proposigao 1.4 (1995, [6]) Suponhamos que (1.13) e (1.14) wvalem. Entdo o
funcional J € de classe C1, satisfaz a condicdo de Palais-Smale-(PS) e a geometria
do passo da montanha, a saber, as duas propriedades sequintes:

(¢) Existem p,a > 0 tais que J(u) > a, Yu € H(Q), com ||ul| g1y = p;

(i1) Existe e € H'(Q), |le]| g > p, e > 0 com J(e) <0 = J(0).
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Conseqiientemente, da Proposicao 1.4, em vista do Teorema do Passo da
Montanha (cf. Teorema 0.11), concluimos que o funcional J possui um ponto critico

no nivel minimax:

— inf ) > 6 1.18
¢ = inf max J(y(t)) 2 4, (1.18)

ondeI' = {y € C([0,1], E) : v(0) = 0,7(1) = e}. De fato, provaremos mais; veremos
no Teorema 1.5 que o funcional J possui um ponto critico positivo no nivel c. Este
Teorema nos diz que podemos obter uma solucao positiva do problema, usando
diretamente o Teorema do Passo da Montanha, diferentemente do modo usual, onde
modificamos o funcional. Vale salientar que ainda consideraremos H'(Q2) = V & R,
como feito na prova acima.

Para a prova da Proposicao, vamos precisar do seguinte:

Lema 1.1 Eziste um numero real positivo 3 > 0, tal que para todot e R ev €'V,
a condicdo ([, |[Vv|? clx)l/2 < B|t|, implica que:

t|Pt1
Iu)=I1(t+v) = / a(@)|t + ()P dr < % (/ a(x) dx) :

Q Q
Prova. Antes de iniciarmos a prova deste lema, observemos que a condicao
(Jo, IVo]? dx)l/2 < B|t| pode ser dada por:

[0/t 10y < 5,

pois v € V., ou seja, tem média zero e, portanto, pelo Teorema 0.7 as normas
Vo2 € ||v]| a1 (o) sdo equivalentes.
Consideremos, T': R x V' — R dado por:

T@my:La@m+vuwﬂdm

No espaco R x V' consideremos a norma da soma, isto é, ||(¢,v)]| = [t| + [|v]| z1(a)-
Vejamos que T é continua. De fato, suponhamos que temos uma seqiiéncia
(tn,vn) C R x V| tal que (t,,v,) — (t,v) quando n — oo. Pela condi¢ao (1.7)
e o Teorema 0.8 (a’), vemos que V estd imerso continuamente em LPT(Q). Logo,
T(t,,v,) — T(t,v).

Agora, notemos que por (1.13),

ﬂLm:/@@yM<a
Q
além disso,
1
T(1,0) < = / a(zx) dux.
2 Ja
Assim, se para algum ( > 0 suficientemente pequeno, temos

[0/t @) = [1(0,v/t]] = [|(1,v/t) = (1,0)[} < 5,
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entao, pela continuidade de 7', obtemos que:

T(1,v/t) < %/a(m) dx.

Q

Portanto,

T(t,v) = /Q a(@)[t + v(@) P da = [HPHT(L, u/t) < '”ZH /Q a(z) dz.

[
Como j& observamos acima, sabemos que J € C'(H'(Q),R). Dividiremos a
prova da Proposicao 1.4 em dois lemas, a saber:

Lema 1.2 (Condicao de Palais-Smale) Sob as hipdteses da Proposicio 1./
temos que J satisfaz (PS), isto €, dada uma seqiiéncia (u,) C HY(Q), satisfazendo:

[ J(un)| <C e J'(uy) — 0,
onde C' € uma constante positiva, entao (u,) possui uma subseqiiéncia convergente.
Prova. Seja (u,) C H'(Q) uma seqiiéncia, satisfazendo:

[J(u)| < C e J'(un) =0,

onde C' é uma constante positiva.
Destas hipdteses, sabemos que:

1 1 1 1
= Vun2dm——]un<—/ Vu,|* dv — ——1(uy,)| < C 1.19
5 [Tl o ) <[5 [ VP de- o) < )
e dado € > 0, para n grande temos
| (uy) - 0| = /Vuano da:—/a(x)|un|p_1ungo dr| < ell¢llm), (1.20)
Q Q
Vo € HY(Q).
Em particular, se em (1.20) tomarmos ¢ = u,,, obtemos:
| (uy) - up| = ‘/ (Vo |* do — 1(u,)| < l|unllmq)- (1.21)
Q
De (1.21) ainda obtemos que:
/Q|Vun\2 dr — I(up) > —¢l|un| g1 (). (1.22)

Multiplicando ambos os membros de (1.22) por —1/(p + 1), segue que:

1
p+1

1 3

+1 p+1
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Agora, somando membro a membro (1.19) e (1.23), obtemos:
CollVunllZ2@) < €+ Cullunllmri @) < Collunlls ), (1.24)

onde Cp =1/2—-1/(p+1) e Cy = max {C, C4}.

Assim, se supormos que |[uy||r2() < C3, obtemos que |[u,| g1 ¢ limitada.
Donde, sabendo que H'(£2) é um espago reflexivo, pelo Teorema 0.6, temos que
existe uma subseqiiéncia (u,, ) em H'(Q), tal que u,, —u € H'(Q).

Logo, para terminarmos a demonstragao, basta ver que u,, — u em H'(Q).
Para isto, faremos uso do Teorema de compacidade de Rellich-Kondrachov. Mais
precisamente, que H'(Q) — L*(Q) compactamente para 1 < o < 2*. Portanto,
usando (1.7), tomando subseqiiéncia, se necessario, temos que u,, — u em LP(Q).

Por outro lado, sabemos que:

tn, — vl = / U, — u\2 dx +/ \Vuy,, — Vu]2 dx. (1.25)
Q Q

Usando os Teoremas 0.4 e 0.3, segue que a primeira integral de (1.25) converge a
zero, uma vez que 2 < 2*. Além disso,

/ |V, — Vul® dv = J'(u,, —u) - (u,, —u)+ / a(z)|un, — ul? dz.
Q Q

Por hipétese, temos que J'(uy,, — u) - (upn, —u) — 0 e como p < 2%, segue que:

/ a(z)|u,, —ul? de — 0,
Q

onde novamente usamos os Teoremas 0.4 e 0.3. Logo,
/ |V, — Vul|® de — 0.
Q

E, portanto, segue de (1.25) que |ty — || g1 @) — 0. Assim, para completarmos
a prova, ¢ suficiente verificarmos que ||u,||r2(q) ¢ limitada.
Suponhamos que ||uy||12(q) — 0o. Donde,

lunlZ20) = llunllze).

o que implica:
1 1

Tl ~ Tunllze)

(1.26)

Deﬁnam@s’ Uy, = un/HunHL2(Q) e entéo, anHLZ(Q) = 1. Dividindo (124) por HunH%Q(Q)
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e utilizando (1.26), obtemos:

211 02
CollVunl2e < Co ©

“un”%%g)

Vu, U,
:(%C| y@+u|m@>

[tnll72 ) [un |72

Vu,
|| u ||L2(Q) o(1)

|tn || 22
= Cof| V| r2) + o(1),

donde concluimos que
CollVunlliz) — Call Vol 2@ < 0.

Portanto, ||Vu,||r2@q) ¢é limitada, pois se este nao for o caso, podemos dividir a
desigualdade acima por ||an||ig(m e obtemos:

Cy

Com 2
Vol L2

<0,

fazendo ||V, ||r2) — 00, segue que Cy = 0, o que é um absurdo.
Logo, como HU"H%Q(Q) = 1 e |[|Vuu|[2(q) ¢ limitada, temos que |[lvn| i) é
limitada. Pelo Teorema 0.6, passando a subseqiiéncia se necessario, segue que existe

vo € HY(Q), tal que v, — vy em H'(Q) e usando o Teorema 0.8 (b’), obtemos que
v, — v em L", para 1 < r < 2*. Em particular, para r = 2, temos que:

lvollz2(0) = 1, (1.27)

ja que [|vn]|z2@@) = 1.
Agora, notemos que:

Vuy, n Un,
A T el R < e onlliy
Q Q

[tn 220 Junllzz@y | = " Ntnll 20

Un

J/(un)

|tn || 22(0)

Por outro lado,

/Vu Vo, Vu,|> Va7
o lluall

@ JolnlPag — lunlZaq
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Mas, por (1.24), temos que

HVunH%Q

1 9 9 1/2
Co—rr— (IVunla(@y + 220y
Hun||L2 Q

1/2
_ o \|Vun|!%2(m+ 1
||un||4L2(Q) ||U’n||%2(§2)

1/2
van“Qm(Q) 1
= 2\ Yoy Tl -0
Uz IMtnellz2q)

||unHL2(Q

Entao, devemos ter que:

1
/ a(@)unl g = L / (@) [P
Q [wnllL2(q) [ ()
anllZ5
== HU || / (l’)"l}n|p+1
nllz2()

lunll? Q)/Qa(az)|un|l’+1 o0
Como H“”H];(lm — 00, Vemos que

/Qot(x)|vn|f‘ﬂrl — 0. (1.28)

Agora, dado ¢ € C°(Q), temos (por (1.28)) que:

/Qa(x)vﬁﬂ

Lembremos que v, — vy em L"(Q2), para 1 < r < 2*. Utilizando os Teoremas 0.4 e

0.3, obtemos que:
/ a(z)p e
Q

Donde, concluimos que vy = 0 em €2, ja que [2°| = 0. Isto contradiz (1.27). Portanto,
devemos ter que ||uy||z2(q) seja limitada. [

— 0.

[a@ure] < lelimo
Q

=0, Ve CXr(Q).

Lema 1.3 (Geometria do Passo da Montanha) Sob  as  hipdteses  da
Proposicao 1.4, temos que:

(¢) Existem p,a > 0 tais que J(u) > o, Yu € H(Q), com ||ul| g1 ) = p-

(i¢) Existe e € H'(Q), |le]| g > p, € > 0 com J(e) < 0= J(0).

Prova. Provemos, inicialmente, (i). Em V, tomamos a norma ||v||* := [, [|[Vv||* dx
e sobre, H'(Q) definimos a seguinte norma equivalente:

lull* = [¢* + o],
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parau=t4+vcomt e RevelV.

Tomemos p > 0 suficientemente pequeno (especificaremos abaixo a escolha
precisa de p). Consideremos v € H'(Q) com |ju|| = p e seja 3 > 0 a constante
positiva dada no Lema 1.1.

Distinguimos dois casos:

Caso 1. |[v|| < 8|t|. Entao, como ||v]|? + [t|* = p?, segue que

287+ [t = [[oll* + [t* = p* = [t* = p*(1+ 5%
Pelo Lema 1.1 e (1.13) sabemos que

1
I(u) < —[|tfP™o, onde o= —3 / a(z) dz > 0.
0

Portanto, neste caso, vemos que:

1 1
Jw) > —— [ a(@)|uf™ de = ———1I(u
W) > pHQ()H 1)
|t|p+1 — (|t| )(p+1)/2
- p+1 p+1
o 0 (p+1)/2 0
—_— =« .
p+1\1+p 1
Caso 2. ||v]| > f|t|. Como, u =t + v, segue que
[lvll* 1
Jul® = [¢* + [|v]|* < ot v]|* = zt 1) vl
Logo,
1 1/2
full< (5+1) Il (1.29)

Sabemos que a é continua no compacto € e, portanto, seu méximo é atingido,
ou seja, |aly = max {a(z) : x € Q}. Pela imersao de Sobolev, temos:

[ at@tup do

onde C; >0e C =Cy((1/5%) + 1)(p+1)/2.
Portanto, se |lv|| é suficientemente pequena, digamos |[[v| < p, com p
suficientemente pequeno, temos que:

< lalollulfpisq) < CullulP* < ClolP*,

1 1
Jw) = | - —— ptlq
W = gl = [ atwl da
1 C
> Ll - Hp“
p+1
— ol (———C o ||p-1)
p+1
S
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Como ||u|| = p, segue por (1.29) que:

Bp
V1462

2 2
J(u) > :i(lﬁ—i——pﬂ?) > 0.

Assim, a prova de (i) segue com a escolha de v = min {ay, as}.

Agora provemos (ii). Notemos que por (1.14), temos que QF # (). Além disso,
sabemos que a é continua, logo Q" é aberto. Assim, dado xy € Q7 temos que existe
Bs(z) € QF. Tomemos ¢ € C§°(€2) com suppy) C Bs(xg). Devemos salientar que:
a(x) > 0 para todo = € Bs(x).

Seja t > 0, temos:

p=>|v]| >

Logo,

J t2 v ) tp—l—l pil p
tp) = — -
(#0) = SIV0lie — o [ a@lolr™ do
UVl — o [ ol d
= — T2(Q) — a(x T — —00,
2 @ p+1 Jpymo
quando t — oo, pois p+ 1 > 2. [ |

Assim, temos provada a Proposicao 1.4. O préximo passo é mostrarmos que a
solucao obtida é positiva. Isto, é usualmente obtido modificando o funcional J e
substituindo-o por:

s = [ (GveP - ) de

onde vt = max{u(x),0}. De fato, qualquer ponto critico de J* é uma solugao
positiva de (1.12). Aqui, no entanto, J* nao satisfaz as hipéteses do Teorema do
Passo da Montanha. Mais precisamente, vemos que ele nao satisfaz a propriedade
(i) da Proposigao acima. Com efeito, se u é qualquer constante negativa, entao
Jt(u) = 0.

Todavia, veremos que uma variante do Teorema do Passo da Montanha nos da
uma solugao positiva. Isto segue do fato da aplicagdo u — |ul, ser continua em
H'(Q) e satisfaz J(u) = J(|u]), isto é, J é um funcional par. Estas propriedades
implicardao que: existe um ponto critico u de J, tal que u > 0 em §.

Este resultado abstrato é devido a Brezis e Nirenberg e nos da pontos criticos
com propriedades adicionais, tais como positividade.

Teorema 1.5 Sejam E um espaco de Banach e J € CY(E,R) satisfazendo (PS).
Suponhamos que J(0) =0 e
(i) Existem p,a > 0 tais que J|pp,0) > @
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(it) Eziste e € E\B,(0) tal que J(e) < 0 = J(0). Além disso, suponhamos que
existe uma aplicacao continua p : E — FE, tal que:

J(p(u)) < J(u), Yue E

e p(0) =0, p(e) = e. Entao, existe um ponto critico u € p(F) tal que J(u) = ¢ > «,
onde ¢ € caracterizado pela formula em (1.18).

Prova. Suponhamos, por absurdo, que nao existe ponto critico de J em F' = p(FE)
no nivel c. Usando a condigao (PS), afirmamos que existem ¢, g, dy > 0, tais que:

Vue J Y c—ecte))NE,=||J (w|>d >0, (1.30)

onde F,, = {u € E : dist(u, F) < eo}. De fato, supondo que isto nao é verdade,
dado n > 0 existe u, € E, tal que dist(u,, F) < 1/n, [J(u,) —¢c| < 1/n e
J' (un,) — 0. Logo, por (PS), existe uma subseqiiéncia u,, — uy € E. Assim,
J(ug) = ¢, J'(ug) =0 e uy € F, pois F é fechado. Contradizendo nossa suposigao
inicial.

Por hipétese J(p(v(t))) < J(y(t)), donde

inf max J(p(y(t))) < c. (1.31)

y€er te0,1]

Por outro lado, notemos que po~y € C([0,1], E) e

p(1(0)) =p(0) =0 e p(v(1)) =e.
Assim, pela defini¢ao de ¢ (cf. (1.18)), segue que:

¢ < max J(p((1)))- (1.32)

Portanto, de (1.31) e (1.32), obtemos que:

— inf J(qg(t 1.33
c= nf max (9(1)), (1.33)

onde I'(p) = {poy € C([0,1], E) : v € T'}.
Por (1.30) e tomando G = () no Teorema 0.12, existem £ € (0,a/2) e
n € C([0,1] x E,| E), tais que:

(1) n(t,x) =xse|J(z) — | > a/2,
(i) n(1,J=NF)cC J N F,,

onde J* = {u € E : J(u) < ¢+ &}, andlogamente para J°.
Agora, por (1.33), podemos escolher g € T'(p), tal que

max J(g(t)) < c+E. (1.34)
tel0,1]
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Consideremos h(t) = n(1,¢(t)). Evidentemente h € C([0,1],E), além disso,
sabemos que g(0) = 0e J(0) = 0 < a/2 < ¢— /2, pois ¢ > «. Assim, por
(i), h(0) = 0. Da mesma forma, g(1) = e e J(e) < 0, donde h(1l) = e. Logo,
concluimos que h € T'.
Por (1.18), temos que:
< J(h()). 1.35
¢ < max (h(t)) (1.35)
Mas, de (1.34) e do fato de g € I'(p), vemos que ¢([0,1]) C J*** N F. Entao, de (ii),
obtemos que A([0,1]) C J* ¢ N F,, isto é,

tm[g)ﬁ J(h(t)) <c—% e dist(h(t),F) < . (1.36)
e,
O que contradiz (1.35). ]

Para o nosso problema, tomamos p(u) = |u| e obtemos um ponto critico nao nulo
u > 0. Que u > 0, segue usando o principio do méaximo forte, seguindo os mesmos
passos feitos no inicio desta secao.

1.3 Condicoes Necessarias

Nesta se¢ao encontraremos condicoes necessarias para a existéncia de solugoes
positivas para o problema:

{ —Au+[g(z) =7y = a(x)u’, u>0 em

Bu = 0 sobre 0, (1.37)

onde B é um operador fronteira, tal como em (1.2), (1.3) e (1.4).

A idéia bésica desta se¢ao serd usarmos a identidade de Picone (7). Vamos supor
(como apontado na segao 1.1) que o operador linear —A+¢(z), com a correspondente
condicao de fronteira definida por B, tem 0 como seu primeiro autovalor. Isto
é, vamos supor que a condigdo (1.10) vale. De posse destas informagdes, vamos
demonstrar o Teorema 1.2.

Prova do Teorema 1.2. Se u satisfaz (1.37), com condigdes de Neumann (1.2)
ou de Robin (1.4), entdo u > 0 sobre £ como uma conseqiiéncia do Lema (0.1), isto
segue por um argumento andlogo ao usado no inicio da secao 1.1.

Multiplicando ambos os membros de (1.37) por u~ 7@, temos

—u T Au 4 q(z)ut MY = a(z)uP T oMY 4 Tl T (1.38)
Da mesma forma, multiplicando ambos os membros de (1.10) por u!~7¢?, temos:
—u O A + q(z)ut Tt = 0. (1.39)

Subtraindo (1.38) de (1.39), obtemos

uT G AY — uT T Au = a(2)uP T 4+ Tut Tt (1.40)
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Agora, tomando na identidade (7) ¥ (t) = t7, v > 0, ficamos com

2

div [(%)7 (uVep — goVu)] = <%>7 (uAp — pAu) + 7 (%)7_1 G ‘V <§>

v ()

1- —y, 1+ AR 2
= u TYAp —u T T Au + (—) u
u

Logo,

uTT G AY — uT e A = div [(%)7 (uVyp — (,OVU)} - (%)71 u? ‘V (%) ‘2 .

Assim, substituindo a igualdade acima em (1.40), segue que

v [(5) o] (2 e (2)

Fazendo uma integragao por partes, vem que

Joteretean - [ (2] (2

para qualquer v > 0.
Se 7 > 0, entao tomando v = p em (1.41), obtemos

[t as=oa [ (5[5 ()]

uma vez que p > 1 > 0, u > 0 e ¢ 0. Assim, temos demonstrado (i).
Analogamente, se 7 < 0, tomando v = 0 em (1.41), segue que

/a(x)upgpl dx = —’7'/ urp! dr >0,
Q Q

e, portanto, devemos ter que Q% # (), provando (ii).
Agora, considerando 7 = 0, temos que (1.41) fica:

1
/a(m)u”_%pl*” dx:—v/ (f)v o2
Q QU

Notemos que, a integral do lado direito de (1.42) é estritamente positiva. De
fato, se este nao for o caso, devemos ter que

LE) e ()

pois u > 0 e ¢ > 0. Mas, se temos a igualdade acima, entao:

v ()
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2
— a(x)upf'vgplﬂ =+ Tulf'ygolﬂ'

2

dx — 7'/ u VM dr, (1.41)
Q

dx — 7'/ u PP dy < 0,
Q

v (f) ’2 dz. (1.42)

u

2

dr =0,

2
=0,




implicando que u = C'p, para algum C' > 0. Assim, temos que a = 0, o que é um
absurdo, ja que ¢ muda de sinal.

Se tomarmos, v = p em (1.42), a primeira condigao em (iii) segue. A segunda
condigao em (iii), é conseqiiéncia de (1.42) e da escolha de v = 0.

Finalmente, consideremos o caso da condicao de Dirichlet (1.3). Observemos que,
se 7 > 0, podemos sempre supor que ¢ < u sobre 2. De fato, usando o Lema de Hopf
e o carater de ¢ e u serem C'(Q), existe uma constante ¢ > 0, tal que to < uem Qe
podemos substituir ¢ por te. Entdo, ¢/u é limitado e um argumento simples mostra
que a identidade (1.41), também vale neste caso. Assim, pelos mesmos argumentos
utilizados acima, temos a prova do teorema para a condi¢ao de Dirichlet (1.3). m

Observacao 1.2 No caso particular ¢ = 0 com condi¢ao de fronteira de Neumann,
as condigoes nmecessdrias (iii) foram feitas em [4]. Para o caso da condi¢io de
fronteira de Dirichlet, com q(x) = —\1, o primeiro autovalor de —A, a necessidade
de (i) foi estabelecida por um outro método em [3].

Observacao 1.3 Alguns dos resultados do Teorema 2.1, podem ser estendidos para
nao linearidades mais gerais do que uP.

De fato, se uP € substituido por g(u) com g(0) =0, ¢'(s) > 0 para s > 0, nas
equagoes (1.37) e (1.10), obtemos:

1 U
m(uAgp — pAu) = a(x)p + Tmsa

Agora, o lado esquerdo da igualdade acima € igual a:

) L U — U g'(u) u - (u — U
div [g(u)( Vo — ¢V )} +g2(u)v (uVe — pVu).

Entdo, com uma integracdao por partes, obtemos:

/Qa(x)gp dx :/ I G (Vi — o) do — T/ .

o 9%(u) o 9(u)

Para o problema de Neumann com q = 0, onde ¢ é constante, a igualdade acima

implica que
/ a(x) dr <0,
Q

seT > 0.

1.4 Caso Coercivo

Nesta secdo, estudaremos a existéncia de solugao de (1.1) para o caso coercivo,
isto é, uy > 0. Mais especificamente, vamos demonstrar o Teorema 1.4. Trataremos
somente o caso em que o operador de fronteira Bu é dado por (1.2), ou seja, com
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a condicao de Neumann; mas, o mesmo tipo de argumentos e resultados valem com
as outras condicoes de fronteira.
Consideremos o problema:

{ —Au+m(z)u = a(z)u’, u>0 em

du = 0 sobre 0f). (1.43)

Seja p1, o primeiro (ou o menor) autovalor do operador linear do lado esquerdo
de (1.43) e 1 > 0 a autofungao associada, ou seja, estamos pedindo que puy e g
satisfagam:

{ —Apr +m(z)pr = pipr em QO (1.44)

d,p1 = 0 sobre 0f).

Por caso coercivo, entendemos aqui que p; > 0. Como sempre, supomos que p
satisfaz a condigao (1.7).
Prova do Teorema 1.4. Como ja foi dito, restringiremos a demonstragao para
o problema (1.43). Suponhamos que, u é uma solugao positiva para o problema
(1.43). Multiplicando (1.43) por ¢; e (1.44) por u, obtemos:

—Aup; + m(z)up; = a(z)uPpq, (1.45)

—Apru+ m(z)up; = prues, (1.46)

respectivamente. Fazendo a diferenca entre (1.45) e (1.46), segue que
—Aup; + Apru = a(x)uPyor — prup;.

Integrando em 2 e utilizando a férmula de Green (cf. a igualdade (5)), obtemos

/m 0,01 (0)u(o) — Byu(o)py (o) do = /

a(x)uPey dr — 1y / wpy dx.
Q

Q

Usando as condigoes de fronteira de (1.45) e (1.46), segue que

/a(:p)upgol dr = |1 / upy dx > 0,
Q Q

ja que, 1,91 € u sao estritamente positivas. Logo, a deve ser positiva em algum
ponto de €.

Para verificarmos a existéncia de xy € 0, tal que a(xg) > 0 é condigao suficiente,
usamos o Teorema do Passo da Montanha. De fato, consideremos o funcional:

J(u) = /Q {%|Vu|2 + m;‘”)my? - “("”C)(“ﬂpﬂ} iz,

p+1

onde v = max {u,0}. Entao, é usual verificar que: J € C'(H'(Q2),R) e satisfaz a
condigao de Palais-Smale (cf. [11] ou [19]) . Os pontos criticos u, ndo nulos de J, sao
solugbes positivas de (1.45). Sob a hipdtese de o problema ser coercivo, no sentido
que p; > 0, o funcional J satisfaz as condigoes geométricas do passo da montanha,
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a saber, J(0) =0 e:
(i) 3p,d > 0, tais que J(u) >0, Yu € HY(Q), [|u]| = p.
(i) Je € HY(Q), |le]| > p com J(e) < 0.

Para as outras condicoes de fronteira (tal como a condi¢ao de Dirichlet (1.3), ou
a condicao de Robin (1.4)) os mesmos resultados sdo validos. Onde, naturalmente,
11 € 1 sao definidos de acordo com cada caso.

No caso (1.3) o espago considerado ¢ H}(Q), em lugar de H*(€2) e no caso (1.4)
o espago continua sendo H'(Q), mas o funcional associado é dado por:

J(u):[){%ywu@yuv—w} dx—i—/ma(a:)u;da.

p+1

A demonstragao é exatamente a mesma, contanto que, o pp correspondente a
estas condigoes de fronteira, seja estritamente positivo. [ |

1.5 Caso Nao Coercivo

Nesta secao, trataremos do caso nao coercivo, isto é, estudaremos o problema
de existéncia de solugao de (1.9) para o caso em que p; < 0. Vamos demonstrar o
Teorema 1.3 com condigbes de fronteira do tipo (1.2), mais especificamente, para o
seguinte problema:

{ —Au+[g(z) —7Ju = a(x)u’, u>0 em Q

a
du = 0 sobre  0f), (1.47)

com 7 > 0. Como ja foi observado na secao 1.1, o primeiro autovalor do operador
linear em (1.47) é —7. Portanto, se 7 < 0, o problema é coercivo e recaimos no
resultado obtido na se¢ao anterior.

Observacao 1.4 Foi provado por Tehrani em [22], para condigées de fronteira
de Neumann, que: para 0 < 7 < 7%, 0 problema tem pelo menos duas solugoes,
enquanto para T = 7%, o problema (1.47) tem uma solu¢ao positiva. Este resultado
¢ andlogo, ao provado por Alama-Tarantello em [3], com condi¢oes de fronteira de
Dirichlet.

A prova do Teorema 1.3 é dividida em 3 etapas, a saber:
Etapa 1. Para 7 grande (1.47) nao tem solugao.
Etapa 2. Se existe uma soluc¢ao de (1.47) para algum 7’ > 0, entao para qualquer
7,0 <7 <7 (1.47) tem uma solugao.
Etapa 3. Para 7 > 0 suficientemente pequeno (1.47) tem uma solugao.

Lema 1.4 (1995, [6]) Para 7 suficientemente grande (1.47) ndo tem solugao.

Prova. Suponhamos que, u é uma solugdo para (1.47). Por hipdtese, temos
que Qt # (. Logo, podemos considerar A uma bola nao vazia contida em QF.
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Denotemos por A;(A) o primeiro autovalor de —A em A com condigbes de fronteira
de Dirichlet. Entao, existe v positiva, tal que:

—AY = AN(A)Y, em A
{ v o= 01 sobre O0A. (1.48)

Observemos que, a > 0 em A e assim, multiplicando (1.47) por ¢ e (1.48) por u,
obtemos respectivamente:

—Aup + [q(x) — 7wy = a(x)u? (1.49)

—AYu = A\ (A)yu. (1.50)

Integrando (1.50) em A, e usando a férmula de Green (cf. equagao (6), pag. 6),
obtemos:

_ 9
/quiﬂVu d:v—/A)\l(A)wu d:l:+/8A o dx. (1.51)

Da mesma forma, integrando em A a equagao (1.49) e usando a condigao de fronteira
em (1.47), temos

/Avww dx + /Aq(x)uw dx — /ATuw dx = /Aa(x)upw dx. (1.52)
Portanto, substituindo (1.51) em (1.52), segue que
/A A (A) + q(z) — T]uwyp dx + /(M g—%ﬁu dx = /Aa(x)upw dz. (1.53)

Mas, notemos que do fato de v > 0 em A e 1» = 0 sobre 0A, temos pelo Lema de
Hopf que 9,4 < 0. Assim, segue de (1.53) que

/ A (A) +q(z) — 1] dox > / a(x)uPy dx.
A A
Usando o fato que a > 0 em A, obtemos
/ A(A) + q(z) — T]uwp dx > / a(x)uPy dx > 0.
A

A

O que implica que A (A) + ¢(x) — 7 > 0, ou ainda:
T < M(A4) +q(z) < Ai(A) + [lgll -

O que prova que o conjunto dos 7’s, para os quais (1.47) tem solugao, é limitado
superiormente e portanto o Lema estd provado. ]
Este lema demonstra a Etapa 1. Agora, demonstraremos a Etapa 2.

Lema 1.5 (1995, [6]) Suponhamos que para algum 7" > 0, (1.47) tem uma solugao
w. Entao, para todo T, tal que 0 < 7 < 7/, temos que(1.47) tem uma solugao.
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Prova. Claramente, se 0 < 7 < 7/, temos que:

{ —Aw + [q(z) —(;]lwv

—Aw + [¢(x) — T'w = a(z)w? em ()
0 sobre 0f2.

v

(1.54)

Logo, multiplicando (1.54) por v > 0, v € H'(2) e integrando por partes, obtemos
gracas a (6), que

/ VwVv dr + /[q(x) — TJwv dz — / a(x)wPv dv >0, Yo e H'(Q), v>0.
Q Q Q
Portanto, w é uma supersolugao para (1.47) (cf. definigdo em Preliminares).

Por outro lado, usando ¢ a principal autofungao em (1.10), para ¢ > 0
suficientemente pequeno, ep ¢ uma subsolugao de (1.47), com ep < w. De fato,
como ¢ > 0 sobre ) (portanto limitada), temos que:

—7 < PP ta(x) — 0,

quando tomamos € pequeno o suficiente, onde também estamos usando o fato de a
ser limitada.
Logo, usando esta desigualdade, obtemos:

(1.10)

—A(ep) + [a(z) — ]ep = —e(Ap) + [a(x) — 7] ) =" —eTp < ePa(x)¢”,

para e suficientemente pequeno. Novamente, pelos mesmos argumentos acima,
mostramos que ey é uma subsolucao para (1.47). Devemos notar que para € pequeno
o suficiente ep < w.

Assim, estamos sob as hipdteses do Teorema 0.9 e, portanto, existe uma solucao
u de (1.47) para cada 0 < 7 < 7. [

Lema 1.6 (1995, [6]) FEuxiste 73 > 0, tal que, para todo 7, 0 < 7 < 11, 0 problema
(1.47) tem uma solugao.

O Teorema 1.3, segue dos Lemas 1.4, 1.5 e 1.6. A prova do Lema 1.6 usa o
processo de maximizagao e segue na mesma linha de idéias, como na secao 1.3.
Sejam:

N, (u) = /Q [IVul?* + (g(z) — 7)u’] da

e B, ={uec H(Q): N.(u)<1}: S, ={ue H(Q): N,(u)=1}

Consideremos o seguinte problema de maximizagao:
max {I(u): u€ B;}, (1.55)
onde I é dada em (1.16). O Lema 1.6 segue do resultado a seguir:

Proposigao 1.5 (1995, [6]) Sobre as condigoes (i) e (ii) do Teorema 1.3, existe
71, tal que YT € [0, 7], existe uma solu¢ao nao trivial u > 0 do problema (1.55).
Além disso, esta solugao u € S, e 0o mdzimo em (1.55) é positivo.
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Vejamos primeiramente a demonstracao do Lema 1.6 usando a Proposicao 1.5.

Prova do Lema 1.6. O problema variacional (1.55), pode ser reescrito da seguinte

forma:
max {I(v); N,(v) <1}.

Mostremos primeiramente que N/ (u) # 0, para todo u dada pela Proposigao 5.
Suponhamos que nao, isto é, N’ (u) = 0. Logo, u é solugao de

d,u = 0 sobre Of). (1.56)

{ —Au+[g(z)—7lu = 0 em
Como u é nio negativa e nao trivial em Q , temos pelo Lema 0.1 que u > 0 sobre
Q. De fato, suponhamos que ndo. Uma vez que, u > 0 e u # 0 em , deve existir
zo € 08, tal que u(rg) = 0. Além disso, g(x) — 7 € L=(£2), pois ¢ € C(Q2). Assim,
estamos sob as hipéteses do Lema 0.1, dado na pagina 11. Portanto, d,u(xy) < 0, o
que contradiz a condigao de fronteira de (1.56).
Agora, note que u > 0 sobre Q, s6 pode acontecer quando 7 = 0. Com efeito, ja
que u tem sinal definido, e o primeiro autovalor de —A + ¢(z) é 0, entao por (1.56)

devemos ter 7 = 0. Logo, (1.56) torna-se:

{—Au—l—q(x)u =0 em Q

d,u = 0 sobre Of). (1.57)

O que nos d4, por (1.10), pagina 17, que u = fp, para alguma constante 6 > 0.
Entao, por (ii), temos que:

I(u) = ort! / a(z)eP™ dr < 0,
Q

o que é um absurdo, pois /(u) > 0, ja que pela Proposigao 1.5 o méximo em (1.55)
é positivo.
Portanto, como N/ (u) # 0, existe um multiplicador de Lagrange A € R, tal que:

AN (u) = I'(u), (1.58)
ou seja,
{ 2N [-Au+ (q(x) —T)u] = (p+ Da(x)u? em  Q
ou = 0 sobre 0f),
ou ainda,

{A[—Aqu(q(:v)—T)U] = a(@)? em  Q (1.59)

ou = 0 sobre 0f),
onde A = (2A)/(p+ 1).
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Multiplicando (1.59), por u e integrando, pela férmula de Green (cf. equacao
(6)) e a condigao de fronteira de (1.59), obtemos:

)\/ [[Vul® + (q(z) — )u’] do = / a(x)uPtt de,
Q Q
isto é,

AN (u) = I(u).
Mas, pela Proposicao 1.5, u € S, o que implica N;(u) = 1 e, portanto, A = I(u) > 0.
Novamente, pelo Lema 0.1, do fato de u > 0 e u # 0, segue que u > 0 sobre 2.
Entdo v = A~Y/(~Dy é uma solugdo positiva de (1.47). Assim, o Teorema 1.3 est4
demonstrado. ]

Vamos agora, a prova da Proposi¢ao 1.5.

Prova da Proposicao 1.5. Vamos dividir a prova em varios passos.
Seja M =sup{I(u); u € B;}, com M € (—o0,+00].

(a) Para qualquer T > 0, temos M € (0,+o0] e S; ndo vazio.

De fato, tomemos uma funcao w com suporte em 7, tal que fQ |[Vw|? dx seja
grande com respeito a [, w? dz, de modo que N-(w) > 0. Como N, (w) é continua,
temos, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, que para alguma constante 8 > 0,
existe v = fw, tal que N,(v) =1 e além disso:

I(v) = 6Pt / a(x)wP™ dr = 9p+1/ a(x)wPtt dx > 0.
0 0

+

Portanto, v € S, e M > 0.

(b) Limitagdo da seqiiéncia mazimizante, para algum T conveniente.

Consideremos, (u,) uma seqiiéncia maximizante para o problema (1.55), isto é,
(u,) C H'(Q), tal que N,(u,) <1 e I(u,), é uma seqiiéncia crescente convergindo
para M > 0. Como, N,(u) = N,(|u|) e também I(u) = I(|u|), podemos supor sem
perda de generalidade que u, > 0. Seja V o subespago ortogonal (com respeito
ao produto interno de L*(2)) de ¢ em H'(Q), tal que H(Q) = R{p} ® V, onde
lembramos que ¢ é dado em (1.10).

Decompomos u,, como:

Up =1tpp+v, com t, ER e v, €V.

De fato, escolhemos ¢ > 0 normalizado, no sentido que, fQ ©? = 1. Assim,
multiplicando u, por ¢, temos que t,p? = u,p — v,p. Integrando , segue que

t, = / Unp dLU,
Q
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onde estamos usando o fato que, fQ vp dx = 0. Entao, v, é dado por:

Un:un—(/ungodx)go.
Q

Agora, tomemos 7, > 0 suficientemente pequeno, tal que 7 < 9, onde s denota
o segundo autovalor de:

—AYp+q(@)y = pp em
{ d,0» = 0  sobre Of). (1.60)

Sabemos que @1 = 0 < po. Conseqlientemente, para qualquer 7 com 0 < 7 < 7,
a quantidade

/Q (V0 + (g(x) — )[of?] dz = [o]%. v € V. v #£0,

é positiva, e ||v]| é equivalente a norma usual de H'(2) (veja a demonstragao no
Lema a seguir).
Usando (1.10) e [, vn¢ dz = 0, vemos que

1.10

/Vg@an dz + /(q(m) — T)pv, dr = / VeV, dr + / q(x)pv, de™="0.
Q Q Q Q

Entao, usando esta igualdade e a norma equivalente dada acima para v,,, vemos
que N, (uy,) = ||va||* — 7t2 e, portanto, a condigao N, (u,) < 1, implica que

va|]? — 72 < 1. (1.61)

Suponhamos agora que u, nao ¢ limitada em H'(Q2). Notemos que, por (1.61),
|t,| ndo é limitada (mesmo quando 7 = 0). De fato, suponhamos que t,, seja limitada,
entao, por (1.61), ||v,]|> < 1+ 7¢2, 0 que implica v, limitada e portanto u, também
0 é, o que é uma contradicao.

Assim, podemos supor que [t,| — 0o. Logo, usando (1.61) novamente, temos
que para qualquer 6 > 0, podemos escolher 71(J) pequeno, de modo que, se n é
grande o suficiente e 7 < 74(0) entao:

Un

2l <. (1.62)

n

Com efeito, de (1.61), observamos que |[v,||* < 1 + 7]t,|?. Dividindo ambos os
membros por [t2], temos que

2
Un

tn

+ 7.

<
[t ?

Agora, usando que |t,,| — 0o e que 7 < 74(0), obtemos
21 52

+7 < — 4 7(9).

Un, <
— 2

tn
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Uma vez que, 7 depende de § podemos escolhé-lo de modo que, 71(8) < 6%/2. Logo,

2
5 62
<—+—=§N=
- 2+2

Unp,

tn

Un

<.
th |l —

Consideremos, T': V — R dado por:

T(w) = /Q a(2)]o (@) + v(@)P* da.

Notemos que, por (i)

T(0) = /Qa(gz:)go(x)lﬂrl dx < 0.

Além disso, se v,, — 0 na norma equivalente dada acima, entdao, usando que
V estd imerso compactamente em LPT1(Q) (Teorema de Rellich-Kondrachov, veja
Teorema 0.8), obtemos

T(v,) — T(0),

ou seja, 1" é continua na origem. Logo, tomando ¢ suficientemente pequeno, temos
que T'(v) < 0 para todo v € V' com |jv]| < 4.

Fixemos 71 = 71(0). Observemos que, para n suficientemente grande, 7 < 71 e
por (1.62), temos

p+1

I(u,) = [t, [P / a(z) dx <0,

Q

o que é absurdo, uma vez que, I(u,) / M > 0. Isto mostra-nos que, pela escolha
de 71, u, ¢ limitada em H'(Q2) e 0 < M < oo.

(c) Convergéncia fraca.
Pelo passo (b) e o Teorema 0.6, existe uma subseqiiéncia u, (passando a
subseqiiéncia se necessario), tal que:

Up — U converge fraco em HY(Q);
Uy — U converge forte em L*(€2), para 1<a<2" e

u, — u em quase toda parte de (),

onde claramente estamos usando a imersdo compacta de H'(Q) em L%(2) com
1 < a < 2* (cf. Teorema 0.8) e o Teorema 0.4.
Portanto, u > 0. Usando novamente o Teorema 0.4 e o Teorema 0.3, segue que

I(uy=M >0

e entao u # 0, pois 1(0) = 0.
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Além disso, pela convergéncia fraca, temos pelo Teorema 0.5 que:
N, (u) <1, istoé u € B,.

Assim, u é uma solugdo para o problema de maximizagao (1.47).
Agora, suponhamos (por contradigdo) que u ¢ S;, ou seja, N-(u) < 1. Entao,
u é um maximo interior para I. Como todo maximo é ponto critico, segue que
I'(u) = 0. Logo,
a(x)u? =0 qt.pem €.

Isto implica que:

I(u) = /Q a(z)ur*! dz = 0,

o que contradiz I(u) = M > 0. A prova da Proposigao 1.5 e do Teorema 1.3 estao
completas. [

Lema 1.7 Sob as hipdteses e notagoes impostas na parte (b) da prova da Proposi¢ao
0, temos que

196 + ) = Pl do = ol 0 € Vo £

¢ positiva e ||v|| € equivalente a norma usual de H* ()

Prova. Vejamos primeiramente a positividade. A caracterizagao de uso, é dada por:

iy — inf{fQ W“} Zf(x)“ ) we HYQ\ {0} u L R{gp}} |

Logo, para v € V com v nao nula temos:

ol 2 e [ a7 [ 02— =) [t
Q Q Q

pois por hipotese, 7 < po. Além disso, é facil ver que

/Q [VoVw + (q(x) — 7)ow] dx

é bilinear. Logo, ||v|| é uma norma. Agora, vejamos que esta norma é equivalente a
norma usual de H'(Q). Suponhamos que este nao ¢ o caso. Entao, podemos tomar
uma seqiiéncia v, € V, tal que ||vy||g1) =1 e

L 190+ (ata) = D] do =0, (163)

Novamente, pela caracterizagao de po, obtemos que

[ 190+ ate) = lenf?) do 2 (=7 [

Q
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mas, jp —7 > 0 e entdo v, — 0 em L?(Q2). Uma vez que ¢ é limitada, pois é continua
num compacto, temos que
/ q(z)v; — 0.
Q

/ |Vo,|? — 0,
Q

donde conclui-se que v, — 0 em H'(), o que é uma contradi¢ao, pois supomos que
[vnll 1) = 1. L

Isto e (1.63) implicam que:

Finalmente, para terminar a abordagem deste capitulo, vamos fazer a
demonstracao da Proposicao 1.1, dada na pagina 18.

Prova da Proposicao 1.1. Suponhamos que a < 0 sobre 2. Suponhamos também
que, u é solucdo positiva de (1.1) e consideremos ¢ dada em (1.8). Multiplicando
(1.1) por ¢ e (1.8) por u, obtemos respectivamente:

—Aup + m(x)up = a(x)uPy

—Apu + m(z)up = pipu.

Integrando as equagoes acima e aplicando a férmula em (6), segue
respectivamente que:

/Vchp d:r;—ir/m(:r;)wp d:c:/a(x)ugo dx
Q Q 0

/Vquo da;+/m(a;)ug0 dmz/ulugo dx.
0 Q 0

/ pup dr = / a(x)up dr < 0,
Q Q

pois a < 0 e u,p > 0. Portanto, p; < 0.

Reciprocamente, suponhamos que a < 0 sobre § e p1 < 0. Entao, para uma
constante M grande o suficiente, a funcao u = M é uma supersolugao para (1.1).
Com efeito, uma vez que a < 0, podemos escolher M grande o suficiente para que
m(z)M > a(x)MP. Assim:

Logo,

At +m(z)a =0+ m(x)i = m(x)M < a(z)d?,

para M suficientemente grande.
Por outro lado, tomando a correspondente autofuncao ¢ de (1.10), seja € > 0

suficientemente pequeno e temos:

1.10

~

—Aep) + m(z)ep = e(—Ap + m(x)p) EHLp.
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Agora, observemos que como p; < 0 e a < 0, podemos tomar € > 0 pequeno
o suficiente, para que euip < a(z)ePP, lembrando que ¢ > 0. Assim, a igualdade
acima se torna:
—A(ep) + m(z)ep < a(z)e’e,

ou seja, ep é uma subsolucdo para (1.1). Além disso, podemos escolher &, pequeno o
suficiente, para que ep < u. Logo, pelo Teorema 0.9, existe uma solucao para (1.1).
|

A prova da Proposicao 1.2 segue por argumentos andlogos.
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Capitulo 2

Mais Consideracoes sobre
Equacoes Elipticas Superlineares

Indefinidas

Neste capitulo estaremos interessados em obter resultados mais gerais para o
problema:

ou = 0 sobre 0f), (2.1)

onde Q é um dominio suave limitado em R”, v é a normal unitaria exterior, a e m
sdo funcoes continuas em €, com ¢ mudando de sinal.

Denotaremos por p; o primeiro autovalor do operador linear do lado esquerdo
de (2.1), ou seja, consideraremos o problema (1.8). Na segdo 1.5, estabelecemos
o Teorema 1.3, porém, devemos perceber que fizemos isto com m(x) = ¢(z) — 7,
1 = —7 e tal resultado foi obtido em termos de 7. Uma questao natural é se,
sob a condicao fQ apP™ < 0, podemos caracterizar mais geralmente a existéncia de
solugbes do problema (2.1) somente em termos de p;. Vamos ver que isto, nao é
verdade em geral, mas sob varias hipdteses adicionais o resultado sera valido. Vale
ressaltar que nos limitaremos ao caso em que p; < 0, pois na se¢ao 1.4 (o caso
coercivo) nao precisamos modificar m para obter o resultado.

Devemos observar também, que na demonstracao do Lema 1.4 obtemos que:

{—Au—i—m(m)u = alz)u? em  Q

r < M(A) + llall i,

onde A\ (A) é o primeiro autovalor de —A em A, com condic¢oes de fronteira de
Dirichlet e A é qualquer bola aberta nao vazia contida em QF. De posse destas
informacoes, fazemos a seguinte:

Conjectura 1 (1996, [23]) Para qualquer R > 0, existe um nimero u(R) < 0, tal
que, para fungoes continuas m com |mlo < R satisfazendo:

[at@enst <0 e ur) < <o
Q

o problema (2.1) tem uma solugdo.
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Onde ¢,, denotara a primeira autofungao associada ao primeiro autovalor p; do
operador linear: —A + m(x) com condigdes de fronteira de Neumann homogénea.
O motivo para adotarmos a notagao ,,, deve-se ao fato de querermos enfatizar
que o problema, que sera abordado, nao depende da escolha de um m adequado,
como feito no capitulo anterior. Além disso, para simplificarmos nossa exposicao,
ao invés de dizermos que p1 é o primeiro autovalor do operador linear —A + m(x),
escreveremos i1 (—A 4+ m(z)) e quando nao houver confusdo, diremos simplesmente
Ha-

Veremos que a resposta a esta conjectura é um problema delicado e que nao ¢é
verdade em geral. O principal resultado que iremos demonstrar serd o seguinte:

Teorema 2.1 (1996, [23]) Suponhamos que [ya < 0, entdo para cada R > 0
existe um miimero p = p(R) < 0, tal que para toda fun¢io m € C**(Q), (0 < a < 1)
com |mloo < R, se:

(i) Jom <0,
(i) u(R) < p(=A+m(x)) <0,
(iil) [fyaph ™ <

entao o problema (2.1) tem uma solugao. Além disso, a conclusdo nao é verdade se
Joa>0.

A prova deste e de outros Teoremas sao os objetivos que trataremos na secao a
seguir. Na secao 2.2, veremos que o sinal de fQ x)dzx tem papel fundamental para
a existencia de solugao do problema (2.1).

2.1 Resultados de Existéncia

Primeiramente estabeleceremos algumas notacgoes e hipoteses. Consideremos o
seguinte problema eliptico semilinear de Neumann:

—Au+m(z)u = a(z)u’;, uwu>0 em Q (P)
o,u 0 sobre (), m

onde:

(i) Q é um subconjunto aberto e limitado de RY com fronteira suave, N > 3,

(ii) a e m sdo funcdes continuas definidas sobre Q, a muda de sinal em e a medida
do conjunto {z € Q : a(x) = 0} é nula, isto é, denotando:

Qf ={z € Q:a(x) >0},
“={reQ:a(r) <0}e
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Q0 = (\QFUQ-
temos que QT £ 0, Q™ £ 0 e Q) =0,
(iii) p ¢é subcritico, ou seja, 1 <p <2 —1= (N +2)/(N — 2),

(iv) i (—=A+ m(z)) < 0, em outras palavras, existe ¢, > 0, tal que:

—A¢m+m($)¢m = H1Pm, em Q (2 2)
Oom = 0 sobre 09, '

com ¢, normalizado, isto ¢, [, @2, = 1.

Notemos que o espago de Sobolev que iremos usar serd o H'(2) e lembremos que
a norma em H'(Q) é dada por:

- / Yl + / Juf?.
Q Q

Por simplificagao denotaremos || - || z1(q) por || - ||.
Nosso primeiro resultado é um tipo de pertubacao na classe das funcoes continuas
para o problema (P,,).

Teorema 2.2 (1996, [23]) Suponhamos que pi(—A +m(x)) =0 e [, apb™ <0,
entao existe algum R > 0, tal que para qualquer fungao continua n, com |m —nly <
R, o problema (P,) tem solugdo.

Antes de demonstrarmos este Teorema, vamos precisar demonstrar resultados
de dependéncia continua para os autovalores e as autofuncoes. Desta forma,
enunciamos o seguinte:

Lema 2.1 (2004, [2]) Seja (m;), uma segiiéncia de fungées continuas sobre Q,
convergindo na topologia uniforme para m dada acima, para todo j = 1,2,....
Denotemos por 1} e py os primeiros autovalores de —A + mj(z) e —A + m(x),
respectivamente com condicoes de fronteira de Neumann homogéneas. Entdo:

lim M]i = H1-
Jj—0o0
Prova. Seja:

Qi) = [ (Va4 ma?] o

Ora, a caracterizagao de uf é dada por:

1l = inf{/Q [[Vul> +m;(z)u?] :u € Hl(Q),/QUQdm = 1},
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ou ainda,
) = inf {Qmj(u) Tu € Hl(Q),/u2d£L’ = 1}
e a caracterizagao de p é: '
p1 = inf {Qm(u) tu € Hl(Q),/Qu2dx = 1} :
Entao, dado € > 0 existe J € N, tal que:
|Qmj (u) — Qm(u)| = UQ (mj; —m) uzdx‘
< |my —mloflull 2@ (2.3)
= |m; —m|o <e¢,

para todo j > J e toda u € H'(Q), com |jul;2@) = 1. Seja, ¢, a primeira

autofuncao normalizada associada a py. Como, |@mllr2) = 1 e ¢, € H'(Q),
temos, por (2.3) que
17 < Qumy(m) <&+ Qmlpm) =+, Vj>J (2.4)

Da mesma forma, consideremos ¢,,; a primeira autofunc¢ao normalizada associada
a 1], Como, [[m, 2@y = 1 © @my € HY(Q), segue por (2.3) que

1 < QuulPmy) < €+ Quy(om,) =+ 41, Vj>J. (2.5)
Portanto, de (2.4) e (2.5) obtemos que:
lim M]i = H1-
j—o0
[

Agora, mostraremos que as autofuncoes v,,. e ©,, acima denotadas, também tem
) j )
dependéncia continua. Mais precisamente, provaremos o:

Lema 2.2 (2004, [2]) Sob as hipdteses e notagoes do Lema 2.1, temos que

,lm ‘ij = (pma
J—00

em H'(Q).

Prova. Como m; — m na topologia uniforme, existe uma constante C; > 0, tal
que [mjlo < C1, Vj. Do fato de ¢y, ser a primeira autofungao positiva do operador
linear —A +my(z), temos que ,,; satisfaz:

— A, + M) o, = 1 Pm,, em  Q
Oyom; = 0 sobre 0} e (2.6)
fﬂ go%nj = 1.
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Multiplicando a equacao (2.6) por ¢y, e integrando por partes, obtemos
/ |Vior, | = —/mj(:v)wij + 4]
Q Q

/Q Veom P < 1] + mylo / 22 = Ll + mjlo,

e, portanto, existe uma constante Cy > 0, tal que

Logo,

/!Wmﬁ < Oy, Vi
Q

Além disso, sabemos que ||, [|12() = 1, donde concluimos que @, ¢ limitada em
H'(Q). Pelo Teorema 0.6, passando a subseqiiéncia se necessirio, segue que

Pm, = b em H'(Q), (2.7)
isto é,
/ Vom, Vz + / O, 2 — / VbVz + / bz, ¥z € HY(Q). (2.8)
Q Q Q Q
Pelo Teorema 0.8, ainda obtemos que
Om; — b em L*(Q), com 1< a <27, (2.9)
além do mais, segue do Teorema 0.4 que:
Ym; — b qtpem Q e |o, ()] <h(r) qgtpem Q, (2.10)

com h dada no Teorema 0.4.

Assim, em particular se & = 2 em (2.9), temos que ¢y, — b em L*(), o que nos
da que ||b]]3. (o = 1. Alids, uma vez que L?(£2) é um espago de Hilbert e convergéncia
forte implica em convergéncia fraca, ou seja, a convergencia p,,;, — b em L*(Q2) pode

ser vista como:
/cpmjz—>/bz, Vz e HY(Q),
Q ' Q

temos por (2.8) que:

/VgomjVZH/Vsz, Vze HY ().
Q Q

Multiplicando (2.6) por z € H'(Q) e integrando por partes, obtemos

/Vgomsz+/mj(x)gomjz:u{/gomjz. (2.11)
Q Q Q
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Como m; — m uniformemente em €2, segue usando a desigualdade de Holder
(cf. Teorema 0.2), que m;z — mz em L*(Q2), Vz € H'(Q). Assim, jé& que @,,, — b

em L%(Q), afirmamos que:
/mjapmjz — / mbz, (2.12)
Q Q

quando j — oo. Com efeito, usando o Teorema 0.2, obtemos para todo z € H'(Q)

‘/mjgpmjz—/mbz = ‘/ [mjm, —mb] 2
Q Q Q

< / myom, — mybllz] + / jmjb — mb]|
Q (9]

< ([1om- b\z)m ([ me) " ([ 1om; - m)zP)m

— 0+0=0,

onde devemos lembrar que, [, [b]> = 1.
Agora, passando ao limite em (2.11), quando j — oo e usando (2.12), o Lema
2.1 e as observacoes acima, temos que

/Vsz—l—/mbz:ul/bz, Vz e HY(Q).
Q Q Q

Desta igualdade, concluimos que b é uma solucao fraca para o problema:

—Az+m(x)z = [z, em ()
0,z = 0 sobre 0f).

Donde deduz-se que b deve ser um multiplo de ¢,,, pois dim R {¢,,} = 1. Dito em
outras palavras, existe um numero 6, tal que b = 0y,,. Vejamos que 8 = 1. De fato,
sabemos que b* = 0%p?, e entao:

v [ane
Q Q

O que nos da 8§ = £1. Para concluirmos que 6 = 1, lembramos que ¢,, > 0 e,
portanto, de (2.10) segue que b > 0. Logo, b = ¢,,. Portanto,

Pm; = Pm

em H'(Q). Por outro lado, por argumentos andlogos aos usados acima, segue que

/\Vsom]\Q—ul /mgsam — g — /mwm /\VsomIZ

e entao Ym, — @, em H'(Q). ]
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Agora, vejamos a prova do Teorema 2.2. Antes, vale salientar que esta prova
segue os mesmos moldes que a prova da Proposicao 6, dada no capitulo anterior.
Por isto muitos dos resultados que serao aqui apresentados, seguem facilmente dos
apresentados na prova da Proposicao citada.

Prova do Teorema 2.2. Argumentaremos por contradicao. Suponhamos que
este ndo é o caso, entdo existe uma seqiiéncia (m;) de fungdes continuas, tal que:

(a) m; — m na topologia uniforme,
(b) o problema (P,,;) nao tem solugao.

Definamos 1] e i3 o primeiro e segundo autovalor de —A+m; () respectivamente
e, m, a primeira autofungao positiva de tal operador. Notemos que, podemos definir
estes autovalores, pois QT # (0 e Q= # () (cf. [10]). Além disso, podemos supor que
u{ <0, Vj e que ¢, e p, sao normalizados, isto é:

lom 2@ = / (o) =1 ¢ [lpmllize = / (pm)? = 1.

Dos Lemas 2.2 e 2.1, segue que:
(A1) @m; — ¢m em H'(Q),
(A2) pf — =0, quando j — oo,
(A3) 1 — pa(—A +m(z)) > py =0, quando j — oco.

A prova de (A3) é andloga a prova do Lema 2.1, mas devemos observar, que a
caracterizacao de 3 sera dada por:

pé:inf{fﬂ(‘vq}‘ ;mju ) tu € Hl(Q)\{O},uJ_R{gomj}}.

Por hipétese, sabemos que

/agpﬁl“ < 0.
Q

Como p+ 1 < 2*, temos por (Al), o Teorema 0.8 e o Teorema 0.4 combinado com
o Teorema 0.3, que existe § > 0, tal que para todo j:

/ aghtt < —4. (2.13)
Q

Para cada j, definamos o funcional J e o conjunto .S;, como segue:

J(u) = /Qayuwl, Si = {uehl: N;(w) =1},
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onde N;(u) = [, |Vul*> +m;(z)u* e consideremos o problema de maximizacao:

sup J(u) = a;. (2.14)

uGSj

Pelos mesmos argumentos dados em (a) na prova da Proposi¢ao 6, vemos que S; # ()
e a € (0,+o0] para todo j.

Fixemos j por um momento. Suponhamos que (ui)z"zl ¢ uma seqiiéncia
maximizante para (2.14), isto é:

/Q IVl >+ my(x)|ul> =1, e lim J(ul) = a; > 0. (2.15)
Como J(u) = J(Ju|) e N;(u) = N;(|u|), podemos supor que cada uj, é nio negativo.

Agora, vamos decompor H'(2) da mesma forma que em (b) da prova da Proposicao
6, isto ¢, decompomos cada u;, como:

ul, = vl + tigpmj, com / vigpmj = 0. (2.16)
Q
Devemos notar, que o Lema 1.7 também se aplica aqui, ou seja:
I = [ 1V + my(oled

é positiva e equivalente a norma usual de H'(2), onde deve-se usar (A3). Notemos

que, multiplicando a equagao (2.6) por vj e integrando por partes, obtemos por

(2.16):
/ ViV, + / Ml om, = 1 / V] om; = 0.
Q Q Q

Logo,
[P sm@ld = [ 9P+ 2 [ 96Ten, + @7 [ Ven,?
Q Q Q Q
o [ @I+ 28 [ mpdon, + @ [ mid,
Q Q Q

W12 + (£ + 2600 / Wom,

S CA S CARES

Assim, podemos reescrever (2.15) como:
1= [ [V )l = ol + ()l 217
Q

Usaremos (2.17) para mostrar que: (ul)i ¢ limitada na norma de H'(9). De
fato, suponhamos que ||uj || g1 (o) ndo é limitada. Entdo, por (2.17), temos que (t},)
nao ¢ limitada, nem tao pouco (vy), pois se t;, fosse limitada terfamos que:

lollI? =1 — 3 (#)?,
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seria limitada e portanto (u7,), da mesma forma verificamos para (v;). Assim, temos
que:

(a1) Jim [l = o
(a2) klim |t]| = 0o e por (2.17),

112
J

fi

1 . )
= lim — —p] = —pd.

a3) lim
(23) B e

k—o0

Agora, sabemos que

j p+1
0<a;=lim [ a(z)u,|/' = hm |t7, |/ —k

fim | (2.18)

Om, +

Mas, por (2.13) temos que [, a(x)cpﬁi;l < —0, para algum 6 > 0 independente de j.

Isto implica que, podemos escolher ¢ = £(4), tal que, se v € H'(Q2) com |v| < ¢,
entao

)
[ a@lon, +opt <=3, i
o 2

Logo, se inicialmente escolhermos j grande o suficiente, tal que |,ujl| < € e entao
fixando-o, temos por (a3) que ||vi/t|| < € para k grande, donde segue que

/Q o)

para k grande, o que contradiz (2.18). Logo, |[ul|lmi(a), |[vi]| e t} sio limitadas, e
entao pelo Teorema (0.6), passando a subseqiiéncia se necesséario (em k), temos que:

(B1) u — v/ em H' (),
(B2) v] — v/ em HY(Q),
(B3) t. —t/ em H'(Q) ¢

pl
ol P+
Om; + 0
k

<0,

(B4) v/ = v’ + t/py,;, com [, v/¢n,, =0.

Pelo Teorema 0.8, temos por (Bl) e do fato de p + 1 < 2* que uff — u? em
LP(Q). Entao, segue dos Teoremas 0.4 e 0.3 que

0< ;= Jim Jud) = Jim [ a(@lul = [ al@p* = 500).

Além disso, temos de (B2) e do Teorema 0.5 que:
Nj(w') = / V[P my (@) [ [P = ([P + g (#)?
v
< liminf [0 ]* + 4 (8)° = 1.
Assim, vamos considerar trés casos, a saber:
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Caso 1. 0 < N;(uw/) < 1. Neste caso, existe p > 1, tal que pu/ € S;. Mas, se isto
acontece, obtemos

J(pu?) = pPtrJ(w?) > J(u!) = max J(v),

ucS;
o que é um absurdo, pois J(u/) = «;.

Caso 2. N;(v/) < 0. Pela definicdo de N;(u’), temos [v7]* + ()2 < 0 ou
|7 /t7||> < —p]. Por outro lado, como j& argumentamos (na prova da limitacao
da seqiiéncia (u),);), pela escolha de j suficientemente grande a equagao acima

implica:
J(u?) = || /

contradizendo o fato de a; = J(u?) ser positivo.

i [P
<0,

om; 5

Caso 3. N;(u/) = 1. Entdo, u/ € S; e o problema de maximizagao (2.14) tem uma
solucao. Assim, pelo Teorema 0.10 existe um multiplicador de Lagrange, tal
que v’ é uma solucdo nao negativa para o problema de autovalor nao linear:

—Au+mj(z)u = Pa(z)y’P v>0 em
du = 0 sobre o0

onde, para ver que N;(uj ) # 0, argumenta-se da mesma forma que na prova
do Lema 1.6. Multiplicando a equacao acima por v/ e integrando por partes,
obtemos:

L= M) = [ 90 E @) = 81,

Donde concluimos que 8 > 0. Assim, w’ = (1/3)""®~DyJ é uma solugio
positiva para o problema (F,;). Mas, isto ¢ novamente uma contradigao, uma
vez que estamos supondo que o problema (F,,;) nao tem solucao.

A prova do Teorema esta completa. ]

Vejamos agora, dois resultados que sao conseqiiencias diretas deste Teorema.

Teorema 2.3 (1996, [23]) Suponhamos que [,a # 0, entdo existe um nimero
R >0 ,tal que, se |mly < R e [, apht' <0, o problema (Py,) tem pelo menos wma
solucao.

Prova. Se fQ a > 0, entdo para R pequeno e |m|y < R, temos que

/agp’,’nJrl > 0.
Q

De fato, temos que ¢,, — C em H'(Q) para alguma contante C' > 0 e entao, pelo
Teorema 0.8 e a desigualdade de Hélder (cf. Teorema 0.2), obtemos que

/agpfn+1—>/ac>0



Neste caso nao hé o que demonstrar, pois por hipdtese fQ apPtt < 0.
Agora, se fQ a < 0, podemos aplicar o Teorema 2.2 tomando m = 0. Com efeito,
com condi¢ao de Neumann homogénea, sabemos que

p(=A+m(z)) = pa(-A) =0
e ¢ =1, donde [, aptt! = [0 a <0. [

Teorema 2.4 (1996, [23]) Suponhamos que [,a < 0, entio para cada R > 0,
existe um numero p = p(R) < 0, tal que para toda fun¢ao o Hélder continua
0 <a<1), com|mlpon <R, se:

(i) Jom <0,

(i) #(R) < (A +m()) <0,
(iii) [, aphf" <

o problema (P,,) tem uma solugado.

Prova. Da mesma forma, que no Teorema 2.2, vamos argumentar por contradicao.

Suponhamos que a conclusao nao é satisfeita, entao para algum Rj e uma seqiiéncia
~ o0 .

de fungoes (m;)32,, temos:

(a) |mjloa < Ro,
(b) Jom; <0,
(c) —5 < <0,
(d) [qaphit <

e o problema (P,,) nao tem solucao. Usando, estas afirmacoes sobre m; e o Teorema
1.31 em [1] , obtemos uma fungao continua m, tal que:

(a’) m; — m uniformemente quando j — oo,
(0) pa(=A+m(z)) =0,

() [ym<0e

(d°) Joaeht <0,

onde ¢, é a primeira autofun¢do normalizada de —A + m(x), com condigoes de
fronteira de Neumann homogénea.
Por outro lado, da caracterizacao de pu;, obtemos

0= = {fg !V%}l ;Jj )] ueﬁl(Q)\{O}}. (2.19)
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Entao, escolhendo u = 1 em (2.19), obtemos que

/Qm > 0. (2.20)

Usando (2.20) e (¢’), concluimos que

/m:O e Yy = 1.
Q
/acpﬁjl—/a<0.
Q Q

Logo, pelo Teorema 2.2 o problema (P,,) tem uma solugao, o que é uma contradigao.
|

Portanto,

O Teorema 2.4, em particular, prova a primeira parte do Teorema 2.1, na classe
de fungoes Holder continuas nao negativas e a Conjectura 1 quando fQ a < 0.

Devemos também observar que, nesta secao, todos os resultados sao validos sem
a hipétese adicional de que |Q°] = 0. Na verdade, veremos que esta hipétese serd
necessaria, para fazermos algumas consideracoes sob as hipéteses dos Teoremas 2.3
e 2.4. Este, é o objetivo principal da préxima secao.

2.2 Algumas consideracoes sob as condicoes dos
Teoremas 2.3 e 2.4

Nesta secao, examinaremos questoes que dizem respeito as condi¢oes dos
Teoremas 2.3 e 2.4. Iremos conseguir estas informagoes como uma conseqiiéncia
de uma condigao necessaria “forte” para a existéncia de solugoes do problema (P,,).
Isto sera obtido através de argumentos variacionais e o método de subsolucoes e
supersolugdes (cf. se¢do 0.3). Mais precisamente, vamos supor que u é uma solugao
para o problema (P,,), entao u satisfaz a identidade de Picone generalizada, e em
particular satisfaz:

-1 2
/a(x)gpfn“da:: —p/ (@>p u2’V (go_m>‘ dx—l—,ul/ul_pgoﬁjldm,
Q Q> u u Q

onde para se obter isto, prossegue-se da mesma forma que na secao 1.3. Assim, se
estabelecermos uma estimativa a priori, em L*(2), sobre as solugoes do problema
(Py,) da forma:

lu|| < C, com C = C(|m|y),

teremos da igualdade acima a seguinte condicao necessaria para a existéncia de
solugoes de (Pp,):
p+1 p+1
/asom SC-ul/som
Q Q
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De posse, desta condicao é que analisaremos as condi¢oes dos Teoremas ja citados
acima.

Suponhamos que u é uma solugao de (P,,) (e como anteriormente, supomos que
w1 < 0). Para esta solugao, associaremos o numero o(u), o qual serd definido como
o primeiro autovalor do operador linearizado —A + (m(z) — pa(x)uP~1(z)), isto é:

ot = g { S lTHEL I 00 I ¢ g g0y}

Proposicao 2.1 (1996, [23]) Se o problema (P,) tem uma solug¢io positiva u,
entao existe uma outra solugdo u com o(u) > 0.

Prova. Antes de tudo, devemos observar que a solucio u de (P,,) é positiva sobre ).
Para isto, basta usar os mesmos argumentos que foram feitos no capitulo anterior
e o Lema 0.1. Tomemos uma seqiiéncia positiva (g,)22 , tal que lim, . &, = 0.
Notemos que, como u é por hipétese uma solugao para (P,,), tem-se que u é uma

supersolugao para (Pp,..,). De fato, temos que
—Au+ (m(z) +e,)u — au? = e u > 0,

dai, multiplica-se esta desigualdade por uma funcao teste positiva e integra-se por
partes, obtendo assim que u é uma supersolucao.
Por outro lado, tomando § > 0 pequeno, temos:

—A0pm) + (m(x) + €n)0@m — a(d0m)? = (1 + €0)0@m — a(dpm)’ <0,

pois, ¢, > 0 sobre , a é limitada em Q e p > 1, donde conclui-se que para
d préximo da origem, a fungao 0y, > (0p,)? e como u; < 0, obtemos que
(1 + €n)00m < a(dpm)P. Assim, dp,, é uma subsolucao de (Ppc, ).

Observemos que, ¢ pode ser escolhido independente de n, de modo que dyp,, < u.
Com efeito, usando o Lema de Hopf refinado (cf. Lema 0.1), provamos que ¢,, > 0
sobre 2 e também ja sabemos, que u > 0 sobre Q. Logo, u/@,, > 0 sobre Q e
podemos escolher § pequeno o suficiente, de modo que, §¢,, < u em Q.

Assim, usando o Teorema 0.9, encontramos uma seqiiéncia (v,) C H'(Q), tal
que:

—Av, + (m(z) +ep)v, = alx)k em
0om < v, <u em (2.21)
du = 0 sobre 0f)
e
/ [V + (m(z) + £,)0* — pa(z)o? Y] >0, Vo € H'(). (2.22)
Q

Usando a equacao (2.21) e resultados de regularidade, encontramos limitagoes para
(v,) na norma de H'(€), donde podemos aplicar o Teorema 0.6 e o Teorema 0.8
com a = p e também para a = p— 1, para obtermos que v, — @ em H(Q), v, — u
em LP(Q) e v, — u em LP~1(Q), para algum u € H'(Q), com d¢,, < u < u em Q.
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Assim, estamos sob as hipdteses do Teorema 0.4 e, portanto, do Teorema 0.3.
Entao, multiplicando (2.21) por ¢ € H'(Q), integrando por partes e tomando limite
quando n — oo, obtemos

/Q VAV + m(z)i] = / ati, Vb € HY(Q),

Q

ou seja, u é uma solugao fraca para o problema (P,,). Além disso, tomando limite
em (2.22) quando n — oo, tem-se que:

/Q [V + (m(z) — pa(z)a")?] >0, Vo e HY(Q),

o que implica o(u) > 0. |

Proposigao 2.2 (1996, [23]) Se u é uma solugao para (P,,) com o(u) > 0, entao
|ullg1@) < C, onde C' = C(jmlo).

Prova. Por hipétese, sabemos que:

/ [VuVy + mu — aufy) =0, YV € HY(Q) e (2.23)
Q

/Q (VY + (m(z) — pau’~")y?] > a(u)/QW, vip € HY(Q). (2.24)

Fazendo ¢ = u em (2.23) e (2.24) e subtraindo, obtemos:

(p— 1)/Qau”+1 < —o(u) /Qu2 <0. (2.25)

Usando (2.23) com ¢ = u e (2.25), vemos que

[IVul* + m(z)u?] = | au?™ <0. (2.26)
J J

Q

Notemos, que por (2.26), para vermos que u é limitada em H'((), basta verificarmos
que u ¢é limitada em L?(Q2). Assim, afirmamos que:

[ull 2@y < €, C(|mlo)-

De fato, se isto nao acontecesse encontrariamos uma seqiiéncia de fungoes
continuas limitadas (m, ), e uma sequiéncia (u,)22 ;, tais que:

n=1»
/ [Vu,Vip + mp(z)u,tp — ad ] =0, YV € H(Q) e ||unllr2@ — oo.  (2.27)
Q
Tomando ¢ = u,, em (2.27), segue que

/ [|Vun|2 + my(2)u? — auffl] =0.
Q
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Agora, definamos a seqiiéncia (v,,)5, por

un
Up = 7.
" ||Un||L2(Q)

Observemos que ||vy,||z2() = 1 e por (2.26):

/ [|an|2 + mn(x)vi] <0,
Q

donde segue que: |[|[Vup|r2) < C, com C = C(|mylo). Logo, v, ¢ limitada
em H'(Q), isto é, [[v,]| < C(Jmnlo). Assim, usando o Teorema 0.6 (passando a
subseqiiéncia se necessdrio), obtemos que v, — vy em H'() e além disso, como
p < 2" e 2 < 2% sabemos pelo Teorema 0.8 que v, — vy em LP(L2) e v, — vy em
L*(Q) e, portanto, [lvo|| 2@ = 1.

Dividindo (2.27) por ||un|/12(q), segue que:
us,

/Q Vo, Vb + my(z)v,p] = /Q

CI/—
l|tn || 220
(2.28)

— Nl [ artv. Yo e H'(@)
Como v, — vy em H'(Q), temos que o lado esquerdo de (2.28) deve ser limitado,
p—1
mas ||un||L2(Q) — 00 quando n — oo e, portanto, devemos ter que [, avki) =0 q.t.p

em €, para todo ¢ € H'(Q).
Da convergéncia v, — vy em LP(£2), segue pelos Teoremas 0.4 e 0.3 que

/ aviy =0, Vi € H' ().
Q

Logo, avg = 0 q.t.p em 2. Como [Q°| = 0, devemos ter que vy = 0 q.t.p em €, o
que contradiz o fato de |Jvg||z2() = 1. Portanto, u é limitada em L*(12). [
Agora, assim como foi demonstrado no Capitulo 1, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.3 Se u é uma solugao para o problema (P,,), entdo:

—1 2
[eroe = [ ()l () [
Q QN u u Q

Prova. Segue do mesmo raciocinio utilizado na prova do Teorema 1.2, dada na
secao 1.3. [ ]

Teorema 2.5 (1996, [23]) Suponhamos que o problema (P,,) tem uma solugdo u,
entdo existe uma constante positiva C' = C(|mlo), tal que

Jaet<co [ o (2.20)
Q Q
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Prova. Pela Proposi¢ao 2.1, o problema (F,,) tem uma solugao 4 com o(u) > 0.
Usando a Proposicao 2.2 e argumentos de regularizagao, encontramos uma constante

C1 = Ci(|mlo), tal que

|ulo = supu(z) < Ch.
zeQ

Agora, usando a Proposicao 2.3, temos que:

/a(a:)gofn+1dxSul/ﬂl_pgofn+ldx.
Q Q

Por (2.30) e do fato de 1 — p < 0, segue-se que

/ﬂlpgo‘fnﬂdxz Cllp/goﬁjldaj.
0 Q

Logo, por (2.31) e (2.32), obtemos:

[a@eniae < cp [ enria,
Q Q

pois p; < 0.

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Vejamos agora, que o Teorema 2.5 nos mostra, em particular, que a Conjectura

1 proposta na introducao deste capitulo, nao é verdade em geral.

consideremos o seguinte:

De fato,

Teorema 2.6 (1996, [23]) Tomemos 2 = B1(0). Erxistem uma func¢do continua a

e uma seqiiéncia de fungoes continuas limitadas (my), tal que:

(1) (A4 mg(x)) <0 e p(—A+mg(z)) — 0, quando k — oo,

(i) [, aptt™ <0, onde ¢ € a primeira autofuncio de —A +my(x) e

(iii) O problema (P,,) ndo tem solugao.

Prova. Comegemos escolhendo as fungoes a € C(B;(0)) e p € C?*(By(0)), tais que:

(a) a= [ya>0,
(b) ﬁ = fQ a(pp-l-l < Oa
(c) o> 0em B;(0) e d,o = 0 sobre dB;(0) = 5.

Para isto, é suficiente considerarmos o vinculo:

V:{@EHl(m)§9@>o e —/Q“‘F’W:l}

e o funcional I definido em H'(B;(0)) por:

I(u):/ﬂ|Vu|2
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e resolvermos o problema de minimizagao:

inf I(u) =1~.

ueV

De posse destas informagoes, consideremos para pu < 0 a fungao m,,, dada por:

A
=+ =£.
¥

Logo, da igualdade acima temos que ¢ satisfaz:

—Ap+mup = pp, >0 em  Bi(0)
dp = 0 sobre 5.

Em outras palavras, como ¢ > 0, vemos que € a primeira autofunc¢ao e p o primeiro
autovalor de —A + m,,(z). Agora, definamos a seqiiéncia de fungoes ¢, por:

o = (P 4 ) D),

co1m:

0<—é—5<tk<—é e limtk:—ﬁ.
(6% [0 k—o0 (0

Através de cdlculos e do fato de p € C?*(By(0)), t ser limitada (pois converge)

temos:
AS%

Pk
para alguma constante C. Além disso,

<y, (2.33)

Wi = / aapiﬂ / a4+, / a=p0+at, <0 (2.34)
Q Q Q
e
khm W = khm cupi“ klim (B + aty) = 0. (2.35)

Argumentaremos por contradu;ao. Suponhamos que o problema (P,,) tem
solucao para a como escolhido acima e limitemos a funcao m da seguinte maneira,
Im|o < Cy + 1. Assim, existe a constante C' dada no Teorema 2.5. Definamos:

A
Pk
onde: 5
iy = ﬂ e D= / P, (2.37)

Ora, observemos que por deﬁnic;ao or > 0 e entao, de (2.36) obtemos que ¢, é a
primeira autofuncao e py o primeiro autovalor de —A + mg(z). Assim, denotaremos
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. por jir. Notemos também que |ui| < 1, pois por (2.35), wx — 0 quando k — oo.
Logo, de (2.33) e (2.36), vemos que

ou seja, my, ¢ limitada pela mesma constante que m. Supondo que a Conjectura 1
¢ verdadeira, vemos que o problema (P, ) tem solucdo. Agora, como my, é limitada
pela mesma constante que m, podemos aplicar o Teorema 2.5 para este problema
com a mesma constante C, isto é, temos que wy, satisfaz:

Wi :/ngﬂ < C’,u,lc/ggpiﬂ. (2.39)

Agora, de (2.34) e (2.37), vemos que my, satisfaz (i) e (ii) do Teorema, mas:

Cui/wi“ = Cui/(sop“ﬂk)
Q Q

Cu / ot
Q

p - CD

tbﬂ
I I/\} A
[e=)

A
o
||> )
J

ka

_ p+1
wk—/agok .
Q

O que contradiz (2.39). [

"

Usando as mesmas técnicas feitas na prova do Teorema 2.6, mostraremos que a
conclusao do Teorema 2.3 ndo é vélida se [, a = 0. Para isto, tomemos Q = B;(0)
e ¢ como no Teorema 2.6, satisfazendo as condicoes (b) e (c). Entao, definamos:

pula) = (1 4+ 2D 5 0 ¢

1 A
my(z) = ——+ L
n “n
Novamente ¢é facil ver que: |m,|o — 0 quando n — oo e entao, |m,(z)lo < Ci

para todo n. Além disso,

p(—A+my(r)) =—— — 0, quando n — oo e
n

/awﬁ“ Z/a(90p+1+n2) Z/asop“ <0,
Q Q Q

pois fQ a = 0. Entao, supondo que o Teorema 2.3 ¢é valido, vemos que o problema
(P,) tem solugao.
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Por outro lado, se supormos que o problema (F,,) tem uma solugao, temos pelo
Teorema 2.5 que existe C' e podemos tomar |m|y < C, de forma que o Teorema 2.5
vale para o problema (P,,,) com a mesma constante C. Mas:

Coml=btmfa)) [t = =5 [ B
0 n Jjo n Jjao

< =C|Qn - —o0,

quando n — oo. Portanto, para n grande estas duas ultimas equagoes nos dizem
que [, apht, nao satisfaz (2.29), isto é, o problema (P,,,) nao tem solugao para n
grande.

Finalmente, no caso do Teorema 2.4, se supormos fQ a > 0 procedemos da mesma
forma que na prova do Teorema 2.6 fazendo poucas mudangas.
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