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Capitulo 1

Introducao

Preliminares |

1.1 Teoria de Conjuntos

Seja X um conjunto nao vazio. Uma relacao de ordem parcial em X ¢é uma
relacao < com as seguintes propriedades:

i) Sex<yey<z entdox < z;
ii) Sex <yey <z entdo x = y;
iii) x < x para todo z € X.
Se além disso
iv) quando z,y € X entdao ou x < y ou y < z,

entao < é dita uma relacao de ordem total e X ¢é dito totalmente ordenado.

Se X é parcialmente ordenado por < um elemento x € X é dito maximal
(minimal) se e sé se z < y (y < x) implica z = y. Se A C X um elemento
r € X é dito limitante superior (inferior) para A se, e somente se, a < x
(x <a),VaeA.

Se X ¢é totalmente ordenado por < diremos que X é bem ordenado se
todo subconjunto nao vazio de X tem um (necessariamente tinico) elemento
minimal.

Principio Maximal de Hausdorff Todo conjunto parcialmente ordenado
tem um subconjunto totalmente ordenado maximal.
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Lema de Zorn Se X é um conjunto parcialmente ordenado e todo subcon-
junto totalmente ordenado de X tem um limitante superior entao X tem um
elemento maximal.

O Principio da Boa Ordenacao Todo conjunto nao vazio X possui uma
boa ordenacao.

O Axioma da Escolha Se {z,}.c4 € uma colecao de conjuntos nao vazios
entao MaeaXo = {f: A — Upea X : fla) € X,} € nao vazio.

Corolario Se { X, }aea € uma colecao disjunta de conjuntos nao vazios, existe
Y C UpeaX, tal que Y N X, contém precisamente um elemento para cada
acA.

1.2 Espacos Métricos

Uma métrica em um conjunto X é uma fungao p : X x X — [0, 00) tal que
e plr,y) =0z =y,

o p(z,y) =ply,x), Va,y X,

o p(x,y) +ply,z) <plz,2),Vr,y,2 € X.

Um conjunto X equipado com uma métrica p é chamado um espac¢o métrico
(X, p).
Seja (X, p) um espago métrico

e A bola aberta de centro em x € X e raior > 0 é o conjunto B,(z) =
{ye X :d(z,y) <r}.

e A bola fechada de centro em z € X e raior > 0 é o conjunto B,(z) =
{ye X :d(z,y) <r}.

e A C X é aberto se para todo x € A existe r, > 0 tal que B, (z) C A.
e A C X é fechado se A é aberto.
e A uniao qualquer e a intersecao finita de conjuntos abertos sao abertos.
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e A intersecao qualquer e a uniao finita de conjuntos fechados sao fechados.

e A uniao de todos os abertos contidos em A é chamada interior de A e é
denotado por A°.

e A intersecao de todos os fechados contendo A é o fecho de A e é denotado
por A™.

e AC X édenso em X se A~ = X e nunca denso se A~° = ().
e X ¢ separavel se tem um subconjunto contavel e denso.

, . . n—oo
e {r,} C X é convergente com limite x € X (escrevemos x, — =z ou

limy, oo, = ) s€ d(z,, ) — 0.

Proposicao 1.2.1. Se X é um espaco métrico, E C X e x € X, as
sequintes afirmativas sao equivalentes:

a) x € B
b) B.(x) N E # 0 para todo r > 0;
c¢) Existe {x,} C E tal que x,, — x.

Prova:
Y=d|Se B.(xr)NE =0 = B,(x)¢ é fechado e contém E mas nao contém ,
logox & E~.

d=U|Sex ¢ E~ existe r >0 tal que B,(x) C E=°= B.(x)NE = .
b= c| Se b) vale, para cadan € N existe x,, € EN B1(z) = 0 < p(z,2) <

1/n =z, = x.
Y=¢ Se B.(x)NE =0 = p(x,y) >r, Vy € E = B seqiiéncia em E que
converge para x.

[]

Se (X1, p1), (Xa, p2) sao espagos métricos, uma funcao f : X; — Xy é
continua em x € X1 dado € > 0 existe § > 0 tal que p2(f(x), f(y)) < € sempre
que pi(z,y) < & (em outras palavras f~1(B.(f(x)) D Bs(x)). A funcao f é
dita continua se é continua em todo x € X; e uniformemente continua se o
na definicao de continuidade puder ser escolhido independentemente de x.
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Proposigao 1.2.2. f : X; — X5 € continua < f~H(U) é um subconjunto
aberto de X1 sempre que U é um subconjunto aberto de Xs.

Prova: Se f é continua e U C X, é aberto entao para cadax € f~1(U) temos
que existe € > 0 com B.(f(z)) C U e § > 0 tal que Bs(x) C f 1 B(f(x)) C
f~YU). Logo f~1(U) é aberto. Se f~Y(U) é aberto sempre que U é aberto,
e>0ex e X sejalU = B(f(z)) = f1(U) 2 X é aberto = existe § > 0 tal
que Bs(z) C f~1(B.(f(x)) portanto f é continua. []

Uma seqiiéncia {x,} em um espago métrico (X, p) é dita de Cauchy se
p(Zn, ) — 0 quando n,m — oco. Um subconjunto E de X é dito completo
se toda seqiiéncia de Cauchy em E converge em E.

Proposicao 1.2.3. Um subconjunto fechado de um espaco métrico completo é
completo e um subconjunto completo de um espaco métrico qualquer é fechado.

Prova: Se X é completo, E C X é fechado e {x,} é de Cauchy em E {x,}
tem um limite x € X. Segue da Proposicao 1.2.1 que x € E~ e como E
é fechado x € E. Se E C X é completo e v € E~ existe uma seqiiéncia
E >z, =% x logo {x,} éde Cauchyem E => v € E e E=E", O

1.2.1. Distancia de um ponto a um conjunto e entre conjuntos

Seja (X, p) um espago métrico e E, F' C X. Definimos a distancia de um
pontox € X a E e a distacia entre I/ e F' por

plz, E) = inf{p(z,y) 1y € E}
p(E,F)=inf{p(z,y):x € B,y € F} =inf{p(x,F) : x € E}.

Note que p(x, F) =0 < x € E~. Definimos o diametro de um conjunto por
diamE = sup{p(x,y) : z,y € E}

e F é limitado < diamFE < oo.

1.2.2. Coberturas e Conjuntos Totalmente Limitados

Se E C X e {Vy}taea €é uma familia de conjuntos tal que E C U,c4V, entao,
{Va}taeca € dita uma cobertura de E. Um conjunto F é dito totalmente limi-
tado se, para todo € > 0, E pode ser coberto por um nimero finito de bolas
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de raio €. Todo conjunto totalmente limitado é limitado mas a reciproca em
geral é falsa. Se E é totalmente limitado E~ também o é.

Teorema 1.2.4. Se E é um subconjunto de um espago métrico (X, p), sdo
equivalentes:

a) E é completo e totalmente limitado

b) (Bolzano-Weierstrass) Toda seqiiéncia em E tem uma subseqiiéncia con-
vergente em E.

c¢) (Heine-Borel) Se {V,}aca € uma cobertura aberta de E existe um con-
gunto finito F C A tal que {V,}aer cobre E.

Prova: A prova seguira o seguinte roteiro
a<b
a,b=c
c=0

Se {z,} C E é uma seqiiéncia, £ pode ser coberto por um nimero
finito de bolas de raio 1/2 e pelo menos uma delas deve conter x, para um

numero infinito de indices n. Digamos que N1 C N é um conjunto infinito e
que By é uma bola de raio 1/2 tal que z, € By, Vn € N;. E N B; pode ser

coberto por um numero finito de bolas de raio 2 e pelo menos uma dessas

bolas contém x, para um numero infinito de indices n € Ny. Digamos que

Ny C N; é um conjunto infinito e que By é uma bola de raio 72 tal que
x, € By para n € No. Continuando indutivamente temos uma seqtiéncia de
bolas abertas B; com raio 27/ conténdo x,, n € N;, onde N; C N é infinito
Nji1 C Nj. Se {n;} é uma seqiiencia de niimeros naturais tais que n; € N,
nj. > ny, a seqiiéncia {x,,} é tal que (se k > j)

—Jj— .
E -7 —-7—1 —k+1 —j+1 77X

/O anDxnk xnj+£7xnj+f+1) < 2 j+2 / +---+2 * < 2 AR 0.
(=0

Portanto, {z,,} ¢ de Cauchy. Segue do fato que E é completo que {z,,} é
convergente em F.



d =Y| Se F nao é completo 3 uma seqiiéncia de Cauchy {z,} que nao con-

verge em F. Nenhuma subseqiiéncia de {x,} pode convergir para um ponto
de E pois caso contrario {x,} convergiria.

Se E nao é totalmente limitado seja € > 0 tal que E nao pode ser coberto
por um nimero finito de bolas de raio € . Escolha {x,} C E da seguinte forma.
Escolha z1 € E e tendo escolhido x1,. .., x, escolha x,+1 € E\ U;—1B(€, z;).
Entao p(x,,x,) > € para todo m,n e {x,} nao tem qualquer subseqiiéncia

convergente.

a,b = ¢| E suficiente mostar que se {Vy}aca 6 uma cobertura aberta de E

existe € > 0 tal que toda bola de raio € que intercepta E esta contido em
algum V,, pois E esta contido em um niimero finito dessas bolas de (a).

Suponha que nao; isto é, que para cada n € N existe uma bola B, de
raio 27" tal que B B, N E # 0 e B,, ¢ V,, para qualquer . Escolha x, €
B, N E passando para uma subseqiiéncia podemos supor que {x,} converge
para algum x € E. Temos que x € V,, para algum « e como V, é aberto
r € By(x) C V, para algum r > 0 mas se n é grande o suficiente B, C
B(e, ) C V, contradizendo a hipétese que B, ¢ V,, para qualquer .

¥ =¢|Se{x,} é uma seqiiéncia em E que nao tem subseqiiéncia convergente,

para cada x € F existe uma bola B, centrada em x que contém x,, para um

numero finito indices n € N. Entao {B,}.cp cobre E e nao tem subcobertura
finita. []

Um conjunto E que possui as propriedades a,b e ¢ é chamado compacto.
Todo compacto é fechado e limitado, a reciproca é falsa em geral, mas ver-
dadeira em R".

Proposicao 1.2.5. Todo subconjunto fechado e limitado de R"™ é compacto.

Prova: Como subconjuntos fechados de R" sao completos é suficiente mostrar
que subconjuntos limitados de R" sao totalmente limitados como qualquer
subconjunto limitado esta contido em algum cubo

Q=[-R,R|" ={x € R" : max (|z1],...,|z,]) < R}

é suficiente mostrar que () é totalmente limitado. Dado ¢ > 0 tomamos
k > Ry/n/e e expressamos () como a uniao de k™ cubos congruentes dividindo
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o intervalo [—R, R| em k intervalos iguais. O comprimento do lado destes
cubos é 2R/k e o diametro é \/n(2R/k) < 2¢. Logo eles estao contidos nas
bolas de raio € em torno dos seus centros. ]

Duas métricas pi, po em um conjunto X sao ditas equivalentes se existem
constantes positivas c, ¢ tais que cpy < po < ¢py. Métricas equivalentes dao
origem aos mesmos abertos, mesmos fechados, mesmos compactos, mesmas
seqiiencias convergentes (de Cauchy), assim a maioria dos resultados relativos
a espacos métricos nao dependem de uma métrica especifica e sim de sua classe
de equivaléncia.

1.3 Analise Funcional Elementar

1.3.1. Espacos Vetoriais Normados

Seja K o corpo dos nimeros reais R ou o corpo dos nimeros complexos C
e X um espaco vetorial sobre K. Se M, N sao subespacos vetoriais de X
(escrevemos M, N5, X) definimos a soma de M e N por

M+N:={x+y:xeM, ye N}
Definicao 1.3.1. Uma seminorma é uma funcdo || - || : X — [0, 00) tal que

[z +yll < llzfl +[lyll, Vz,yeX
|Az|| < |A[jz]l, VAeK, VaeX.

E claro que ||0]| =0, e se
|z]| =0 < 2 =0,
diremos que || - || € uma norma e que X € um espago vetorial normado.

Se X é um espaco vetorial normado, entao p : X x X — [0,00), definida
por p(x,y) = ||z —y||, é uma métrica em X. Um espacgo vetorial normado que
é completo com a métrica induzida pela norma é dito um espaco de Banach.
Todo espago vetorial normado pode ser imerso em um espaco de Banach (o
seu completamento). Este fato foi provado no curso de Analise I.
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Duas normas em X, ||-||1 e || - |2 s@o equivalentes se existem c; e ¢y tal que
allzlly < flzlls < eoflzly V 2z € X

s . , . N
Uma série Y >~ | x, é dita convergente em X se Y | =, — x quando N —
oo e absolutamente convergente se Y " ||x,|| é convergente.

Teorema 1.3.2. Um espaco vetorial normado é completo < toda série abso-
lutamente convergente é convergente.

Prova: Se X é um espaco de Banach e Y~ ||z,|| < oo é fdcil ver que
{>i_, xx} é uma seqiiéncia de Cauchy e portanto convergente

h1 Tk q yep vergente.

Por outro lado, se X é um espaco vetorial normado X onde toda série
absolutamente convergente é convergente e {x,} é uma seqiiéncia de Cauchy;,
entao existem nq < no < --- em N tais que

|2n — 2] <277 n,m >n;

escolhemos yi1 = Tp,, Yj = Tn; — Tn,_,, J = 2. Logo

k
§ : Yj = Ty,
Jj=1

¢ k k
> il < sl +) 277 <l +1 < oo
j=1 1
Isto implica que {x,,} é convergente e portanto {x,} é convergente. [

Proposicao 1.3.3. Um subconjunto fechado de um espagco métrico completo é
completo e um subconjunto completo de um espaco métrico qualquer € fechado.

Proof: Se (X, p) é um espago métrico completo, E C X ¢ fechado e {z,} é
uma seqiiéncia de Cauchy em E temos que {x,} é convergente para algum
x € X. Segue do fato que E é fechado que x € E e E é completo.

Se por outro lado E é um subconjunto completo de um espaco métrico
qualquer (X, p) e x € E~ logo existe uma seqiiéncia {z,} em E que converge
para x. Segue do fato que toda seqiiéncia convergente é de Cauchy que x € FE.
Isto mostra que E é fechado. ]
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Definicao 1.3.4. T : X — Y linear entre dois espacos vetoriais normados €
limitada se 3 ¢ > 0 tal que ||Tz|ly < c||z]x, V X.

Proposicao 1.3.5. Se X,Y sao espacos vetoriais normados T : X — Y €
linear, sao equivalentes:

1. T € continua,
2. T € continua em 0,

3. T ¢ limitada.

Prova:

1= 2] E evidente.

Dado € = 1 existe § > 0 tal que T([Bs(0)]7) C T(Bss(0)) C {y €
Y :|lyl| < 1}. Como ||Tz|| < 1 quando ||z|| < § temos que HT‘s—xHH < 1 para

[
0# x € X. Segue que ||Tx|| < 5 Y|z|| para todo x € X.
Se existe ¢ > 0 tal que, V x,y € X, |[|[Tx —Ty| < cllz —y|l ee >0
é dado, escolhemos ¢ = ¢. Entao ||z —y|| < 0 implica [|[Tz —Ty|| < ct =€ O

L(X,Y) denota o conjunto das transformacgoes lineares e continuas de X
emY. L(X,Y) é um espaco vetorial normado com norma

IT|: = inf{c > 0 |Tz| < ¢z, ¥z € X}

_ | Tz|]

= sup
lzllex |zl (1.1)
x#£0

= sup ||Tz||
|zl|=1

Proposicao 1.3.6. Se Y ¢ completo entiao L(X,Y) € completo.

Prova: Seja {T,,} uma seqiiéncia de Cauchy em L(X,Y). Entao {T,x} é de
Cauchy em Y. Defina Tx = lim T,x.

n—oo

E claro que T' é linear e que
[Tz]] = lim || T,z]] < limsup ||T,[] - ||].
n—oo 7121

LogoT € L(X,Y). Além disso, dado € > 0, existe N € N tal que ||T,,—T,,|| <
¢ para todo m,n > N e

|\ Twx — Tzl = || Th — Tl ||z]] < €llz|| Vm,n>NeVzxeX
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Logo
|Thwx —Tz|| <e€|z]| Vn>NeVrelX.

Portanto ||T,, — T|| < € para todon > N e T, — T. O]

Também é verdade que se L(X,Y) é completo entao Y é completo. Veja
Z]

SeT € L(X,Y)eS e L(Y,Z) entao SoT € L(X,Z) e||SoT| < ||S] |T||-

T € L(X,Y) é inversivel ou um isomorfismo se T é bijetora e T™! €
L(Y, X), isto ¢, ||Tz|ly > c||z||x para algum ¢ > 0. T é uma isometria se
[Tzlly = [lz]lx Vo e X

1.3.2. O Teorema de Hahn-Banach Analitico

e Seja X um espaco vetorial sobre K.

Uma transformacao linear f : X — K é chamada um funcional linear.

e Se X é um espaco vetorial normado, L(X,K) é um espaco de Banach
(veja Proposicao 1.3.6) chamado espago dual de X e denotado por X*.

e Se X é um espaco vetorial sobre C ele também é um espaco vetorial sobre
R. Assim, podemos considerar funcionais lineares reais f : X — R ou
complexos f : X — C.

Proposicao 1.3.7. Seja X um espaco vetorial sobre C. Se f : X — C ¢é
um funcional linear e u = Re f entdo u € um funcional linear real e f(x) =
u(x) —iu(ix) para todo x € X. Reciprocamente se u: X — R é um funcional
linear real e f : X — C € definido por f(x) = u(x) — iu(ix), entdo f é um

funcional linear complexo. Se X ¢é normado, [ € limitado se, e somente se,

u € limitado e neste caso ||f]| = ||u/|.
Prova: Se f : X — C é linear entao uw = Re f é linear e Im f(x) =
—Re if(x) = —Re f(iz) = —u(iz). Por outro lado se u é um funcional

linear real f(x) = u(z) — iu(ix) é claramente linear.
Se X é normado e f é limitado |u(x)| = |Re f(x)| < |f(z)|. Portanto, u é
limitado e ||u|| < ||f||. Por outro lado, se u é limitado, | f(x)| = ¢*#") f(z) =

(0%
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f(az) = u(ax) € R, logo
[f(@)] < lullll]l = flell{l]

e f é limitado com || f|| < ||u||. Em ambos os casos || f|| = ||u]|. O

Definicao 1.3.8. Se X ¢ normado, um funcional sublinear é uma funcao
p: X — R tal que

p(x+y) <plx)+ply) e p(Az)=Xp(z) Vz,ye X e A=0.

Teorema 1.3.9 (Hahn-Banach). Seja X um espago vetorial real, p um fun-
cional sublinear em X, M G.X e f um funcional linear em M tal que f(x) <
p(x) para todo x € M. Entdo existe um funcional linear F' em X tal que
F(z) < p(z) para todo x € X e F|,, = f.

Prova: Comecamos mostrando que se © € X\ M, podemos estender f a um
funcional linear g definido sobre M + Rx e satisfazendo g(y) < p(y) para todo
ye M+ Rzx. Se y1,y2 € M temos

f) + f(y2) = flyr +32) < plyr +y2) < plyr — ) + p(x + y2)
fy) —pyr — 2) < p(x+y2) — fy2).
Logo
ri=sup{f(y) —ply —z):y € M} <inf{p(x +y) — f(y),y € M} =ry.

Seja a tal que 11 < a < ry e defina g : M + Rx — R por g(y + A\z) =
f(y) + Aa. E claro que g é linear e que 9., = f. o que implica g(y) < p(y)
para todo y € M. Além disso, se A > 0 ey € M, temos que

9y + Azx) = Alf(y/A) + o] < Alf(y/A) +plz+ (y/N) = fy/A)] = ply + Az)
ese A = —pu < 0 temos que

9y + Az) = plf(y/p) — o] < pulf(y/w) — fly/1) +p(y/p— )] = p(y + Az).
Portanto g(z) < p(z) para todo z € M + Ru.
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Isto mostra que o dominio de uma extensao linear maximal de [ satis-
tazendo f < p deve ser o espaco todo.

Seja F a familia de todas as extensoes lineares de f satisfazendo f <
p e parcialmente ordenado pela inclusao dos graficos. Como um conjunto
linearmente ordenado de extensoes tem a uniao como limitante superior segue

do lema de Zorn que F tem um elemento maximal e o resultado segue.  [J

Se p é uma seminorma e f : X — R, a desigualdade f < p é equivalente a
[fI < p pois | f(z)| = £f(x) = f(£2) < p(dx) = p(2).

Teorema 1.3.10 (Hahn-Banach Complexo). Seja X um espago vetorial com-
plexo, p uma seminorma em X , MG X e f: M — C linear com |f(x)]| <
p(z) para x € M. Entao existe ' : X — C linear tal que |F(x)| < p(x) para
todox € X e F|,, = f.

Prova: Seja u = Re f. Pelo Teorema anterior existe uma extensao linear U
de uw a X tal que |U(z)| < p(z) para todo x € X. Seja F(x) = U(x) —iU (ix).
Entao F é uma extensao linear complexa de f. Para cada v € X, se a =
eTAI8(FW@) temos que |F(z)| = aF(x) = F(az) = U(az) < plazr) = p(z). O

Corolario 1.3.11. Seja X um espaco vetorial sobre K, M um subespaco
vetorial de X f: M — K um funcional linear com

| fllar :=sup{|f(z)]: x € M e ||z|| < 1} < 0.

Entéo existe f € X* tal que f‘M:f e |l fllxe = IIf ||z

Prova: Basta aplicar o Teorema de Hahn-Banach (Teorema [1.3.10) com

p(x) = [|fllar

Teorema 1.3.12. Seja X um espacgo vetorial normado sobre K.

a. Se MG, X € fechado e v € X \ M eziste f € X* tal que f(x) # 0,
fiu = 0. De fato, se 6 = infyep ||z —yl|, f pode ser tomada tal que

Ifll=1¢€ f(z)=4.
b. Se x # 0, existe f € X* tal que ||f|| =1 e f(z) = ||z||.
c. Os funcionais lineares limitados em X separam pontos.
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d. Se x € X defina z: X* — C por

(f) = fz), VfeX"
Entao a transformacao x L & ¢ uma isometria linear de X em X**.
Prova:

a) Defina f em M + Cx por f(y+ Ax) = A0, (y € M e A € C). Entao
f(x) =14, fl,, =0 e, para A # 0,

[y +22)] = (A6 < A ANy + ] = [ly + Az

Do Teorema de Hahn Banach com p(x) = ||x|| e M substituido por
M + Cax obtemos a extensdo F de f a X. E fdcil ver que ||F|| =1 e que

F(x)=6.

b) E um caso especial de a) com M = 0.

c) Se x # y existe f € X* com f(x —y) # 0 isto é f(x) # f(y).

d) & é claramemente linear de X* em K. A transformacao x Lié linear,
pois T(az + By)(f) = (ax + py)(f) = flaz + By) = af(z) + pf(y) =
az(f)+ pz(f) =T (x)(f) + pT(y)(f), para toda f € X*. Note que

()] = [f@)] < NFI =]l = 2l < =]l

Por outro lado de b) existe f € x* tal que f(z) = ||z||, ||f]| = 1 e isto
implica que |2(f)| = f(x) = ||=[| e [|Z]| = ||=[. O

Seja X = {&: x € X}. Como X** é um espaco de Banach [X]~ também
é Banach e t > X — & € X é uma imersao densa de X em [X]~. [X]~ é
chamado completamento de X. Em particular se X é Banach [X]™ = X.

Se dim X é finita entdo X = X** pois estes espacos tem a mesma dimensao.

Para dimensao infinita nem sempre X =X*"e quando este é o caso X é
dito reflexivo.

Geralmente identificamos X com X e consideramos X como um subespaco
de X**. Com isto, reflexividade passa entao a ser entendida como X = X**.
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1.3.3. Conseqiiéncias do Teorema de Categoria

Sejam X,Y espacos vetoriais normados e T' : X — Y uma transformacao
linear. Diremos que T é uma aplicagao aberta se T'(U) é um subconjunto
aberto de 'Y sempre que U é um subconjunto aberto de X.

Se Z é um espago vetorial normado denotaremos o conjunto {z € Z :
|z — 20| < r} por BZ(z0) (ou simplesmente B,(zy) quando nao houver possi-
bilidade de confusao) .

Teorema 1.3.13. [Aplicagcio Aberta] Sejam X eY espagos de Banach. Se
T € L(X,Y) € sobrejetora, entio T € aberta.

Para provar o Teorema da Aplicacao Aberta precisamos dos dois lemas
seguintes:

Lemma 1.3.14. Sejam X,Y espacos vetoriais normados e T : X — 'Y uma
transformacao linear entao, sao equivalentes:

a) T é uma aplica¢do aberta;
b) Eziste v > 0 tal que T(B;*(0)) D BY(0).

Prova: E claro que a = b. Mostremos que b = a. Basta mostrar que T'x é
interior a T'(U) para todo x € U. Se x € U, como U é aberto, existe p > 0
tal que B, (z) C U e

T(U) D> T(B)(x)) =T(zx+pB(0)) =Tz + pT(B;(0))
> T + BY(0) = BY (T'x)

mostrando Tz é interior a T'(U). O

Lemma 1.3.15. Se X,Y sado espacos de Banach e T € L(X,Y) € tal que,
para algum r > 0,
B, (0) C [T(Bi(0))]

entao,
By (0) C T(By (0)).
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Prova: Como T comuta com homotetias segue que se ||y|| < r2™" entao

y € [T(B5-.(0))]". Suponha que ||y|| < %; podemos encontrar z; € By (0)
2

tal que ||y — T'z1|| < § e procedendo indutivamente podemos encontrar x, €

B3.(0) tal que ||y — Y20, Tayll <r27""'. Como X é completo a série ) x,

converge, digamos para x, mas entdo ||z|| < >.°, 2" =1 e y=Tz. Em

outras palavras T(Bi* (0)) 2 y, para todo [jy|| < 5.

Prova do Teorema da Aplicacao Aberta: Como X = U BX(0) eT

n=1

é sobre temos que Y = U T(B:(0)) mas Y é completo e y — ny é um
n=1
homeomorfismo de Y nele mesmo que leva B;* (0) em B.X(0). Do Teorema de

Baire T(B;*(0)) nao pode ser nunca denso. Isto é, existe yo € Y er > 0 tal
que BY (y) estd contido em [T(BiX(0))]~. Tome y; = Txy € T(B;(0)) tal
que ||y1 —yo|| < 2r. Entao By (y1) C B}.(yo) C [T(Bi<(0))]~, logo se ||y|| < 2r

y=Twr+y—y € T(B(0) + [T(B7(0))]” C 2[T(B5 (0))] "

Dividindo ambos os lados por 2 concluimos que 3 r > 0 tal que se ||y|| < r
entao y € [T(B{(0))]~. O resultado agora segue dos Lemas anteriores. [

Corolario 1.3.16. Se X eY sao espagos de Banach e T € L(X,Y) € bijetora,
entao T é um isomorfismo; isto é, T~ € L(Y, X).
Seja T : D(T) CX —Y uma transformacao linear (é claro que D(T )X ).
Definimos o grafico de T' por
G(T)={(z,Tz) :x€e D(T)} C X XY
Uma transformagao linear T': D(T) C X — Y é fechada se [G(T)]” = G(T).

Toda transformacao linear continua T é fechada.

Teorema 1.3.17. [Grdfico Fechado] Se X e Y sao espagos de Banach e T :
X — Y € fechada entao T € limitada.

Prova: Sejam m; e my as projecoes de G(T) em X e Y, isto é, m(z,T,) = x
e my(x,T,) = Tx. Obviamente m; € L(G(T),X) e m € L(G(T),Y). Como
X eY sao completos X x Y é completo e portanto G(T') é completo (pois é
fechado, veja Proposi¢ao 1.3.3). m é uma bijecao de G(T) em X e portanto
7' é limitado. Entdo T = myom; ' é limitado. O
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Teorema 1.3.18 (Principio da Limitagdo Uniforme). Sejam X e Y espacos
vetoriais normados e A C L(X,Y)

a) Se sup ||Tz|| < oo para x em subconjunto de sequnda categoria, entdo
TeA

suprea | T < oo

b) Se X € um espaco de Banach e suppey ||Tz|| < 0o para todo x € X,
entdo suppey ||| < oo.

Prova: Basta provar a) que b) segue do Teorema de Categoria de Baire. Seja

E,={z € X :sup||Tz|| <n}=({zeX:|Tz| <n}
TeA TecA

Entao, os FE,’s sao fechados e como a uniao U E,, contém um conjunto de

n>1
segunda categoria devemos ter que algum FE, contém uma bola nao trivial

[B(x0)]”, r > 0. Entao Es, D [B,(0)]” pois sempre que ||z|| < r temos que
—Tr+ Iy € [Br(ﬂjo)]_ CFE,e

| Tx|| = [|T(x — xo)|| + |[Txol| <n+n=2n, ¥V TecA.
Logo || Tz|| < 2n sempre que ||z|| < r e para todo T € A de onde segue que
7| gQT" v TeA
[l

Corolario 1.3.19. Se X, Y sdo espagos vetoriais normados e {T,} C L(X,Y)
¢ tal que {T,x} converge para cada x € X e T : X — Y € definida por
Tx =lim, o Thx, entao T € L(X,Y) e ||T| < liminf||7,] .

Corolario 1.3.20. Se X € um espaco de Banach e B C X, suponha que
V fe X f(B)=Upp f(b) € limitado. Entao B € limitado

Prova: Defina b: X* — K por

Entao para cada f € X*

sup [b(f)| = sup | £(b)| < o0
beB beB
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segue do Principio da Limitagao Uniforme e do Teorema [1.3.12 d) que
sup [|b]| = sup [|b]| < occ.
beB beB

]

Corolario 1.3.21. Seja X um espaco de Banach e B* C X*. Suponhamos
que YV € X o conjunto B*(z) = Uy.cp f(2) € limitado. Entao B* € limitado.

Prova: Por hipétese |b*(x)| < ¢, para todo b* € B*. Segue do Principio da
bl < 0. O

Limitacao Uniforme que supy..pg-

1.4 Exercicios

1. Mostre que todo conjunto limitado é totalmente limitado e encontre um
exemplo de conjunto limitado que nao é totalmente limitado.

2. Mostre que, se T' € L(X,Y') entao,

T
inf{c>0:||Tz|| <clz], Vx € X} = sup I 7] = sup ||Tz|.
||:z:|Lé€X ] ]| =1
x#£0

3. Mostre que se L(X,Y’) é completo entao Y é completo.

Preliminares |
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Capitulo 2

Analise Funcional

Primeira Aula (100 minutos) |

2.1 Formas Geométricas do Teorema de Hahn-Banach

Seja X um espaco vetorial normado real.

Definigao 2.1.1. Um hiperplano (afim) é um conjunto da forma
H={reX: f(x)=a}

onde f : X — R é um funcional linear nao identicamente nulo e o € R.

Diremos que H € o hiperplano de equacao [f = a.

Definicao 2.1.2. Seja X um espaco vetorial sobre K. Diremos que C C X
¢ convero se tx + (1 —t)y € C sempre quet € [0,1] e x,y € C.

Proposicao 2.1.3. O hiperplano de equagdo [f = ] € fechado se e somente

se f € continua.

Prova: E claro que se f é continua H é fechado. Por outro lado, se H é
fechado, seja xp € H¢ e suponha que f(xy) < a. Seja r > 0 tal que B,(xy) C
He¢. Entao f(B,(xg)) é convexo e nao intercepta {a}. Logo f(B,(xy)) C {x €
R : z < a}. Disto seque que

flxog+rz) <a V ze B(0)

a — f(xo)

r

fz) <
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e portanto
—f (330)

r

1f <=
O

Definigao 2.1.4. Se A, B C X diremos que o hiperplano de equacdo [f = a
separa A e B no sentido fraco se

flz)<a V zeA e
flz)>a V xz€B.

Diremos que o hiperplano de equagdo [f = a] separa A e B no sentido forte
se existe € > 0 tal que

flz)<a—e V z€A e
flz)>a+e V z€B.

Teorema 2.1.5. [Hahn-Banach (Primeira Forma Geométrica)] Seja X um
espaco vetorial normado real e sejam A, B C X dois conjuntos convexos, nao
vazios e disjuntos. Se A € aberto existe um hiperplano fechado que separa A
e B no sentido fraco.

Para provar este resultado precisamos dos lemas seguintes:

Lema 2.1.6. /O Funcional de Minkowski de um convexo] Seja X um espago
vetorial normado sobre R e C' C X um aberto convexo com 0 € C. Para todo
x € X defina

p(z) =inf{a>0; a 'z € C}

(p € o funcional de Minkowski de C). FEntao, p é um funcional sub-linear
(veja Definicao 1.3.8) e existe M tal que

0<p(z) <Mz, Vv zeX,

C={reX:px) <l1}. (21)

Prova' Seja r > 0 Tal que By.(0) C C. Note que, para todo x € X,
H H € By, (0) C C e portanto

1
< Z
p(x) < - ]
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1
e a primeira parte de (2.1) segue fazendo M = —. Se x € C, existe € > 0
r

1
tal que (14 ¢)x € C. Assim p(z) < o< < 1. Reciprocamente se p(x) < 1
€

existe 0 < o < 1 tal que 'z € C e assim v = a(a"'z) + (1 — a)0 € C.
Vamos agora verificar que p é um funcional sub-linear. E claro que p(Az) =
x
Ap(x), A > 0. Sex,y € X sejae > 0. Entao ——— € C e _ I ¢
1 plz) +e ply) +e€
t —1
C = i ( )y € C para todo t € [0,1]. Em particular se t =
r)+e  ply) +e
€

obtemos v1Y
p(x) + p(y) + 2¢ p(x) +p(y) + 2¢
y) < p(z) + ply) + 2¢, Ve >0 e o resultado segue. O

€ C. Disto obtemos que p(x +

Lema 2.1.7. Seja C C X wma aberto convexo nao vazio e ryp € X \ C.
Entao existe f € X* tal que f(x) < f(xo) para todo x € C. Em particular o
hiperplano fechado de equagao [f = f(xg)] separa C de xy no sentido fraco.

Prova: Por translacao sempre podemos supor que 0 € C'. Sejam p o funcional
de Minkowski de C' e G = Rxy e g : G — R dada por

g(trg) =t, teR.
E claro que

t <t-p(zo) =p(teg), t>0
t<0<pltay), t<O0.

g(x) = g(tzo) = {

Logo, do Teorema de Hahn-Banach real, existe f : X — R tal que f|qo =g
e

flx)<plx) V z€ X.

Em particular f(zg) = 1 e f é continua pois p(x) < M|z||. Além disso
f(x) < 1 para todo = € C' e o resultado esta provado. ]
Demonstracao do Teorema

Seja C' = A — B. Entao C é convexo e aberto e 0 ¢ C' (pois AN B = ().
Segue do lema acima que existe f € X* tal que

f(z) <0V ze(C
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e portanto

fla)< f(b) YV acA e beB.
Seja « tal que sup,e4 f(x) < a <infyep f(b). Entao, o hiperplano de equagao
[f = a] separa A e B no sentido fraco. O
Teorema 2.1.8 (Hahn-Banach (Segunda Forma Geométrica)). Seja X um
espaco vetorial normado real, A e B convexos, nao vazios e disjuntos em X.

Suponha que A € fechado e B é compacto. Entao existe um hiperplano fechado
que separa A e B no sentido forte.

Prova: Seja A = A+ B(0), B. = B+ B(0), ¢ >0, entao A. e B
sao abertos, convexos e nao vazios. Para ¢ > 0 pequeno A, e B, sao disjuntos
(como A é fechado d(b, A) >0 V b € B ecomo B é compacto infyepd(b, A) =
d(B,A) > 0). Segue da primeira versao que existe um hiperplano fechado
que separa A, e B, no sentido fraco. Logo

fle+e)<a<fly+ez) YV x €A, ye B, z€ B(0) .
Logo
fl)—elfl<a<fly)+elfll VeeA yeB
e o resultado segue do fato que f # 0. ]

Corolario 2.1.9. Seja X um espaco vetorial normado sobre K e FF C X um
subespago vetorial proprio de X (F C X). Entdo, existe f € X*, f # 0 tal
que
f(z)=0, VzeF
Prova: Sabemos que X é um espaco vetorial normado sobre R. Dado xo & F,
existe f € X — R linear continua tal que
f(x) < f(xy), Ve F.

Segue que, f(x) =0, Vx € F.

Seja g : X — C dado por g(z) = f(x) —if(ix) no caso em que X é um

espaco vetorial normado sobre C. ]

Obs.: E freqiiente utilizar o corolario acima para mostrar que F é denso
mostrando que
f(z)=0, Vxe F= f=0.
Primeira Aula (100 minutos) |
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Segunda Aula (100 minutos) |

2.2 Funcoes Convexas Conjugadas

Seja X um espago métrico e p : X — (—o00,00]. Definimos o dominio D(p)

de ¢ por
D(p) :={x € X : p(x) < 0}.

Diremos que ¢ é prépria se D(p) # ().
O epi-grafico de ¢ é o conjunto

epi(i) = {(, 1) € X x R: () < A}
R4

B
epi(w)“
||

Definigao 2.2.1. ¢ : X — (—o00, 00| € semicontinua inferiormente se para
todo v € X

liminf o(y) :=lim  inf >
im inf p(y) := lim ye%} » p(y) = ()
Y+

Propriedades: Seja X um espago métrico e ¢ : X — (—o0, c0|. Entao,

a) ¢ é semicontinua inferiormente se e somente se epi(y) é fechado

Prova: Suponha que ¢ é semicontinua inferiormente e que (x,\) €
epi(p)~ entao, existe seqiiéncia (x,,\,) € epi(p) tal que (x,, \,) s

(x, ). Segue que

liminf, .« ¢(z,) > é(x).

Consequentemente,

A= lim A\, > liminf ¢(z,) > ¢(z).

n—oo n—oo
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b)

O que mostra que (z,\) € epi(p) e que epi(p) é fechado.

Suponha que epi(y) é fechado. Para cada r € X e lim, .oz, = x,
r, # x, Yn € N. Se liminf, . ¢(z,) = 400 concluimos. Se u >
liminf,, . ¢(x,), {¢(x,)} tem uma subseqiiéncia {p(x,, )} que satisfaz
o(xp,) < p e (x,,,pn) € epi(p). Segue do fato que epi(p) é fechado que
(x, 1) € epi(p). Isto mostra que ¢(x) < u for all > liminf, . ¢(x,) e
liminf, . ¢(z,) > ¢(x). O

¢ é semicontinua inferiormente se, e somente se, o conjunto [p < \| =

{x € X : p(x) < A} é fechado Y\ € R.

Prova: Suponha que ¢ é semicontinua inferiormente e que x € {p <
A}~. Entao, existe x, € [p < A] tal que x, — x. Como p(z,) < A
para todo n, segue que p(x) < liminf, . p(x,) < A. Isto implica que
r € [ < A] e o resultado segue. Por outro lado, se [p < )] é fechado
VA € R ez, — x podemos ter:

— liminf, . ¢(z,) = +00 e a prova esta concluida,

— para todo p > liminf, . o(z,), ©, € [p < w| para um nidmero
infinito de indices. Neste caso, do fato que [p < u] é fechado, segue
que x € [¢ < p], mostrando que liminf, .. ¢(x,) > ¢(x) e a prova
esta concluida. ]

c) Se X é compacto e ¢ é semicontinua inferiormente, entao ¢ alcanga seu

minimo.

Prova: Primeiramente mostremos que ¢ é limitada inferiormente. Supo-
nha que nao. Entdo, existe seqiiéncia {x,} em X tal que ¢(z,) — —o0.
Como X é compacto, podemos supor que {x,} é convergente com limi-
te x € X. Segue da semicontinuidade inferior que liminf, .., p(x,) >
p(x) > —o0 o que é uma contradi¢ao. Seja {x,} tal que p(x,) — \ =
inf,cx p(x). Do fato que X é compacto, podemos supor que {x,} é
convergente com limite x € X. Segue que

inf ¢(z) = liminf p(x,) > ¢(x)

zeX n—00

e o resultado esta provado. [
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Definicao 2.2.2. Seja X um espaco vetorial sobre K. Uma funcgao ¢ : X —
(—00, 0] € convexa se

plte+ (1 —t)y) <tp(z) + (L -t)ey) V z,ye X, t€][0,1]

Propriedades: Se X é um espago vetorial normado e ¢ : X — (—o0,00] é
uma funcao, temos que:

a) ¢ é convexa se, e somente se, epi(yp) é convexo.

Prova: Suponha que epi(y) é convexo e que (z,\), (y,n) € epi(p).
Entéao, para t € [0, 1],

tx,A)+ (1= 0)(y, ) = (tz+ (1 =)y, tA + (1 — t)p) € epi(p).

Disto segue que p(tz + (1 —t)y) < tA + (1 — t)u. O resultado segue,
tomando-se A = p(x) e p = o(y).

Por outro lado, se ¢ é convexa e (x, \), (y, 1) € epi(p) temos,
¢t + (1 —1t)y) <to(x) + (1 = )e(y) <tA+ (1 —t)p, [0,1].
Disto segue que (tx + (1 —t)y, tA + (1 — t)u) € epi(yp). O
b) Se ¢ é convexa, entao VA € R, [p < A] é convexo. Nao vale a volta.
Prova: Se ¢ é convexa e x,y € [p < A, temos que
pltr + (1 =t)y) <tp(z) + (1 —t)p(y) <tA+ (1 -H)A= A
Segue que tx + (1 —t)y € [p < ).

Definicao 2.2.3. Seja X é um espaco vetorial normado real e ¢ : X —
(—00, 00| uma funcao propria. Definimos a fun¢do conjungada de @ por ¢* :
X* — (—o00, 0]

P (f) =sup{f(z) —p(2)}, feX

zeX

Proposicao 2.2.4. Seja X é um espaco vetorial normado real e ¢ : X —
(—00, 00| uma funcao propria. Entdo, p* : X* — R € convexa e semicontinua
inferiormente.
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Prova: Para cada x € X,

f = ea(f) = fx) = p(x)

é convexa e continua (portanto semicontinua inferiormente). Segue que

[ 9" (f) =supp.(f)

rzeX

é convexa e semicontinua inferiormente (veja Exercicios 12 e 16). O]

Proposicao 2.2.5. Se X é um espaco vetorial normado real, o uma funcao
convexa, semicontinua inferiormente e propria, entao ©* é propria.

Prova: Seja zp € D(p) e Ay < @(xg). Aplicando a Segunda Forma Ge-
ométrica do Teorema Hahn-Banach com A = epi(¢) e B = {(x9,\o)} em
X X R,

Byl

|/
| Aceniliy .
&/

° B:{(l‘o,/\o)}

X

obtemos a existéncia de hiperplano [ = «|, em X xR, que separa fortemente
A e B. Observe que a aplicacao

r e X r— &((z,0))

é um funcional linear continuo sobre X e assim ®((x,0)) = f(x) com f € X*.
Tomando K = ®((0, 1)) temos que

O((z,\)) = f(x) + K\, para todo (x,\) € X x R.

Assumindo, sem perda de generalidade, que ® > « sobre A e ® < o sobre B
obtemos
flx)+ KAX>a Y (z,)) € epi(p)

f(zo) + KX < a.
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Em particular (como (x, p(z)) € epi(y))

flx)+ Kp(z) >a V x € D(p) (2.2)

e entao

f(zo) + Kp(xo) > a0 > f(z0) + Ko
De onde

KM —¢(x0) <0=K >0

e de (2.2)

= [(#) — plr) < ~0/ K, Vi € D(y)
e portanto

©" (—%f) < 00.

Definigao 2.2.6. Para ¢* # oo definimos a fun¢io ¢** : X — (—o0,00] por
¢ (x) = sup {f(z) — ¢"(f)}.
fex

]

Teorema 2.2.7 (Fenchel-Moreau). Suponha que ¢ é convexra, semicontinua
inferiormente e propria. Entao o™ = .

Prova: A prova sera feita em duas etapas:

12 etapa: ¢ >0
Da definicao de p* temos

f(@) —plz) <™(f), Ve e X e fe X

Disto e da definicao de ¢** segue facilmente que ™ < .
Para provar que ¢** = ¢ argumentamos por reducao ao absurdo suponho
que existe vy € X tal que

" (o) < @(x0)-

Possivelmente p(xy) = +o0o0 mas sempre p**(xg) < +00. Aplicamos a Segunda
Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach em X x R com A = epi(yp)
e B = (xg, p™*(x¢)). Entao existe f € X*, K € R e a € R tais que

f(x) 4+ KX > a, Y(z,\) € epi(p) (2.3)
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f(xo) + K™ (x0) < a. (2.4)

Tomando x € D(p) e fazendo A — oo resulta de (2.3) que K > 0 (note que
nao temos p(xy) < oo e nao podemos concluir, como antes, que K > 0). Seja
e > 0, como ¢ > 0, temos de (2.3) que

flz)+ (K +e)p(r) >a, Yoe D(p).

* _f —
® <
K+ ¢ K +e

e pela defini¢ao de p**(x() segue que

Disto segue que

) 2 K_—{E SO <K_+fe) - K_J{e(x()) i Kie

Logo

f(xo) + (K + €)™ (x9) > a, Ve >0
o que contradiz (2.4).
22 etapa: Caso geral

Seja fo € D(¢*), (D(¢*) # 0 da Proposi¢ao2.2.5). Para recairmos no caso
anterior introduzimos a funcao

p(x) = o(x) — folx) + ¢*(fo)

de forma que ¢ é convexa propria semicontinua inferiormente e ¢ > 0. Da
primeira parte @™ = ¢@. A seguir calculamos ¢* e p**. Segue facilmente da
definicao de p* que

e (f) =" (f + fo) = " (fo)
e da definicao de p** que

P () = ¢ (x) = folz) + ¢ (fo)

logo

]
Segunda Aula (100 minutos) 7
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Terceira Aula (100 minutos) |

Exemplo 2.2.1. Seja X um espago vetorial normado real e p(x) = ||z||. Va-
mos calcular p* e p**.

E claro que ¢ is convex and continuous. Note que f(z)—||z| <0 Vf e X*
com ||f]| < 1. Disto seque que sup,cx{f(x) —||z]|} < 0. A igualdade seque
tomando x = 0. Por outro lado, para || f|| > 1 temos que

sup{f(z) = llzll} = sup n{f(770) = 1} = n(Ifll = 1.

weX ||
Jf=n

X

Disto seque que sup,ex{f(z) — |[z[|} = +o0 para todo f € X* com | f| > 1.

Logo,
vy )0 for|fll<1
o (f) = { oo for||f] > 1.
Logo
() = sup {f(z) —¢"(f)} = sup f(z) = |z| = ¢(z)
e i<

Lema 2.2.8. Secja C C X um convexo; entio C° ¢é convexro. Se C° # ()
entao C~ =C° .

Prova: Se x,y € C°, entao B.(x), B-(y) C C para algum ¢ > 0. Isto implica
que B.(tx + (1 —t)y) C C' e consequentemente tx + (1 — t)y € C°.

Se C° £, fixe zg € C° e € > 0 tal que Be(xy) C C°. Se x € C~ existe uma
seqiiéncia {z,} em C' com x,, — x. Segue que tx + (1 — t)x,, € C, para todo

1
xr € B.(xy) e portanto By (txg+ (1 — t)x,) C C tomando t = — e temos que
n

Yo = tx9+ (1 — )z, € C° e y, — x. Isto mostra que C~ C C°". A outra
inclusao ¢ ébvia. O

Teorema 2.2.9. Sejam X um espaco vetorial normado real, ¢ e ¥ fungoes
convexas em X. Suponha que existe xo € X tal que p(xy)<oo, (xg)<oo e
@ € continua em xy. Entao

inf{p(x) +¥(2)} = sup {—¢"(=f) = ¢"(f)} = max{—¢"(=f) =" (f)}

fex+ feXx
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Prova: Fazemos
a = inf {o(x) + ¥(2)}
rzeX

b = sup{—¢"(=f) = ¥"(f)}

feX+
= sup {—sup{-(0) = o)} ~sup{flo) - 0o}
fexx reX reX
= sup { nf (o) + @)} + nf {0le) — )
fex* reX reX
< sup { inf (o) + (o)} = i (ola) + 0]} =
fexx reX rxeX
Por outroladooua € Roua = —00. Se a = —oo segue da desigualdade acima
que b = —oo e temos a igualdade. Se a € R seja C' = epi p. Claramente

C° # ) (como ¢ é continua em xj, dado A > ¢(xg) existe € > 0 tal que
©(Be(xg)) C (=00, A — €) e isto garante que B.(z) X (A —¢€, A+ €) C epi(p)).

Sejam A=C°e B={(z,\) € X xR: X <a—¢(x)}. Segue do fato que
@ e 1 sao convexas e do Lema 2.2.8 que A e B sao convexos. Ja vimos que
A # () e, do fato que ¥ (xy) < oo, segue que B # (). Para ver que AN B = ()
note que, se (x,\) € A, entao

A>p(r) > a—p()

De onde obtemos que (x,\) ¢ B.

Segue, da primeira Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach, que
existe um hiperplano fechado H que separa A e B no sentido fraco. Logo
H separa A e B no sentido fraco. Mas A = C°~ = C~ pelo lema anterior.
Portanto existem f € X*, K € R e « € R tais que [® = a]. Separa B e C no
sentido fraco em X x R onde

®(z,\) = f(z) + KA.

Entao,
i) flea)+ KA>a V (z,\) e’
i) f(x)+ KA<a V (z,\) € B.

Fazendo x = zp e A — oo em i) temos que K > 0. Provemos que K > 0.
Primeiro note que ® # 0 o que se escreve como || f|| + |K| > 0. Suponha, por
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absurdo, que K = 0. De i) e ii) temos que f(x) > «a, Vo € D(¢) e f(z) < «
Ve € D(¥).
Agora B, (z9) C D(p) para algum gy > 0 e entao

f(x() +8()Z) >a V ze€ Bl(O)

e f(xg) > a+ el f||. Além disso temos f(xg) < «, visto que z¢ € D(¥).
Assim, concluimos que f = 0, consequentemente & = 0 e isto é um absurdo.
Logo K > 0.
Segue de 1) que, para todo (z,\) € epi(yp),

_f —x

Para = € D(yp), fazendo A = ¢(x), temos que (z, p(z)) € epi(p) e

-

() - plw) < —=, Vo € D(p).

Da definicao de ¢* temos que

* _f —
SR

Para © € D(¢) e A = —¢(x) + a, segue de ii)

e da definicao de ¥* que

Disto obtemos que

ORIOE

e segue que b = a = —p* (%) — (%) Em particular o supremo em b é

atingido em % e o teorema esta provado. ]
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Exemplo 2.2.2. Seja X um espaco vetorial normado real e K C X um

conjunto convero, fechado e nao vazio e

Te(z) = 0 se re K,
BT 4o se r ¢ K.

I € chamada funcao indicatriz. Observe-se que Iy € convexa, semicontinua
inferiormente e propria.
Demonstraremos que para todo xy € X\ tem-se

dist (zo, K) = inf ||z — xol| = max {f(z0) — Ix(f)}
et i1

Para verificar isto, note que
L f B _inf
inf [lz — 0| = inf {p(2) + (@)}

com @(x) = ||z — x| e Y(x) = Ix(x). Vamos aplicar o Teorema!2.2.9. Para
tanto, basta mostrar que

o) = { Fao) se |Ifl <1

—oo se [|f][>1
e isto seque da sequinte formas
e (f)= ilel)rg{f(fc) — ||z — @0} = flzo) + ig}g{f(x —x0) — [lz — o[}
= f(zo) + ig}g{f(Z) — [IzI[}
_ { fo) se [fll <1

o se |fl>1

Onde utilizamos o Example 2.2.1.

2.3 Complemento Topolégico

Antes de enunciar o nosso préximo resultado vamos tecer algumas conside-
racoes a cerca do Teorema da Aplicacao Aberta. Sejam V e W espacos de
Banach sobre Ke T : V — W uma transformacao linear continua sobrejetora.

Entao 7' é uma aplicacao aberta e isto significa que existe ¢! > 0 tal que
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T(B1(0)) D B.-1(0). Consequentemente, para cada w € B.-1(0) existe v €

B1(0) tal que Tv = w. Sey € W, seja vy = ¢ e portanto, existe

Tyl
¥ € B1(0) tal que Ta' =y = se = = 2'||y|c temos que Tz =y e

2]l < cllyll.

Conclusao: Se V. W sao espacos de Banach sobre K, T : V — W é uma
transformagao linear continua sobrejetora, entao existe ¢ > 0 tal que para
cada w € W podemos encontrar v € V' com ||v|| < cljw|| e w = T.

Teorema 2.3.1. Seja X um espaco de Banach sobre K, Y e Z subespacos
vetoriais fechados tais que Y + Z € fechado. Entao, existe ¢ > 0 tal que

todo v €Y + Z admite uma decomposi¢ao da forma
r=y+z com yeY e z€Z, |yl <clz| e []z] < clz]

Prova: A Prova do teorema segue das consideracoes que o precedem da
seguinte forma: Seja V =Y x Z dotado da norma ||(y, z)|| = [ly|l + ||z] e
W =Y 4+ Z com a norma herdada de X. Defina T : V — W por T(y, z) =
y + z. Entao T é linear, continua e sobre. Logo, existe ¢ > 0 tal que dado
w € W podemos encontrar v = (y,z) € V talque w =y + z e

Iyl + 12l = lI(y, 2) || < cflwl]

de onde segue que ||y|| < c||w]| e ||z|| < c||w]|, como queriamos. O
Terceira Aula (100 minutos) 1
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Quarta Aula (100 minutos) |

Corolario 2.3.2. Com as mesmas hipoteses do Teorema 2.3.1, existe ¢ > 0
tal que
dist(Y N Z) < e(dist(z,Y) + dist(x, Z)) V z€ X

Prova: Sex € X ee >0 existemy € Y e z € Z tais que
|z —y| < dist(z,Y) +€ e |z —z] <dist(z,2) + €.
Ser'=y—zeY+Zexistec>0,y eYezeZtaisquey—z=19+2

Il <clly==zl e [ < clly -zl

segue que
y—y =z2+7€YnNZ
e
dist(z,Y N 2) < |~ (y—y)]
< llz =yl + 1yl < |z —yll +clly — =]
< (T+o)|lz =yl +cllz — 2|
< (14 ¢)[dist(z,Y) + dist(y, Z2)] + (1 + 2¢)e
e fazendo € — 0 temos o resultado. L]

2.4 Relacoes de Ortogonalidade

Seja X um espago vetorial normado sobre K, M um subespaco vetorial de X
e N um subespaco vetorial de X*. Definimos

M*+={feX*: flx)=0, Vo€ M}

Nt={recX:f(x)=0, VfeN}L

Diremos que M+ (respectivamente N+) é o ortogonal de M (respectiva-
mente de N).

Proposicao 2.4.1. Seja X um espago vetorial normado sobre K e M (respec-
tivamente N ) um subespaco vetorial de X (respectivamente X*). Entdo, M~

(respectivamente N+ ) é um subespago vetorial fechado de X* (respectivamente
de X ).
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Prova: Note que

e Se f € (M1)™ existe uma seqiiéncia {f,} em M+ com f, — f. Segue
que 0 = f,(x) — f(x), Vo € M e, consequentemente, f € M.

o ﬂ f71(0) = N* e segue que N* é fechado.
feN

Isto conclui a demonstracao. [

Exemplo 2.4.1. Seja X um espaco vetorial normado real e M um subespaco
vetorial de X. Para f € X* mostremos que

d(f, M*) = inf [|f gl = sup ().

g€
IIJEH<1

Isto € dizer que a distancia de f a M~ € igual a norma da restricao de f a
M.

Para mostrar este fato vamos utilizar o Teorema|2.2.9 com ¢(x) = Iz gi(x)
—f(z) e(x) = Iy (x). Primeiramente note que @ e ¥ sdo fungdes convexas
e se xg = 0 ambas sao finitas em xg e @ é continua em xy. Comecemos
calculando p*

sup () + @)}
= sup {g(x) + f(2)} = ||+l

reX
=<1

*(g) =sup{g(x) ~ 1

de onde seque que —p*(—g) = —||f — g||. Agora calculemos ¥*
*(g) = sup{g(z) — In(x)}
reX

{0 se g& M+

=S 9@ =Y e g2 Mt

xeM

Disto seque que

sup {—¢"(—=g) —=¢"(9)} = sup {=[lf —gll} = - ot 1f =gl

geX* geEM-+

inf {p(x) + (@)} = inf —f(z) = — sup f(x).

reX xeM reM
fali<1 fali<1

O resultado agora seque imediatamente do Teorema [2.2.9.
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Proposicao 2.4.2. Seja X um espaco vetorial normado sobre K.

1) Se M € um subespacgo vetorial de X entdo, (M*+)* = M~

2) Se N ¢ um subespago vetorial de X* entdo, (N+)t D N~

Prova:
) (MYt ={zeX: flx)=0V fe M}

— Se z € M entdo, f(x) = 0 para todo f € M*. Segue que x € (M+)+
o que mostra a inclusio M C (M*)*. Como (M*)*+ é fechado
M~ c (M*+)*

— Se 2y € (M+)1\ M~ entdo, do Corolario 2.1.9, existe f € X* f(z)
0 para todo © € M~ e f(xy) # 0. Logo, f € M+ e, como g €
(MY)E, f(zg) = 0 0 que é um absurdo. Logo (M4): D M~ e a
igualdade segue. ]

2) (NH)t={feX*: f(x)=0 V z€ Nt}

— Se f € N entdo f(z) = 0 para todo x € Nt. Segue que f € (N+)*
e que N C (N1)t. Do fato que (N+)* é fechado, segue que N~ C
(N s

Lemma 2.4.3. Seja X um espaco vetorial normado sobre K. Se My, My sao

subespacos vetoriais de X com My C My e N1, Ny sao subespacos vetoriais de
X* com Ni C Ny, entio M5~ C Mi- e Nj- € Mi-.

Prova: Se f € M3 entao f(x) = 0 para todo x € My. Como M; C M, segue
que f(z) = 0 para todo & € M e portanto f € M. O restante da prova é
deixado como exercicio. O

Proposicao 2.4.4. Sejam Y e Z subespacos vetoriais fechados de um espaco
vetortal normado X sobre K, entao

1) YNZ=YLt+z4)t
2) Yinzi=(y+2)*
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Prova: Comecemos mostrando 1).

Para f € Y+ + Z+ temos que f = fi + fo com fy € Yt e fo € Z+. Segue
que fi(y) = 0 para todo y € Y e fo(z) = 0 para todo z € Z. Logo, se
r €Y NZ, temos que f(z) = fi(x)+ fo(x) =0ex e (Yt + ZH)+. Com isto
temos que Y NZ C (Y + Z4H)+.

Segue do Lema 2.4.3 e Proposicao 2.4.2 que

oYY 4+ Zt =Y H =YD Y+ 2ZH)t
e ZtCYt+Zt=ZH =ZD Y+ 20t
logo YN Z D (Yt + Z+)* e o resultado segue.

Agora mostraremos 2).

Seja f € Yt NZL. Sex € Y + Z, x admite uma decomposicao da forma
v =y+zcomye€Yeze Z ComofeYtnZttemos que f(w) =0
Vw € YUZ logo, f(z) = f(y)+ f(z) = 0. Com isto, mostramos que f(z) =0
paratodox € Y+Z; ouseja, f € (Y+Z)+. DestaformaY+NZ+t c (Y+2)*.
ComoY+Z DY eY+Z D Z temos, da Proposicao 2.4.2 que (Y + Z)* C
Yte (Y + Z)* c Z+. Consequentemente (Y + Z)F Cc Y+ N Z+. O

Segue facilmente da Proposicao 2.4.2/ e da Proposicao 2.4.4 que

Corolario 2.4.5. Seja X um espaco vetorial normado sobre K, Y, Z sube-
spacos vetoriais fechados de X. Entao,

YNnzZ)tovyt+ 2zt
YinzHyt=Y+7Z

Teorema 2.4.6. Seja X um espaco de Banach sobre R e Y, Z subespacos
fechados de X. As sequintes propriedades sao equivalentes:

a) Y + Z ¢ fechado em X

b) Y+ + Z+ € fechado em X*
)Y+ Z=(YtnzHt

d) Yt+Zt =Y nz)t
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Prova: Note que a) < ¢) do Corolario 2.4.5 e da Proposicao 2.4.1. Ainda,
d) = b) segue da Proposigao 2.4.1. Resta mostrar a) = d) e b) = a).

a) = d) Segue, da Proposicao 2.4.4, que Y N Z = (Y+ + Z+)L. Disto
e da Proposicao 2.4.2 segue que Y+ + ZL+ C (Y N Z)*+. Basta mostrar que
(YNZ)tcYt+Z4 Seja f € (YNZ)* edefina ¢ : Y + 7 — R da seguinte
forma; dadox € Y+ Z, z=y+z2zcomy €Y e z € Z pomos

observe que se © =4y + 2 =y+z, entdocomoy —y=2z—-2 € Y NZ,

fly —y)=0e f(¥) = f(y)
Utilizando o Teorema 2.3.1, podemos escolher a decomposicao de forma
que |ly|| < c||z||, para algum ¢ > 0 independente de x. Assim

(o(@)| < cllfllllell, VeeY +2Z

Utilizando o Teorema 1.3.9 (com p(z) = c||f||||z]| e M =Y + Z) estendemos
¢ a @€ X* de forma que ||@|| < ||f]| e escrevemos

f=(f-9)+% com f-peY't e geZ*

Isto implica que f € Z+ + Y+,

b) = a) Sabemos (Corolario 2.3.2) que existe ¢ tal que
dist(f, Y+ N Z+) < c[dist(f,Y*) + dist(f, ZH)], V fe X* (2.5)
Por outro lado, do Exemplo 2.4.1), tem-se

A(f, YY) = sup f), Vfe X", dist(f,Z") = sup f(x), Vf € X"
€Y TEZL
IIxﬁél Hxﬁg
(2.6)
e da Proposicao 2.4.4, parte 2),

dist(f, Y= NZ+) =dist(f, (Y + 2)") = sup f(z), Vf € X" (2.7)

xeY+Z7
=<1
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Logo, de (2.5), (2.6) e (2.7),

sup f(z) <c[sup f(x)+ sup f(x)] V fe X" (2.8)
ﬁleac)ﬁﬁjlz 251 R

Vamos mostrar que isso implica,

BY(0) + BZ(0) > 1BY+Z(0) (2.9)

Faremos a prova por reducao ao absurdo. Suponha que existe xg € Y + Z
1
com ||z < - e ¢ BY(0) + BZ(0).

Neste caso, podemos separar estritamente {zo} e BY (0) + Bf(0) com um
hiperplano fechado em X; isto é, existe f € X* e a € R tal que

f(z) < a< f(xg), Yo € BY(0) + BZ(0).

Consequentemente

wp )+ sup S(e) <o < fa) = 7 (5t ) ool < 2 ().

zeY res
[z]l<1 z]I<1

o que estd em contradigdo com (2.8). Com isto a inclusao (2.9) estd demon-
strada.

Por fim, considere o espaco V =Y x Z dotado da norma

Gz, y) || = max{[[]], [ly]l}

e o espaco W =Y + Z com a norma herdada de X. A aplicacao T : V — W
definida por T'(x,y) = x + y ¢ linear continua e por (2.9)

T(BY'(0)) = BY (0) + BY(0) > Bi"(0)
e portanto, do Lemma [1.3.15,

T(By (0)) = By (0) + B (0) > BY (0)

2c
e T' é sobre; isto é,
TWV)=Y+Z=Y+Z=W.

[l
Quarta Aula (100 minutos) T
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Quinta Aula (100 minutos) |

2.5 Transformacoes Lineares

Nesta secao vamos estudar alguns fatos elementares sobre os transforma-
¢oes lineares nao limitadas. E claro, do Teorema do Gréfico Fechado (Teorema
1.3.17), que se X, Y sao espacos de Banach e A : X — Y é uma transformagao
linear fechada entao, A é limitada.

Em geral, estaremos apenas interessados em estudar transformacoes lin-
eares fechadas definidas entre espacos de Banach X,Y. Assim, as unicas
transformagoes lineares fechadas A : D(A) C X — Y, que nao sao limitados
estao definidos em um subespago vetorial D(A) C X. Se D(A) é denso em X
diremos que A é densamente definida.

Diremos que uma transformagao linear A : D(A) C X — Y é limitada se
existe uma constante ¢ > 0 tal que

[Aul] < cllull, Vu e D(A).

Se A é limitada e densamente definida, podemos estendé-la a uma trans-
formagao linear limitada definida em X e neste caso A nao é fechada (a
menos que D(A) = X).

Nesta secao, estaremos interessados principalmente em transformacoes lin-
eares fechadas densamente definidas e ilimitadas A : D(A) C X — X.

Seja A: D(A) C X — Y uma transformagao linear. Entao,

e D(A) é o Dominio de A,

o G(A)={(z,Az) e X xY :ue D(A)} C X xY é o Gréfico de A,
e Im(A)={Ax Y :xe€ D(A)} CY ¢éalmagem de A e

e N(A)={x € D(A) : Az = 0} é o Nicleo de A.

Exemplo 2.5.1. Seja X = C([0,1],R) com a norma usual e defina A :
D(A) C X — X por D(A) = C*[0,1],R) e (Au)(s) = u/(s), Vz € [0, 1].
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Definigao 2.5.1. Diremos que uma transformagdo linear € fechada se G(A)
¢ fechado em X X Y.

E uma conseqiiéncia imediata da definicao que

Proposicao 2.5.2. Seja A : D(A) C X — Y wma transformacao linear.
Entao, A ¢é fechado se, e somente se, para toda seqiéncia {(u,, Au,)} em
D(A) XY que € convergente em X XY para (u,v) € X XY, temos que
u€ D(A) e Au=v.

Diremos que uma transformacao linear A é fechdvel se G(A) é grafico de

uma transformacao linear. Neste caso G(A) define uma transformagao linear
A:DA)CcX =Y e DA) D>D(A), Au= Au ¥ ue D(A). E claro que
A é fechada e que A é a menor extensao fechada de A.

Proposicao 2.5.3. Seja A : D(A) C X — X wuma transformacao linear.
Entao, A € fechavel se, e somente se, para toda seqiéncia {(u,, Au,)} em
D(A) XY que é convergente em X XY para (0,v) € X XY, temos que v = 0.

Prova: A ¢é fechdvel < G(A) é grafico de uma transformagao linear. Deno-
tamos por A a transformacao linear tal que G(A) = G(A).

Suponha que A é fechavel com fecho A. Se {u,,} é uma seqiiéncia em D(A)
que converge para zero e tal que {Au,} é convergente com limite v devemos
ter que 0 = A0 = v.

Suponha agora que, para toda seqiiéncia {(u,, Au,)} em D(A) X Y que é
convergente em X X Y para (0,v), temos que v = 0. Se (u,v), (u,7) € G(A)
existem seqiiéncias {(un, Au,)} e {(u,, Au,)} tais que (u,, Au,) — (u,v) e

(U, Aty,) — (u,0) em X x Y. Desta forma, u,, — u, € D(A) e
(p, — Uy, Aty — @y)) — (0,0 — D)

e isto implica que v = v. Isto mostra que o operador definido por Au = v se

(u,v) € G(A) estd bem definido e G(A) = G(A). Assim G(A) é gréfico de

uma transformacao linear e o resultado segue. ]

Nessas notas todas as aplicacoes de interesse sao fechaveis com dominio
denso.
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Definicao 2.5.4. Sejam X,Y espagos de Banach sobre K e A : D(A) C
X — Y uma transformacao linear densamente definida. Vamos definir uma
transformacao linear A* : D(A*) C Y* — X* da sequinte forma

DAY ={y" €Y :y" 0 A: D(A) — K € limitada}.

Claramente D(A*) é um subespago vetorial de Y*. Para cada y* € D(A*), se
g=vy"0oA:D(A) — R, existe c > 0 tal que |g(u)| < cllul|, Yu € D(A).
Seja x* a unica extensao de g a um funcional linear continuo de X e defina
A*y* = x*. Dai

(A" u) = (A"y")(u) =y (Au) = (y", Au), ¥V uwe D(A), y" € D(A").
E claro que A* € linear e
A" DA CY" — X7
¢ chamado adjunto de A.

Obs: Pode ocorrer que D(A*) nao é denso em Y™, inclusive se A ¢ fechado.
Veremos mais tarde (Teorema 4.1.11) que, se Y é reflexivo, entdo D(A*) é
denso sempre que A é fechado e densamente definido.

Proposicao 2.5.5. Seja A : D(A) C X — Y wuma transformagao linear

linear densamente definida (D(A) = X). Entao A* € fechado; isto é, G(A")
¢ fechado em Y* x X*.

Prova: Seja v, € D(A*) tal que v, — v em Y* e A'w, — f em X*
Precisamos provar que v € D(A*) e A'v = f. Para isto note que, para
u € D(A),
vp(Au) =2 v(Au)
I
Avn(u) == f(u)

Portanto, f(u) = v(Au), Vu € D(A) e segue que v € D(A*) e A*v = f. [
Os graficos de A e A* estao ligados por uma relagao de ortogonalidade
simples.
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Proposicao 2.5.6. Sejam X,Y espacos de Banach sobre K e A : D(A) C
X — Y uma transformacao linear densamente definida. Se J : Y* x X* —
X* xY* € definida por

T, f) = (=fv)
entao,

T (G(A) = G(A)*.

Prova: Note que (v, f) € G(A*) se, e somente se, f(u) = v(Au) para todo
u € D(A) ou, dito de outra forma, —f(u) + v(Au) = 0 para todo u €
D(A). Por sua vez, esta ultima identidade é equivalente a (—f, v)(u, Au) =0
para todo (u, Au) € G(A); ou seja, (—f,v) € G(A)*. Isto é o mesmo que
J(G(A") = G(A)*L. O

Seja V=X xY e V"= X*xY" e considere os subespagos G = G(A) e
W = X x {0} de V. Pode-se descrever N(A), N(A*), Im(A) e Im(A*) em
termos de G, W e seus ortogonais.

a) GNW ={(u, Au) : w € D(A), Au =0} = N(A) x {0}.

b) G+ W = {(u,Au)+ (u,0):u e D(A),u e X}
{(u+u,Au) :ue D(A), ue X}
{(v,Au) v € X,u € D(A)}
= X xIm(A)
c) GErNWt = {(—f,v):ve DA, Av=fInNn0xY*
= {(0,v) :v e D(A*), A*v =0}
= {0} x N(A")
d) Gt +Wt = {(=f,v):ve DA, Av=f} + 0xY*
= {(-A*v,v):ve DA} + O0xY*
= {(—A"v,v+w):v e DA"),weY*}
= Im(A*) x Y*

Coroléario 2.5.7. Seja A: D(A) C X — Y, fechado e densamente definido.
Entao

i) N(A) = Im(A*)*

ii) N(A*) =Im(A)*
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iii) N(A)L D Im(A¥)
iv) N(A*)L = Tm(A)

Prova:

i) Tomando o ortogonal em d), utilizando a parte 1) da Proposicao 2.4.4 e
a), temos que

Im(A*)* x {0} = (GT+ W)t =G NW = N(A) x {0}.
Disto segue que Im(A*)+ = N(A)

i1) Tomando o ortogonal em b), utilizando a parte 2) da Proposigao 2.4.4 e
c), temos que

{0} x Im(A)" = (G+ W) =G nW = {0} x N(4%)
Segue que Im(A)+ = N(A*).

i1i) e iv) Basta tomar o ortogonal em i) e i) respectivamente. O

Obs: Pode ocorrer (mesmo se A € L(X,Y)) que N(A)* # Im(A*). Contudo
pode se mostrar que N(A)* = Im(A*)~X"X) ¢ em particular se X é reflexivo

N(A)*+ = Im(A4*).
Quinta Aula (100 minutos) T
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Sexta Aula (100 minutos) |

2.6 Caracterizacao de Transformacoes Lineares com I-
magem Fechada

Teorema 2.6.1. Seja A: D(A) C X — Y wuma transformacgdo linear fechada
e densamente definida. Entdo, sao equivalentes:

i) Im(A) € fechada
i1) Im(A*) € fechada
ii1) Im(A) = N(A*)*
iv) Im(A*) = N(A)*
Prova:
i) & G+ W =X xIm(A) é fechadoem X xY =V.
ii) < G+ + WL =1Im(A*) x Y* é fechado em X* x Y* = V*,

iit) & G+ W = (GENWH)L pois G+ W = X x Im(4) e (GENWHE =
X x N(A")E.

i) & (GNW)Lt =G+ W pois (GNW)E = NA)ExY* e GE+Wt =
Im(A*) x Y*

O resultado agora segue do Teorema 2.4.6. ]

Teorema 2.6.2. Se A: D(A) C X — Y ¢é uma transformacao linear fechada
e densamente definida, sao equivalentes:

a) Im(A) =Y.
b) Eziste ¢ > 0 tal que ||v]| < ¢||A*v||, para todo v € D(A¥).

c) N(A*) = {0} e Tm(A*) = Im(A*).
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Obs: Na pratica, para mostrar que uma transformacao linear é sobrejetora
utilizamos b) = a) da seguinte forma. Consideramos a equacao A*v = f com
f € X* e provamos que ||v|| < ¢||f|| com ¢ independente de f. Esta técnica
se chama método das estimativas a priori. Nao interessa saber se A*v = f
possui ou nao solucao; damos a priori uma solucao e procuramos estimar sua

norma.

Prova: |a) < c)| Vamos utilizar que N(A*) = Im(A)t (Coroldrio 2.5.7) e
que Im(A*) é fechada se, e somente se Im(A) é fechada (Teorema 2.6.1).
Para ver que a) = c), note que Im(A4) =Y = Im(A)t = N(A*) = {0} e
Im(A) =Y =Im(A) = Im(A*) = Im(A*). Para ver que ¢) = a), note que

N(A)E = Im(A)H = Tm(A)

e como N(A*) = {0} segue que N(A*)* =Y. Como Im(A*) é fechada segue
que Im(A) é fechada e que Im(A) =Y.

b) =c)| Se v € N(A*) entao v € D(A*) e existe ¢ > 0 tal que |v]] <
c||A*v||. Isto implica que ||v]| = 0; ou seja, v = 0. Disto concluimos que
N(A*) = {0}. Mostremos agora que Im(A*) é fechada. Seja v € Im(A*) e
{v,} uma seqiiéncia em Im(A*) que converge para v. Entao v, = A*u, para

algum wu,. Segue de b) que {u,} é convergente para algum u € Y*. Do fato
que A* é fechado obtemos que u € D(A*) e que A*u = v. Logo v € Im(A*) e
portanto Im(A*) = Im(A*).

c) = b)| Vimos que, se G = G(A) e W = X x {0},

{0} x N(A) =G*nWt e Im(A") xY* =G+ W
Como N(A*) = {0} e Im(A*) é fechado, temos que
GrNWt={0} e G'+W*=Im(4*) xY* éfechado.

Aplicando o Teorema 2.3.1], existe ¢ > 0 tal que z € G+ + W+ se decompde
(de forma tnica pois G+ N I/VL {0}))em 2 =a+bcoma€ G+ e be W+,
lal] < c||z|| e ||b]] < cllz||. Sejav € D(A*), entao z = (A*v,0) se escreve, de
forma tinica, como z = a + b com

a= (A, —v)eG e b= (0,v) e W
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Assim obtemos [|b|| = ||v|| < c||z|| = || A*v]]. O
Simetricamente, temos o seguinte resultado

Teorema 2.6.3. Se A: D(A) C X — Y € uma transformagao linear fechada
e densamente definida, sao equivalentes:

a) A* € sobrejetor.
b) Existe ¢ > 0 tal que ||u|| < c||Au|| para todo u € D(A).
c) N(A) ={0} e Im(A) € fechada.

Corolario 2.6.4. Seja A : D(A) C X — Y uma transformagao linear fechada
e densamente definida. Seque que:

e Se A sobrejetora entao, A* € injetora e
e Se A* sobretora entao, A € injetora.
A reciproca nao é verdadeira como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 2.6.1. Seja A : {5 — {5 a transformacao linear definida por

Afa,} = {%x}

Entio A= A*, N(A) = {0}, N(A*) = {0}, {v.} = {1} € lo e A{z,,} = {un}

nao tem solucao em lo e portanto, A nao € sobrejetora.

Teorema 2.6.5. Se A: D(A) C X — Y € fechado e densamente definido.
Sao equivalentes:

a) D(A)=X
b) Aé lzmztado

= ||A = ||A* \ v
c) D(A*) = ' [Allzxyy = 1A 2o x)
d) A*¢ lzmztado )

Prova: Asimplicagbes a) = b) e c) = d) seguem imediatamente do Teorema
do Grafico Fechado (Teorema 1.3.17).

Para mostrar que b) = c), basta lembrar que se A é limitado e f € Y*
entdo f o A ¢ limitado e portanto f € D(A").
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Resta apenas mostrar que d) = a). Em primeiro lugar, mostremos que

D(A*) é fechado. Seja v € D(A*) e {v,} uma seqiiéncia em D(A*) que
converge para v. Segue do fato que A* é limitado que

HA*(vn - 'Um)” < CHUn — ,UmH m,n=00 0

e {A*v,} é uma seqiiéncia de Cauchy (portanto convergente). Seja f =
lim,, o A*v,,.
Portanto,
flu) &= (A", (u) = v, (Au) == v(Au), Yu € D(A).
Segue que v € D(A*) e A*v = f. Isto mostra que D(A*) é fechado.

Em X x Y =V considere os subespacos G = G(A) e Z = {0} xY de

forma que
G+ 7Z=D(A) xY.
Assim,
Gt ={(=fv):(v,f) € GA")} e Z+ = X*x {0}.
Consequentemente
G+ Z+ = X* x D(AY).
Segue que G+ + Z+ é fechado em V*. Segue do Teorema 2.4.6/ que G + Z

é fechado em X x Y e portanto D(A) é fechado e isto equivale a dizer (da
densidade de D(A)) que D(A) = X.

Provemos que [|A*||r - x+) = [[Allrxy). Temos que
(A", ,u) = (v,Au) YV ueX e veY”
logo
[A*]| = sup |[(A"0,u)| = sup [{v, Au)| < [|A[[- |[v]]
ucX ucX
[[ull<1 Juf<1
Portanto ||A*|| < ||A]|.
| Aulf = sup - [(v, Awp| = sup [(A%, wp] < A7} - [[u]
* veEY*

foi<1 foli<t
1Al < []A%]
e a igualdade segue. ]
Sexta Aula (100 minutos) T
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2.7 Exercicios

10.

11.

12.

. Descreva os hiperplanos em X = R".

Mostre que f € X* se, e s6 se, sup{f(z):z € X, ||z]| = 1} < oo e neste
caso | fl|=sup{f(z):z € X, lz| =1} = —inf{f(z) : v € X, |[z[| =1},

Represente a separacao de convexos por hiperplanos em R" para n =
1,2,3.

Verifique que a hipétese f # 0 na definicao de um hiperplano garante que
todos os hiperplanos sao subconjuntos nao vazios de X # {0}. Mostre
que todo hiperplano é convexo.

Diremos que F C X é estrelado com centro em xq se tx + (1 —t)zg € E
para todo x € E e para todo t € [0, 1]. Mostre que um resultado andlogo
ao Lemma 2.1.6/ continua valido se pedimos que C' seja estrelado com
centro em x = 0 exceto que p nao mais satisfaz a desigualdade triangular.

Complete a prova do Teorema 2.1.5 para que esta inclua o caso em que

0¢ A— B.

Sejam X um espaco vetorial normado, A, B subconjuntos de X. Suponha
que A é aberto e mostre que A + B é aberto.

Mostre que se f € X* entao

[/l =sup{f(2) : 2 € X, ||lz[| <1} = —inf{f(2) : 2 € X, [[2]| <1}.

Generalize o teorema acima pedindo que d(A, B) > 0 em lugar de pedir
que A é fechado e B é compacto.

Mostre que, para cada zy € X existe funcional linear continuo f : X — R
tal que f(zq) = [lzol| e [|f]] = 1.

Se 1 e 9 sao semicontinuas inferiormente. entao @1+, € semicontinua

inferiormente.

Se (¢i);c; ¢ uma familia de func¢oes semicontinuas inferiormente. Entao

o(x) = sup p;(x) é semicontinua inferiormente.
el
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Mostre que epi(sup;c; wi(z)) = Nierepi(p;).

Encontre uma fungao nao-convexa ¢ : R — R tal que [p < A] é convexo
VA eR.

Prove que se (1 e @y sdo convexas entao p; + 9 é convexa.
Se (¢;);c; € uma familia de fungdes convexas mostre que p(z) = sup ¢;(z)
el

é convexa.

Se (X,7) é um espaco topolégico e p : X — R é uma fungdo. Mostre
que ¢ é semicontinua inferiormente se, e somente se, ¢ (—oo0,\) € T
para todo A € R.

Mostre que, em geral, (¢*)* # ¢** e relacione estas fungoes.

Se Y e Z sao subespacos fechados de um espaco de Banach X tais que
dist(z,Y N Z) < ¢ dis(z,Y)

entao Y + Z é fechado.

Seja A: D(A) C X — Y um operador linear fechado. Mostre que D(A)
dotado da norma ||z|pay = ||z||x + ||Az|ly, para todo x € D(A), é um
espaco de Banach.

Seja A a transformacao linear definida no Example 2.5.1. Mostre que A
é fechado, densamente definido e nao limitado.

Seja A : D(A) C X — Y uma transformagao linear fechada. Mostre que
Im(A) = Im(A) se, e somente se, existe ¢ > 0 tal que

dist (u, N(A)) < cl|Au]l, Vu € D(A).

Prove o Teorema 2.6.3.
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Capitulo 3

Topologias Fraca e Fraca®

Sétima Aula (100 minutos) |

Muitas solucoes de problemas matematicos importantes sao obtidas como
minimos, maximos ou pontos fixos de funcoes definidas em espacos de di-
mensao infinita. Desta forma a nocao de compacidade desempenha um papel
fundamental para a solucao de intmeras questoes importantes em analise
matematica.

Seja X um espaco vetorial normado com dimensao infinita. Veremos na
Sec¢ao 3.1 que nenhum subconjunto de X com interior nao vazio é compacto
na topologia induzida pela norma. Isto faz com que os compactos de X nao
contenham qualquer bola e torna complicada a analise de inimeros problemas
matematicos. Para resolver este problema, procuramos dotar X de topologias
com menos abertos e, consequentemente, com mais compactos de forma a
possibilitar a solucao desses problemas. Estas topologias sao a topologia fraca
em X e fraca® em X*.

3.1 Lema de Riesz

Nesta secao vamos demonstrar que a bola unitaria de um espacgo de vetorial
normado é compacta se, e somente se, X tem dimensao finita. Comecamos
com o seguinte resultado

Lemma 3.1.1 (Lemma de Riesz). Seja X um espaco vetorial normado sobre
K e M C X um subespago vetorial fechado. Entao, para cada € > 0, existe
u € X tal que ||ul]| =1 e dist(u, M) > 1 —e.
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Prova: Sem perda de generalidade podemos supor que 0 < € < 1. Seja
v € X\M. Como M é fechado, dist(v, M) > 0. Escolha my € M tal que

V—my

Tommey € ™ € M, entao mo + [[v —mgljm € M

d < ||lv—mgl| < 1i_€. Seja u =
e u satisfaz

v —my —m|lv—mg|

v —my H

|> d >1—e.

o=l | > >
v —myl|

lv = mo| lv = mol|

[]

Teorema 3.1.2 (Riesz). Seja X um espago vetorial normado sobre K tal que
Bi(0) = {z € X : ||z|| < 1} € compacta. Entio X tem dimensdo finita.

Prova: Suponha, por absurdo, que X tem dimensao infinita. Entao existem
subespacos M,, n € N, de X tais que dimM,, = n e M, C M,.1, para
todo n € N. Como M, é fechado, segue do Lema 3.1.1 que existe u,, € M,
com ||u,|| = 1 e tal que dist(u,, M,—1) > 1. E fécil ver que {u,} ndo tem
subseqiiéncia convergente o que contradiz a compacidade de By (0). ]

Segue facilmente do Teorema 3.1.2/ que

Corolario 3.1.3. Seja X um espaco vetorial normado de dimensao finita. Se
K C X € compacto, entio K° = ()

3.2 Topologia induzida por uma familia de funcoes

Nesta secao recordamos algumas nocoes elementares de topologia geral que
sao indispensaveis para a apresentacao das topologias fraca e fraca® em um
espaco vetorial normado X e seu dual X*.

Seja X é um conjunto nao vazio. Uma topologia em X é uma familia 7
de subconjuntos de X com as seguintes propriedades

)PeXeT,
ii) 7 é fechada por intersegoes finitas e

iii) 7 ¢ fechada por unides arbitrarias.
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Os elementos de 7 sao chamados abertos de X. O espaco X dotado de
uma topologia 7 é chamado um espaco topolégico e é denotado por (X, 7T)
ou simplesmente X quando estiver claro qual a topologia envolvida.

Seja (X,7) um espago topoldgico. Um subconjunto de X é dito fechado
se o seu complementar é aberto. E facil ver que a familia dos subconjuntos
fechados de X é fechada por unides finitas e por interseg¢oes quaisquer. O
interior A° de um subconjunto A de X é o maior aberto contido em A e o
fecho A~ de A é o menor fechado que contém A. Uma familia de conjuntos
C ={C, € 2¥ : X\ € A} é dita uma cobertura de A C X se A C UycaC)
(diremos que C cobre A) e qualquer subconjunto de C que ainda cobre A é
chamado uma subcobertura e se todos os conjuntos C'y sao abertos diremos
que C é uma cobertura aberta. Um subconjunto K de X é compacto se toda
cobertura aberta de K possui subcobertura finita.

Se X é um conjunto nao vazio e 77, 75 sao topologias em X, diremos que
75 é mais fina que 77 se 7o D 7.

Estaremos interessados na topologia induzida por uma familia de funcoes
que passamos a descrever. Seja X um conjunto qualquer e ¢; : X — K, € I,
uma familia de funcoes.

Observacgao: Mais geralmente, poderiamos considerar funcoes ¢; tomando
valores em espacos topoldgios (X;, 7;) em lugar de K. As provas apresentadas
a seguir sao para o caso em que (X;, 7;) é K mas sao essencialmente as mesmas
no caso geral. A razao para consideramos a imagem das ; fixa e igual a K esta
no fato que ¢é desta forma que estes resultados de topologia geral se aplicam
a analise funcional que sera desenvolvida a seguir.

Problema: Dotar X da topologia menos fina que torna todas as funcoes
w; : X —- K, Vel continuas.

E claro que a topologia discreta 2% torna ¢; : X — K é continua V i € I.
Também é claro que esta topologia nao é a mais econéomica (com o menor
ntimero de abertos) na verdade ela é a menos economica.

Se 6 ¢ um aberto de K, entao se cada ¢;, ¢ € I, é continua, devemos ter que

©;1(0) é aberto. Desta forma a topologia menos fina que torna ¢; continua,
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Vi € I, deve ser a menor topologia que contém
E:={p;'0)€2*: iclehéum aberto de K}.

A menor topologia que contém &£ é chamada a topologia induzida pela familia
de fungoes {p; : 1 € I}.

Em geral, se £ C 2% a topologia menos fina que contém £ é chamada a
topologia gerada por € e é denotada por 7 (£). Esta topologia é a intersegao
de todas as topologias que contém £. Neste caso, nos referimos a £ como uma
sub-base para 7 (&).

No que se segue vamos caracterizar a topologia 7 (£) em termos dos ele-
mentos de £.

Se (X,7) é um espago topolégico e x € X, uma base de vizinhangas de x
¢ uma familia M, C 7 tal que, se x € U € T entao, existe U, € N, tal que
x € U, C U. Uma base para 7 é uma familia N' C T tal que, N é uma base
de vizinhangas para cada x € X. A prova do seguinte resultado é elementar

Proposicao 3.2.1. Se (X,7) € um espaco topolégico e £ C T, entao £ é
uma base para T se, e somente se, todo U € T € uniao de conjuntos em E ()
¢ unido vazia de elementos de &).

Proposicao 3.2.2. Se & C 2%, entdo £ é uma base para uma topologia se e,
somente se, as sequintes condigoes se verificam

a) cada x € X pertence a algum V € &, e

b) seU, Ve execlUNV existe We& comzeWCUNV.

Prova: E ¢bvio que se £ é uma base entdo a) e b) estdo satisfeitas. Se por
outro lado a) e b) estdo satisfeitas, tomamos 7 a familia obtida tomando
unides quaisquer de elementos de £ () é a unido vazia de elementos de &).
Claramente X € 7 e 7 é fechada por unioes quaisquer. Se U,Us € T e
x € Uy NUs; entao existem Vi, Vo em & comx € V| C Uy e x € Vo C Us. Segue
de b) que existe W € £ com x € W C Vi NV, C Uy NUs. Isto mostra que
Uy NUsy € uniao de elementos de £ e conclui a demonstracao. []

Se & C 2%, a proxima proposicao caracteriza os abertos de 7 (€) em termos
dos elementos de £.

%)



Proposicao 3.2.3. Se & C 2%, T(€) consiste de ), X e das unioes quaisquer
de intersecoes finitas de elementos de E.

Prova: E facil ver que a familia constituida pelas intersecoes finitas de
elementos de £ e X satisfaz as condicoes da Proposicao 3.2.2. Segue da
Proposicao 3.2.1/ que a familia das unioes quaisquer de tais conjuntos é uma
topologia que claramente estd contida em 7 e portanto é igual a 7. [

Proposicao 3.2.4. Seja X um conjunto e T a topologia em X induzida pela
familia de funcoes ¢; : X — K, i € I. Se {x,} € uma seqiiéncia em X,
entdo {x,} converge para x (ou abreviadamente v, — x se, e somente se,
wi(xy,) — pi(x) Viel.

Prova: Se x,, — x, entdao y;(z,) — ¢;(x), Vi € I, ja que cada ¢; é continua.
Reciprocamente, suponha que ¢;(z,) — @;(x), Vi € I. Mostremos que x,, —
x. Seja U uma vizinhanca de z. Seja J C [ finito e V}, j € J, abertos de K
tais que = € Nyp; ' (V;) C U. Para cada j € J, 3 N; € N tal que g;(z,) €V}
para n > N;. Se N = max{N; : j € J} segue que x, € gpj_l(Vj), Vie Je
portanto z,, € U, Vn > N e portanto x, — =. ]

Proposicao 3.2.5. Seja X um conjunto e 7 a topologia em X induzida pela
famdlia de funcoes p; - X — K, i € 1. Se (Z,%) € um espago topoldgico e
Y Z — X € uma funcgao entdao, v € continua se, e somente se, p; 0 €
continua de Z em K, Vi € I.

Prova: Se v é continua, entao ¢; o 1) é também continua, para cada ¢ € I,
como composta de fungoes continuas. Inversamente, se ;01 é continua, para
cada i € I, seja U € T e mostremos que ¢~ 1(U) € 3. Sabemos que

U= U m ©; ' (V;), Vi aberto em K.

qualquer finita

) = | N le'vin= U ) iow) (V).

qualquer finita qualquer finita

Como ; 01) é continua, temos que (;01)~1(V;) € ¥ e portanto ¢ 1(U) € X.
Segue que ¢ : (Z,%) — (X, 7T) é continua. O
Sétima Aula (100 minutos) T
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Oitava Aula (100 minutos) |

3.3 Produto Carteziano e o Teorema de Tychonoff

Seja A um conjunto e uma familia de conjuntos. O produto carteziano da
familia de conjuntos {X, }aca é 0 conjunto

Xo={f:A—=|JX.: f(a) € Xo, Vace A}

acA

Denotaremos este conjunto por [],.4 Xa ou por X 4 quando todos os conjun-
tos forem idénticos.

Exemplo 3.3.1.
o RR ¢ 0 conjunto das funcoes reais com valores reais.
o CN ¢ o conjunto das seqiiéncias de nimeros complezos.

Um elemento de H X, é denotado por w = (Wy)acA-

acA
Se cada X, é dotado de uma topologia 7, a € A, podemos colocar em X

a topologia induzida pela familia de aplica¢oes {@a }aca definida por

w S w,  (as projecoes sobre cada X,).

Esta topologia é denominada topologia produto e é denotada por [], .4 Za-

Em espacos de dimensao finita, compactos sao abundantes e caracteriza-
dos de forma bastante simples. Infelizmente, este nao é o caso em espacos
de dimensao infinita. Qualquer resultado que caracterize esses compactos é
extremamente util ja que compactos desempenham um papel fundamental em
analise. Quase todos os resultados que caracterizam os compactos em espacos
de dimensao infinita sao obtidos dos Teoremas de Tychonoff e do Teorema
de Arzeld-Ascoli. Em particular, a introducao das topologias fraca e fraca*
com o objetivo de aumentar o nimero de compactos nos espacos vetoriais
normados de dimensao infinita estudados se inspira no teorema de Tychonoft

que demonstramos a seguir.
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Teorema 3.3.1 (de Tychonoff). Se X,, a € A sao espagos topolégicos com-

pactos, entio (X,7T) (H X, H T, | € compacto.

acA acA

Prova: Para mostrar que (X,7) é um espago topolégico compacto, mostra-
remos que, se F C 2% tem a propriedade da intersecao finita, entdao ({F :
FeF}+0.

Seja A a familia de todas as F C 2% com a propriedade da intersecdo finita.
Se A é ordenada pela inclusao entao toda cadeia em A tem um limitante
superior (a unido). Pelo lema de Zorn toda F C 2% com a propriedade da
intersecao finita estd contida em uma colecao maximal com a propriedade
da intersecao finita. Logo, basta provar que, se F € A é maximal entao,
({F:FeF}#£0.

Para cada ' € F e # € Aseja Fj aprojegao de F' em Xg; isto é, Fg = {wg :
w = (Wa)aeca € F'}. Entdo a colegdo Fg = {Fs : F € F} tem a propriedade
da intersecio finita. Como Xj é compacto existe x5 € N{Fjs : F3 € Fs}.
Seja (74)aca € X tal que, Va € A, 2, € (W{Fa : F. € F,}. Resta apenas
mostrar, (7,)aca € F. Para isto, dado 3 € A, seja G5 um aberto de X5 com
rg € Gg. Entao, se G = {(Ya)aca : yp € Gs}, a unido da familia F com
{G} continua a ter a propriedade da intersecao finita. Como F é maximal
G € F. Além disso, toda intersecao finita de tais G também pertence a F .
Mas estas intersegoes finitas formam uma base de vizinhancas de (4 )aca na
topologia de X. Isto implica que qualquer F' € F encontra todo aberto de X
que contém (x4)aca. Logo,

(xa)aeA - F, VF c f

e, consequentemente,

('I'Oz>a€z4 - ﬂ F
FeF

3.4 Topologia Fraca e suas Propriedades

Seja X um espago de Banach e f € X*. Designamos por ¢ : X — K a
aplicagdo ¢s(x) = f(x) = (f, x) para f percorrendo X*. Obtemos entdo uma
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familia (¢f)rex+ de aplicacoes de X em K.

Definigao 3.4.1. A topologia fraca o(X, X*) em X € a topologia menos fina
em X que torna continuas todas aplicag¢oes (f) fex-.

Proposicao 3.4.2. Seja X um espaco vetorial normado real. A topologia
fraca o(X, X*) € de Hausdorff.

Prova: Se x1,z5 € X e x1 # x5, do Teorema 2.1.8 (Segunda Forma Geomé-
trica do Teorema de Hahn-Banach), existe f € X*, a € R tais que

flx) < a< f(xg).

Seja f; = f1((—o0,a)) e by = f1((a,0)). Logo 6; e B sdo abertos disjuntos
com x1 € 01 e x9 € 0. Ainda 6, e 0y estao em o(X, X*). O

Proposicao 3.4.3. Seja X um espaco vetorial normado real e xog € X. Obte-
mos uma base de vizinhancas de xy na topologia o(X, X™*) ao considerar os
conjuntos da forma

V=AeeX:|(fi,xt—mx)| <e Viel},
onde I € finito, f; € X* e e > 0.

Prova: Se a; = (fi, x9) = fi(x), entdo é claro que

V= ((a; — €,a; + €)) (3.1)
el

¢ um aberto da topologia o(X, X*) e contém x.

Ainda, se U é uma vizinhanga de xy em o(X, X*) entao existe W C U tal
que g € W = ﬂ gpﬁl(wi), I finito e w; aberto em R contendo a; = (f;, o).

el
Seja e >0 tal que {s:|s—a;| <€} Cw;,iel. LogoxyeV = ﬂ gp}il((ai—
el

e,a;+¢€) CWcCU.

Logo, se U € (X, X*) e xy € U, existe V da forma (3.1) tal que V' > xy.
[l
Notacao: {z,} C X é fracamente convergente para X se é convergente no

sentido de (X, X*). Neste caso escrevemos z,, — .
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Proposicao 3.4.4. Seja X um espago vetorial normado sobre K e {x,} uma
sequéncia em X. Temos que:

i) x, =2 & f(z,) — flx) V feX*
ii) Se x, — x entdo x, — x
iii) Se x, — x entdo {||x,||} € limitada e ||x|| < liminf ||z,||
w) Se xy — e se fo— fem X* (||fo = fllx- = 0), entdo fu(zn) — f(x).

Prova:
i) Segue da Proposicao 3.2.4 e da definicao de o(X, X™).

i1) Segue de i) pois |(f,20) = (f.2)] < || o — ]l

i11) Basta mostrar que {(f, x,)}nen é limitada para cada f € X* e aplicar o
Principio da Limita¢ao Uniforme (Teorema [1.3.18). Com isto {||x,||} é
limitada. Ainda, para cada f € X*,

[(fr )l < IS 2l

logo
[(fo )] < NFI- Tim [, |

lzll = sup [(f, z)[ < lim ||z,
Ifll<t

iv) Basta ver que,

‘<fn;xn> o <f,.fC>| |<fn;xn> - <f,$n>’ + |<f7xn> - <f7x>‘

[for = Sl + [{fs ) = (F; )]

portanto f,(x,) — f(x). O

IAINA

Oitava Aula (100 minutos) 1
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Nona Aula (100 minutos) |

Proposicao 3.4.5. Quando X é um espaco vetorial normado real de di-
mensao finita a topologia fraca o(X,X™) e a topologia induzida pela norma
coincidem. Em particular, uma seqiéncia {x,} converge fracamente se, e
somente se, |z, — x| — 0 quando n — oo.

Prova: Se 7 denota a topologia induzida pela norma de X entao,
o(X,X*)CT

por construcao. Resta apenas mostrar que se X tem dimensao finita, entao
T C o(X, X*). Seja U € T. Mostremos que todo ponto xy de U é interior a
U na topologia fraca; isto é, existe V' € o(X, X*) tal que xy 2 V C U. Isto
mostrard que U é aberto em o(X, X*). Pela Proposigao [3.4.3, é suficiente
mostrar que para algum conjunto finito I de indices e (f;),.; C X7,

V:{$€XZ‘<f¢,ZU—$O>‘<E, VZG]}CU
Suponha que B,.(zg) C U. Escolhendo uma base {ei,...,e,} para X com
len|| = 1, Vi € I, para todo = € X temos que x = sz e; e as aplicacoes

i=1
xr — x; definem n funcionais lineares continuos sobre X denotados por f;.

Entao,
n
lz = zoll <> [(fisw — zo)||leill < ne,
i=1

para todo x € V.
Escolhemos € = = e entdo x € B(Xy,r). Segue que V C B,(x9) C U e a
demonstracao esta concluida. [

Exemplo 3.4.1. Seja X um espaco vetorial normado real de dimensao in-
finita. Entao, S = {x € X : ||z|| = 1} nunca é fechado na topologia fraca.
Mais exatamente, mostraremos que

STOEX) —fr e X ||zf| < 1}

Mostraremos, por enquanto, que S~°X) > {z € X : ||z]| < 1}. Seja
xg € X, ||zo]| < 1 e mostremos que qualquer aberto V' de o(X, X™*) contendo
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xo deve interceptar {x € X : ||x|| = 1}. Sempre podemos supor que V € da

forma
V=4{zeX: |(fi,zr—xp)|<e, 1<i<n,}

come>0e fi,...,fn€ X" Fizemos yy# 0 tal que (fi,yo) =0, 1<1i<n.
Tal yo existe pois, se (fi,yo) #0, 1 <i<n eVyy € X teriamos que

X — R"
2 = (filz),. - fal2))

seria injetora e portanto um isomorfismo sobre sua tmagem. Isto nos daria
que dimX < n.

A fungao g(t) = ||xo+tyol|| € continua em [0,00) com g(0) < 1 e tlgglo g(t) =
+oo. Seque que existet > 0 tal que ||xo+tyol| = 1. Como (fi, xo+tyo—xo) =0,
1 <i<n, temos que xo + tyy € V para todo t € R. Desta forma x¢ + tyy €
Vn{zeX:|z|=1} ez € STOXAY,

A igualdade serd mostrada posteriormente quando mostrarmos que todo

convezro que € fechado na topologia forte é também fechado na topologia fraca.

Exemplo 3.4.2. O conjunto U = {xz € X : ||z|| < 1} nunca é aberto na
topologia fraca pois, pelo que vimos no exemplo anterior, nenhum de seus
pontos € ponto interior.

Obs.: Podem haver (em geral ha) seqiiéncias que convergem fracamente (em
um espago de dimensao infinita) e ndo convergem fortemente. Por exemplo,
se X* é separavel e X ¢é reflexivo, sempre se pode construir uma seqiiéncia
{z,} que é fracamente convergente para zero com |x,|| = 1. Contudo ha
espacos de dimensao infinita onde toda seqiiéncia fracamente convergente é
convergente, como por exemplo X = /5.

3.5 Os Conjuntos Convexos e a Topologia Fraca

Todo conjunto fechado/aberto se o(X, X*) é também um conjunto fechado/a-
berto na induzida pela norma. A reciproca em geral é falsa como vimos nos
Exemplos 3.4.1/ e 3.4.2. O teorema a seguir mostra que a reciproca vale se o
conjunto fechado na topologia forte e também convexo; ou seja, todo conjunto
convexo que é fechado na topologia forte é também fechado na topologia fraca.
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Teorema 3.5.1. Se X ¢ um espaco vetorial normado real e C' C X € convezo,
sao equivalentes:

a) C fechado na topologia forte

b) C fechado na topologia fraca

Prova: b) = a) ¢é 6bvia. Mostremos que a) = b). Para este fim, vamos
mostrar que C° é aberto em o(X, X*). De fato, dado xg ¢ C pelo Teorema
2.1.8 (Segunda Forma Geométrica do Teorema de Hahn Banach), existe f €
X" e a € R tal que

(f,z0) <a<{(f,y), VyeC.

Faca

V={recX:(fz)<a}=f1—o0a)
entdao, xg € V, VN C = () e portanto V C C°. Como V € o(X, X*), temos
que C° € (X, X*). O

Este teorema implica que se {x,} é uma seqiiéncia fracamente convergente
para x entao existe uma seqiiencia de combinacoes lineares convexas dos x,
que converge fortemente para x. De fato, se A C X we denote by co(A) o
menor convexo fechado que contém A, com isto

r € co{z,} 7

co{x,}

Corolario 3.5.2. Seja X um espaco vetorial normado e T a topologia in-

Il = 3Jy, € co{x,} tal que y, — x

duzida pela norma em X. Se ¢ : (X,T) — (—00,00] uma fun¢do conveza e
semicontinua inferiormente, entdio p : (X,o(X, X*)) — (—o00, 0] € semicon-
tinua inferiormente. Em particular, se x, — x, entao

() < liminf o(z,).
Prova: E suficiente provar que para to do A € R o conjunto
Ay={z e X : p(x) <A}

é fechado em o(X, X*). Como A) é convexo e fechado na topologia forte,
VA € R, do Teorema [3.5.1 segue que A, fechado em o(X, X*), VA€ R. O

63



3.6 A Topologia Fraca*

Seja X um espago vetorial normado, X* o seu dual (dotado da norma || f|| =
sup |f(x)]) e X** o seu bi-dual (dotado da norma [[£]| = sup [£(f)])-
fexx

re
lzll<1 Ifll<1
Temos uma injecao canonica J : X — X definida da seguinte forma:

fixado x € X, a aplicacao
X3 [ [z) €K,
¢ um funcional linear continuo sobre X* e assim Jx é definido por
(Jr, f) = (f,x), Vre XefeX"
Claramente J ¢ linear e

[Jz]| = sup [(Jx, f)| = sup [f(z)] = |[=]].
IflI<1 Ifll<1
feX® feX*
Desta forma, J é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem.
Pode ocorrer que J nao seja sobrejetora. De qualquer forma, com a ajuda

de J, sempre podemos identificar X com um subespaco de X**.

Sobre X* temos definidas a topologia da norma e o(X*, X**), vamos definir
uma terceira topologia sobre X* a topologia fraca®, que se denota o(X*, X).
Para cada x € X considera-se a aplicagao ¢, : X* — K definida por f —

v:(f) = f(x). Quando x percorre X obtemos uma familia de aplicagoes
(pr)rex de X* em K.

Definicao 3.6.1. A topologia fraca®, denotada por o(X*, X), € a topologia
induzida por J(X) = {@s}eex. E claro que o(X*, X) C o(X* X**),

Como ¢, = Jx e usualmente identificamos Jx com x temos que a topolo-
gia fraca® é a topologia induzida por J(X) C X*; ou seja, por X. Assim
denotamos a topologia fraca® por o(X*, X).

Proposicao 3.6.2. A topologia o(X*, X) € de Hausdorff
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Prova: Sejam fi, fo € X*, f1 # fo. Entao, existe x € X tal que fi(z) #
fo(z), digamos que fi(z) < fa(z). Tome o € R tal que

filx) < a < fo(z).

Sejam 0; = {f € X*: f(z) < a} = o, ((—o0,a)) > fre by ={f € X*:
f(x) >a}=¢; Y ((a,0)) D fo. Entdao, ;N =0 e 01,0, € o(X* X). O

A prova da seguinte proposicao é deixada como um exercicio para o leitor.

Proposicao 3.6.3. Seja X um espaco vetorial normado sobre R. Obtemos
uma base de vizinhangas de fy € X* para a topologia o(X*, X) ao considerar

V=AreX":[{f—foz)| <e icl}
onde x; € X, I € finito e € > 0.
Notagao: Quando f, — f em (X* o(X*, X)), escrevemos
fo=f
e diremos que f, converge para f na topologia fraca®.

Da mesma forma, a prova da proposicao a seguir € deixada como um exer-
cicio para o leitor.

Proposicao 3.6.4. Seja X um espago vetorial normado sobre K. Se {f,} C

X* temos:
) fo s f o (far2) = (fra), Vo e X.
i) Se ||fo — fllx- — 0, entio fu = f e se fu— f, entdo f, = f.

iii) Se f, — f, entdo {||f.||} € limitada e ||f|| < liminf, .o [|fa].
w) Se f, = f ex, — x, entdo fo(x,) — f(x).

Nona Aula (100 minutos) T
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Décima Aula (100 minutos) |

Mostraremos a seguir que, se X ¢ um espago vetorial normado real tal que

J : X — X*™ nao é sobrejetora, entao a topologia fraca* em X* é estritamente
menos fina que a topologia fraca em X*. Comeg¢amos com o seguinte resultado

auxiliar:

Lema 3.6.5. Seja X um espaco vetorial e ¢, p1,...,0, : X — R lineares e
tais que

Seve X étal que pi(v) =0, Vi=1,...,n, entdio p(v) = 0. (3.2)

n
Entao existem Ay, ..., N\, € R tais que ¢ = Z Ai Qi -
i=1

Prova: Considere F': X — R"*! definida por

Fu) = [p(u), p1(u), . .., on(u)]

Segue de (3.2) que a = [1,0,...,0] € Im(F). Assim, podemos separar estrita-
mente {a} e Im(F) por um hiperplano em R"" isto é, existem A\, A1,..., A\, €
R e a € R tais que

n
A< a<Ap(u) + Z Nipi(u), VueX
i=1
consequentemente, temos

Ap(u) + Z Aipi(u) =0, YVueX.
i=1

Logo, A <0 e
A1
= - N i ) Vu € X?
o) = =35 e, v
como queriamos. ]

Proposicao 3.6.6. Seja X um espaco vetorial normado real, se a funcdo
¢ (X" o(X* X)) — R € linear e continua, entio existe x € X tal que
p = Jx; ou seja,

o(f) ={fz), VfeX"
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Prova: Como ¢ : (X*,0(X*, X)) — R é continua, existe uma vizinhanga V/
de 0 em o(X*, X) tal que

(Nl <1, VfeV.

Podemos supor que existem n € N, x1,--- ,2, € X ee > 0 tal que V é da

forma
V={feX":|{fr))| <e, 1<i<n}

Em particular se f(z;) =0, 1 <7 <mn, entao
af eV, YVaelR.

Portanto |ap(f)] < 1, V a € R e disto segue que ¢(f) = 0. Agora, se
aplicarmos o Lema [3.6.5 com ¢; = Jz;, 1 <1 < n, obteremos que

o(f) = Z/\z(f, T;) = <f’z AiTi).

O que conclui a demonstracao do resultado. [

Corolario 3.6.7. Seja X um espaco vetorial normado sobre R e H um hiper-
plano em X*. Se H € fechado na topologia o(X*, X), entdo H € da forma

H={feX": (fx)=a},
para algum 0 #x € X e a € R,

Prova: O conjunto H ¢é da forma

H={feX" :9(f)=a}

v: X" =R, p#0. Seja fo € H e V uma vizinhanca de f; na topologia
o(X*, X) tal que V C H¢. Podemos supor que

Ve{feX :[(f— fuadl <o 1<i<n)
Como V é convexo temos que
o(f) <a, VfeVoup(f)>a VfeV (3.3)
de (3.3) segue que
pl9) <a—p(fo), Vge W =V —f (3.4)
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e como —W = W segue de (3.4) que |p(g)| < |a—¢(fo)|, Vg € W. Disto segue
que ¢ é continua de (X* o(X*, X) em R jd que W é uma vizinhanca de 0.
Aplicando a Proposicao 3.6.6, existe x € X tal que ¢o(f) = (f,z), Vfe X*.
L]

Observacao 1. Como observamos anteriormente, quando J nao € sobrejetora
(isto é; J(X) © X*), a topologia o(X*, X) € estritamente menos fina que
o(X*, X*). Ezistem inclusive convexos fechados em o(X*, X**) que nao sao
fechados em o(X*, X). Por exemplo, se & € X\ J(X) entao,

H={feX :(/f) =0}

¢ um hiperplano fechado de o(X*, X**) mas nao pode ser fechado em o(X*, X)
pois caso contrdario & pertenceria a J(X) (Coroldrio|3.0.7).

Teorema 3.6.8 (Banach-Alaoglu). Seja X um espago vetorial normado sobre
K. O conjunto Bx- = {f € X* : ||f|| < 1} € compacto na topologia o(X*, X).

Prova: Faremos a prova apenas no caso K = R. Seja
Y =RY = {f: X — R} = {(wy)zex}
dotado da topologia produto. Seja @ : (X*,0(X*, X)) — Y definida por

O(f) = (f(2))aex = w.

Da Proposigao 3.2.5/ e da definicao de o(X* X), ® é continua pois f —
(®(f))r = f(z) é continua para cada = € X. Provemos que ¢ é um homeo-
morfismo de X* sobre ®(X*). Claramente ® é injetora e provemos que ®~* é
continua. Da Proposicao [3.2.5] é suficiente mostrar que para todo x € X fixo
a aplicagao w — (@ H(w),z) é continua sobre ®(X*). Isto ¢ evidente pois
(@ H(w),z) = w, e w — w, é continua pela definicao da topologia produto
em R¥X.

Por outro lado, é claro que ®(Bx~) = K onde

K={weY :|w| <|z|, wysy = wy +wy, wr, =Aw,, N€R, z,y € X}
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Entao, basta mostrar que K é um compacto de Y para concluir que Bx-
é compacto em X*. Mas K = K; N K5, onde

Ky = {weY :|wl <z, Vo e X} = [[I=ll=ll, [l=]],
reX

Ky = {lweY 1wy =w, +wy, wy, =Aw,, A€ER, z,y € X}

= {weY wy—w,—w, =0} N[ {weY :wy—Iw, =0}

Segue do Teorema de Tychonoft que K é compacto. Como A, , e Ay, sao
fechados (pois w — wy4y — Wy — Wy € W — Wy, — Aw, sao continuas) segue
que K5 é fechado. Logo, K é compacto. ]

Décima Aula (100 minutos) 1
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3.7 Exercicios

10.

11.

12.

. Mostre que se M tem dimensao finita entao podemos fazer ¢ = 0 e dé

um exemplo onde nao podemos tomar ¢ = 0.

Seja X é um espaco vetorial normado sobre K. Mostre que a norma é
uma funcao convexa e s.c.i. quando colocamos em X a topologia fraca.

. Generalize os resultados da Secao 2.2/ para espacos topoldgicos

Seja X um espago vetorial normado e M um subespago vetorial fechado
de X. Use o fato que a norma e s.c.i. na topologia fraca para mostrar
que, se M ¢é reflexivo entao, podemos tormar ¢ = 0 no Lemma 3.1.1.

Prove o Corolario 3.1.3.

Seja X um conjunto nao vazio e 77,75 duas topologias em X. Mostre
que, se 7 é mais fina que 77, entdao todo compacto de (X,73) é um
compacto de (X, 7q).

Mostre a Proposicao 3.2.1.

Construir a topologia em X com sub-base constituida por dois subcon-
juntos Uy e Uy de X.

Mostre que se uma topologia 7 tem infinitos elementos entao ela tem
cardinalidade igual ou maior que a cardinalidade de R.

Seja X um espago vetorial normado. Entao, X é um espaco métrico com
a métrica dada por dist(z,y) = ||z — y||. Seja ¢ : X — R a fun¢do que
associa a cada z € X a sua norma. Mostre que a topologia induzida em
X por ¢ coincide com a topologia dada pela métrica. Estude os abertos
da topologia induzida por ¢, a nogao de convergencia nesta topologia e
compare com os equivalentes na topologia dada pela métrica.

No caso em que (X,,7,) = (Y,7) para todo o € A, mostre que a
topologia produto em Y consiste ta topologia da convergéncia pontual.

Uma familia de subconjuntos de um conjunto dado tem a propriedade
da intersecao finita se a insersecao de qualquer sub-familia finita é nao
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

vazia. Mostre que (X, 7") é um espago topoldgico compacto se, e somente
se, toda colecao de fechados com a propriedade da intersecao finita tem

intersecao nao vazia.
Prove o resultado acima no caso em que X é um espaco vetorial complexo.

Enuncie e prove um resultado semelhante a Proposicao 3.4.3 para o caso
em que X é um espaco vetorial normado complexo.

Dado um espaco vetorial normado V e A C V, a envoltoéria convexa de A

(denotada por co(A)) é o menor conjunto fechado e convexo que contém

A. Caracterize co(A) em termos dos elementos de A.

(Teorema de Mazur) Se X é um espaco de Banach e A é um subcon-

junto relativamente compacto de X, mostre que co(A) é relativamente
compacto.

Prove a Proposicao 3.6.3.

Enuncie e prove um resultado analogo a Proposicao 3.6.3 para o caso em
que X é um espaco vetorial sobre C.

Prove a Proposicao 3.6.4.

Seja X um espaco vetorial normado sobre K e ¢ : (X*,0(X* X)) — K
um funcional linear. Mostre que ¢ é continuo se, e somente se, existe
0€V eo(X" X) tal que supscy [o(f)| < oc.

Mostre que se V € o(X*, X) e fo € X*, entao fo+V € (X", X).
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Capitulo 4

Reflexividade e Separabilidade

Décima Primeira Aula (100 minutos) |

4.1 Espacos Reflexivos

Definigao 4.1.1. Seja X um espaco de Banach e J : X — X™ a injecao
canonica de X em X**. Diremos que X € reflexivo se J(X) = X**.

Observacao 2. Se X € um espaco vetorial normado, como X** € sempre com-
pleto, X so poderd ser reflexivo se for completo. Desta forma, uma condicdao

necessaria para que J : X — X** seja sobrejetora é que X seja um espaco de
Banach.

Ja vimos que J é um isomorfismo isométrico. Assim, quando X é reflexivo
identificamos X e X™**.

E importante usar J na identificacao ja que ha espacos tal que X e X**

sao isométricos que nao sao reflexivos.

Na nossa busca por topologias em X onde tivessemos mais conjuntos com-
pactos chegamos a obter que a bola fechada unitaria de X* é compacta na
topologia fraca*. No entanto ainda nao obtivemos qualquer resultado que
nos permita dizer algo sobre os compactos de (X, (X, X*)). Os resultados a

seguir sao conclusivos a este respeito e suas aplicagoes sao iniimeras.
Teorema 4.1.2. Se X € um espaco de Banach reflexivo, entao
By ={zx e X :||z]| <1}
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¢ compacta em (X, o(X, X™)).

Prova: Se J(X) = X* entao J(Bx) = Bx++. Por outro lado Bx+ é compacto
na topologia o(X**, X*). Logo, é suficiente mostrar que J~1 é continua de
(X*, o(X™, X")) em (X,0(X,X")). Da Proposigao 3.2.5 e da definicao de
o(X,X*), isto se reduz a provar que, para todo f € X* & w— (f J71E) ¢é
continua de (X**,o(X™, X*)) em K.
Como X ¢ reflexivo, existe x € X tal que Jr = £. Assim
(f,J71) = (f,x) = (J, f) = (&, f)

e &— (&, f) é continua de (X* o(X™ X)) em K pela defini¢ao de o (X ™ X*).
L]

Agora mostraremos que a reciproca do Teorema4.1.2 também é verdadeira.

Para isto, vamos precisar dos dois lemas a seguir.

Lema 4.1.3 (Helly). Seja X um espaco de Banach sobre R. Se fi,..., fa
sao funcionais em X* e (aq,...,a,) € R" entdo, sao equivalentes

i) Para todo € > 0 eziste x. € Bx tal que

|<fi7x€>_04i‘<67 1§Z§n
ii) Para todo (fBy,--- ,0,) € R",

n
Z @' (071
i=1

<

> Bif;
=1

Prova: i) = ii) Fixemos (f1,...,5,) € R" e seja S = Z |3i]. De i) segue
i=1

que existe z. € Bx tal que |(fi,z) — ;| <e, 1 <i<mne

n n n n
Z@Oﬁ - (Zﬁz‘fi;%) Zﬁz‘ 7 —Z@'(fi,xJ
i=1 i=1 i=1 i=1

< < €S.

Assim,

< +eS, Ve> 0.

Z Bi o Z Bi fi
i=1 i=1
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ii) = i) Sed = (a1,...,an) € R" e g: X — R" é definida por

QB(ZL') = (<f1737>7 ) <fn7x>)

entdo, a propriedade i) expressa que @ € F(Bx). Suponha que & ¢ J(By).
Segue da Segunda Forma Geométrica do Teorema de Hahn Banach (Teorema

2.1.8) que podemos separar estritamente (em R") {a} de J(Byx); isto é, existe

—

B=(B1,...,0n) €ER" e~ €R tais que
95(:6)'5<7<&-B’, Vz € By.

Consequentemente,

<Z@fi,5€> <7< Z%ﬂi, Vr € By;
i—1

1=1

isto é,

> Bif;
=1

n
<< Z a;0;, que contradiz ii).
i=1

]

Lema 4.1.4 (Goldstine). Seja X um espa¢o de Banach. FEntao J(Bx) €
denso em (Bxw,o(X*™, X")).

Prova: Se £ € By e £ € V € o(X™, X*), provemos que J(Bx) NV # (.
Podemos supor que V' é da forma

V=fne X6 f)<e 1<i<n)
com fq,---, f, € X*. Trata-se de encontrar x € By tal que

[(Jz =& fi)l = [{fi,x) = (& fi) < e, Vi=1,---,m
Se Q= <€7f2>7 1 < [ <n entao) VB: (617"'7ﬁn) € Rna

d Bl = (&) Bifi) > Bif
=1 1=1 1=1

(ja que ||€]| < 1). Segue do Lema 4.1.3 que existe x. € By tal que

<

‘<fi7xe> _OCZ‘ <€, 1 S 1 S n;
isto é, Jx. € J(Bx)NV. O
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Observacgao 3. J(Bx) € fechado em Bx+ com a topologia forte (Bx € com-
pleto e J ¢é isometria). Assim J(Bx) em geral ndo € denso em Bx« com a
topologia forte (exceto quando X € reflexivo).

Teorema 4.1.5. Seja X um espaco de Banach. Se
Bx ={r € X :||z] <1}
¢ compacta em (X, o0(X, X*)) entao, X ¢é reflexivo.

Prova: Observemos primeiramente que J : X — X* uma isometria e por-
tanto é continua. Assim J : (X, 0(X, X*)) — (X*™, o(X™, X)) também é
continua e portanto J : (X, o(X, X*)) — (X*, 0(X™, X*)) é continua. Con-
sequentemente J(By) é compacto na topologia o(X**, X*). Como J(By) é
denso em By« na topologia o(X**, X*) concluimos que

J(Bx) = Bx+ e portanto J(X)= X"".

Corolario 4.1.6. Seja X um espaco de Banach. Entao,
By ={zx e X :||z]| <1}
¢ compacta em (X, 0(X, X*)) se, e somente se, X € reflexivo.

Proposicao 4.1.7. Se X é Banach reflexivo e M ¢é um subespago vetorial
fechado de X, entao M com a topologia induzida por X € reflexivo.

Prova: As topologias o(M, M*) e a topologia induzida em M por o(X, X*)
coincidem. Basta mostrar que By, é compacta em o(M, M*). Mas By é
compacta em (X, X*) e M é fechado em o(X, X*). Logo By é compacto
em o(X, X*) logo também é compacto na topologia o(M, M*). O

Exercicio 4.1.1. Seja X € Banach reflexivo e M € um subespaco vetorial
fechado de X. Sobre M temos duas topologias fracas definidas

a) A topologia o(M, M*)
b) A topologia induzida em M pela topologia (X, X*).
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Mostre que estas topologias coincidem.

Corolario 4.1.8. Seja X um espaco de Banach. Entao X € reflexivo < X*
¢ reflexivo.

Prova: Mostremos primeiramente que se X é reflexivo entao X* ¢é reflexi-
vo. Sabemos que By é compacto em o(X*, X) por outro lado o(X*, X) =
o(X*, X*) (j& que J(X) = X™). Logo Bx~ é compacto em o(X* X*™) e
assim X* é reflexivo. Mostremos agora que, se X* é reflexivo entao, X ¢é
reflexivo. Pela etapa anterior X*™* ¢ reflexivo como J(X) é um subespago
fechado de X** temos que J(X) é reflexivo. Como X e J(X) sao isométricos,
segue que X ¢é reflexivo. O]

Exercicio 4.1.2. Sejam X e Y espacos de Banach. Se existe transformacao
linear T : X — Y que € fechada e bijetora, entao X reflexivo se, e somente
se, Y reflerivo. Sugestao: Use o Corolario 4.1.6.

Corolario 4.1.9. Se X ¢é Banach reflexivo e K C X € fechado, limitado e
convexo;, entao K € compacto em o(X, X™).

Prova: K é fechado em o(X, X*) e existe m tal que K C m Bx. Como m By
é compacto em o (X, X*) temos que K é compacto em (X, X™).

Exercicio 4.1.3. Seja X um espaco de Banach reflexivo. Mostre que, para
qualquer m > 0, mBx € compacto em o(X, X™).

Corolario 4.1.10. Seja X wum espaco de Banach reflexivo, ) # A C X
um convexo fechado. Seja ¢ : A — (—00,00] uma fungdo convexa, propria,
semicontinua inferiormente e, se A € ilimitado,

lim ¢(x) = +o0. (4.1)
T

Entao ¢ alcanca seu minimo sobre A; isto €, existe xo € A tal que

(o) = min ().

r€EA

Prova: Sejaa € Atal que \g = ¢(a) <ocoe A= {z € A: p(x) < \}. Segue
de (4.1.10) que A é convexo, fechado e limitado. Do Coroldrio 4.1.9 temos que
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A é compacto em (X, X*) e do Coroldrio 3.5.2 temos que ¢ é semicontinua
inferiormente na topologia o (X, X*). Logo ¢ alcanca seu minimo sobre A:
isto &, existe 2y € A tal que

() < p(x), Va € A.
Se z € A\ A temos que ¢(zg) < ¢(a) < ¢(x) e portanto
p(xo) < p(x), Vo € A.

]

Décima Primeira Aula (100 minutos) T
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Décima Segunda Aula (100 minutos) |

Teorema 4.1.11. Sejam X e Y espacos de Banach sobre R. Seja A : D(A) C
X — Y um operador linear fechado e densamente definido. Se 'Y € reflexivo,
entao D(A*) € denso em Y™* e isto permite definir A : D(A*) C X** — Y™,

Prova: Para mostrar que D(A*) é denso em Y™, basta mostrar que, se ¢ :
Y* — R é linear, continua e o(f) =0,V f € D(A*) entdo, ¢ = 0. Como Y é
reflexivo, existe y € Y tal que Jy = ¢. Desta forma,

(0. f) =(Jy. f) =(fy) =0, Vf € DA). (4.2)

Se p £ 0, entao y # 0 e (0,y) € G(A) C X x Y e portanto existe « € R e
(x*,y*) € X* x Y™ tal que

(", u) + (y*, Au) < a < (y*,y), Vu € D(A). (4.3)
Portanto, (z*,u) + (y*, Au) =0, Vu € D(A) e (y*,y) > 0. Assim y* € D(A*)
e A'y* = —z*. Obtemos uma contradi¢ao ao eleger f = y* em (4.2). Segue
que ¢ =0e D(A*) =Y™. O

Teorema 4.1.12. Sejam X e Y espacos de Banach reflexivos sobre R. Seja
A: D(A) C X — Y um operador linear fechado e densamente definido. Se
wdentificamos X com X e Y™ com Y, entao A*™ = A.

Prova: Vimos no Teorema 4.1.11/ que, nas condigoes acima, D(A*) é denso
em Y*. Com isto, podemos definir A**. Mostremos que, ao identificarmos
X com X eY™ com Y, A = A. Recorde que, se J : Y* x X* — X* x Y*
e J(y*, x*) = (—x*,y*), entdo
J(G(A") = G(A).

Assim,

G(A) CY*x X*, J(G(A") C* xY*, e J(G(A")*" Cc X xY.
Com isto, temos que

TJ(GAN ={(z,y) e X xY : —(A*,2) + (v,y) =0, Vv € D(A*)}
= {(Jzx,Jy) € X*xY*™: —(Jx, A*) + (Jy,v) =0, Yve D(A")}
= {(Jx,A*Jx): Jx € D(A*™)}
— G(A™).
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Desta forma, ao identificarmos X** com X e Y** com Y, temos que
G(A™) = G(A) = G(4)

e A = A. [

4.2 Espacos Separaveis

Definicao 4.2.1. Diremos que um espagco métrico (X,d) é separdvel se X
possuir um subconjunto enumerdvel e denso.

Proposicao 4.2.2. Se (X,d) € um espaco métrico separdvel e Y € um sub-
conjunto de X, entdo (Y,d) € separdvel.

Prova: Como (X,d) é separavel existe {u,, : m € N} C X denso em X.

Seja {r, : n € N} C (0,00) tal que lim r, = 0 e escolha a,,,, € B, (uy,)NY
n—oo

quando este conjunto é nao vazio. Note que UYX_, B, (u,) = X, para cada

n € N. Disto segue facilmente que {a,,,} ¢ um subconjunto enumerdvel e
denso de Y. ]

Exercicio 4.2.1. Mostre que, se (X1,d1) e (Xa,d2) sdo espagos métricos
separdveis, entao X1 X Xy com a métrica d((x1,x2), (T1,%2)) = d(x1,22) +
d(Z1,T2) € um espago métrico separdvel.

Teorema 4.2.3. Se X é um espaco de Banach real tal que X* € separdvel,
entao X € separdvel.

Prova: Seja {f, : n € N} C X* um subconjunto denso de X*. Como

[full = sup (fn,z)
€X

T
] <1

existe x,, € X com ||x,|| =1 e (fu,zn) > 5 | fall. Seja Ly o espago vetorial
gerado por {z,} com coeficientes em Q e L o gerado por {z,,} com coeficientes
em R. E claro que Ly é enumeravel e denso em L. Se provarmos que L é

denso em X, o resultado seguird. Seja f € X* tal que (f,z) =0, Vz € L.
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O resultado seguira se mostrarmos que f = 0. Dado € > 0 existe n € N

tal que
’{f_an <z, e
2 [full < (fryzn) = (fo = fran) +(f20) < %
ja que (f,z,) = 0. Assim || f|| < ||f — full + ||f2ll < €. Logo f =0. 0

Exercicio 4.2.2. Mostre que existe espaco de Banach separdvel X tal que X*
nao € separdvel.

Corolario 4.2.4. Seja X um espaco de Banach. FEntao X € reflexivo e
separdvel se, e somente se, X* € reflexivo e separdvel.

Prova: Sabemos que, se X™* é reflexivo e separavel, entao X ¢é reflexivo e
separdvel. Inversamente, se X é reflexivo e separavel, entdao X*™* = J(X) é
reflexivo e separavel e assim X* é reflexivo e separavel. ]

Teorema 4.2.5. Seja X um espaco de Banach. Entdo X € separdvel se, e
somente se, (Bx+,o(X"*, X)) € metrizavel.

Prova: Seja {x, : n € N} um subconjunto enumeravel e denso de Bx. Para
f,g € Bx+ definimos

(0. 9]

A(f.9) =3 5o lf — 9,20

n=1
Mostremos que d : Bx+ X Bx+ — [0,00) é uma métrica. De fato:

e d(f,g) = 0 implica que f(x,) = g(x,), Vn € N, e segue que f = g,

e ¢é claro que d(f,g9) =d(g, f) e

(0]

o d(fg) = 3 Siltf—hth—gm)
n=1
00 1 00 1
n=1 n=1

= d(f,h) + f(h,g).

Portanto d é uma métrica.
A seguir, demonstraremos que a topologia 7 associada a d em Bx- coincide
com a topologia induzida em Bx- por o(X* X).
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a) Seja fo € Bx+ e V uma vizinhanga de fy em o(X™*, X). Provemos que
existe r > 0 tal que

UZ{fEBX* Zd(f,f()) <T}CV.
Podemos supor que V' é da forma

Y1, - ,yr € X. Sem perda de generalidade, suponha que |y;|| < 1,
1 <1<k

Como {z, : n € N} é densa em By para cada i pode-se encontrar n; € N
€ €
<Z. Fixemosr>0talque2"i7“<§, 1<i< ke

tal que Hyl — Ip,
demonstremos que, para esta escolha de r, U C V. Se f € By« é tal que
d(f, fo) <r, entao

1
%<f_f07xni>|<r7 1§Z§k
e assim

1 €

[(f = Josy)l = K = fo,yi — @) + (f — {m%)
< (LA oIy — ]l + 5
€ €
-+ - = 1 <1<
< 5 + 5 €, <<k
e f € V. Segue que V é aberto na topologia dada pela métrica d.

<r = ‘<f_f07xm>

b) Seja fy € Bx-. Fixemos r > 0 e provemos que existe V € o(X*, X)
fo€V=VNBx.- CU={f € Bx:d(f, fo) <r}.
Tomemos V' da forma
V=_{feBx:[{f—fom)|<e 1<i<k}

e determinemos k e € para que V C U. Se f € V, temos

k 00
A0 = Y g o+ Y2 o 1 o)
n=1 n=k+1
< €+ —/—
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r 1 r
Esscolhemos € < 5 € k € N tal que i1 < o Segue que fo € V C U,
como queriamos.
Reciprocamente, suponhamos que (Bx~, o(X*, X)) é metrizdvel e mostre-
1
mos que X é separavel. Seja U, = {f € By :d(f,0) < —} e V, uma viz-
n

inhanga de 0 em o(X*, X) tal que V,, C U,. Podemos supor que V,, é da

forma
{f € Bx-: |{f,x)| <€, Vo € P,}
0
onde ®,, ¢ um conjunto finito. Observemos que D = U ®,, é enumeravel.
n=1

Por outro lado .
n=1

e assim, (f,x) = 0, Vo € D implica que f = 0. Isto mostra que o espago
vetorial gerado por D ¢é denso em X e segue que X é separavel. ]

Corolario 4.2.6. Se X é Banach separdvel e {f,} € uma seqiiéncia limitada
de X*, entdo existe subseqiiéncia {f, } que converge em o(X*, X).

Prova: Suponha ||f,|| <1, Vn € N. Como Byx- é compacto e metrizavel na
topologia o(X*, X), {f.} tem uma subseqiiéncia convergente em o(X*, X)
pelo Teorema 2.5.1 (Analise I). O

Teorema 4.2.7. Seja X Banach reflexivo e {x,} limitada em X . Entdo
existe uma subseqiéncia {x,,} que converge em o(X, X").

Prova: Seja M, o espaco vetorial gerado pelos {z,} e M = M, é um espaco
separavel. Além disso M ¢ reflexivo. Como M* é separavel By« (= Byy) ¢
metrizavel em o(M**, M*) (= o(M, M")). Segue que By, é metrizavel e com-
pacto em o (M, M*). Dai, {z,} tem subseqiiéncia convergente em o(M, M*)
e portanto convergente em o (X, X*). [

Décima Segunda Aula (100 minutos) 1
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Décima Terceira Aula (100 minutos) |

4.3 Espacos Uniformemente Convexos

Definicao 4.3.1. Um espaco vetorial normado X € dito uniformemente con-
vexo se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

r,y€ Bx, e |lv—y|>e = HxTerH <1-4. (4.4)

Exemplo 4.3.1. Seja H um espac¢o com produto interno (-,-) : H x H — R.
Efcicz'l ver que vale a identidade do paralelogramo

2 2
— 1 1
S0 S = el el Vv e

Usando esta identidade € fdacil concluir que H € uniformemente convexo. De
fato, se |jul]| = |jv|| =1, e >0 e |ju —v|| > ¢, entdo

u—+v 2:1_ u—v 2§1_§

2 4

e portanto

u—+v

2}
<1-9, ondeézl—(l—z>.

Disto seque que todo espaco com produto interno H € uniformemente convezo.

Teorema 4.3.2. Todo espaco de Banach uniformemente convexo € reflexivo.

Prova: Seja € € X* com ||£]] = 1. Temos que mostrar que J(Bx) > &.
Como J(Byx) é fechado na topologia forte de X** é suficiente mostrar que,
Ve >0, 3 x € By tal que || — Jz|| < e.

Dado € > 0, seja 6 > 0 dado na Definigao 4.3.1le f € X* com ||f|| =1 tal
que

(€f)>1- g (4.5)

)
SeV = {77 eEX™:|n=& < 3 }, entao £ € V € o(X*, X*). Logo, do
Lema 4.1.4, V N J(Byx) é nao vazio. Para completar a demonstragao, fixemos
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x € By tal que Jr € V e mostremos que £ € Jx + eBx«. Suponha que
¢ € (Jr+eBx~)=W. Note que £ € W € o(X™, X*) j& que Bx+ é fechado
em o(X*, X*). Outra aplicagdo do Lema 4.1.4/ nos da que

(VnW)nJ(Bx) # 0;

isto é, existe & € By tal que Jz € VN W. Como Jz,Jt € V temos que

[Tz, f) = (& N = [f,2) = (&l <5 5 < S
2. 1) = (e N = 10.8) = (6. /)] < 3 }:’ R T
que conjuntamente com (4.5) implica
le 2l o5 (4.6)

De (4.6) e do fato que J& € W e portanto ||z — Z|| > € obtemos uma con-
tradicao com a convexidade uniforme de X. ]

Corolario 4.3.3. Todo espaco de Hilbert € reflexivo.

Proposicao 4.3.4. Seja X uniformemente convexo e {x,} uma seqiiéncia em
X tal que x, — x e

limsup [l2,]| < o]
n—oo

Entao z,, — x.

Prova: Como z, '— x temos que ||z| < liminf, . ||z.|| e consequente-

mente ||z|| = lim,_ ||z,]|. Podemos supor que = # 0. Fazendo
T x
Yn = Y= 1
| ]
temos que y, — y e consequentemente y"T“/ — 1. Segue da Proposicao 3.4.4

e de [lyll = llyall = 1 que

1 =|ly|| > limsup In —HJH > liminf‘ Yn +yH > |yl = 1.
n—oo 2 n—:oo
E assim limy, o % H = 1. A convexidade uniforme de X agora implica que
\|lyn — y|| — O e portanto x, — x. ]
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Capitulo 5

Espacgos LP(Q2)

Neste capitulo fixamos (€2, M, i) um espago de medida e identificamos fun-
¢coes mensuraveis f : 2 — R que sao iguais quase sempre. No caso em que
Q c RY, supomos que RY é dotado da medida de Lebesgue.

5.1 Definicao e Propriedades Elementares
Definicao 5.1.1. Seja p € (0,00); definimos

P(Q):={f: Q=R | f é mensurdvel ¢ |f|’ € L'(Q)}
e para p = o0

L¥(Q)={f:Q—=R: f é mensurdvel e 3 ¢ > 0 tal que
|f(x)| < ¢ quase sempre em Q}

Também definimos, para 0 < p < oo, || - ||, : LP(2) — R* por
1/p
11 = ([ 170 an)

| flloo = ||fllz= = inf{c: |f(z)] < ¢ quase sempre em 2}.

e para p = o0

Observamos que se 2 = N e p é a medida da contagem entao LP(§2) = ¢,

Notacao: Se 1 < p < oo denotamos por ¢ o nimero definido por
1 1
a) —+-=13se 1<p<x
p q
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b)g=1se p=oco e g=00 se p=1.

O numero g é chamado expoente conjugado de p. Vimos em Analise I que
LP(£2), 1 < p < 00, é um espago de Banach com a norma definida acima.

5.2 Convexidade Uniforme e Reflexividade

Vamos nostrar que, para 1 < p < oo, LP(Q2) é uniformemente convexo e
portanto reflexivo. Isto segue das desigualdades de Clarkson que por sua vez
segue da desigualdade de Minkowski para 0 < p < 1. Esta tltima segue da
seguinte desigualdade de Holder para 0 < p < 1.

Teorema 5.2.1. Sejam 0 <p <1 ep* = Ll <0. Se feLP(Q2) e
p_

0< / l9(2)|P dz < oo,
0

entao .
=

[ i@l ={ | |f<as>|pdas}’1’ { Lo}

Prova: Podemos supor que fg € L'(Q) pois caso contrério a desigualdade
acima é 6bvia. Se ¢ = |g|™? e ¢ = |fg|P, entdo ¢p = |f|P e v € LIQ)

onde ¢ = — > 1. Como p* = —pqg*, ¢* = , segue que ¢ € L7 (Q). Da

P —1
desigualdade de Holder temos que

[r@pds = [ s < [0l ol
Q Q

) { A \f<x>g<x>|dx}p. { [ p*dx};* |

elevando a — obtemos || f||zr@) < HngLl(Q)HgHZpl*(Q), como queriamos. O

A seguir apresentamos uma versao da desiguladade de Minkowski para
0<p<l

Teorema 5.2.2. Se 0 < p < 1, entao
[ul + ol ey = ull o) + vllEr),  Yu, v € LP(€2). (5.1)
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Prova: Se u = v = 0 em LP(Q2) entdao a desigualdade é trivial e, em caso
contrario, o lado esquerdo da desigualdade é maior que zero. Assim, aplicando
o Teorema 5.2.1,

Hul + 10 o) = /Q(\U(x)Hlv(w)l)p1(|U($)\+\v(x)l)dx

1

> {/Q(\U(fﬁ)l + |v(af)\)(p_1)p*dx}p* (Nullze@) + ol o) )

= lul+ [z (lulle + [0l zoe)

e a desigualdade segue notando-se que % =p— 1. ]
p

Lema 5.2.3. Sel <p< o0 ea,b>0, entao

a? + b < (a+0b)P < 207 al +bP). (5.2)

Prova: Se a = 0 a desigualdade ¢ trivial. Se a > 0, fazendo x = —, podemos
a

escrever a desigualdade acima na forma
14+ a2 < (14+2)P <2071 +2P).

A funcao ' ,

x
O
satisfaz, f(0) =1 = lim f(z) e f(z) > 1 se 0 < < 0o. Segue que f atinge
0 seu mAaximo em (Ogjggo) e este maximo ocorre no unico ponto critico de f
que é z = 1. Como f(1) = 2! temos que a imagem de f estd contida no
intervalo [1,277!] e o resultado segue. O

Décima Terceira Aula (100 minutos) T
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Décima Quarta Aula (100 minutos) |

Lema 5.2.4. Se 0 < s < 1 a fun¢do f(x) = % ¢ uma funcao decrescente
de x > 0.

Prova: Note que

Fa) = %(—s% ns — (1— s7)) = %(sw st — 1)

ese g(t) =t—tlnt— 1, entdao f'(x) = %. Como 0 < s* < 1leg(t) =
—Int > 0 para 0 < t < 1, segue que g(s*) < g(1) =0e f'(x) <O. O

Lema 5.2.5. Sel <p<2 e 0<t<1, entao

1

p*< 1+1tp .
—\2 2

2

1+t
2

P ‘1—1&

onde p* = ¢ o expoente conjugado de p.
Prova: Como a desigualdade claramente é verdadeira parap =2 out = 0 ou
1
t =1, assumimos que 1 <p <2 e 0<t<1. Sefazemost = 1+S,temos
s
que a desigualdade é equivalente a
1 *
5 (A8 +(1—=8)]=(1+)">0.
Se denotamos
! —1)---(p—k+1
(p):1e (p)z pb _plp—1)---(p +)’k21_
0 k kl(p —k)! k!

A expansao em séries de poténcias da desigualdade acima toma a forma
eSS0
k 2 k k
k=0 k=0
D\ 2 p—1 “k
(-2 (74)+

0 k=0

PN ok (P=1Y\ peeny  (P=1Y\ opu
1{(%)5 (%-1)3 ok )7 -
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Esta ultima série é convergente para 0 < s < 1. Provamos a desigualdade
mostrando que cada termo da série é positivo para 0 < s < 1. O k-ésimo
termo pode ser escrito na forma

plp=1)2-p)-(2k—1-p) 2k _ (p=1)(2—p)(2k—1-p) p*(2k—1) + (p—1)(2—p)--(2k—p) 2kp*

2R 2k—1)! 20!
_ (2=p)B=p)(2k=p) 2k | _pp-1) —1 p*(2k—1)—2k | p—1 2kp*—2k]
= ET Sy — [2k(2kp) — s R
_ k) o [p;fz’f:;’f PRk 1 k()
p—1 p—1 pP— |
_ @p)Bp)(2hp) 2k |15 T _ ol
= (2k—1)! § 2k—p) oF
p—1 p—1 |
2-p)(3 2%k = =
( —p)((27€]9_)-1-)~|( 2 > 0 pois p < 2 enquando que ll(ﬁkpp) — l=gs ] > (, pelo
' o p—1
emma 5.2.5, ja que 0 < ==L < =% Segue que o resultado vale.
L 5.2.5, jé que 0 < 22 < 2. Seg Itado val O
Lema 5.2.6. Se z,w € C, 1 < p <2, entao
s+wl” |z —wl” 1 1 1/p-1
: < (5l g ) 53)
onde p* = p%l. Se 2 < p < 00, entdo
z+wl? z—wl? 1 1
5 5 < 5 |2|P + 5 lwl?. (5.4)

Prova: Vamos primeiramente provar (5.3). Como a desigualdade é 6bvia se
w = 0ouz =0 e ésimétrica em z e w, podemos supor que |z| > |w| > 0.
Neste caso podemos escrever a desigualdade na forma

1 — ret? P’

; (14 77)1/!

1 0
|i <

2

X

DO | —

onde w/z =re?, 0 <r <1,0<6 <271 Se § =0 o resultado foi provado no
lema anterior. Completamos a prova mostrando que para r fixo a funcao

f0) =1+ Tew}p* +|1- reie‘p*
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tem o seu maximo atingido em # = 0. Como
f(O0) = (147> +27 cos )% + (1 + 1> — 27 cos )P /?

é claro que f(2r —0) = f(m — 0) = f(#) e portanto podemos considerar 6
apenas no intervalo 0 < ¢ < 7 /2. Como p* > 2 temos que

f(0) = —p*r sen 6 {(1 + r% + 2r cos 9)%*1 — (1 + 7%= 2rcos 0)%*1 <0.

\ . g
~

>0

Logo o valor maximo de f(#) ocorre em 6 = 0.
Para provar (5.4) note que, se 2 < p < oo, entdo 1 < p* < 2 e temos,
trocando p por p* em (5.3) e utilizando o Lema [5.2.3

ctwl’  |r—wl 1, 1, N\ (1, 1, N\
< [ Z15P 1 2 plp B e P Tt PONT”
2 > | = (2‘2 T lv ) (2 27+ gl )
1 pT £_1 1
< (5) 25 el + o) = 2 (12 + ul),
e o resultado esta provado. [
Teorema 5.2.7 (Clarkson). Sejam u,v € LP(Q), 1 < p < o0 e p* = Ll
p_
Se 2 < p < o0, entao
u+vllf u—vllP 1 1
<= P+ = L 9.5
T <5 el 5 e (5.5
u+ vl u—vl|” 1 1 -t
5 (g ) 6o
Se 1l < p<2, entao
u+vl|” T 1 1 pl
5 < Gz wm) 60
u+ovl|? u—vl|? 1 1
227p > —ullh, + = ||v][Y, 5.8
(=5~ 52]) = g+ 5 (5.8

Prova: Para 2 < p < oo (5.5) é obtida de (5.4) fazendo z = u(z) e w = v(x)
e integrando sobre €. Para provar (5.7) para 1 < p < 2 note que |||ul”" || »-1 =
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HuHZzp, Vu € LP. Usando a desigualdade de Minkowski para 0 < p—1 < 1
obtemos de (5.3) que

u+v P U—"v P - u—l—vp* u—vp*
2 Ip 2 I 2 - 2 -
(5.1) P’ P
> uU-+v uU—v
- 2 2
p—1
( * * p_]. p%l
B </ u+vl? u—uvl?
0 2 2

\

(5.3) 1 1 pr-l
< /— ulP + = wl?
02 2

1 1 et
= (5 Ml 5 ol )

Para 2 < p < o0, a desigualdade (5.6) segue da mesma forma que (5.7)

e a desigualdade (5.7) vale.

usando a desigualdade de Minkowski usual em lugar de (5.1) e em lugar de

Sl
2

que é obtida de (5.3) trocando p por p*, z por & +n, w por £ —n.

(5.3) usamos
N

1 1
> 2 |£P L 2 plP
: ) > 1€+ 5 I,

i

Finalmente, para 2 < p* < oo, fazendo z = {4+ new =& —nem (5.4) e
usando a primeira desigualdade em (5.2)), obtemos

P
p*

v P\ 5 I A L r e L
(15 + s ) <o (207 4 o
2 2
p P
< o £+ +§ RN
2 2

Agora, usando a segunda desigualdade em (5.2), obtemos

P
E3

27 (P + Wl < (IS + nl"v )"
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Disto obtemos que
52-p <|§ +nl" &=

2 2

p p 1 » 1 )
> Z
+‘ >_2\£|+2\n|

e (5.8) segue integrando esta desigualdade, para £ = u(x) e n = v(x), em ).
U

Corolario 5.2.8. Se 1 <p < oo LP(Q) é uniformemente convezo.

Prova: Sejam u,v € LP(Q) tal que |jul|z» <1, |[v]lzr <1 e |[u—v|) > €
Se 2 < p < oo temos de (5.5) que

p P
U+ v uU—v <1
2 2 -
de onde segue que
p P
u—+v S1_6_}9
2 |, 2
e
1
p
Uty <1-—94, com 5:1—(1—€—>p.
P 2
Por outro lado, se 1 < p < 2 segue de (5.7) que
p* *
u—+v §1—(E)p
2 | 2
€ 1
u—+v e\ P
<1—-9¢, com 6=1—[(1—— :
Lp 2

Corolario 5.2.9. Se 1 < p < oo, entdo LP(§2) € reflexivo.

Décima Quarta Aula (100 minutos) T
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Décima Quinta Aula (100 minutos) |

Agora utilizaremos este resultado para identificar o dual de espagos LP(£2),

1 < p < c0. H& outras provas do teorema abaixo que nao envolvem a necessi-

dade de se saber a priori que os espagos LP(2), 1 < p < oo, s@o reflexivos mas

estas envolvem o Teorema de Radon-Nikodyn que também nao serd abordado
neste curso.

Teorema 5.2.10 (de Representacao de Riesz). Seja 1 < p < oo e ¢ €
(LP(Q))*, entdo existe um tinico u € LP (Q) tal que

<¢,f>=/QUf, v f e I/(9).

Além disso ||ull ) = |0llr)r- A aplicagio T : L (Q) — (LP(2))*
definida por

<Tu,f>:/9uf, vV f e LP(Q).

¢ uma isometria sobre (LP(Q))*. Isto permite identificar LP" (Q) e (LP(2))* o
que serd adotado sistematicamente.

Prova: Defina T : L¥ () — (LP(Q))* por

(Tu,f>:/9uf, YV fe LP(Q).

Entao,
| (T, f) | < Nullzo £ e

e portanto ||T'u|z» ) < ||ul| (). Por outro lado se fo( ) = |u(z) [P 2u(x),
(f(z) = 0seu(r) = 0). Entao fo G L e (Tu, fo) = Jullf, e | follzr = Ilully, "
Logo

[(T'u, fo)|
| Tu| (7 @)y > = ||lull o (2
1 foll oy L@
| Tull(zr )y = lull e )

Resta mostrar que T é sobrejetora. Seja X = T(L(€)). Como X é um
subespaco fechado resta apenas mostrar que X ¢é denso em (LP(Q2))*.
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Seja & € (LP(Q))™ tal que ({,Tu) = 0, Yu € LP(QQ). Se concluirmos
que & = 0 o resultado estard demonstrado. Como LP(S2) é reflexivo, existe
h € LP(Q) tal que & = Jh. Desta forma,

0= (Jh,Tu) = (Tu,h) = / uh =0, Yuec LF(Q).
Q

Concluimos que h = 0 escolhendo u = |h|P~2h e disto segue que & = Jh = 0.
O]

5.3 Separabilidade

5.3.1. Separabilidade de C(K, M)

Sejam K e M espagos métricos. No que se segue, damos condigoes suficientes
para que o espago das fungoes continuas C'(K, M), com a topologia da con-
vergencia uniforme, seja separavel.

Para apresentar o resultado sobre separabilidade de C' (K, M) precisamos
da nocao de numero de Lebesque que definimos a seguir.

Definicao 5.3.1. Seja (X,d) um espaco métrico e B C 2% uma cobertura
aberta de X. Diremos que um numero n > 0 é um numero de Lebesgue de
B se todo subconjunto de X com diametro menor que n estiver contido em
algum B € B.

Proposicao 5.3.2. Se (X,d) € um espago métrico compacto, entdo toda
cobertura aberta B de (X,d) possui um niumero de Lebesgue.

Prova: Faremos a prova por reducao ao absurdo. Suponha que B é uma
cobertura aberta do espago métrico compacto (X, d) que nao possui nimero
de Lebesgue. Para cada n € N seja O, C 2% a familia dos subconjuntos
de X com diametro menor que n~!. Entao, existe O, € O, tal que O,
nao estd contido em qualquer dos elementos de B. Seja {x,} uma seqiiéncia
qualquer com x, € O,, para todo n € N. Podemos assumir que {z,} é
convergente e x € X é o seu limite. Entao x € B para algum B € B
e consequentemente, existe € > 0 tal que B.(z) C B. Segue do fato que
diam(0,) < n7!, z, € O, e x, — = que existe N € N tal que O,, C B,(x)

94



para todo n > N. Consequentemente O,, C B € B para todon > N o que é
um absurdo. ]

Proposicao 5.3.3. Sejam K e M espacos métricos. Se K € compacto e que
M ¢ separdvel, entao C(K, M) com a topologia da convergéncia uniforme é
separdvel.

Prova: Como M é separavel, M possui uma base enumeravel de abertos B.
Como K é compacto, para cada n € N, fixe p(n) € N e conjuntos compactos
Ky, -+, K;, com diametro menor que n~! tais que K = U_ K,,,.

Dado n € N, seja p(n) como acima e oy,) = {B1,- -+ , By} uma colegao
qualquer com p(n) elementos de B. Indiquemos por A(n, op,)) 0 conjunto das
fungoes continuas f : K — M tais que f(K,,) C B;, para todo 1 < i < p(n).

Para cada n € N fixo, a colecdo U,, de todos os A(n,0,4)), opm) C B, ¢
enumeravel pois B é enumeravel e Y = U, enU,, é enumeravel. Se mostrarmos
que U é uma base de abertos de C'(K, M) o resultado seguird tomando uma,
funcao em cada um dos elementos de U.

Em primeiro lugar verifiquemos que cada um dos A(n,o,)) é aberto
em C(K,M). De fato, se f € A(n,o,4)) e € = mini<;<, dy(f(K,,), Bf) e
d(g, f) < €, entdo g € A(n,0p0))-

O resultado estara demonstrado se mostrarmos que para cada f € C(K, M)
e e > 0existem n € Ne oy, C B tais que f € A(n,o,4,)) C Be(f).
Para isto, basta encontrar n € N e o,y C B tais que f € A(n,opn)) e
diam(A(n, op))) < €. Como f(K) é compacto existem B; € B, 1 < j <7/,
com diam(B;) < e e f(K) C U?llej. Seja n > 0 um numero de Lebesgue
dessa cobertura e n € N tal que diam(f(K,,)) <n, 1 <i < p(n). Logo pode-
mos escolher, entre os abertos B;, 1 < j < p/, abertos B tais que f(K,,) C B;,
1 <i<p(n). Istodefinen € Ne o,y = {B1,---, By} com f € A(n, opm)).
Se g,h € A(n,opn)), para cada v € K, temos que v € K, para algum
1 <i < p(n) e portanto g(x), h(x) € B; e disto segue que dy(g(z), h(x)) < e.
Logo dex,a) (g, h) < € e diam(A(n, o,,)) < €. Isto conclui a demonstragao.
]

Coroldrio 5.3.4. Se Q C RY € limitado, entio C(Q) =: C(Q,R) € separdvel.

Para mostrar a separabilidade de espagos LP()) vamos utilizar a seguinte
versao elementar do Lema de Urysohn.

95



Lemma 5.3.5. Seja (X,d) um espaco métrico, U C X um aberto e K C U

um compacto. Entao existe uma funcdo continua f € C(X,[0,1]) tal que
X. < f< A,

Prova: Basta tomar

5.3.2. Separabilidade dos Espacos LP(€2), 1 < p < c©

Proposicao 5.3.6. Se 1 < p < 00, o conjunto das funcoes simples f =
Z?f:l a; X, (u(Ej) < oo, 1<j<n,sel<p<oo)édenso em LP(S2).

Prova: Claramente tais fungoes estao em LP(2). Se f € LP(£2), do Teorema
5.1.1 (Analise I), existe uma seqiiéncia de fungoes simples f, — f quase
sempre (uniformemente em conjuntos onde f ¢é limitada) em Q com |f,| < |f].
Entao o caso p = oo estd demonstrado. Paral <p < oo, f, € LPe|f,— I <
2°|fIP € LY(Q2) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, ||f, — f|l, — 0.
Além disso, se f,, = Zjvzl a;jX, onde os L; sao disjuntos e os a; sao nao nulos,
devemos ter p(E;) < 0o pois Zj\le la;|Pu(E;) = [ |fulPdp < oo. O

Para provar que os espacos LP(€), 2 C RY, 1 < p < oo sdo separdveis

vamos utilizar o Lemma 5.3.5.

Vimos em Andlise I (Teorema 5.6.1) que, se Q2 C RY é Lebesgue Men-

suravel, entao
Q] =inf{ |U| : U D Q; U aberto } =sup{|K|: K C Q; K compacto }.

Isto é, a medida de Lebesgue é regular pelo interior e pelo exterior. Isto
é essencial para obtermos a aproximagao de uma funcao LP(2) por fungoes
continuas, como veremos a seguir. Denote por C.(£2) o conjunto das fungoes
continuas ¢ : 2 — C com supporte compacto.

Proposigao 5.3.7. Se Q C RY € aberto, entio C.(2) é denso em LP(),
1 <p<oo.
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Prova: Da Proposicao [5.3.6, as fungoes simples sao densas em LP(€2). Basta
mostrar que para cada conjunto Lebesgue mensuravel F com |E| < oo, X,
pode ser aproximada, em LP()), por func¢oes continuas com suporte compacto
em (2. Dado € > 0, exite um conjunto compacto K C E e um conjunto aberto
Q DU’ D FE tais que [U\K| < €. Usando o Lema [5.3.5 para um aberto U
tal que K C U C U’ e U compacto, podemos escolher f € C.(Q) tal que
X, < [<X, <X, Entio

1%, = fllwe < UK} <.
]
Teorema 5.3.8. Se Q C RY ¢ aberto, entdo LP(Q) € separdvel 1 < p < o0
Prova: Para m =1,2,3,... seja
O = {z € Q: dist(z,00) >m ' e || <m}.

Portanto €, ¢ um subconjunto compacto de €. Seja P, um subconjunto

enumeravel e denso de C'(£2,,). As fungoes de P,, podem ser vistas como
fungoes de LP(€2) estendendo-as por zero em Q\Q,,. Além disso, J>_, P, ¢
contavel. Se u € LP(Q2) e € > 0 existe ¢ € C.(Q2) tal que ||u — ¢||, < €/2. Se
L < dist(supp(¢), 99) e supp(¢) C {z € RV : ||lz|| < m}, existe f € P, tal
que [|¢ = fllow < 5|Qn| 7. Segue que

6= Fllp < 16 = Flloc 12 ]? < 5

e portanto |[u — f|, < e. Portanto |J,_,; P, é denso em LP(2) e LP(2) é
separavel. O

Corolério 5.3.9. Seja Q C RN um aberto e f € Li (Q) tal que

loc

/fu:O Vu € C.(Q).
0

Entao f =0 quase sempre em €.

Décima Quinta Aula (100 minutos) 1
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Décima Sexta Aula (100 minutos) |

5.4 Particularidades dos Espacgos L(Q2) e L®(Q)

5.4.1. Particularidades do Espago L'(Q2)

O Dual de L*(Q2)

Proposi¢ao 5.4.1. Seja T : L*(Q)) — (L'())* a transformacdo linear
definida por

(Tu, f) :/uf, Vi e LY(Q), Yu e L*(Q).
Q
Entao, T é uma isometria sobre sua imagem.

Prova: Seja u € L>(€), segue da desigualdade de Holder que

[(Tu, )] < ullp=@lfllre), Vf € L(Q).

e portanto || Tu||(zi) < [Jul|z=(). Vamos agora mostrar que também vale
a desigualdade ||u||z~@) < || T(w)||(£1())-- Para este fim, tomamos uma cons-
tante C' > ||Tu|(z1())- € consideramos o conjunto

A={reQ:|u(z)] > C}.

O resultado estard demonstrado se verificarmos que A tem medida nula. Se
a medida de A é néo nula, considerando A um subconjunto mensurdvel de A
com 0 < |A| < o0, a fungao f = sinal(u)X; € L'(2). Segue que | fllzy @) =
Al e

Al

CIAIZ [ ul = (Tu. 1) < I Tull ooy
e C < || Tul|(z1@)), o que é absurdo. Isto conclui a demonstracao. O]

A seguir mostraremos que a transformacao 1" definida na proposicao ante-
rior é sobrejetora. Isto nos permitird identificar (L'(Q2))* e L>(€2) o que serd
adotado sistematicamente.

Proposigao 5.4.2. A transformagao T : L™(Q) — (LY(Q))* definida na
Proposicao 5.4.1 € sobrejetora.
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Prova: Seja ¢ € (L'(Q2))*. Queremos mostrar que existe u € L*(f2) tal
que Tu = ¢. Se w € L3*(Q) satisfaz, VK CC Q existe ex > 0 tal que
w(x) > ex > 0 para quase todo x € K. A aplicacao

L*(Q) > f = (p,wf) €R

é um funcional linear continuo. Logo, do Teorema 5.2.10, existe v € L*(Q)
tal que

wwﬁw=[fﬁ Vi e L(9). (5.9)

Se u(z) = vl@) , (recorde que w(x) > 0, Va € ), entdo u é mensuravel.
w(x

Mostremos que u € L>(Q2). De (5.9) temos que

ot

Seja C > ||¢]|(z1(q))-- Mostremos que o conjunto

A={z € Q:|u(z)| > C}

< o[z @

oV feL*. (5.10)

tem medida nula, assim resultard que v € L>(Q) e que ||u|| =) < [|9]|(z1@
Se a medida de A é nao nula existe A C A mensuravel tal que 0 < |A| < 00.
Substituindo em (5.10) a func@o f(x) = sinal(u)X; resulta

¢ [ws [ Juw< ol [ w

o que ¢ absurdo pois implicaria C' < ||@][(£1 ()«
Com isto, construimos u € L*(£2) com ||u||z=(q) < [|9||(z1))+, tal que

(p,wf) = /Quwf, Vf e LXQ). (5.11)
De onde resulta
%mzﬁw,weaﬁ-

De fato, se g € Co(Q), entdo f = £ € L*(Q) (j& que w > ex > 0 sobre
K = supp(g)) e substituimos f em (5.11). Como C.(f2) é denso em L'(Q)
deduzimos que

wy%zlk% Vg e L'(Q).
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L'(Q2) nao é reflexivo

Suponha que 0 € e que, para todon € N, B, = QN B%(O) tem medida
positiva. Se f, = a,Xp e o, = |Byn| ™, entéo | fallzr) = 1. Se L'(Q) fosse
reflexivo existiriam subseqiiéncia {f,,} e f € L'(Q) tais que f,, — f na
topologia o (LY(€2), L>=(£2)). Assim,

/fnkgpﬁ/f@, Vo € L¥(Q). (5.12)
Q Q

Quando ¢ € C.(Q2\{0}) temos que / fn.o = 0 para k suficientemente grande.
Q

Segue que
[ so=0. voecimon.
Logo f = 0 quase sempre em 2\{0}. Mas se tomamos ¢ = 1 em (5.12) temos
que / f =1 o que é absurdo.
Q

Exercicio 5.4.1. Mostre que a menos de translacao do dominio €2, sempre
podemos assumir que Bi NQ # 0, para todo n € N.

5.4.2. Particularidades do Espago L>((2)

Vimos que (L'(Q2))* = L>*(Q) e portanto, do Coroldrio 4.1.8, L>°(f2) nao ¢é
reflexivo. Além disso temos que:

i) Do Teorema de Banach-Alaoglu (Teorema [3.6.8), Br~(q) ¢ compacta na
topologia o(L>*(2), L1(Q)).

ii) Como L(Q) é separdvel, se {f,} é limitada em L>(Q) podemos extrair
uma subseqiiéncia que converge em L>(£2) na topologia o(L>(Q), L}(Q))
(Veja Corolério 4.2.6)).

iii) O Dual de L*(f2) contém propriamente L'(£2); ou seja, existem fun-
cionais lineares e continuos ¢ : L*(£2) — K que nao sao do tipo

(p, ) = /Quf, Vf e L®(Q) com u € L'(Q).
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Vamos construir um exemplo concreto. Suponha que 0 € €2 e seja g :
C.(2) — R definida por

po(f) = f(0), Vfe (). (5.13)

Temos que ¢y é um funcional linear continuo de C.(€2) com a norma || - ||« em
R. Do Teorema de Hahn-Banach (Teorema [1.3.9) ¢ se estende a funcional
o€ (L=(Q)

Mostremos que nio existe u € L}(Q) tal que

(or ) = /Q uf, Vfe L)

De fato, se tal funcao existisse teriamos

/Q wf =0, YfeC\{0})

e portanto u = 0 quase sempre em Q e (¢, f) =0, Vf € L*(), contradizendo
(5.13). 0

L>(2) nao é separavel

Lema 5.4.3. Seja X um espaco de Banach. Suponhamos que existe uma

famdlia (O;);er tal que
i) Para todo i € I, O; é aberto nao vazio de X .
i) O;NO0; =0 se i#j.
iii) I ndo € enumerdvel.
Entao X nao € separdvel.

Prova: Seja {u, : n € N} um subconjunto enumeravel de X, como [ ¢
nao enumerdvel, existe ig € I tal que O; N {u, : n € N} = (). Segue que
{u, : m € N} ndo é denso em X. Isto mostra que X nao é separdvel. O

Proposicao 5.4.4. L*(Q2) nao € separdvel.
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Prova: Para a € () fixamos r, < dist(a,09) e u, = Xp,_(a). Seja

0, = {fe L) [ f — wallr= < %}

E facil ver que (O, )qeq satisfaz as condicdes 1), ii) e iii) do Lema[5.4.3. Segue

que L*(£2) nao é separavel. O

A matéria para a primeira prova termina aqui
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5.5 Primeira Prova

1. Prova de SMA 5717 - Anélise 11|

Questoes | Notas Questoes | Notas
1.2 10.¢
Professor: Alexandre Nolasco Carvalho 2. 11.¢
3.2 12.¢
4.° 13.7
5.% 14.¢
Nome: 6.% 15.¢
7.% 16.¢
27.05.2005 8.4 17.%
9.¢ 18.¢
H Total ‘ HH Total ‘ H

1. Questao |Se X for um espaco de Banach com dimensao infinita, mostre

que existird um funcional linear nao continuo 7" : X — K.

2. Questao | Sejam X um espaco de Banach e A C X um conjunto com-

pacto. O que deve ocorrer se A° # ()7

3.% Questao | Seja 2 C RY aberto e limitado. Diga o que sabe sobre os

espagos LP(Q2). (Diga quando sao reflexivos, separdveis, uniformemente con-
vexos, caracterize o dual, enuncie desigualdades importantes.) Mostre que
L>(€2) nao é reflexivo nem separavel.

4. Questao |Seja X um espago vetorial e sejam ||-[|; : X — [0,00), 1 =1, 2,

duas normas tais que X ¢é um espaco de Banach com qualquer dessas normas.
Suponha que exista ¢ > 0 tal que ||-||; < ¢|| - ||2 e mostre que, se com uma das
normas X for reflexivo (separdvel), entao X serd reflexivo (separavel) com
ambas. Encontre um espaco vetorial X e duas normas em X tais que com
uma delas o espaco é reflexivo e com a outra nao é.

Sugestao: i) mostre que {1 e £>° tém bases com mesma cardinalidade, i)
construa um isomorfismo entre esses espacgos e tii) defina uma norma em {;
com a qual ele nao € separdvel.

5. Questao | Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um
operador linear fechado. Mostre que X4 = D(A) com a norma ||z|p) =
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||| +]|Az|| é um espaco de Banach. Além disso, mostre que se X for reflexivo
(separavel), entdao X4 serd reflexivo (separdavel).

6. Questao |Sejam X um espago de Banach e {u,,} uma seqiiéncia limitada

em X. Mostre que, se existir u € X com f(u,) — f(u) para todo f em um

: ~ o(X,X*)
subconjunto denso de X*, entao u,, — .

7. Questao | Seja X um espago de Banach. Mostre que uma seqiiéncia

{u,} convergird fortemente para u € X se, e somente se, f(u,) — f(u)
uniformemente para f em um subconjunto denso da bola unitaria de X*.

8. Questao | Uma funcdo u : (a,b) — X serd fracamente continua (difer-

enciavel), se fowu : (a,b) — K for continua (diferenciavel), para cada f € X*.
Se a derivada de f(u(t)) for da forma f(v(t)) para alguma funcao v : (a,b) —
X, entao v serd chamada derivada fraca de u. Mostre que, se u for fracamente
diferenciavel em (a,b) com derivada fraca identicamente nula, entao u(t) serd

constante.
9. Questao | Sejam X,Y espagos de Banach e T : D(T) C X — Y um

operador linear fechado com D(T) = X. Mostre que, se T for bijetora, entao

T':Y — X e (T")"! serao operadores lineares continuos com (7%)7! =
(7).

10.* Questao | Para 1 < p < oo, mostre que ¢, contém seqiiencias que

convergem fracamente, mas nao convergem fortemente. Mostre, também,
que uma seqiiéncia {u,} em ¢; convergird fracamente para um u € ¢ se, e
somente se, {u,} convergir fortemente para u € ¢;. Use isto para mostrar a
existéncia de seqiiéncia limitada de /1 que nao possue subseqiiéncia fracamente

convergente.

11.* Questao | Seja X um espaco de Banach de dimensao infinita. Prove

que X* com a topologia fraca® é de primeira categoria em X* com a topologia

da norma.

12.” Questao |Seja J : X — X™* a aplicacao canonica que identifica X com
um subespago de X**. Mostre que J : (X,0(X, X*)) — (X*, 0(X™, X)) é
um homeomorfismo sobre um subespaco denso de (X**, o(X*™*, X*)).

‘13.“ Questao ‘ Seja X = {(x1,--- ,zy) : z; € C} com a norma dada por

|(z1, - ,zn)|| = supi<i<n |#i| para todo (1, - ,zy) € X. Mostre que X
nao ¢ uniformemente convexo, mas X é reflexivo.
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14.% Questao | Descreva os hiperplanos em X = RY. Enuncie as formas

geométricas do Teorema de Hahn Banach para este espaco e exiba conjuntos
que podem ser separados por hiperplanos no sentido fraco, mas nao podem
ser separados estritamente.

15.% Questao | Sejam X um espacgo vetorial normado e A, B subconjuntos

de X. Mostre ou exiba um contra-exemplo:
i) Se A for aberto, entao A + B sera aberto,
ii) Se A e B forem fechados, entao A + B serd fechado, e

ii) Se A for compacto e B for fechado, entao A + B serd fechado.

16.% Questao | Seja 2 um subconjunto aberto e limitado de RY. Se 1 <
p<g<ooeuc LIN), entdo u € LP(Q) e

lull oy < 19207 [full age)-

Se u € L>*(Q2), entao
Jim [Jull o) = [Jull L=(@)-
Reciprocamente, se u € LP(2), para todo p € [1,00), e existir uma constante

K > 0 tal que que [[ul|zr(0) < K, Vp € [1,00), entdo u € L>(Q) e ||ul| =) <
K.

17.4 Questao | Mostre que, se f € L{ () for tal que

loc

/Qf90=0, Vi € C.(Q),

entao f = 0 quase sempre em {).

18.% Questao | Suponha que Q C RY seja um conjunto mensurdvel com

medida positiva. Mostre que existe = € €2 tal que |B1(x) N Q| # 0, para todo
n € N,
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1. Prova de SMA 5717 - Andlise II|

Questoes | Notas

1.
Professor: Alexandre Nolasco Carvalho 9.4
3.¢
4.°
5.9
6.7
7.%
8.%
ot ||

Nome:

26.10.2007

1. Questao | Seja X um espago de Banach com dimensao infinita.

e Use o Lema de Baire para mostrar que toda base de Hamel de X é
nao-enumeravel.

e Se X ¢é separavel, mostre que X tem um subespaco vetorial £ com base
de Hamel £ enumeravel que é denso em X.

e Seja X separavel, £ um subespaco de X com base de Hamel enumeravel
£ e X é uma base de Hamel de X que contém &£. Mostre que todo

funcional linear nao nulo f cujo nicleo contém & é descontinuo.
e Mostre que todo subconjunto compacto de X tem interior vazio.

e Sejam || - ||; : X — [0,00), i = 1,2, duas normas em X que o tornam um
espago de Banach e satisfazem ||z||; < c¢||z||s para algum ¢ > 0 e para
todo x € X. Mostre que || - [|1 e || - |2 sdo equivalentes.

e Defina uma norma em ¢5(C) que nao é equivalente a norma usual.

3. Questao | Seja X um espago de Banach e T': D(T) C X — X um
operador fechado.

e Mostre que o nticleo N(T') de T' é fechado.

e Se X é reflexivo, mostre que Y = D(T) com |lylly = |lyllx + ||Ay||x é
reflexivo.
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e Se T é bijetora, Y é como no item anterior e a inclusao I : ¥ — X
(Iy = y, Vy € Y) é compacta, mostre que 77! € L(X) e que T é
compacta.

4. Questao |Sejam X e Y espacos de Banach e A € L(X,Y) uma bijecao.

e Mostre que A : (X,0(X, X*) — (Y,o(Y,Y™) é continua.

e Mostre que X ¢é reflexivo se, e somente se, Y é reflexivo.

5.9 Questao | Seja H um espago de Hilbert A : D(A) C H — H um
operador linear densamente definido e A* : D(A*) € H — H o operador

adjunto de A. Diremos que A é simétrico se G(A*) D G(A) e auto-adjunto se
G(A*) = G(A).

e Mostre que A* é uma extensao fechada de A.

e Mostre quese A : D(A) C H — H é auto-adjunto e é uma bijecao, entao
A~l € L(H) e é auto-adjunto.

e Mostre que se A: D(A) C H — H ¢ simétrico e D(A) = H ou Im(A) =
H, entao A é auto-adjunto.

e Se H=IL*R,C), D(A) ={f € H:qg(t) =tf(t) e H}, A: D(A) C
H — X e (Af)(t) =t f(t), t € R, mostre que A é um operador densa-
mente definito e auto-adjunto.

6. Questao |Para 1 < p < oo, considere o espago £,(C)

e Mostre o teorema de Representacao de Riesz para estes espacos.
e Mostre que /o (C) nao é separdvel.

e Para 1 < p < oo, mostre que £,(C) contém seqiiéncias que convergem
fracamente, mas nao convergem fortemente.

e Mostre que uma seqiiéncia {u, } em ¢; converge fracamente se, e somente
se, converge fortemente.

e Mostre que existe sequiéncia limitada de 1 que nao possui subseqiiéncia
fracamente convergente.
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7. Questao

Descreva os hiperplanos em X = RY. Enuncie as formas

geométricas do Teorema de Hahn Banach para este espaco e exiba conjuntos

convexos que podem ser separados por hiperplanos no sentido fraco, mas nao

podem ser separados estritamente.

8.7 Questao

Seja €2 um espago métrico se i é a medida de Borel finita e

regular em €0, mostre que LP(€2) é separavel.
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A matéria para a segunda prova comeca aqui

5.6 Convolucao e Regularizacao

5.6.1. Definicao e Propriedades Elementares

Teorema 5.6.1. Sejam f € LY(RY) e g € LP(RY) com 1 < p < co. Entao,
para quase todo © € RY | a funcio y — f(x — y)g(y) € integrdvel sobre RY.
Definimos

(f*g)(z) = - flx—y)g(y)dy .
Entdao f+g € LP(RY) e

1f * gllr) < Il Nlgllze@)-

Prova: A conclusao é 6bvia se p = 0o. Suponha que p =1 e seja

F(r,y) = f(z —y)g(y).

Para quase todo y € RY temos

/ F(z,y)ldz = |g(y) / (@ = y)ldz = | flles - l9@)] < o0
RN RN

[ v [ 1FGlds = 15w ol < oo

Aplicando o Teorema de Tonelly temos que F' € L'(RY xR") e do Teorema
de Fubini
|F'(2,9)|dy < oo para quase todo = € RY

/dx/ F(x,y)dy
RN RN

Esta é exatamente a conclusao pretendida.

= HfHU(RN) HQHLl(RN)-

Suponha agora que 1 < p < co. Segue do que acabamos de demonstrar
que, para quase todo, x € R fixo, a fungio y — | f(z—v)| |g(y)[? é integravel
sobre RY: isto é,

f(z—y)|"7lg(y)| € LERY).
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Como | f(z —y)|"7" € LI (RY), deduzimos da Desigualdade de Hélder que

[f(@ =l lg@)| = @ —y)"Pla)] 1 f (@ — y)|*" € Ly(RY)

e
1/p y

[ = llswldr < ([ 1= nllatlds) 11

isto é,
(f %)@ < (11 # 1g) @) - | 117
Aplicando o resultado no caso p = 1 para |f| * |g|P, temos que
frge LPRY) e [If* gllmn) < @) lall @ ||f||§/1pRN

isto é,

1 * gll oy < A1 fll vyl e @y

Notacao: Dada f definimos f por f(z) = f(—=x).

Proposigao 5.6.2. Seja f € LY(RY), g € LP(RY) e h e L (RY). Entdo

/RN(f*g)hszNg(f*h)-

Prova: A funcao F(z,y) = f(z —y)g(y)h(z) pertence a L'(RY x RY) porque

/RN [h(z) </sz [f(z — )| Ig(y)ldy> dz < 00

gragas ao teorema anterior e a Desigualdade Holder. Conseqiientemente

/RN(f*g)(x)h(w)dx = /RN dx/RN F(x,y)dy = /RN dy/RN F(z,y)dx
= [ oW mwa

[l
Décima Sexta Aula (100 minutos) 1
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Décima Sétima Aula (100 minutos) |

5.6.2. Suporte da Convolucao

Proposicao 5.6.3 (Definicao de Suporte). Seja Q C RY um aberto e f uma
funcao definida em €2 com wvalores em R. Considere a familia de todos os
abertos (w;)ier, w; C Q) tais que, f =0 quase sempre em w;, para todo i € I.
Se w = Z_LGJIwZ-, entao w € aberto e f = 0 quase sempre em w. Diremos que

supp(f) := Q\w € o suporte de f.

Prova: Nao é evidente que f = 0 quase sempre em w ja que I é nao enu-
meravel. Contudo, a demonstracao pode ser reduzida ao caso enumeravel da
seguinte forma:

1
w=\||K, K,= e ) : dist(x, wQ) > — <
U {:1: ist(z, w )_ne\x|_n}
n
entao K, C L} wy, I,-finito (ja que K, é compacto). Logo w = ,UJw@- onde
1€1, 1€
J = Oﬁlln é contavel. Desta forma se f =0 em w;\Ej, |E;| =0, entdo f =0
n=

em w\ U Ej e

; = 0. Segue que f = 0 quase sempre em w. ]
je

U B
JjedJ

Observacao 4.
a) Se f = g quase sempre em ) entao supp(f) = supp(g), logo podemos

falar de suporte de fungoes de LP(S).
b) Esta defini¢ao coincide com a usual se f é continua.

Proposigao 5.6.4. Sejam f € LY(RY) e g € LP(RY). Entdo

supp(f * g) C supp(f) + supp(g)

Prova: Seja x € RY fixo tal que y — f(z — y)g(y) seja integravel. Temos
entao

(f*9)(x) = - flx —y)g(y)dy = flx —y)g(y)dy

/(fvsupp(f ))Nsupp(g)

Se x ¢ supp(f)+supp(g) entdo (z—supp(f))Nsupp(g) = D e (f*g)(x) = 0.
Portanto

(f*xg)(x) =0, quase sempre em (supp(f)+ supp(g))°
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e em particular

(f*xg)(x) =0, quase sempre sobre (supp(f) -+ supp(g))®

consequentemente

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).
0

Observagao 5. Se f e g tém suporte compacto entao f * g tem suporte com-
pacto. Em geral, se apenas uma das fungoes tem suporte compacto entao f*g
nao tem suporte compacto.

Exercicio 5.6.1. Encontre conjuntos fechados A e B em RY tais que A+ B
nao € fechado. Mostre que se A € compacto e B € fechado entao A + B é
fechado mas nao precisa ser compacto. Mostre que se A e B sao compactos

entio A+ B € compacto.
Proposigao 5.6.5. Seja f € C.(RY) e g e LL (RY). Entio fxg e C(RY).
Prova: Note que, para todo z € RY, a funcao y — f(z —y)g(y) é integravel

em RY e portanto (f * ¢g)(x) faz sentido para todo x € RY. Seja x, — z e
faca

Fu(y) = f(zn —y)9(y)

F(y) = fz —y)g(y)
de forma que F,, — F quase sempre em R”Y. Por outro lado, seja K um

compacto fixo tal que (x, —supp (f)) C K para todo n. Entao f(z,—vy) =0
sempre que y & K e portanto |F,(y)] <sup|f(z)| - Xk (y) - g(y) € L'(RY).
reK

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

e = [ By — [ Fody=(f o))

RN

Notacao:
C*(Q) := conjunto das funcoes k vezes continuamente diferencidvel.

C>(Q) == Qlck(Q)

CE(Q) :=CHQ) N ( )
C() == D(Q) = C*(Q) N C()

N N
a=(ag, - ,ay) € NV o :iglozi.

112



Proposigao 5.6.6. Se f € CKRY) e g € LL (RY) (k inteiro). Entdo
frgeCHRY) ¢ D(fxg)=(D"f)*g, o] <k
Em particular se f € C®(RY) e g € LL (RY), entdo f* g€ C(RYN).

loc

Prova: Basta provar o caso k = 1. Dado z € R, mostraremos que f * g é
diferenciavel em = e que

V(f*g)=(Vfxg).
Se h € RV, |h| < 1, entdo
flx+h—y)—flr—y)—hVf(x—y)

:‘/o RV f(zx+ sh—y) — Vf(x —y)lds (5.14)
< [hle(lhl])

onde g(|h|) — 0 quando h — 0 pois Vf é uniformemente continuo em RY.
Se K um compacto tal que x + B;(0) — supp(f) C K, entdao y ¢ K implica
que x + h —y ¢ supp(f), Vh € B1(0). Logo

fle+h—y)—flr—y) —hVflxr—y)=0, Vyg& K eVhe Bi(0). (5.15)
Utilizando (5.14) e (5.15) obtemos
|[f(@th—y)—f(z—y) =V f(z=y)-h| < [hle(|h]) Xk (y), Yy € R e Vh € By(0).

Conseqiientemente

((f xg)(x +h) = (f*g)(x) = MV f*g)(x)| < |hle(|n]) /K l9(w)ldy

de onde resulta que f*g é diferenciavel em x e que V(f*g)(x) = (Vf*g)(x).

A continuidade de V f * g segue da proposicao anterior. ]

Observacao 6. Fique atento para o significado da convolugcao V f x g ja que
Vi :RY = RN, Isto requer a interpretacdo do produto de convolucdo de uma
funcao a valores vetoriais coordenada a coordenada.
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5.6.3. Seqiiéncias Regularizantes

Definigao 5.6.7. Chamamos seqiiéncia reqularizante a toda seqiiéncia (py)n>1
de funcoes tais que

1
pn € C(RY), supp(p,) C B(0, ﬁ)’ /pn =1, p,>0emR"Y.

Exemplo 5.6.1. A construcao de sequéncias reqularizantes é um processo
simples que passamos a descrever. Fizemos p € C(RY), supp(p) C B(0,1),
p>0emBRY e|pllriq) > 0 e consideremos p,(z) = Cn™ p(nz), C' = HpHle(Q)

A obtencao de uma funcdo p : RY — R com as propriedades requeridas no
Example 5.6.1 é feita no exercicio a seguir.

Exercicio 5.6.2. Seja p: RY — R a funcdo definida por

e\w'z%l, x| <1
p(ﬂf){ !

: |z| > 1.

N

Mostre que p € C®(RY), supp(f) C B1(0) e que / p(x)dx > 0.
R

Proposicao 5.6.8. Seja f € C(RY); entdo p, * f — f uniformemente em
compactos de RY.

Prova: Seja K C RY um compacto. Para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal
que |[f(z —y) — f(z)| <&, Vo € K ey € B;(0).
Se ng € N é tal que ndé > 1, Vn > ny, temos que:

(oo )@ = ) = | [ 11 =) = f@lon)

-/ @) = Sy

3=

< 5/ pn(y)dy =, Vn >ngand Vo € K.
RN

[

Teorema 5.6.9. Seja f € LP(RY), 1 < p < oco. Entdo p, x f — f em
LP(RY).
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Prova: Dado ¢ > 0, seja f; € Co(RY) tal que ||f — fillp@y) < 5. Segue

da Proposicao 5.6.8 que p, * fi — f1 uniformemente sobre cada subconjunto
compacto de RY. Por outro lado

supp(pn * f1) € B1(0) +supp(f1) C K, para algum K cc R" fixo.
Logo, existe ng € N tal que

) n > ng.

Wl M

lon * f1 — leLP(RN) <

Entao
pox f = f = lpnx (f = SOl + oo * fr = Al + [f1 = /]
e, usando o Teorema 5.6.1, temos que
lon * f = flloe <2/ = fille + llpn * fr = fille <€, V= ny.
Isto mostra que
Jim (|, % f — £l = 0.
[

Corolario 5.6.10. Seja Q C RY um aberto qualquer. Entao C>(Q) é denso
em LP(Q2) para 1 < p < 0.

Prova: Seja f € LP(Q2), e > 0e f; € C.(Q2) tal que

€
If — fl”LP(Q) < b%

7. (2) = { fi(z) se x €9,

0 se xe€(°.

Se

Como f, € LP(R"), do Teorema 5.6.9, segue que ||p, * f1 — f1||o@y) — 0.

Por outro lado, existe nyg € N tal que

supp(p, * f1) C B%(O) + supp(f1) C 2, para n > ng
onde utilizamos a Proposi¢ao 5.6.4. Seja u, = (p, * f1)|q. Disto e da
Proposigao 5.6.6/ segue que, para n > ng, u, € C(Q) e
Hun - leLP(Q) = ||Pn * 71 - 71HLP(RN) 7:00'

Portanto, existe n; € N, ny > ng tal que ||u,, — f|zr(@) < €. Segue que C°(Q2)
é denso em LP(€). O

Décima Sétima Aula (100 minutos) 1
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Décima Oitava Aula (100 minutos) |

5.7 Critério de Compacidade Forte em LP((2)

Nesta secao, provaremos o Teorema de Fréchet-Kolmogorov que caracteriza os
subconjuntos compactos dos espagos LP(2) na topologia forte. Recorde que
os compactos na topologia forte de espacos de Banach com dimensao infinita
tém, necessariamente, interior vazio.

Se f:RY — R, definimos (7,f)(z) = f(x + h),
Teorema 5.7.1 (Fréchet-Kolmogorov). Seja Q C RN um aberto e w CC Q e
1 <p < oo. Suponha que F seja um subconjunto limitado de LP(Q)) e que

Ve>0, 36 >0, ¢ < dist(w,dN) tal que

5.16
170 f = fllow) < € VR ERY com || <6 eVfeF. (5.16)
Entao F |, € relativamente compacto em LP(w).

Prova: Sempre podemos supor que €2 é limitado. Para f € F fazemos

— {f(x) se x €

0 se x € Q°.

Seja F = {f : f € F}. Entao F ¢é limitado em L’(RY) e em L'(RY).
Prosseguimos em 3 etapas:

Dado € > 0 seja 6 > 0 como em (5.16). Entao

a) HPn*T—THLp(w) <eg, VTE?eVnGNcomn>%.

De fato, temos que

(n s D)= F@] < [ [Fo=9) = Fa)lpalo) dy

e consequentemente

|mw7mw—ﬂwwsl;@ﬁ@—w—fuw%@my



Portanto

/ [(pn * (@) = f()" dx < /B pu(y)dy / f(z —y) — f(x)Pde <&

(0)

1
n

paratodofe?eVnENcomn>%.

b) Para cada n > 5, H = (p, * F)l|., ¢ compacto em C(&) e em LP(w).

Vamos mostrar que H = (p, * F)|, verifica, para cada n > %, as hipoteses do
Teorema de Arzela-Ascoli. De fato, temos que

o * Flle @y < loallze@m [ fllzi@ey < Cos VF € F.
Por outro lado, temos que para todo z1, zo € RY e fe F
[(pn * ) (1) = (pu * )(2)] < |21 = 22| [Voullp=@m) | fll iy < Culzr — wa.

Resulta que H é relativamente compacto em C(@) e portanto em LP(w).

c) | F|. é relativamente compacto em LP(w)

Da parte a), podemos fixar n > % de forma que

- —- g
Hpn * f— fHLP(w) < 5 VfeF.

Da parte b), H é relativamente compacto em LP(w) e portanto podemos

recobrir ‘H por um numero finito de bolas de raio 5 (de LP(w)). As bolas
correspondentes de raio € cobrem F |,,. Consequentemente F|, é totalmente

limitado em LP(w) e consequentemente é relativamente compacto em LF(w).
[

Corolario 5.7.2. Seja Q C RY um aberto e F um subconjunto limitado de
LP(2), 1 < p < oo. Suponha que

i Dados € >0 ew CC €, eziste 0 < 6 < dist(w,d Q) tal que
super |Tnf — fllrew) <e, YR e RN, || <6

ii) Dado € >0, existe w CC 2 tal que sup e || f]lzr\w) < €.
Entao F € relativamente compacto em LP(€Q).
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Prova: Dado ¢ > 0 fixemos w CC Q tal que sup;cr || f|lzrw) < 5. Do
teorema anterior F |, é relativamente compacto em LP(€2). Portanto, podemos
cobrir F |, por um ntmero finito de bolas de raio § de LP(w). Sejam k € N e
g1, , gr € LP(w) tais que

k
€
Flo cUBs(9),  Bslg) ={9 € L'w) : g = gill ) < 5}

i=1
Denote por g; a extensao de g; a € por zero em Q\w. Se f € Fel <i<ké
tal que || f — gil|zrw) < §, entao

1f = Gille) < Nf = gillrw) + 119i = fllze@vw) = I1f = gill o) + 1 flp@\0)-

2
Isto mostra que F C Y B:(gi), B:(g;) C LP(2). Assim, F é um subconjunto
i

totalmente limitado de LP (Q2) e portanto é relativamente compacto em LP(£2).
O

Observacgao:
1. A reciproca do Corolario anterior também vale.

2. Seja F C LP(RY) limitado, 1 < p < oo com a seguinte propriedade:
Dado € > 0, existe § > 0 tal que ||7,f — f|lomy) < €, Vh € Bs(0) e
VfelF.

Em geral nao se pode concluir que F ¢ relativamente compacto em
LP(RY). Podemos somente dizer que F|, é relativamente compacto em
LP(w), para cada w C RY limitado.

Lemma 5.7.3. Seja G € LY(RY) com 1 < q < co. Entdo
lim [|7,G = G| oy = 0.

Prova: Dado € > 0, seja Gy € C,(R") tal que |G — Gi||pory) < 5. Assim,

temos que

£
3

TG — G|z < |G — TGl oy + | 70G1 — Gil| Lawyy + ||G1 — G| Loy
< %8 + HThGl — Gl”Lq(RN).
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Por outro lado, do fato que GG; tem suporte compacto e da continuidade
uniforme de Gy, é evidente que }1113’(1) |7,G1 — G1l|La@ny = 0 e portanto, existe
0 > 0 tal que

HThG — GHLq(RN) <e, VYhe 35(0).

O que conclui a demonstracao. ]

Corolério 5.7.4. Seja G € LY(RY) uma funcdio fixra e B um subconjunto
limitado de LP(RY), 1 < p < oco. Se

F=G«B:={Gxu:ue€ B},

entao F |, ¢ relativamente compacto em LP(w) para todo w C RY aberto e
limitado.

Prova: E claro que F ¢é limitada em LP(RY). Por outro lado se f = G  u
com u € B temos

170 f = fllor@sy = (TG — G) x ul| oy < CllG — G| paga).

O resultado agora segue do Lema 5.7.3. [

5.8 Operadores de Nemitiskii

Nesta secao consideramos os operadores chamados Operadores de Nemitiskii.

Definicao 5.8.1. Seja f : R — R uma funcao qualquer. O Operador de
Nemitiskii f¢ associado a f € o operador que a cada funcao u : Q — R
associa a fungdo f¢(u) : Q2 — R definida por

fe(u)(z) = fu(z)), VreQ.

Gostariamos agora de determinar condigoes sobre f para que f¢ esteja
bem definido de LP(2) em L'(Q), 1 < p < oo. Além disso, gostarfamos de
determinar se esta funcao é continua.

E claro que se f(s) = |s|? para s € R, f¢ estd definida em LP(Q) e toma
valores em L!(().

No que se segue vamos determinar a continuidade de tais operadores. Para
este fim, vamos utilizar o resultado conhecido como Teorema Inverso da Con-
vergéncia Dominada que provamos a seguir.
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Teorema 5.8.2 (Inverso da Convergéncia Dominada). Se {f,} ¢ uma se-

qiéncia convergente em LP(Q)) com limite f, entdo existem uma subseqiiéncia
{fn.} de {fn} e uma funcao h € LP(Q2) tais que

a) fu,(x) — f(x) quase sempre em ) e

b) | fu. ()] < h(x), quase sempre em 2, Vk € N.

Prova: Primeiramente consideremos o caso p = oo. Para cada k£ € N existe
ni € N tal que ||fn, — fllz=@) < % Seja Ej, C Q um conjunto mensuravel
com |Ey| = 0 tal que |f(z) — fo,(7)] < %, Vo € Q\E}.

Portanto,

T [, () = f(@)| =0, Vo € Q\UX, By

e fn.(x) — f(x) quase sempre em 2. Como

[ ()] < Vi () = f@)] + [f(2)] < %Jr [z, VneN,

a fungao h(z) = supiey | fn, ()| estd bem definida e h € L>°(2). Além disso,

| fo(®)] < h(x) quase sempre em €2, Vk € N. Isto conclui a demonstragao.
Se 1 < p < oo, como {f,} é de Cauchy em LP(Q2), podemos extrair uma

subseqiiéncia { f,, } verificando || fu,,, — fuellLr() < - Assim, se

n

9u(@) = Y s (2) = fun (@)1,

k=1
temos que ||g,||zr@0) < 1 e, do Teorema da Convergéncia Monétona, g, — g
quase sempre em {2 e g € LP(Q).
Por outro lado, se k > ¢, entao

| fon (@) = o ()] < | fo() = fr (@) -+ | frpn () = frp(2))]
< g() = gn,_,(2).

Segue que, {f,,(z)} converge quase sempre em Q. Se f(z) = limy_.o0 fn,(2),
quando este limite existir, entdo |f,,(z) — f(z)| < g(x) quase sempre em ).
Segue do Teorema da Convergéncia Dominada que ||f,, — fH Q) Z% e
f e LP(Q) e isto implica que f = f e prova a).

Para provar b) basta tomar h = |f| 4 g¢. O
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Teorema 5.8.3. Seja f : R — R uma funcao continua que satisfaz a condicao

de crescimento
f(8)] <c(ls]+1), VseR

e f¢ o Operador de Nemitiskii associado a f. Suponha que Q C RY € um
conjunto limitado, entio f¢ : LP(Q) — LY(Q) é um operador (ndo-linear)

continuo.

Prova: Se ||u, — uHLp(Q)T:oO entdo existem subseqiiéncia {u,, } e fungao
h € LP(Q) tais que uy,, (r) — u(x) quase sempre em € e |u,, ()| < h(z) quase
sempre em {2, Vk € N.

Segue da continuidade de f que f(u,, (z)) — f(u(x)) quase sempre em 2 e
da condigao de crescimento que | f(uy, (2))| < c¢(Jun, (2)[P+1) < e(|h(z)|P +1)
quase sempre em §).

Do Teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue, obtemos que

7€ (wp,,) — f(u)HLl(Q) — 0, quando k — oc.

Como cada subseqiiéncia tem subseqiiéncia convergente e o limite é sempre
LNQ
f¢(u) temos que f€(uy) s f(u). O

Décima Oitava Aula (100 minutos) 1
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5.9 Exercicios

1. Mostre que C(R,R), com a topologia da convergéncia uniforme, nao é
separavel.

2. Mostre que se f € L>(Q2) entao

{z e Q:[f(@)] > [[flloo}

tem medida nula; isto é, | f(x)| < || f|le quase sempre em (2.

3. Mostre o Teorema 2.8 em Adams [1978]. Mostre também o Corolério
2.9.
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Capitulo 6

Espacos de Hilbert

Décima Nona Aula (100 minutos) |

6.1 Revisao

Em Analise I, definimos os Espacos de Hilbert e provamos diversas proprie-
dades basicas. A seguir recordamos a definicao e as principais propriedades

vistas.

Seja H um espaco vetorial sobre K. Um produto escalar é uma funcao
(-,-) : Hx H— K tal que

e (u,v) = (v,u) para todo u,v € H.
e (au+ bu',v) = a(u,v) + b(v',v) para todo u,u’,v € H, a,b € K.
o (u,u) >0 e (u,u) =0 se e somente se u = 0.

Segue facilmente dessas propriedades que (u, av+bv') = a(u,v) +b(u,v’) para
todo u,v,v" € H, a,b € K. Vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz

[, 0)] < (u, )2 (0, 0) 2,

A funcio || - || : H — R definida por |ju| = (u,u)z é uma norma.
Um espaco vetorial H juntamente com um produto interno é dito um
espaco com produto interno. Em um espacos com produto interno vale a

tdentidade do paralelogramo

2 2

U+ v
2

uU—0
2

1
=5 (Il +0l®), - Yu,ve H.
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Se um espaco com produto interno H é completo diremos que H é um espaco
de Hilbert.

Exercicio 6.1.1. L?(Q) munido do produto interno
(u,v) = / uv
0

Dois vetores u, v em um espaco com produto interno H sao ditos ortogonais

¢ um espaco de Hilbert.

(escrevemos u L v) se (u,v) = 0 e neste caso vale o Teorema de Pitdgoras
lu+ vl = {full* + o]

Lemma 6.1.1. Se K é um subconjunto fechado e convexo de um espaco de
Hilbert H e uy € H, existe um unico vy € K tal que

— = inf —v||.
luo = wol| = inf fJug — ]|
Escrevemos vy = Pxug e diremos que Pk € a projecao sobre o convero K.

Prova: Seja v, € K tal que
dy = ||ug — vp|| — d = inf |Jug — v||.
veK

Mostraremos que {v,} é uma seqiiéncia de Cauchy. Da identidade do paralel-
ogramo para a = uy — v, € b = ug — v, resulta que

Um+vn Up — Um

2 2

Como Yt € K, [jug — 2252 || > d. Consequentemente

I+

1
o — I = S(2 + ).

— 1 _
=520 < 5(d + dn)? —d? e lim [[=——="] = 0.
m,1—00 2
Se vy = lim, . v, temos que [lug — vol| = infyex [[uo — v|.

Para a unicidade, suponha que 2y € K e ||ug — 29|| = d. Entéao, da Identi-
dade do Paralelogramo para vy — ug € zg — uy,

lvo — 20l1* = 2[|vo — wol|* + 2|20 — wol|* — [Jvo + 20 — 2uo||?
A 4] g2 < 0,

Portanto vy = zj. ]
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Proposicao 6.1.2. Seja H um espago de Hilbert, K C H fechado e convexo
e uy € H, entao

Re{w — Prug, ug — Prug) <0, VYw e K.
Além disso, se M S, H € fechado, entao
(w,ug — Pyug) =0, Ywe M
e neste caso Py € linear.
Prova: Se w € K et € (0,1], entdao (1 — t)Pgug+tw € K e
|luo — Prugl| < ||uo — (1 —t)Prug — twl|| = ||ug — Pxuo — t(w — Pgug)||-
Portanto
|wo — Pruol|* < |Jug — Pruol||* — 2tRe{w — Pxug, ug — Prug) + t2]|w — Prugl|*.

Segue que 2Re(w — Pxug, ug — Prug) < t||w — Pgugl|?. Fazendo t — 0 temos
que Re(ug — Prug, w — Pgug) < 0, para todo w € K.
Se M, H ¢é fechado entao, para todo R 5 ¢ # 0,

Re{ug — Pyrug, tw — Pyug) = tRe{w, ug — Pyug) — Re{ Pyrug, ug — Payug) < 0

Dividindo por |t| e fazendo t — +o00 temos que Re{w, uyg — Pyrug) = 0 como
iw € M (se K= C) temos o resultado. O
O resultado a seguir caracteriza Pruy.

Teorema 6.1.3. Seja H um espaco de Hilbert, K C H fechado e convexo e
u € K tal que
Re(w —u,ug —u) <0, Yw e K. (6.1)

Entao u = Pguy.

Prova: Ja sabemos que u; = Pruy satisfaz (6.1). Mostremos que, se uy € K
também satisfaz (6.1), entao u; = ug. Isto segue da seguinte forma. Se u; e
uo verificam (6.1)), entao

Re{w — uj,ug —u1) <0, YweK
Re(w — ug,ug —ug) <0, Vwe K

Fazendo w = us na primeira desigualdade e w = uq, na segunda e somando
obtemos que [Ju; — us* < 0 e uy = us. O
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Teorema 6.1.4. Se H ¢ um espaco de Hilbert e K C H € um convexo fechado
entao
HPKul—PKu2H < Hul—UQH, Yuq,us € H.

Prova: Sabemos que

Yw e K (6.2)
Vw € K. (6.3)

Re{w — Pguy,u; — Pgup) <0,
Re(w — Pgug, us — Pgug) <0,
Substituindo w = Pguy em (6.2) e w = Pgu; em (6.3) e somando temos

| Py — Prus||* < Re{Pruy — Prug, up — ug) < |Juy — usl| || Py — Prus|

e o resultado segue. ]
Vimos no Example 4.3.1 que o seguinte resultado vale

Proposicao 6.1.5. Todo espaco de Hilbert é uniformemente convexo e por-

tanto reflexivo.

Se H é um espaco de Hilbert e y € H segue da desigualdade de Cauchy-
Schwarz que f,(x) = (x,y) define um funcional linear continuo e que || f, || g7+ =
|yllzz. Entao, a transformagao H > y — f, € H* é uma isometria linear-
conjugada entre H e H*. O resultado a seguir mostra que esta isometria é
sobrejetora:

Teorema 6.1.6 (Teorema de Representacao de Riesz). Se f € H*, eziste um

unico y € H tal que f(x) = (x,y) para todo x € H.
Prova: DefinaT : H — H*
H>f—=TfecH, Tf(v)=/vf).

E claro que T é uma isometria de H em H*. Basta mostrar que T(H) é denso
em H*. Seja Jh € H™ (J(H) = H* pois H é reflexivo) tal que Jh(Tf) = 0,
Vf e H. Logo

0=JnTf)=Tf(h)=(h,f)=0, VfeH
e tomando f = h temos que h = 0 e portanto Jh = 0. ]
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Observacao 7. Daqui por diante, identificaremos T f e f e portanto escrever-
emos (f,v) em lugar de T f(v). Com isto a defini¢do de ortogonal de um sube-
spaco adquire o significado relacionado a ortogonalidade de vetores através do
produto interno.

Segue que, Espacos de Hilbert sao reflexivos em um sentido bastante forte:
Nao somente H ¢ naturalmente isomorfo a H** como também é isomorfo
(através de uma transformacao linear-conjugada) a H*.

Se MG H entao M+ :={ue H:u L v, Yo e M}. E facil ver que M*
é sempre um subespaco vetorial fechado de H. Uma transformacao linear
P : H — M é dita uma projecio se P> = P. Se P € L(H) é uma projecao,
M = Im(P) e M+ = N(P) diremos que P é uma projecao ortogonal sobre
M. Uma projecao P é continua se e somente se M = ImP ¢é fechado.

Teorema 6.1.7. Seja H um espago de Hilbert e M S, H fechado, entao M &
M+ = H; isto é , cada w € H pode ser expresso unicamente como u = w + v
onde w € M ev € M*. Os vetores w e v sdo os unicos elementos de M e
M+ cuja distancia a v € minima; isto é, w = Pyu e v = Pyiu. Além disso
Py e Py, = I — Py sio projecies continuas com || Py|| = || Pyso]|-

Observacao 8. Se H ¢ um espaco de Hilbert, entao H e H* podem ser
identificados, contudo isso nem sempre € interessante.

e Seja H um espago de Hilbert com produto interno (-,-) e norma associada
| -]l : H — [0,00). Seja V-C H um subespago vetorial denso em H.
Suponha que V' € dotado da norma |-|:V — [0,00) que o faz um espago
de Banach reflexivo. Suponha que a inclusao de V- em H € continua; isto
2

I :'V—H

vi— [v ="

}, o[z <clvly ¥V veV.

e Se H e¢ H* sao identificados sempre podemos incluir H em V* mediante
o sequinte procedimento:

dado f € H, a aplicagio v € V +— (f,v)
¢ um funcional linear continuo de V' em R denotada por T f € V*, logo
(Tf)(w)= (v, f), VfeH YveV
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Entao a transformacao T : H — V* tem as propriedades:
) T fllv- < cllflla,
it) T € injetora,

iii) T(H) é denso em V*.

Os itens 1) e ii) sao dbvios. Para provar iii) note que H ¢é reflexivo
(J(H) = H™). Assim, sev € H ¢ tal que (Jv)(Th) =0 Vh € H, entao
(Ju)(Th) = (Th)(v) = (h,v) =0, Vh € H e isto implica que v = 0 e
portanto Jv = 0.

Portanto, T(H) € denso em V*.

Com a ajuda de T temos
VcCH=H" CV" (6.4)

onde as inclusoes canonicas sao densas. Observe que, com essas identi-
ficacoes,

(o, )y = (v, ) sempre que p €« H=H" CV* eveV.

Aqui a notagdo (-,-)y=y : V* x V. — R representa o que chamamos de
produto de dualidade. Diz-se que H € um espaco pivo.

Se V' € um espago de Hilbert com produto interno {(-,-) e norma |-|, V
e V* podem ser identificados e (6.4) resultaria sem sentido.

Geralmente identificamos H e H* e nao identificamos V e V*.

Exemplo 6.1.1.

H=1/V={u=(u,) Zu < o0}, (u,v) Zunvn

V:{u:(un):ZnQU < o0}, | Zn UnVp

6.2 Os Teoremas de Lax-Milgram e Stampachia

Definicao 6.2.1. Diremos que uma forma sesqui-linear (linear na primeira
varidvel e linear conjungada na sequnda varidvel) a(-,-): H x H — K ¢
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1) continua se existe C' tal que

la(u, v)| < Cllulllloll,  Yu,v e H,

2) coerciva se existe constante o > 0 tal que

Rea(v,v) > allv||?, Vv e H.

Teorema 6.2.2 (Stampacchia). Seja H um espaco de Hilbert e a : H x H —
K uma forma sesqui-linear continua e coerciva. Seja K # () um convexo
fechado. Dado ¢ € H*, existe um unico u € K tal que

Rea(v —u,u) > Rep(v —u), Ve K. (6.5)

Além disso, se a(u,v) = a(v,u), u € caracterizado por

uec K
1 .1 (6.6)
3 a(u,u) — Rep(u) = min {5 a(v,v) — Re gp(v)} :

Prova: Pelo Teorema de Representacao de Riesz (Teorema 6.1.6), existe um
unico f € H tal que
p(v) = (v, f), VYvel.

Por outro lado, para cada v € H, H 5 v — a(v,u) € K é um funcional linear
continuo. Aplicando novamente o Teorema de Representacao de Riesz, existe
um unico Au € H tal que

(v, Au) = a(v,u), Vv € H.

E claro que
[Aul| < Cllull,  Vue H,
(u, Au) > allul|?>, VYu € H.

Logo, o problema ¢é encontrar u € K tal que
Re (v —u, Au) > Re (v —u, f), Yve K. (6.7)

Se p > 0 a desigualdade acima é equivalente a
Re (v —u,pf — pAu+u—u) <0, VoveK; (6.8)
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ou seja, u = Pk (pf — pAu + u).
Para v € K fazemos Sv = Pk (pf — pAv + v). Sabemos que

[Sv1 — Svo| < [[(v1 — v2) — p(Avy — Aws)|

e
|Svr — Sva|* < |[(v1 — v2)||? + p?|| Avy — Avs]]? —2pRe{vy — vy, Avy — Avs)
< (o1 = v2) [IP(1 + p*C* — 2pav)

e fixando p > 0 tal que 1 — 2pa + p*C? < 1 temos que S admite um tnico

ponto fixo u; ou seja, u = Px(pf — Au+ u) o que implica (6.8) e portanto

(6.7) e prova de (6.5) esta concluida.

Suponha agora que a(u,v) = a(v,u). Entdo a : H x H — K define um
produto interno em H cuja norma associada é a(u, u)l/ 2 e esta é equivalente
a|l-||. Logo H também é um espaco de Hilbert com esta norma. Do Teorema

de Representacao de Riesz, existe um tnico g € H tal que
o) =a(v,g), YveH
e (6.5) pode ser reescrito da seguinte forma
Rea(v —u,g —u) <0, YveK;
isto é,
u = B¢ g (projegao sobre K no sentido do produto interno a(-,-) )

0 que equivale a

ue K
mina(g —v,9— U)l/2 — CL(g —u,g— U)1/2

veK
ou
uec K
min Cl,(g —U,9— U) - min{a(Q? g) + CL('U, U) T 2Rea(g7 U)}
veK veK
= a(g,9) + a(u,u) — 2Rea(g, u)
ou )
ue K
.1 1
{ ming o a(v,v) — Rea(v,g) p = 5 a(u,u) — Rea(u,g).
I I
\ Re (1) Re ¢ (u)
Isto conclui a demonstragao de (6.6) e a prova do teorema. O
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Corolario 6.2.3 (O Teorema de Lax-Milgram). Seja H um espaco de Hilbert
ea: H x H— K uma forma sesqui-linear continua e coerciva. Entao, para
cada p € H*, existe um unico u € H tal que

a(u,v) = ¢(v), Yve H,

Além disso, se a(w,v) = a(v,w) para todo v,w € H, entdo u € caracterizada

por:
ue H
1 |1
5 a(u,u) — Rep(u) = min {5 a(v,v) — Re go(v)} :

Prova: Basta aplicar o Teorema de Stampacchia (Teorema [6.2.2) e observar
que, se v € H, entao tv € H e itv € H, Vt € R.
Décima Nona Aula (100 minutos) 1

6.3 Apéndice I: Base de Hilbert

Em toda esta Segdo H denota um espaco de Hilbert real e (-,-) : H x H — R
o seu produto interno

Definicao 6.3.1. Seja {E,} uma seqiiéncia se subespagos fechados de H .
Diremos que H é soma de Hilbert dos espacos E,, (escreveremos H = @ E,)

n
Se.

i) Os E,’s sdo dois a dois ortogonais; isto €,

(u,v) =0 sempre que u € E,, v € E,, m #n.

it) O espago vetorial gerado por UE” ¢ denso em H.

n

Teorema 6.3.2. Se H = @En ,u€ H eu, = Pg,u. Entao

00 k
a) u= g U, ; isto €, u = lim g Uy,

k—o00
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i) ||un|| = Z |un||* (Identidade de Parseval)

n=1

Reciprocamente, se {u,} C H é uma seqiiéncia com u, € E,, Vn € N,
(0¢) o0

e g |un||* < oo, entdo a série g u, €é convergente e sua soma u satisfaz

n=1 n=1

u, = Pg u, Yn € N.

k ~ L1
Prova: Se Sy, =), _, Pg,, entao S é linear e

k k

ISkul® =D I1Peull® = llual

Como Pg_ ¢é uma projecao ortogonal,
(u— Pgu,v) =0, YveE,.
Tomando v = Pg u, obtemos
(u, Pg,u) = || Pg,ul|* ou seja {u,u,) = |lu,|*.

Somando a identidade acima de n = 1 até n = k, obtemos
k

(u, Spu) = ) || Pr,ull® = |[Spul®
n=1
Segue que
[Skull < [ull, VueH
k
e como {||Skul|*} = {Z |un||2} é crescente temos que
n=1
I%im |Skeull < ||lul|, Yue H,
ou seja
Z |un||® < ||u||* (Desigualdade de Bessel) (6.9)

n=1

Seja F' o subespaco vetorial de H gerado por U E,. Para cada ¢ > 0 seja

n
u € F tal que |[u—1| < e. Para k suficientemente grande temos que Syu = u.
Por outro lado,
|Spu — Sku|| < ||ju—1ul|, VkeN.
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Logo

0
I

.,
|Sku — Siu|| + ||Sku — ul|| +||7@ — u|
2||lu — || < 2e.

[Sku —ul <
<

Disto segue que

0
lim Syu=wue Z |un|® = lim ||Spul|? = ||ul|* (Identidade de Parseval).
k—o0 1 k—o00
k k
Se v, = Zun, entdo ||vg||* = Z | ||* . Logo
n=1 n=1

14
low = vl =) Nual?

n=k+1
o0
e {vx} é uma seqiiéncia de Cauchy. Segue que E u,, é convergente e
n=1

(u—uy,v)y =0, Yvé& Ey;
ou seja, P,u = u,,. ]

Definigao 6.3.3. Chamamos de Base de Hilbert uma seqiiéncia {u,} de ele-
mentos de H tal que

i) un|| =1, Vn € N, (up,u,) =0, Vm,n € N, m # n.
i) Se F € o subespaco de H gerado por {u;, n € N}, entdo F~ = H.
Observacao 9.

1. Se {u,} € uma base de Hilbert de H, entao

0 o0
u = Z(u,un)un com |u|* = Z |(w,un)?, Vu € H.
n=1 n=1
(0. ¢]
2. Inversamente, se {a,} € {5, entao a série Zanun € convergente e se
o0 n=1 o0
u = Zanun, entdo (u,u,) = oy, ¥Yn € N e ||ul|? = Zozfl :
n=1 n=1
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Teorema 6.3.4. Todo espaco de Hilbert separdvel tem uma Base de Hilbert.

Prova: Seja {v,} um subconjunto denso de H e Fj, = span|vy, ..., v;]. Entao
oo
Uﬂ:H
k=1

Elege-se uma base ortonormal de F; e completa-se esta a uma base ortonormal
de F5, e prosseguindo desta forma obtém-se uma base de Hilbert de H. [

Corolario 6.3.5. Todo espaco de Hilbert separdvel € isometricamente iso-
morfo ao €y com produtos internos preservados pela isometria.

6.4 Apéndice II: Operadores Com Resolvente Positivo

Vamos agora introduzir as propriedades basicas que uma ordem deve satis-
fazer em um Espaco de Banach para que métodos de comparacao possam ser
desenvolvidos.

Definigao 6.4.1. Um espago de Banach ordenado é um par (X, <), onde X
e um espaco de Banach e < € uma relagao de ordem em X tal que

i) x <y implicax+z2<y+z z,y,2 € X.

i) x <y implica A\x < Ay, para z,y € X, e numero real A > 0.

iit) O “cone positivo” C ={x € X, © > 0} € fechado X.

Observacao 10. i) Observe que x < y € equivalente a y — x > 0. Observe
ainda que r < 0 se e somente se 0 < —x e que o cone C' é convero. Note
ainda que se A < p ex >0 entao 0 < (u— Nz e Ax < px.
it) Todo subsepago fechado de um espago de Banach ordenado é também um
espaco de Banach ordenado com a ordem induzida.
iii) Se (X,<x) e (Y,<y) sao espacos de Banach ordenados, entdo X x Y
com a relagao de ordem (a,b) <xxy (x,y) se e somente se a <x x e b <y y,
¢ um espaco de Banach ordenado.
i) Para 1 < p < oo, X = LP(Q) e C(Q), com a ordem “f < g se e somente
se f(z) < g(x) quase sempre” sao espagos de Banach ordenados.

Mais geralmente, se (2, du) é um espago de medida e X é um espaco de
Banach ordenado, entio LP(Q, X), with the ordering a.e, € um espago de
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Banach ordenado. Se K é um espago métrico completo, entao C(K, X) € um
espaco de Banach ordenado.

Uma vez definida uma relagao de ordem em espagos de Banach podemos
definir o que entendemos por transformacgoes que preservam ordem. Temos
entao a seguinte definicao

Definigao 6.4.2. Sejam (X, <) (Y, X) espagos de Banach ordenados. Uma
funcdgo T : D(T) C X — Y ¢ dita crescente se e somente se v < vy,
xz,y € D(T), implica T(z) = T(y)

x > 0 implica T(x) < 0.

e € chamada positiva se e somente se

Observacao 11. Observe que se, na defini¢cao acima, T' € linear entao ambos
conceitos coincidem.

No que se segue, provamos que uma certa classe de operadores preservam
0 cone positivo.

Lemma 6.4.3. Seja H um espaco de Hilbert e f € H. Suponha que existe
feH tal que|[f|| <[If] e que

(F. £ Z [0
Entao f = f
Demonstracio. Sabemos que ||f|| < ||f]| e que

1112 = [, A< FL F).
Segue que || f]| = || f] e
0<(f=Fff—FH=21fP-2(f.f) <0

implica que f = f. ]

Seja H um espaco de Hilbert ordenado e C' o seu cone positivo. Seja
A: D(A) C H— H um operador auto-adjunto e positivo, isto é, (Au,u) > 0
for all u € D(A). Dizemos que (A + «)~! é crescente se (A + «a)7!'f € C
sempre que f € C.

Aqui é preciso reescrever o resultado em termos de formas bi-
lineares de modo que nao seja necessario introduzir poténcias fra-
cionarias de A
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Teorema 6.4.4. Sejam H, A e C como acima. Assuma que H possui um
subconjunto denso D tal que:

e (A+a)'DcC D;

e Para cada d € D podemos definir |d| € D N C e esta relagdo satisfaz:
Um elemento d € D estd em C se e somente se d = |d| e ||d|| = |||d| ||,

e (|dl,g) > [{d.g)|, VdeD, VgeC.
Considere as sequintes afirmativas:
(i) Se u € D(A?) entio |u| € D(A?) e
(A2|u], A3lul) < (APu, Aru).
(ii) (A+ a)~t é crescente para todo o > 0.

Entao (i) implica (i7).

N|—=

Demonstra¢ao. Em D(Az) adotamos o produto interno

(f,g)1 = (A2 f, A2g) + a(f, g)

onde a > 0. Denotamos por Hz o espaco de Hilbert (D(Az), (-,-)1).
SeD>g>0ec=(A+a)lg

(lel,e)r = (lel, (A+a)” 1g>1 (Icl, 9) = [{c, 9)]
= (¢, (A+ ) 'gh] = (e, ehl-
Adicionalmente X X
HelIF = (A fl cl; Azlef) + o]l || I
§< 2e, Azc) + af[c|f?

Usando o Lema 6.4.3 com f = c e f = |¢| concluimos que se g € DN C

entao

(A+a) gl =(A+a)g
e (A+a)tg € C. Da densidade de D em C e da continuidade de (A + )71,
segue que

(A+a)tgeCVgecC.
Portanto (A + «)~! é crescente. ]
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Capitulo 7

Decomposicao Espectral de
Operadores Compactos e
Auto-adjuntos

Vigésima Aula (100 minutos) |

7.1 Definicao e Propriedades Elementares

Definicao 7.1.1. Sejam X e Y espacos de Banach sobre K. Um operador
T € L(X,Y) é dito compacto se T(Bx) € precompacto na topologia forte de
Y. Denotamos por K(X,Y) o conjunto dos operadores compactos de X em
Y (K(X)=K(X,X)).

Teorema 7.1.2. Sejam X e Y espacos de Banach, entao K(X,Y) € um
subespago vetorial fechado de L(X,Y).

Prova: Sejam {7T,} uma seqiiéncia em K(X,Y) e T € L(X,Y) tais que
T, — T na topologia de L(X,Y) e mostremos que 7" € K(X,Y). Como Y
é um espaco de Banach basta mostrar que T'(Bx) ¢é totalmente limitado; ou
seja, que para todo € > 0 existe conjunto finito I e vetores y; € Y, 1 € [
tal que T(By) C UZ-EIBg(yZ-). Assim, dado € > 0 fixamos n. € N tal que
|75, — T|| < 5. Como T, (Bx) é totalmente limitado, existem conjunto finito
I, e vetores y; € Y, ¢ € I, tais que

To.(Bx) | Bs ().

el
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E facil ver que
T(Bx) C | B:(v)-
1el
Isto conclui a prova o resultado. [
Definicao 7.1.3. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre K. Diremos que T
uma transformacao linear T : X — Y tem posto finito se sua tmagem tem
dimensao finita.

Corolario 7.1.4. Sejam X eY espacos de Banach. Se {T,} ¢ uma seqiiéncia
de operadores com posto finito em L(X,Y) eT € L(X,Y) sao tais que T,, — T
na topologia de L(X,Y), entio T € K(X,Y).

Proposicao 7.1.5. Sejam X e Y espacos de Banach. SeT € K(X,Y) eY
¢ um espaco de Hilbert, entao existe uma seqiéncia {T,} de operadores com
posto finito em L(X,Y), tal que T,, — T.

Prova: Como T'(Byx) ¢ relativamente compacto, dado n € N existe um con-
junto de indices finito I, e vetores y; € Y, i € I,,, tais que
1
T(B i —)-
(Bx) < U Bl )
el

Seja G, o subespago de Y gerado por {y;, i € I,} e T,u = (Pg, oT)u. Assim,
dado v € Bx podemos encontrar y;,, t9 € I, tal que

1
T~y <

(&
[Tou = Tull < [P, Tu = yi |l + lyio — Tul
Logo |T, = T|| < 2eT, —T. N

n—oo

Proposicao 7.1.6. Sejam X e Y espacos de Banach. Entio T € K(X,Y)
se, e somente se, T* € K(Y*, X").

Prova: Seja v, uma seqiiéncia em By e D = T(Byx). Se H C C(D) definido
por

H={v,:D—-Rtalque D3>z — (v,,z) e R, n=1,2,...}
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As hipoteses do Teorema de Arzela-Ascoli estao satisfeitos e podemos extrair
uma subseqiiéncia {v,, } de {v,} que é convergente em C'(D) para uma fungao
p € C(D). Isto é,

SUp (v, T) — 9(T))] — 0.

r€Bx k—o0

Logo

sup [(vp,, Tx) — (vn,, Tx)| = || T vy, — T vp,|| — 0

r€Bx k—o00
e portanto T™*v,, é convergente em X*. Isto mostra que T*(By~) ¢ seqiiénci-
almente compacto portanto compacto, ja que X* é um espaco de Banach.

Para provar a reciproca observe que, se T € K(Y* X*), entao T* €

K(X*™,Y*). Isto implica que T**(J(Byx)) ¢é relativamente compacto em Y™**.
Mas

(I (Jz),y") = (Jo, Ty") = (T"y", ) = (', Te) = (J(Tx),y7)  (7.1)

para todo y* € Y.

Note que, do lado direito de (7.1), a transformacao J é a isometria canénica
que identifica Y com um subespaco de Y** enquanto que, do lado esquerdo de
(7.1), J é a isometria candnica que identifica X com um subespago de X**.

Segue que T**(Jzx) = J(Tx), Vx € X e portanto J(T(Bx)) = T"*(J(Bx))
é relativamente compacto. Segue do fato que J é uma isometria que T'(Bx)

[]

¢ compacto.

7.1.1. Complemento Topolégico

Definicao 7.1.7. Seja X um espaco de Banach sobre K e Y um subespaco
vetorial fechado de X. Diremos que Z € um complemento topoldgico de Y se

i) Z € fechado e
W)Y+ Z=X e ZNY ={0}.

Proposicao 7.1.8. Suponha que X seja um espago de Banach sobre K e que
Y seja um subespaco vetorial de X que admite um complemento topoldgico
Z. SeW € um outro complemento topologico de Y , existe uma transformacao
linear continua e bijetora T : Z — W . Em particular, todos os complementos
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topologicos de Y tem mesma dimensao. Chamaremos de codimensao de
Y a dimensao de um complemento de Y e, em particular, diremos que Y
tem codimensao finita se admite um complemento topoldogico com dimensao
finita.
Prova: Como X =Y ® Z =Y & W, dado z € Z existe uma unica repre-
sentagao z = y+wcomy € Y ew € W. Definamos Tz = w. E claro que T é
uma transformacao linear. Se Tz = 0, entao z € Y o que implica que z = 0.
Segue do Teorema 2.3.1 que T' é uma transformacao linear continua. Resta
apenas mostrar que 1’ é sobrejetora. Se w € W, entao w pode ser unicamente
representado na formaw = y+zcomy € Y e z € Z. Segue que z = (—y)+w
e que Tz = w.

Dado que Y tem um complemento, existe uma bijecao entre dois com-
plementos quaisquer de Y e portanto todo complemento de Y tem a mesma

dimensao. ]
Proposicao 7.1.9. Se X ¢ um espaco um espaco de Banach e V' é um subes-

paco com dimensao finita de X, entao V admite um complemento topologico
em X.
Prova: Se m ¢é a dimensao de V' e {vy,---,v,,} é uma base para V, cada

vetor x € V pode ser unicamente representado como combinacao linear dos
vetores dessa base; ou seja, existe uma tnica m—upla (z1,--- ,z,,) € K™ tal

r = E T;Vi.

Com esta representagao, definimos 08 funmonals lineares & : V. — K por

que

&i(r) =x4, 1 < i <m. Como V tem dimensao finita, & é continuo para cada
1 < i < m e pelo Teorema de Hahn-Banach (Corolério 1.3.11) existe & € X*
que estende &;.

Se N; = N(&) = &10) e N = N, N;, entdio N é um complemento
topolégico de V. De fato:
1) N é um subespago vetorial fechado pois é interse¢cao de um nimero finito
de espacos vetoriais fechados;
2) VNN = {0} pois, se € V, entdao x = Y ", x;v; e se x € N, entdo
&i(r) =2;=0,1 <i<m provando que x =0 e que VNN = {0} e
3) X = V + N pois, se & € X escrevemos v = S i &(x)vi e w =  — .
Segue que v € V e como éj(w) = éj(aj) — é(m) =0,1 < j < m, temos que
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X =V 4+ N. Isto conclui a demonstracao da proposicao. [

Observacao 12. Vimos em Andlise I que se M é um subespaco vetorial
fechado de um espaco de Hilbert H e N ¢ o seu ortogonal, entao H = M &
N. Isto mostra que todo subespaco vetorial fechado de um espaco de Hilbert
admite complemento topologico.

Proposicao 7.1.10. Se X € um espaco de Banach e N € um subespaco ve-
torial de X* com dimensdo finita m, entdo N+ tem codimensao m.

Prova: Se &,---&, é uma base para N, entdo, N* = (", & '(0). Como
&1, -+, &n € uma familia linearmente independente de vetores existem vetores
linearmente independentes x1, - - - , x,, de X tais que &;(z;) = 6;5, 1 <i,5 < m.
Isto segue da seguinte forma:

Primeiramente note que 7' : X — K" definida por

Tz = (&(2), - &m(2))

é sobrejetora. Se este nao fosse o caso, existiria K™ 3> a = (aq, -+ , ) # 0
tal que - Tx =0, Vo € X; ou seja,

(Zil:ozifi)(x) =0, VrelX.

Isto é equivalente & Y ", a;§; = 0 e contradiz a independencia linear de
&1, -+, &m. Disto segue a existéncia de vetores xy, - - - , x,, tais que &;(z;) = d;;.
Mostremos agora que os vetores x1, - - - , X, sao linearmente independentes.
Se K™ 3 (aq, -+ ,au,) étal que Y 1" am; = 0, entdo & (D10 aua;) = aj = 0,
1 <7 < m o que conclui a prova da independeéncia linear de x1,- - - , z,.
Finalmente, mostremos que M = [x;, - ,x;] é um complemento topolé-
gico de N*. Se z € N* N M, entdao z = > ;" asz; (pois © € M) e o =
OO i) = &(x) = 0,1 < 5 < m (pois x € N*) e segue que z = 0.
Agora,se x € X,y =>1" &(x)r; e z=x —y, entdo y € M e 2 € N+ pois
£i(z) =¢&(x) —&i(y) =0, 1 < j <m. Com isto concluimos a demonstragao
da proposicao. ]

Corolario 7.1.11. Seja X um espago de Banach e 0 # & € X*. FEntdo
N = £710) tem codimensdo um.

Vigésima Aula (100 minutos) 1
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Vigésima Primeira Aula (100 minutos) |

7.2 A Teoria de Riesz-Fredhohm

O nosso préximo resultado refere-se a resolubilidade da equacao (I —T)z = y.

Teorema 7.2.1 (Alternativa de Fredholm). Se X € um espa¢o de Banach e
T € K(X), entdo

a) dim(N(I — T)) < oo,

b) Im(I — T) ¢ fechada e portanto Im(I — T) = N(I — T*)*,
¢c) Se N(I —T) = {0} se, e somente se, Im(I —T) = X,

d) dim(N(I — T)) = dim(N(I — T*)) = n.

Observacao 13. Dito de outra forma, a Alternativa de Fredholm nos diz
que, ou a equacdo (I —T)x =y tem uma tnica solu¢ao para todo y € X ou
a equacdo (I —T)x =0 admite n solugoes linearmente independentes e neste

caso
[ -Tx=y

tem solugdo se, e somente se, u € N(I —T*)*.

Prova: a) Seja X; = N(I —T'). Mostremos que X; tem dimensao finita. Se
xr € By, entdo ||z]| < 1ex = Tz. Isto implica que z € T'(Bx) e como T'(Bx)
é relativamnete compacto temos que By, ¢é relativamente compacta. Segue
do Teorema de Riesz (Teorema 3.1.2) que dim X; < oo.

b) Se Im(/ — T') for fechada, entao Im(I —T') = N(I — T*)* do Teorema
2.6.1l e o resultado estara provado. Seja vy, = u, — T'u, — y € mostremos que
y € Im(I —T). Seja d,, = dist(u,, N(I —T)). Como dim(N(I —T)) < oo,
existe v, € N(I —T) tal que d,, = ||u, — v, e

Yn = (up — vy) — T(up — vy).

Mostremos que {||u,, —v,||} ¢ limitada. Se existe subseqiiéncia {||un, — v, ||}
Up — Up

tal que ||uy, — vy, || — o0, fazendo w,, = terfamos w,, — Twy,, — 0.

| , It = v o
Da compacidade de T poderiamos extrair uma outra subseqiiéncia tal que
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Tw,, — z. Logo, para esta subseqiiéncia, w,, — z ez € N(I —T). Por outro
lado
dist(u,, N(I —T))

=1
| tn — vp |

dist(w,, N(I = T)) =

e dist(z, N(I — T)) = 1. Isto é um absurdo! Logo ||u, — v,/ é limitada.
Extraindo subseqiiéncia u,, — vy
yelm(l-1T).

c¢) Suponha que N(I —T) = {0} e que X; = Im(I —T) € X. J4 vimos
na parte b) que X; é um subespaco fechado de X e portanto um espago de

., — z ey = z— Tz e isto implica que

Banach com a norma herdada de X. Como T(X;) C X; podemos tomar a
restricao T'|y, de T" a X; e T|x, € K(X;). Segue que Xy = (I — T)X; é
um subespaco fechado de X;. Vamos mostrar que a injetividade de (I — T')
implica que Xo € X;. Se Xy = Xj, para todo y € X existe x € X tal
que (I —=T)I —-T)xr = (I —T)y. Logo (I —T)x = y e consequentemente
Im(I - T) = X.

Seja X,, = (I —T)"X. Obtemos assim uma seqiiéncia estritamente decres-
cente de subespagos fechados. Pelo Lema de Riesz (Lema 3.1.1) existe uma
seqliéncia {z,} com x, € X,,, ||z,|| =1 e dist(x,, Xn+1) > 1/2. Logo

Tr,—Txy, =—(v, —Tx,) + (v — Txm) + Tn — Ty
esen>m, X011 CX,CX,,11CX, e
—(zp = Txp) + (X — Txy) + T € X1

logo ||Tz, — Txy| > 1/2 o que contradiz a compacidade de T' e prova o
resultado.

Reciprocamente, se Im(I — T') = X, segue do Teorema 2.6.1 que N (I —
T*) = Im(I — T)* = {0}. Como T* € K(X*) aplicando o que acabamos de
provar a 1™ temos que

Im(l —T%) = X*.

Logo
N(I —T)=Im(I —T** = {0}.

d) Sejad =dim(N(I—T)) e d* = dim(N (I —T")). Mostremos que d* < d.
Suponha que nao; isto é, suponha que d < d*. Como dim(N(I —T)) <
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temos que N(I — T) admite um complemento topoldgico (veja Proposigao
7.1.8) em X e portanto existe P : X — X projecao continua tal que PX =
N(I —T). Por outro lado, da Proposicao [7.1.10, Im(/ — T) = N(I — T*)*
tem codimensao finita d* e dai admite um complemento topologico em X
denotado por YV, dimY = d*. Como d < d*, existe A : N(I —T) — Y injetora
e nao sobrejetora. Se

S=T+ (Ao P),

entdao S € K(X) e N(I —S)={0} pois se

O=z—Sr=g—Tz — (Ao P)x.

—— ,

eIm(I-T) ey
Segue que t —Tx =0e AoPr=0ousejax € NI —T)e Az =0 o que
implica * = 0. Aplicando ¢) a S temos que Im(/ — §) = X o que é um
absurdo pois existe y € Y, y € Im(A) e portanto x — Sz = y ndo admite
solugao. Logo d* < d.

Aplicando este resultado a T™

dim N(I — T*) < dim N(I — T*) < dim N(I — T).
mas N([ —T*) D N(I —T) pois

(I =T")Ja,y") = (o, (I =T)y") = (I =T")y",z) = (y*, (I = T)x)
= (J((I =T)z),y).
Logo (I — T*)Jx = J((I — T)x) e isto implica que N(I —T*) D N(I = T).
Resulta que d = d*. [

7.3 Espectro de Um Operador Compacto

Definicao 7.3.1. Seja X um espaco de Banach sobre um corpo K e T
D(T) Cc X — X um operador fechado. Diremos que o conjunto resolvente de
T é o conjunto

p(T)={XAeK:(AN=T):D(T) — X ¢€ bijetora }

e que espectro de T € o conjunto o(T) = K\p(T). Se X\ € p(T) diremos que
(A —=T)7t é o operador resolvente de T em \.
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Proposicao 7.3.2. Seja X um espaco de Banach sobre K e T : D(T) C
X — X um operador fechado. Entdo p(A) é um subconjunto aberto de K e
consequentemente o(T) € um subconjunto fechado de K.

Prova: Mostremos que p(T) é aberto. Se A\g € p(T), A € K. Dado y € X,
queremos mostrar que, para |\ — \g| pequeno e y € X dado, existe um tnico
r € X tal que (A\—T)x = y. Ouseja, dado y € X e A suficientemente proximo
de Ao, o operador
Sz =M —T)y— (A= X))
1

tem um tnico ponto fixo. Note que, se |A — A\g| < , entao
(Ao = T) 71|

1Sz — S| < [|(Ao = T)HIJA = Ao [lw — 2.

<1

Segue que S é uma contragao e portanto tem um tnico ponto fixo. Disto
segue que (A —=T) : D(T) C X — X tem inversa limitada para |[A — Ao| <
Logo p(T') é aberto e o(T) é fechado. O

(Ao =T)7H

O espectro de um operador linear T" divide-se em trés partes mutualmente

exclusivas:

a) O espetro pontual 0,(T") consiste de todos os pontos A € K para os quais
(A = T) nao é injetora.

b) O espetro residual o,.(7T") consiste de todos os pontos A € K para os quais
(A —T) é injetora mas sua imagem nao é densa.

c¢) O espectro continuo o.(7") é o conjunto de todos os pontos A € K para
os quais (A — T') é injetora, sua imagem é densa mas sua inversa nao é
continua.

Se A € 0,(T) entao existe 0 # x € X tal que (A —T)x = 0. Neste caso
diremos que A é um auto-valor de 7', x ¢ um auto-vetor de 7" e que N(A —1T)
é o auto-espaco associado a .

Observacao 14. Segue do Teorema do Grifico Fechado que, se (A —T) €
injetora e Im(\ —T) € fechada, entio (I —T)™t : Im(I —T) — X € limitada.
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Reciprocamente, se (I —T)™t : Im(\ —T) — X € limitada, entdio Im(\ —T)
¢ fechada. Desta forma, A € o.(T) se, e somente se, (A —T) ¢é injetora,
Im(A—-T)=X elm(A—-T) C X.

Exemplo 7.3.1. Seja X = /{5 e

T({un}) = (0,uy,ug,...).
Note que, se T({u,}) = 0, entio {u,} = 0; isto é N(T') = {0}, no entanto
Im(T) C ¢y pois (1,0,...) & Im(T). Seque que 0 € o,(T).
Exemplo 7.3.2. Seja X =15 e

T({un}) = {n" un}.

Note que, se T({u,}) = 0, entdo {u,} = 0; isto é N(T') = {0}. Note ainda
que Im(T) = fy no entanto ly > {n~'} & Im(T). Segue que 0 € o.(T). Por

outro lado A\ = % ¢ auto-valor de T' com auto-vetor ey = {0k, } € auto-espago

N()\k — T) = [ek]

Proposigao 7.3.3. Seja X um espago de Banach sobre K e T € L(X) uma
transformacdo linear continua. O espectro o(T) de T € L(X) € um conjunto
compacto e

o(T)Cc{AeK: |\ <|T]}-
Prova: Seja A € K com |A\| > ||T|| e provemos que (A —T) é bijetora; ou seja,
que dado y € X, (A — T)z = y tem uma Uunica solucao. Seja

1
Sx=—(Tx —vy).
)
Segue que, ||Sz — S2'|| < WHTHH.%’ — 2'|| e portanto S é uma contracao. Isto
implica que .S tem um unico ponto fixo. O restante da demonstracao segue
do fato que p(T) é aberto. O

Vigésima Primeira Aula (100 minutos) 1
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Vigésima Segunda Aula (100 minutos) |

Teorema 7.3.4. Seja X um espaco de Banach sobre um corpoK eT € K(X).

Se X tem dimensao infinita, entao

a)
b)

c)

0€oa(T),
a(T)\{0} = ap(T)\{0} ¢
uma das situacoes a sequir
1. o(T) = {0} ou
2. o(TH\{0} € finito ou
3. a(T)\{0} € uma seqiiéncia que tende a “0”.

Prova:

a)

Se 0 & o(T), entdao T é bijetiva e Iy = T o T~! é compacta. Logo By
é compacta. Segue que dim X < oo. Isto mostra que 0 € o(7T) sempre
que 7' € K(X) e dim(X) = oo.

Seja A € o(T'), A # 0. Da parte a) da Alternativa de Fredholm (Teorema
7.2.1) segue que dim(N (A —T')) < oo e da parte b), se N(A —T) = {0},
entdao Im(A —T) = X e A € p(T). Com isto, dim(NA —T)) < o e
NA=T) #0.

Antes de podermos provar a parte c¢) do teorema necessitamos do seguinte
resultado

Lemma 7.3.5. Seja X um espaco de Banach com dimensao infinita e
T e K(X). Se{\,} éuma seqiiéncia de nimeros distintos tais que

Ay — A
A € o(T)\{0}, Vn eN.

Entao A = 0; isto €, todo ponto de o(T)\{0} € isolado.
Prova: Segue da parte b) do Teorema [7.3.4/ que A\, € 0,(T). Seja

xz, # 0 tal que (A, — Tz, = 0 e X,, = [21,...,2,]. Mostremos que
X, € X,ni1, Yn € N. Basta mostrar que {z1,...,x,} é um conjunto
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linearmente independente de vetores, para todo n € N. Suponha, por

indugao, que {xy,...,x,} é um conjunto linearmente independente de
n
vetores e mostremos que {xy,- - ,x,.1} também o é. Se z,,,1 = E ;T
. i=1
entao

n n
E Anp104T; = A1 Tpq1 = T qq = E QN ;.
A=1 i=1

Disto segue que

n
E a;i(Apy1 — Ai)x; = 0 e consequentemente oy = -+ - = oy, = 0.
=1
Com isto x, 11 = 0, o que é uma contradigao. Portanto {zy, - ,z,11} é

um conjunto linearmente independente de vetores. Como x; # 0 obtemos
que {x1,--+,x,} é um conjunto linearmente de independente de vetores
para todon € Ne X,, € X, 11, para todo n € N.

Por outro lado ¢ claro que (A, — T)X,, C X,—1 (pois (A, — Tz, = 0).
Aplicando o Lema de Riesz (Lema 3.1.1), construimos {y,} tal que y, €

1
X, lynll = 1 e dist(yn, Xp-1) > 5 paran > 2. Se 2 < m < n, entdo

Xm—l C Xm C Xn—l C Xn

Logo
€X,
Ty, Tym ,Tyn — An¥n j:;m — AnYm )
e el e A
> dist(yn, Xn-1) > %

Se A\, — A # 0, entao a seqliéncia {%} ¢ limitada e, do fato que T é

n

Yn o

compacta, { 3 tem uma subseqiiéncia convergente, o que nos leva a
n

uma contradicao. Logo A = 0. ]

¢) Para todo n > 1 o conjunto
1
o(T)N{NeK: |\ > ﬁ}
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é fechado e limitado e portanto finito pois, caso contrario, teria um ponto
de acumulacao diferente de zero contradizendo o lema anterior. Segue
que o conjunto o(T)\{0} é uma seqiiéncia, vazia, finita ou que converge
a Zero. l

7.4 Decomposicao Espectral de Operadores Compactos
e Auto-Adjuntos

Sejam H um espaco de Hilbert real, (-,-) : H x H — R o seu produto
interno e 7' € L(H). Em toda esta secao identificaremos H e H* de forma
que escreveremos 1" € L(H).

Definicao 7.4.1. T' € L(H) € auto-adjunto se T* =T'; isto ¢,
(Tu,v) = (u, Tv), Vu,v € H.
Proposicao 7.4.2. Sejam T € L(H) um operador auto-adjunto e

m = inf (Tu,u), M = sup (Tu,u).
Iﬁbﬁfl Huﬁﬂ

Entao, o(T) C [m,M] e {m, M} C o(T).
Prova: Da definicao de M temos que

(Tu,u) < M|ul|?, Yuc H.
Disto segue que, se A > M entao

Mu—Tu,u) > (A= M) [jul* 7.2

( )= ( )l (7.2)
>0

Com isto, é facil ver que a(u,v) = (Au—Tu,v) é uma forma bilinear, simétrica,

continua e coerciva. Segue do Teorema de Lax-Milgram que

(A —Tu,v) = (f,v), Vv € H,

tem uma tnica solucao uy para cada f € H. E facil ver que esta solugao
satisfaz

(A =T)uy = f.
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Disto e de (7.2), segue que (A — T') é bijetora. Logo (M, o0) C p(T).

Mostremos que M € o(T). A forma bilinear a(u,v) = (Mu—Tu,v) é bilinear,
continua e simétrica tal que a(u,u) > 0, Yu € H. Logo, vale a desigualdade
de Cauchy-Schwarz

la(u, v)| < a(u,w)?a(v,v)"2.
Segue que
(Mu —Tu,v)| < (Mu—Tu,u)"?(Mv—"Tv,v)"? ¥V u,veH
< C(Mu — Tu,u)'? ||v||

e que
|Tu — Mu| < C(Mu —Tu,u)"?, Yue H.

Seja {u, } uma seqiiéncia de vetores tais que ||u,|| = 1, (Tu,, u,) — M. Segue
que ||Mu, — Tu,|| — 0. Se M € p(T)

u, = (MI —T) Y Mu, — Tu,) — 0

0 que estd em contradi¢do com ||u,|| = 1, Vn € N. Segue que M € o(T).
Do resultado acima aplicado a —7" obtemos o resultado para m. ]

Corolario 7.4.3. Seja T € L(H) auto adjunto tal que o(T) = {0}. Entao
T =0.

Prova: Pela proposicao anterior (Tu,u) = 0, Vu € H. Segue que
2(Tu,v) = (T(u+v),(u+v)) — (Tu,u) — (Tv,v) =0, Vu,v€ H
e T =0. ]

Teorema 7.4.4. Sejam H um espago de Hilbert separdvel e T € L(H) um
operador compacto e auto adjunto. Entao H admite uma base Hilbertiana
formada por auto-vetores de T .

Prova: Seja {\, A2, A3, -} a seqiiéncia dos auto-valores distintos de T,
excluindo o zero, e A\ = 0. Entao

Vo = N(T), 0 <dim V) < o0,
V=N, —-T), 0<dimV, < cc.

Mostremos que H = @ V, .
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i) Os V,’s sao dois a dois ortogonais. De fato, se u € V,, e v € V,, com
m #n, Tu = \,u e Tv = \v. Segue que

(Tu,v) = \p(u,v) = \p{u, vy = (u, Tv)

e portanto

(A — A)(u,v) =0, ouseja (u,v) =0.

ii) Seja F' o subespago de H gerado por U V,,. Mostremos que F' é denso
n>0
em H . E claro que T(F) C F e mostremos que TF+ ¢ F-. De fato, se
uw € Ft ev e F, entao

(Tu,v) = (u, Tv) = 0; isto é, Tu € F*.
€rt er

O operador Ty = T| L é auto-adjunto e compacto. Ainda:

a) o(Tp) = {0}. De fato, se A € o(1y)\ {0}, entao A € 0,(Tp) e portanto
existe u € F*, u # 0 tal que Tyu = \u = Tu. Portanto, A é auto-
valor de T e A = \, e u € V,, N F* para algum n € N. Segue que
u = 0 o que nos da uma contradicao.

b) Segue do Lema anterior que Ty = 0 e portanto F- C N(T) C F o
que nos da F+ = {0}.

Com isto mostramos que F' é denso em H.

Finalmente, elege-se uma base Hilbertiana de V,, para cada n € N e em
seguida toma-se a uniao dessas bases para obter uma base Hilbertiana de H
formada por auto-valores de T'. [

Observacao 15. Se T' € K(H) € auto-adjunto e H separdvel e V,,, n >0, €
como na prova do Teorema 7.4.4

o0 o0 o0
u:Zun, u, €V, e Tu:ZTun:Z)\nun
n=0 n=1 n=1

151



k
Tru = Z Ay, € tal que Ty, tem posto finito e

n=1
o0 %)
[Tew = TulP = 37 Palllenl* < sup (Al 02 k4 1} 3
n=k+1 n=k+1

<sup {|\, %, n>k+1} Hu|\2k—> 0.

Disto seque que || Ty, — T'||(m) " 0.
—00

Vigésima Segunda Aula (100 minutos) 1
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7.5 Teoria Espectral de Operadores Dissipativos e a
Imagem Numérica

Vigésima Terceira Aula (100 minutos) |

Definicao 7.5.1. Seja X um espaco de Banach sobre K. A aplicacao duali-
dade J : X — 2% ¢ uma funcio multivoca definida por
J(z) = {a" € X" : Re(z",z) = ||=||*, [|2"[| = [|=]|}.

J(x) # 0, pelo Teorema de Hahn-Banach.
Um operador linear A : D(A) C X — X ¢€ dissipativo se para cada
x € D(A) existe z* € J(x) tal que Re (x*, Az) < 0.
Exercicio 7.5.1. Mostre que se X* € uniformemente convexo e x € X, entao
J(x) € unitdrio.
Lemma 7.5.2. O operador linear A € dissipativo se e somente se
(A = A)z]| = All]] (7.3)
para todo v € D(A) e A > 0.
Prova: Seja A dissipativo, A > 0ex € D(A). Se z* € J(z) e Re(Ax,2*) <0
entao
[Az — Az|||lz]| = [(Az — Az, 27)]
> Re(Ax — Az, 2*) > Aa]?
e (7.3) segue. Reciprocamente, dado x € D(A) suponha que (7.3) vale para
todo A > 0. Se fy € J(A—A)z) e g5 = f1/|lfx|| temos
Mlzll < |IAx — Az|| = (Az — Az, g}) = ARe(z, g3) — Re(Az, g5) (7.4)
< Allz|| — Re(Az, g3)

Como a bola unitaria de X* é compacta na topologia fraca* temos que existe
g € X7, |lg*ll £ 1, e sequéncia \, — oo tais que g = g¢*. De (7.4)
segue que Re(Ax,g*) < 0 e Re(z,g*) > ||z||. Mas Re(x,g") < [{z,9%)] <

|z|| e portanto (x,g*) = ||z||. Tomando x* = ||z|g* temos z* € J(z) e
Re(Az,2*) < 0. Portanto, para todo x € D(A) existe 2* € J(z) tal que
Re(Az,z*) <0 e A é dissipativo. O
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Teorema 7.5.3 (G. Lumer). Suponha que A € um operador linear densamente
definido em um espago de Banach X. Se A € dissipativo e R(A\g — A) = X
para algum g > 0, entdo p(A) D (0,00) e

1
[ = A) Iz < 55 YA> 0.

Prova: Se A\ > 0ex € D(A), do Lemma [7.5.2 temos que
(A = Azl = Al

Agora R(Ag — A) = X, |[(Ag — A)z|| > Xo||z|| para x € D(A), logo Ay esta
no conjunto resolvente de A e A é fechado. Seja A = p(A) N (0,00). A é um
conjunto aberto em (0, 00) ja que p(A) é aberto, provaremos que A é também
fechado em (0, 00) para concluir que A = (0,00). Suponha que {\,}5°, C
A, Ay — A > 0, se n é suficientemente grande temos que |\, — A| < A/3
entdao, para n grande, [[(A — A)(Ay — A7 Moo < A = AN < 1/2 e
I+ (MA=X)(\, — A7t é um isomorfismo de X. Entao

A= A={T+ A= )= A7} (A — A) (7.5)
leva D(A) sobre X e A € p(A), como queriamos. O

Corolario 7.5.4. Seja A um operador linear fechado e densamente definido.
Se ambos A e A* sdo dissipativos, entdo p(A) D (0,00) e

1
(A=A <5 ¥A>0.

Prova: Pelo Teorema [7.5.3 é suficiente provar que R(I — A) = X. Como A é
dissipativo e fechado R(I — A) é um subespago fechado de X. Seja z* € X*,
tal que (z*,x — Az) = 0 para todo z € D(A). Isto implica que z* € D(A")
e ¥ — A'z* = 0. Como A* é também dissipativo segue do Lema [7.5.2/ que
z* = 0. Segue que R(I — A) é denso em X e, como R(I — A) é fechado,
R(I-A)=X. O]

Em muitos exemplos a técnica utilizada para obter estimativas sobre o
operador resolvente de de um operador dado bem como localizar o seu espectro
¢ a determinagao de sua imagem numérica (definida a seguir).
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Se A é um operador linear em um espaco de Banach complexo X a sua
imagem numérica W(A) é o conjunto
W(A) :={(z", Ax) : x € D(A), 2" € X7, ||z|]| = ||=7|| = 1, (z", x) = 1}.
(7.6)
No caso em que X é um espaco de Hilbert
W(A) = {(Az,z) : v € D(A), ||=| = 1}.

Teorema 7.5.5. Seja A: D(A) C X — X um operador fechado densamente
definido. Seja W(A) a imagem numérica de A e X um subconjunto aberto

e conexo em C\W(A). Se A ¢ W(A) entao A — A € injetora e tem imagem
fechada e satisfaz

1A = A)zl[Lx) = dA, W(A)) |2 (7.7)
Adicionalmente, se p(A) N # (), entao p(A) DX e
1
— At < — . .
(A =A) zx) < AV (A)’ VAeX (7.8)

onde d(A\,W(A)) é a distancia de A a W (A).

Prova: Seja A ¢ W(A). Sex € D(A), ||lz|| = 1, 2" € X*, ||lz*|| = 1 e
(x*,z) = 1 entéo

0<dNW(A)) < A= (2" Ax)| = [(z", \x — Ax)| < || A — Azx||  (7.9)

e portanto A — A é um-a-um, tem imagem fechada e satisfaz (7.7). Se adi-
cionalmente A € p(A) entao (7.9) implica (7.8).

Resta mostrar que se 3 intersepta p(A) entdo p(A) DO X. Para este fim
considere o conjunto p(A) N X. Este conjunto é obviamente aberto em X.
Mas também é fechado ja que A, € p(A)NX e A\, — A € ¥ implica que
para n suficientemente grande |A — \,| < d(\,, W(A)). De (7.8) segue que
para n grande, |\ — \,| [[(A, — A)7Y] < 1 e, como na prova da Proposigao
7.3.3, temos que A € p(A) e portanto p(A) N X é fechado em X. Segue que
p(A)N X =¥ ouseja p(A) D X, como queriamos. O

Definicao 7.5.6. Seja H um espaco de Hilbert e (-,-) : H x H — K o seu
produto interno. Um operador A : D(A) C H — H ¢ simétrico se D(A) = H
e A C A*; isto é (Ax,y) = (x, Ay) para todo x,y € D(A). A € auto-adjunto

se A = A*.
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Exercicio 7.5.2. Mostre que se H é um espago de Hilbert e A : D(A) C
H — H ¢é um operador simétrico e sobrejetor entao A é auto-adjunto.

Exemplo 7.5.1. Seja H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H um
operador auto-adjunto. Entdo A € fechado e densamente definido. Suponha
que A seja limitado superiormente; isto €, que exista uma constante a € R
tal que (Au,u) < a{u,u). Entao C\(—oo,a] C p(A), e existe uma constante
M > 1 dependendo somente de ¢ tal que

M

A— )\ <
I( ) o) < o al

para todo A € ¥, ={A € C:arg(A —a) < ¢}, p <.

Prova: Vamos comecar localizando a imagem numérica de A. Primeiramente
note que

W(A) = {{Az,2) : 2 € D(A), |al] = 1} € (—00,a].
Note que A —a = A* — a sao dissipativos e portanto, do Corolario [7.5.4,
p(A—a) D (0,00). Do Teorema (7.5.5) temos que C\(—o0,a] C p(A) e que

1 < 1
d(A\, W(A)) ~ d(\, (—o0,a])’

I =A) 7 <

1 11
Mwod) S Fnphedl
segue. ]

Adicionalmente, se A € ¥, temos que i e o resultado

Vigésima Terceira Aula (100 minutos) 1
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Capitulo 8

Espacos de Sobolev e Formulacao
Variacional de Problemas de Valor de
Contorno em Dimensao Um

Vigésima Quarta Aula (100 minutos) |

8.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos os Espacos de Sobolev em dimensao um e os
aplicaremos a solucao do seguinte problema. Sejam a,b niimeros reais com
a < b. Dada uma funcdo continua f : [a,b] — R encontrar uma funcao
u: la,b] — R tal que

{ —u"+u=f x€la,l (8.1)

u(a) = u(b) = 0.
Definigao 8.1.1. Uma solugao cldssica (ou forte) do problema (8.1) € uma
fungdo u € C?*([a,b],R) que verifica (8.1) no sentido usual.

Observacao 16. E claro que podemos resolver (8.1) explicitamente mas ig-
noraremos este fato para ilustrar um método que pode ser utilizado também

para dimensoes maiores que um.

Se ¢ € Cl(a,b), multiplicando (8.1) por ¢ e integrando por partes, temos

b b b
/u'g&'—k/ ug0:/ fo. (8.2)
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Note que, cada termo na expressao acima ainda faz sentido se u,u’, f estao
em L; (a,b).

Provisoriamente, diremos que uma funcao u € C'([a,b],R) que satisfaz
u(a) = u(b) =0 e (8.2) é uma solugao fraca de (8.1)).

O programa a seguir descreve em linhas gerais o enfoque variacional da
teoria de equacoes diferenciais parciais.

A) Precisar a nogao de solucao fraca o que torna necessario o desenvolvi-
mento da nogao de Espacos de Sobolev (ferramenta basica).

B) Estabelecer a existéncia e a unicidade de uma solugao fraca com o método
variacional (Teorema de Lax Milgram).

C) Mostrar que a solugao fraca é, por exemplo, de classe C* (regularidade).

D) Recuperar a solugao classica, mostrando que toda solucao fraca de classe
C? ¢é cléssica.

A etapa D é muito simples. De fato, suponha que u € C?([a,b]), u(a) =
u(b) = 0 que satisfaz (8.2) para toda ¢ € C}((a,b)). Integrando por partes,
obtemos

b
/ (—u" +u— flo=0, Ve CH(a,b)).

Segue do Corolério 5.3.9 que —u” + u = f quase sempre e de fato em todo
ponto ja que u € C?([a,b],R).

8.2 Os Espagos de Sobolev W1P(I)

Sejam a, b nimeros reais estendidos e I = (a, b).

Definigao 8.2.1. Para 1 < p < oo, o Espago de Sobolev W'P(I) ¢é definido
por

Wl’p(l):{uELp([): dg € LP(1) satisfazendo /ugp’:—/ggo, V@EC&(I)}.
I

Escrevemos HY(I) em lugar de WY2(I) e se u € WHP(I) a fungdo g é dita
derivada fraca no sentido de WYP(I) de u e é denotada por u'.

158



O espago WHP(I) é dotado da norma
[ullwroy = lull o) + 1 ]| o)
O espaco HY(I) é dotado do produto interno
(u, v) gy = (u, ) r2(ny + (W', 0") 2(p) (8.3)

e da norma

|—=

2

el = (lullfzqn + ) (equivalente a [l + 1] )

Observacao 17.

e As funcoes ¢ que aparecem na Definicao 8.2.1 sdo chamadas fungoes
teste.

e Podemos utilizar CL(I) ou C>(I) como conjunto de funcoes teste. (se
0 € CHI), po*x € C®(I) paran grande e p, *x ¢ — @ em CH(I))

e Seue CYI)NLP(I) e € LP(I) (derivada usual), entdo u € WP(I)
e u' coincide com a derivada de u no sentido de W'P(I).

e Se I é limitado CY(I) entio C*(I) C W'P(I).

o Seu € WY (I) claramente a derivada de u é independente do represen-
tante de u utilizado na Definicao |8.2.1.

Exemplos: Se [ = (—1,1).

1
i) Sejau : I — R a funcio definida por u(x) = §(|SL‘| + ). Entao u estd em
W1P(I) para todo 1 < p < oo e v/ = H onde

1 1
H(az):{ se O<z<

0 se —1<x<0.

Mais geralmente, toda funcao continua em I e continuamente diferencié-
vel por partes em [ pertence a WP(I), 1 < p < oo.
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ii) A funcao H ndo pertence a W1?(I) para qualquer 1 < p < co. Se existe
g € L (I) tal que

loc

1 1 1
/ gsoz—/ H@’Z—/ ¢ = +¢(0)
—1 —1 0

_J 0, VYeeC(0,1), logo g =0 quase sempre em , (0, 1)
10, VypeCl-1,0), logo g = 0 quase sempre em (—1,0).

Segue que g = 0 quase sempre em (—1, 1) e portanto ¢(0) = 0, para toda
€ C1((—=1,1)). Isto é um absurdo e portanto nio existe tal funcao g.

Proposigao 8.2.2. Para p € [1,00] seja WYP(I) como na Definicio (8.2.1.
As sequintes propriedades valem

e Para 1l < p < oo o espago WHP(I) é um espaco de Banach.
e Paral < p < oo o espaco WHP(I) é um espaco de reflexivo.
e Para 1 <p < oo o espago WHP(I) é um espaco de separdvel.
o HY(I) é um espaco de Hilbert.

Prova: Mostremos em primeiro lugar que W?(I) é um espaco de Banach. Se
{u,} é uma seqiiéncia de Cauchy em WH?(I) entao {u,} e {u/,} sdo seqiiéncias
de Cauchy em LP(I). Consequentemente u,, — wem Ly(I) e u), — g em LP(I).
Disto seque que

/unw’ = —/u;so, V ¢ e CHI),
I
! l

/Iw’ = —/Igso, V ¢ e ClI).

Logo g =u' € LP, w € WH(I) e |lun — ullwrsy — 0 .
Em seguida, mostremos que WP(I) é reflexivo para 1 < p < oo. De fato,
se X, = LP(I) x LP(I), entao X, é reflexivo e

T:Wh(I) - X,
u — (u,u)
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é uma isometria e portanto T(W1P(I)) é um subespaco fechado de X. Segue
da Proposicio 4.1.7 que T (WP(I)) é reflexivo e consequentemente W12 (1) é
reflexivo (Veja Exercicio 4.1.2).

Para mostrar que W1?(I) é separdvel se 1 < p < co. Considere novamente
o espaco X, e a isometria 7' definidos acima. Do Exercicio 4.2.1/ e do fato
que LP(I) ;e separavel segue que X, é separavel. Da Proposicao 4.2.2 segue
T(WHP(I)) é separdvel e como T é uma isometria concluimos que WHP(I) é
separavel.

Finalmente, é facil ver que (8.3) define um produto interno em H(I).
Como H'(I) é completo com a norma dada por este produto interno segue
que HY(I) é um espaco de Hilbert. ]

Exemplo 8.2.1. Considere a transformacao linear T : WHP(I) C LP(I) —
LP(I) definida por
Tu =1

Le(l Lr(l
entao T' € fechado. De fato, se u, gl u e Tuy, ) g, entao

/unso’ = —/u;so, V ¢ e CYI),
I
! !

/Iw’ = —/Igso, vV peCYI),

Além disso, os mesmos argumentos acima nos levam a concluir que, se

ou seja g = u'.

° U, Py e Tu, K g, entao g=u € LP(I)

—LP(1 —LP(1 N
ounwé()u e Tunwé()g, entio g=u' € LP(I)

—L(I (I
ounwé()u e Tun—(zg, entio g=u' € LP(I)

Veremos a seguir que toda funcao de W1P(I) é igual quase sempre a uma
funcao continua. Para mostrar este resultado precisamos dos seguintes resul-
tados auxiliares.
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Lemma 8.2.3. Se f € L{ (I) € tal que

loc

/ fo' =0, Ve e NI, (8.4)
I

entao existe uma constante C' tal que f = C quase sempre.

b
Prova: Se ¢ € C}(I) é tal que / Y =1ew e CI), existe p € CL(I) tal
que “

Defato,seh:w—< w

1

/h = 0. Tomando ¢(z) = / h(s)ds a afirmagao segue.
De (8.4) temos que '

Como

1l (- fre= [ () e f o ()=
Sl e

Segue do Corolario 5.3.9 que f — / fv = 0 quase sempre em [ e o resultado
I

esta provado. ]

Lemma 8.2.4. Seg e L (I) e

loc

para algum yg € 1, entdo v € C(I) e

/wp’z —/gw, Vo € CH(I).
I I
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Prova: Se

Ri={(z,t): a<z<yex<t<yy}e
Ry={(z,t): yo<aw<bey <t<a},

[ve = [ [ /nga)dt] o (2

- [ [ g /d /ng(t)gp’(:c)dt

_ /R olt)¢/ wydtdr + | g(t)¢ ()t

entao

Utilizando o Teorema de Fubini, temos que

[ - / 9(t)¢ (x)dtd + / 9()¢ (x)dtde
/ it / 2)dz + / dt /
- / g(t)p(t)dt = / go. O

Observacao 18. Seque do Lema|8.2./| que, se I € limitado, entao a primitiva
v de uma funciao g € LP(I) pertence a WYP(I). Se permitimos que I seja
ilimitado, entao v € WYP(I) sempre que v € LP(I).

Teorema 8.2.5. Se u € W'P(I), entdo u tem um representante u € C(I) e

u(z) —u(y) = /w u'(t)dt, Vax,y €l

Prova: Fixamos yy € I e seja u(x) = / o (t)dt .
Do Lema 8.2.4 "

/agplz —/u'gp, Vo € CHI).
I I

Portanto /(u — u)¢' = 0 para todo ¢ € CL(I). Segue do Lema 8.2.3 que

u — u = c quase sempre. A funcao @ + ¢ tem as propriedades desejadas
observando-se que, lim, ;- @(z) and lim, .+ @(z) exist. ]
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Observacao 19.

o Sempre que necessario utilizaremos o representante continuo de u €
WP(I) e continuaremos a representd-lo por u.

e Dizer que u tem um representante continuo nao € dizer que u € continuo

quase sempre.
o Seue WP(I) eu € C(I), entao u € CY(I).

Vigésima Quarta Aula (100 minutos) 1
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Vigésima Quinta Aula (100 minutos) |

Proposicao 8.2.6. Seu € LP(I), 1 < p < o0, entdo as propriedades a sequir
sao equivalentes

i) ue WhP(I),

ii) Existe uma constante C' tal que

Ji
1

ii1) Frxiste uma constante C' tal que para todo w CC I e para todo h € R com
|h| < dist(w, I€) temos

< Cllellpm, YeeCHI)

|Thu — ul| oy < Clhl.

Além disso, podemos eleger C' = ||u||z»(7) em ii) e iii).

Prova: Mostraremos que i) = i) = 1) = i1).
ii) = i) O funcional linear

goEC’i([)v—>/ug0’€K

definido em um subespaco denso de LP" é continuo na norma de L?" (). Entao
este se estende a um funcional linear continuo F de L” (I) em K. Segue do
teorema de representacao de Riesz que existe —g € LP tal que

(F, o) = —/Igso, Vo € L7 (I).

Isto mostra que,

/Iw’z —/Igcp, Vo € CHI)

e que u € WhHP(I).

i) = iii) Do Teorema 8.2.5, temos que para = € w e h € R, |h| < dist(w, [°),

x+h 1
u(x +h) —u(x) = / o' (t)dt = h/o u'(z + sh)ds.
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Disto segue que,
1
|mx+m—u@ﬂgmy/\w@+ym@.
0

A conclusao agora é ébvia se p = co. Se 1 < p < 00, aplicando a desigualdade
de Holder temos

1
lu(z + h) —u(x)|P < |h|p/ u'(x + sh)|Pds.
0

Consequentemente
/\u(x+h)—u(x)|pdx < |h|p/da:/ [u'(z + sh)|Pds

_ mw/(m/ﬁﬁx+ymwx
Agora, se 0 < s < 1, entao

/|u'(x+ sh)|Pdx :/ ) v/ (2)|Pdx < /I\u’(x)|pdx.
w w+s

|7hw — ul| oy < /|| oyl Bl

iii) = ii) Seja ¢ € C}(I) escolha w CC I tal que supp(y) C w. Para h € R
tal que |h| < dist(w, I¢) temos

1t + 1) = w@lpte)dn = [ ulelipta — 1) = plalide. (85)
Utilizando a desigualdade de Hélder e iii) obtemos

/[u(x + h) — u(x)]e(x)dr

1

< Clhm@pHLP*(I)

dividindo (8.5) por h e fazendo h — 0 deduzimos que
[
up

Exercicio 8.2.1. Mostre que, se p=1, (i) = (ii) < (iii).

< Cllellprm, Yo e ClI).
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Coroldrio 8.2.7. Uma funcio u € L>®(I) pertence a WH>(I) se, e somente

se, existe ¢ > 0 tal que
lu(z) —u(y)| <clr —y|, quase sempre para x,y € I.

Algumas ferramentas fundamentais em analise somente podem ser apli-
cadas para fungoes definidas em R (convolucao e a transformada de Fourier).
Por esta razao, em muitas situagoes é importante poder estender uma funcao
de WP(I) a uma funcao de W1P(R).

Antes de prosseguir, seja n € C1(R), 0 < n <1, tal que

b Y

y=n(z)

PN S
e ]
8

e, dada uma funcao f definida em (0, 1), definimos

> ) fl@), se 0<x<1,
f(x)_{(), se x> 1.

Lemma 8.2.8. Se u € W1?(0,1), entdo
nu € WH(0,00) e () =n'u+n

Prova: E claro que nu e n'u+ mj’ estdao em LP(R). Basta mostrar a igualdade
(nu) = n'u+nu'. Se p € C1((0,00)), entdao np € C1(0,1) e

00 1 1
/ nuy = /UW’Z/ u[(ne) —n'¢]
0 0 0
1 1
= —/ WU’—/ neu
OOO 0
= —/ (/' n+an)e.
0
O

Teorema 8.2.9 (Operador Extensao). Seja 1 < p < co. FEntao existe E :
WhP(I) — WEP(R) linear continuo tal que
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i) Bul|, = u, Yu € Whr(I),
it) || Bull powy < Cllul| oy, Yu € WHP(I) e
iii) | Eullwirm) < Cllullwon, Yu € WH(I).
Além disso, constante C somente depende de |I]| < oc.

Prova: Comecemos pelo caso I = (0,00) e vamos demonstrar que a extensao
por reflexao tem as propriedades acima. Vimos no Teorema 8.2.5/ que existe o
limite lim, o+ u(z). Considere o operador £ : W(0,00) — W1P(R) definido
por

u(x) se x>0
(Bu)(x) = Liinm u(zr) se x=0 .
u(—x) se <0

E f4cil ver que
| Eull Lory = 2||ul| o)

e que

—u/(—z) se x>0

U(x)_{u’(x) se © <0

¢ tal que v € LP(R). Do Lema 8.2.4]
(Bu)(z) — (Eu)(0) = / o(t)dt, Yz R.
0

e (Eu) = v € LP(R), logo Fu € W' (R) e ||Eullwirw) < 2||u|lwiro,0)-
Consideremos agora o caso I limitado. Sem perda de generalidade, pode-
mos considerar I = (0,1). Dada u € W(I) escrevemos

u=nu+ (1—-n)u.

A funcao nu é facilmente prolongada por nu € W?(0,00) pelo Lemma
8.2.8 e em seguida pode ser prolongada a R por reflexao. Obtemos assim uma
funcao v; € W1P(R) que prolonga nu e tal que

HUIHLP(R) < ZHUHLP(I) e
HUlHWLP(R) < CHUHWLP(]) (C depende de ||7||0)-
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Procedemos de forma andloga para (1 — n)u, ou seja, primeiro prolongamos
(I—n)u a (—o0,1) por zero fora de (0,1) depois se prolonga a R por reflexao
(relativamente ao ponto 1) assim obtemos vy € W1P(R) que prolonga (1—n)u
e tal que é tal que

vl ey < 2wl o),

[v2]lwroe) < Cllullwra.

Entao Fu = v; + vy tem as propriedades desejadas. [
Em seguida mostramos que {u, : v € C°(R)} é denso em W'?(I) para
1 < p < co. Para isto necessitamos do seguinte resultado

Lemma 8.2.10. Se p € L'(R) e v € W' (R) com 1 < p < oo, entdo
pxveEWIP(R) e (pxv) =px/.

Prova: Suponha primeiramente que p tem suporte compacto. Sabemos que
pxv € LP. Seja p € CHR)

€C;(R)

[oxne = [vorer= [vTval == [ vipro) == [ox)e

Se p nao tem suporte compacto introduzimos uma seqiiéncia (p,) de C.(R)
tal que p, — p em L(R). Pelo que acabamos de provar

pnxv €W e (p,*xv) = p,x/,

mas, do Teorema 5.6.11 p, x v — p*xv em LP(R) e (p,xv) = p, %V — px 1/
em LP(R). Segue que (p*xv) = p* v e pxv € WH(R). O
Vigésima Quinta Aula (100 minutos) T

169



Vigésima Sexta Aula (100 minutos) |

Teorema 8.2.11 (Densidade). Se u € WHP(I) com 1 < p < oo, entdo existe
uma seqiéncia (u,) em CX(R) tal que un|, — u em WHP(I).

Prova: Podemos sempre supor que I = R pois, se este nao é o caso, primeira-
mente estendemos u a uma fungao de W1P(R) utilizando o Teorema 8.2.9.
Utilizaremos uma técnica importante de convolucao (que proporciona fungoes
de classe C*°(RR)) e truncamento (que proporciona fung¢oes com suporte com-
pacto).

TRUNCAMENTO: Fixamos £ € C2°(R) tal que 0 < ¢ <1 e

£(%){1 se |z| <1

0 se |z| > 2.

Definimos a seqiiéncia &,(z) = £ (%) para n € N. Segue do Teorema da
Convergéncia Dominada que, se f € LP(R) com 1 < p < oo, entao &,f — f
em LP(R).

CONVOLUGAO: Elegemos uma seqiiéncia regularizante {p,}. Demonstrare-
mos que a seqliéncia u,, = &,(p,*u) € C°(R) converge para u quando n — oo
em W1P(R).

Primeiramente temos ||u, — u||zr — 0. De fato, se escrevemos

Up — U= gn[(pn * u) - u] + [Snu - u]
Segue do fato que 0 <, < 1, do Teorema 5.6.9 e de ||§,f — fllzo() 30
[un = ullow) < [[(pn * w) = ullLor) + [|€nu — ull o) — 0.

Do Lemma 8.2.10 temos que (p,, * u) = (p, * u'). Isto nos da

u;l = gn/(pn * u) + fn(pn * u/)

c
' = oy < 16 (o 0oy + nln 5 ) = ol oo
< Slullpomy + [lpn * v — || o) + ||’ — Um0
onde C' = ||£'|| p(r)- B
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Observacao 20. E evidente do teorema a sequir que, se I C R, entio C°(I)
nao € denso em WYP(I). De fato, qualquer funcdo u € WIP(I) que ndo é
identicamente nula na fronteira de I, nao pode ser aprozimada em W1P(I)
por fungoes C2°(1).

O Resultado a seguir foi provado em Anélise I e sera 1util para obtencao do

nosso proéximo resultado.

Lemma 8.2.12 (A desigualdade de Young). Se 1 < p < oo, p* € o seu
expoente conjugado e a,b sao niumeros reais nao neqgativos, entao

1.1 1 1
arbr® S —-a -+ —*b (86)
p p

a 1qualdade so ocorre quando a = b.

Teorema 8.2.13. Existe uma constante C' (dependendo sé de |I| < oo) tal
que

i) ull ey < Cllullwisy, Yu € WH(I), V1 < p < oo, dito de outra forma
WhEP(I) — C(I) — L>*(I) com inclusdo continua para todo 1 < p < oo,

Além disso, quando I € limitado.
i) a inclusao WP (I) C C(I) é compacta para 1 < p < co.
i) a inclusiao WYL(I) c LI(I) é compacta para 1 < q < 0.

Prova: Comegamos provando i) para o caso I = R. O caso geral segue deste
gracas ao Teorema 8.2.9. Seja v € CL(R). Se 1 <p<ooe G(s) = |s[P7ls. A
fungdao w = G(v) pertence a C}(R) e

w = G'(v)v = plu|P .

Portanto, para z € R, temos

Gow) = [ phpta

—0o0

e utilizando a desigualdade de Holder obtemos

—1
[o(@)]P < ploke 1V ).
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Logo, da desigualdade de Young (Lema 8.2.12)

1,k L 11 1 1
()| < prlv LP(R)HU/HM(R) <pr (EHUHLP(R) + ]_?HU,HLP(R)) < e<||vllwram).

]| oo (m) < et v|lwiegy, Yo € CHR).

Para completar a prova de i) argumetamos por densidade tomando, para
cada u € WP uma seqiiéncia {u,} C CHR) tal que u, — u em WP(R)
(Teorema [8.2.11)). Aplicando a desigualdade acima obtemos que {u,} é de
Cauchy em L*°(R). Portanto u,, — u em L>®(R) e

|unllLe®) < Cllun|lwiew)
l !

lullzemy < Cllullwisg)

provando i).

Prova de ii): Seja F a bola unitdria de W'*(I) 1 < p < co. Parau € F
temos que

T
/ “'(t)dt| < Wllwle =y, ¥ 2y el
v
< |z —y|"?, V zyel
Segue do Teorema de Arzeld-Ascoli que F é relativamente compacto em C(1).

Prova de iii): Seja F a bola unitaria de WH(I). Para mostrar que F é
relativamente compacto em L%(I), 1 < g < oo aplicamos o Corolério 5.7.2
(do Teorema de Fréchet-Kolmogorov). Verifiquemos suas hipéteses.

Sejaw CC I, u € F e |h| <dist(w, I°).
Segue da Proposicao 8.2.6 que iii)

s =l sy < Wl o < 11
Portanto
[t )~ u(@)rde < (27l [ futo 1) - ula)ide < la
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e consequentemente

1
q
</ lu(z + h) — u(x)\qczx) <Cilhli<e se h<$
Para verificar a condicao restante note que, para u € F
1
[ullzo(rw) < lJull e \wlr < &
se |I\w| é pequeno.
O Corolario 5.7.2 implica o resultado. ]
Observacao 21.
o Wil — C(I) e continua mas nunca é compacta (mesmo se |I| < 00).
e Se I ndo € limitado W' — L°(I) nao é compacta.

e Se I ¢ um intervalo limitado e 1 < g < o0 o0 teorema anterior prova que

lull = llwll e + Il o

¢ equivalente a mesma de W1P(I).

e Se I éilimitado e se u € WYP(I) entio u € LY(I) ¥V q € [p,o0) pois

/ lall? < Julls? Jul?

mas em geral uw & LI(I) para q € [1,p).

Vigésima Sexta Aula (100 minutos) T
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Vigésima Sétima Aula (100 minutos) |

Coroléario 8.2.14. Se I for um intervalo ilimitado e v € WHP(I) com 1 <
p < 00, entao

lim wu(z) = 0.

xel

|x]—00
Prova: Do Teorema8.2.11, existe uma seqiiéncia u, € C;(R) tal que u,|, — u
em W'P(I). Segue do Teorema 8.2.13 que ||u, — ul|z~(;) — 0. Assim, dado

n—oo

e > 0 existe N € N tal que ||u, — ul[z~(5) < €, para todo n > N. Disto segue
que, |u(x)| < € para todo = € R com |z| suficientemente grande. O

Corolério 8.2.15 (Derivacio do Produto). Sejam u e v € WHP(I) com 1 <
p < oco. Entdo uv € WHP(I) e

(uv) = v'v +uv' .

Além disso, do Teorema 8.2.5, vale a formula de integra¢ao por partes
/ u'(s)v(s)ds = u(x)v(z) — u(y)v(y) — / u(s)v'(s)ds V xz,yel.
y y

Prova: Notemos que u € L*>(I) e portanto uv € LP(I). Comecemos pelo
caso 1 < p < o0. Se {u,}, {vn} séo seqiiéncias de C}(R) tais que uy|, € v,
convergem para u e v respectivamente em W1?(I), entdo u, — u e v, — v
em L*(I). Logo u,v, — uv em LP(I). Temos entao

/

(unvn) = up'vy, + upv, — v'v +uv’ em  LP(I).

Logo u,v € W'(I) e (uwv) = v'v + uv'.
Suponha agora que u,v € W1°(I). Entao,

wv € L™(I) e u'v+uw' € L¥(I).

Resta apenas mostrar que /v + uv’ é a derivada fraca de uv. Seja o € CL(I)
e I limitado tal que supp(¢) C I C I. Entao u,v € WP(I), Vp < oo de onde

segue que
/uvgp’ =— /(u’v + uv')p.
I I

Como ¢ é arbitraria em C}(I) o resultado segue. O
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Corolario 8.2.16 (Derivacio da Composicao). Seja G € CHR) tal que
G(0) =0 e seja u € WHP(I). Entdo

Goue W) e (Gou) = (G ou

Prova: Seja M = ||u|p~). Como G(0) = 0 exite C' tal que |G(s)| < C|s|
para s € [—M, M]. Entdao Gou € LP(I) pois |Gou| < C|u|. Da mesma forma
(G' ou)u' € LP(I). Resta mostrar que

/(Gou)cp’ = —/(G'ou)u'go, Vo € CHI).

Suponha que 1 < p < co. Entao existe uma seqiiéncia {u,} € C*(R) tal
que u,), — u em W'P(I) e, do Teorema 8.2.13, em L*(I). Isto, juntamente
com a continuidade uniforme de G e G’ em intervalos limitados de R, nos
dd que Gou, - Goue G'ou, — G ou em L*®(I). Consequentemente
(G" oup)u,’ — (G'ou)u’ em LP(I) e, de

/ (G oun)d = — / (G 0w, V€ CHI),

resulta que
JGowy == [(@oue, voect

O caso p = oo segue como no Corolario 8.2.15. ]

8.3 Os Espacos W™P(I)

Definicao 8.3.1. Dados m > 2 e 1 < p < oo defintmos por recorréncia o
espaco
WmP(I) = {u c WP (I) ' € Wmfl’p(l)} .

Escrevemos H™(I) = W™2(I).
e uc WmP(]) & existem m funcgoes ¢y, ..., g, € LF(I) tais que
/uDjso = (—1)j/gjso, Voe ™), Yj=1,2,....,m.

Denotamos g; por D/u .
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e O Espaco W™P(I) é munido com a norma

[ullwmary = lull oy + Z |1 D%u|| o)
a=1

e H™(I) é munido do produto interno

m

(w, v) gy = (u,v)r2(r) + Z(Do‘u, D) 21
a=1
e Pode-se mostrar que a norma || - ||ym»(r) é equivalente a norma |Juf| =

||| o1y + [ D™ ul| o) adicionalmente pode-se estabelecer que

1D ull rogry < || D™ ull ogry + Cllull oy,  Yu € WP(I)

o Wmr(I) C C"1(I).

8.4 O Espago W P(I)
Definicao 8.4.1. Dado 1 < p < oo designamos por Wy?(I) o fecho de C}(I)
em WP(I). Denotaremos Wy*(I) por HA(I).

. Wol’p(]) ¢ separdvel se 1 < p < oo, reflexivo se 1 < p < oo e HJ(I) é
Hilbert com o produto interno herdado de H*(I).

- CM(I) € denso em W'P(I) se, e somente se, I =R (W,"(R) = W?(R)).

- Usando seqiiéncias reqularizantes concluimos que C°(1) é um subespago
denso em WP (I)

- Sew € WH(I) N C.(I), entdo u € Wy (I).

Teorema 8.4.2. Se u € W'P(I), entio u € WyP(I) se, e somente se, u = 0
em O1.

Prova: Se u € W,"(I) existe uma seqiiéncia {u,} de C(I) tal que u, — u
em W1» (I). Portanto u,, — w uniformemente em I e consequentemente u = 0
em O1.

Reciprocamente, seja u € WP(I) tal que u = 0 em dI. Vamos fazer a prova
apenas no caso I = (a,00), os demais casos sao analogos.
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. e A . n—oo
Se existe uma seqiiéncia a,, € (a,00) tal que a, — 0 tomamos

() = {u(x), x € (ay,00)

0, z € (a,an].

Disto segue que u, € W (1) N C.(I) € Wy(I) e

n—oo

lu = wnllwrey = lullwrr@a,) — 0.

Logo u € Wy”(I).
Por outro lado, se existe b > a tal que u(x) # 0 em (a, b], tomamos n > WQIM

@) — u(z), © € (b,00)
e lG(nu(w)), x € (a,b),

n

onde G € CY(R) tal que

<1
G(t) = 0 se [t <
t se [t| >2

G| <t ¥V teR

O Corolario 8.2.16 nos d4 que u, € WhP(I).
Por outro lado

supp(i,) C {:1: e (ab): Ju(z)] > %} U [b, 00)

Consequentemente, u,, € Wol’p(]). Para ver que u € Wol’p(l), note que

lup(z) —u(x)] — 0, Veel

n—oo

lup () —u(x)| < 2|u(z)], VYneV zel.

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

n—oo

i =l = [ lina) = ule)lPde — o
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Para as derivadas temos que existe uma constante C' independente de n € N
tal que |G'(nu')|| =y < C e assim, em (a, b),

u;, = G'(nu)u’ —u’ quase sempre
n—oo

juy, — | = |G (nu) — 1Ju'| < (C+ 1)[u|
e novamente aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

temos que

b
i,y = [ (o) — @) — 0
Portanto u, — u em W'(I) e segue que u € W, ”(I). O

Teorema 8.4.3 (Desigualdade de Poincaré). Se I é um intervalo limitado,

entao
ullwioy < (L4 I | ogry,  Yu € WyP(1).

Prova: Se u € Wy”(I) e I = (a,b), entéo

u(z) =u(z) —ula) = /x u'(s)ds

de onde obtemos que ||| f(r) < |I| ||t/|| (1) para o caso p = oo e

(@) < |1 / P

para o caso p < co. Entao

(f1atar) < [1ur)"

T T

ou seja ||ul|zry < || [[/||ze(r) € o resultado segue. O
Observacao 22.

1) (W, V)12 define um produto interno em Hy(I) se |I| < oo e ||u/||r2n)
define uma norma equivalente a norma de H(I) em H}(I) .

2) Dado m > 2 definimos W' (I) como o fecho de C°(I) em W™P(I).
Note que WP(I) # W2P(I) "W, P(I) e que

Wy P (I) ={ue W) :u=u=...=u"'=0 em 9}
W2(I) N Wy (I) = {u € W?P(I):u=0 em OI}

Vigésima Sétima Aula (100 minutos) T
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Vigésima Oitava Aula (100 minutos) |

8.5 O Dual de W (1)
Definimos .
Wt (1) .= (Wol’p(l)> , 1<p<o
H-Y(I):= (H}(I))*. Se identificamos L*(I) com seu dual temos
Hy(I) — L*(I) — H'(I)
com inclusoes continuas e densas. Se |I| < oo
Wy P(I) — L*(I) — W™ '(I), V1<p<oo

ese |I| =00
Wy P(I) — LAHI) = W™ v1<p<2
com inclusoes continuas e densas.

Proposicao 8.5.1. Se F € WY (1), existem fy, fi € LP (I) tais que

(F,v) :/Ifov—i—/jfw', Vv € WHP(T)

e [|[Fl| = max { || follze=, | fillz= }- Se |I| < oo podemos tomar fo =0 .

Prova: Seja X = LP(I) x LP(I) com a norma ||(ho,h1)|lx = |lhollze(r) +
|21l ze(ry, b = (ho, h1). A transformacao linear

T:W,"(1I) — X
u — (u,u)

é uma isometria de Wy” em X . Se Y = T(W,*(I)) com a norma induzida
por X e S :Y — WU(I) tal que S(u,v') = u. A transformacao linear
Y 3 y — (F,Sh) ¢ um funcional linear continuo sobre Y . Pelo Teorema
de Hahn-Banach (Corolario 1.3.11) podemos estender este funcional a um
funcional sobre ¢ € X* com ||¢||x- = ||F'||. Do Teorema de Representacao
de Riesz para espacos L? (Teorema 5.2.10), existem fy, fi € LP (I) tais que,

(9, h) :/Ifoho+/jf1h1, Vh € X.
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p*—l p*—l
Tomando h = %, 0O)eh={0, % , segue que
1ol 1 £l e

IEllw—o ) = 9]

[filly -

e 1
Se I ¢ limitado podemos colocar em W;,”(I) a norma ||u/||1»() € usar o argu-

x+ = max { || foll

mento acima com X = LP(I) e

T:W," — L»(I)

U —

Observacao 23.
e Em geral, as funcoes fy e f1 nao sao unicamente determinadas por F.

e As conclusoes acima continuam vdlidas para WP (1),

8.6 Exemplos de Problemas de Contorno

O objetivo desta secao é estudar alguns problemas de valor de fronteira uti-
lizando os Teoremas de Lax-Milgram e Stampacchia e os espacos de Sobolev.

Primeiramente vamos utilizar o Teorema de Lax-Milgram para mostrar
que o problema

{ —u"(z) +u(z) = f(z), zel=(0,1),

u(0) =u(1) =0 (8.7)

tem uma tnica “solucdo” u (em algum sentido) para cada f em C(I) ou em
L3(I). Além disso, esta solucao depende continuamente de f.

Definicao 8.6.1. Uma solucdo cldssica de (8.7) é uma funcio u € C*(I) que
verifica (8.7). Uma solugdo forte de (8.7) é uma fungdo u € H*(I) N H}(I)
tal que —u" +u = [ quase sempre em I. Uma solu¢ao fraca de (8.7) é uma
fungdao u € HY(I) que verifica

/u’v’—i—/uv:/fv, Vo € Hy(I).
I I I
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Observacio 24. E ficil ver (do Corolario [8.2.15) que toda solucao forte
(cldssica) € uma solugdo fraca.

A proposicao a seguir estabelece a existéncia e unicidade de solucao fraca
para o problema (8.7).

Proposigao 8.6.2. Para toda f € L*(I), existe uma tinica v € H(I) solugdo
fraca de (8.7). Além disso, u é caracterizado por

ﬁ}%{;/v +v /fv}: /u +u /fu

Esta caraterizacao é chamada Principio de Dirichlet.

Prova: Se

a(u,v) = (u,v) g1 /uv—l—/uv e ap:v—>/fv:H&(I)—>R
I I

é facil ver que as hipoteses do Teorema 6.2.3 (Teorema de Lax Milgram) estao
satisfeitas. Segue que existe um tnico u € H{(I) tal que

/uv +/uv—/fv Vv € Hy(I)

e além disso, como a(-,-) é simétrica, u é caracterizado pelo principio de
Dirichlet. [

Observagao 25. Se ¢ € H (1)
Hi(I) tal que

HYI))*, existe uma tnica funcdo u €
0

/uv + /uv = (u,v) () = (v), Yo € Hy(I).
I

Além disso, o operador ¢ — u : H' — H} é uma isomometria de H1(I)
sobre H}(I). Neste caso diremos que u é uma solugdo generalizada de —u' +
u=, u(0) =u(l) =0.

O nosso préximo resultado estabelece que toda solugao fraca de (8.7) é de
fato uma solucao forte de (8.7).

Proposigao 8.6.3. Se f € L*(I) eu € H} € a solugdo fraca de (8.7), entdo
u € H*(I). Além disso, —u" +u = f quase sempre em 1. Isto mostra que
toda solucao fraca de (8.7) é uma solugao forte de (8.7)

181



Prova: Segue do fato que u é uma solucao fraca de (8.7) que

/Iu’v’ = —/I(u — flv, Yo e CHI).

Desta forma, v’ € H'(I) (pois u — f € L*(I)) e portanto u € H*(I). Além

disso /I(u,),v _ /I(u — flv, Yo e CHI)

e portanto u” := (v')’ = u— f quase sempre em [; ou seja, —u” +u = f quase
sempre em /. [

J& vimos que uma solugao fraca u € C?*(I) é uma solucio cléssica. O
resultado a seguir estabelece que a reciproca também vale sempre que f €

o).

Corolario 8.6.4. Se f € C(I) e u € H}(I) € a solugdo fraca de (8.7), entdo
u € uma solugdo cldssica de (8.7).

Prova: Se f € C(I) temos que u” € C(I) e portanto v’ € C*(I) e u € C*(I).

O]
A seguir vamos utilizar o Teorema de Stampacchia para mostrar que o
problema
(@) + ula) = f(@), @ e T=(0,1), 55)
uw0) =a, u(l)=4p '

com «, # € R tem uma tnica “solu¢ao” (em algum sentido) u para cada f em
C(I) ou em L?(I). Além disso, essa solucdo depende continuamente de f.

Seja K = {u € H'(I) : u(0) = a e u(1) = 3}. Definimos

Definicao 8.6.5. Uma solucdo cldssica de (8.7) é uma funcio u € C*(I) que
verifica (8.7). Uma solu¢do fraca de (8.7) € uma fun¢do u € K que verifica

/u’v'+/uv—/fv Vo € Hy(I).

Proposigao 8.6.6. Dados f € L*(I) e a, 8 € R, existe uma tinica u € H*(I)
que verifica (8.8). Além disso u € caracterizada por

{}Iéllr(l{;/v + %) /fv}: /u + u?) /fu
Se f € C(I), entao u € C*(I).
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Prova: Se a(u,v) = /u'v'+ /UU = (W, V) g1y, P 1V — /fU : Hy(I) —
I I I

R e K é o subconjunto convexo fechado definido acima é facil ver que as
hip6tese do Teorema 6.2.2 (Teorema de Stampacchia) estao satisfeitas. Segue
do Teorema 6.2.2/ que existe uma unica u € K tal que

/Iu'(v—u)’nL/Iu(v—u)Z/If(v—u), Vo € K.

Além disso, u é caracterizada por

Ivréifr(l{%/l(vﬂ—l—v?)—/[fv} = %/I(U'Q—l—uz)—/lfu.

Para mostrar que u é uma solugao fraca de (8.8) fazemos v = v + w com
w € H}(I) e obtemos que

/u'w'+/uw:/fw, vw € Hy(I).
I I I

Procedendo exatamente como antes obtemos que v € H?(I) e que —u"+u = f
quase sempre em I. E ébvio que se f € C(I), entdo u € C*(I). O
Inserir um exemplo onde a forma bilinear nao é simétrica e outro

para as condicoes de Neumann.
Vigésima Oitava Aula (100 minutos) T
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Vigésima Nona Aula (100 minutos) |

8.7 Auto-Funcoes e Decomposicao Espectral

Seja I = (0,1) e denotemos por N* o conjunto dos ntiimeros inteiros positivos.

Teorema 8.7.1. Sejap € C1(I) comp > a > 0 sobre [ eq € C(I). Entdo ex-

iste uma seqiiéncia (A, )nen+ de nimeros reais e uma base Hilbertiana {u, }nen-
de L*(I) tais que u, € C*(I) e

—(pu.) + qu, = Auy, em I
un(v) = u,(1) = 0.

Além disso, N\, — oo quando n — 0.

Diremos que {\,} é a seqiiéncia de auto-valores do operador diferencial
Au = —(pu’)’+qu com condicao de fronteira de Dirichlet e {u,,} é a seqiiéncia
de auto-fungoes associadas.

Prova: Podemos sempre supor ¢ > 1 pois, se este nao é o caso, escolhemos
C tal que ¢ + C' > 1 e substituimos A, por A\, + C' na equacao. Procedendo
exatamente como fizemos para (8.7), é facil ver que, dada f € L*(I) existe
uma tnica v € H%(I) N H}(I) tal que

{—mwzwé o

Designamos por T’ o operador que a cada f € L?(I) associa a solucao u €
H?* N H} de (8.9). Mostraremos que T : L*(I) — L?*(I) é um operador auto-
adjunto e compacto.

Primeiramente mostremos que T' é compacto. Se f € L*(I) e u = Tf,

/pu'2+/qu2 :/fu.
I I I
Disto segue que
1/2 1/2
ol + e < ([ 7)) ([2)
I I
18

4

temos que



e portanto existe uma constante ¢ > 0 tal que

1T F ey = Nl < ellfllze

Isto implica que T leva limitados de L?(I) em limitados de H'(I) (que sio
compactos em L?(I)). Logo T é compacta.
A seguir mostraremos que 1" é auto adjunta. Para este fim, mostremos que

[ang= [swe. viger

De fato, se u =T f e v =Tg, temos

—(pu')' 4+ gu = f, quase sempre em I,
—(pv') +qu =g, quasesempre em [

e multiplicando a primeira equagao por v e a segunda por u e integrando
/pu’v/Jr/quv—/f v_/
I

/I(Tf)f = /qu = /I(pu/ +qu®) >0, Vfe L*I) (8.10)

Por outro lado N(T') = {0} pois se Tf = u =0 entao f = 0.

Por fim note que

Do Teorema [7.4.4, L*(I) admite uma base Hilbertiana {u,},en: formada
de auto-vetores de T' associados a auto-valores {\, },en+. Temos que p,, > 0
(de fato, p,, > 0 de (8.10) e u,, # 0 pois N(T') = {0}) e p, — 0. Escrevendo
Tu, = ,u, temos que

1
_(pﬂnun/)l + qlnlUp = Uy = _(pun/)/ + quy = — Up.
1 _ _
Logo, A\, = —. Por fim, u,, € C*(I) pois f = \u, € C(I). O
[hn
Exemplo 8.7.1. Sep =1, ¢ =0, u, = V2 sen(nnz) e A\, = n’n%, n =

1.2,
Vigésima Nona Aula (100 minutos) T
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