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Exercicio 1. Seja T : /> — (2 o operador linear definido por 7'(x) = y onde

_Ja0 se j=1
BTV G-ty se j>2

1. Considere a sequéncia de operadores lineares (73,)2°,; C ¢? onde
T, : £? — (2 ¢ definido por Ty (z) = y onde

_J0 se j=1
Yi = (j—l)_la?j,l se 2<j<n.

Prove que T,, é um operador linear de posto finito e 7,, — T em
L(¢%,0?). Pontanto T é um operador linear compacto e em particular
continuo.

2. O operador T' é autoadjunto?

3. Prove que o(T) = {0}. Para isto use o Teorema VI.8 pagina 95,
Brezis. Seja E espaco de Hilbert com dim(F) =00 e T : F — F um
operador linear compacto. Entao
(a) 0 e o(T).

(b) o(T)\ {0} = VP(T)\ {0}, isto é, o espectro de T é formado de
autovalores de T" e o elemento nulo.
(¢) Ocorre apenas uma das afirmagoes:
i, o(T) = {0);
ii. o(T)\ {0} é finito;
iii. o(T) \ {0} é sequéncia convergente para o elemento nulo.

Exercicio 2. Seja E espago de Hilbert e P : E — FE um operador linear
continuo.

1. Prove que P é uma projecao ortogonal se, e somente se, P ¢
autoajunto e idempotente, isto é, P2 = P.

2. Suponha que dim(E) = co e T : E — E é um operador linear
continuo e autoadjunto tal que o(T") = VP(T) = {0,1}. Prove que
T é uma projecao ortogonal. Lembre-se que se T : £ — E é um



operador linear continuo e autoadjunto entdo o(T) C [m,M],m €
o(T) e M € o(T) onde

m=inf{{T(u);u):ueFE e |u]=1}

M =sup{(T(u);u):u € E e |ul|=1}

Exercicio 3. Considere E = C°([-1,1],R) munido com a norma

ol = [ 15

Seja Ag ={f € E: f(0) = a}.

1. Prove que A, é convexo e nao vazio.

2. Prove que se a < b, entao A, N Ay = 0.

3. Prove que A, nao é aberto em F.

4. Prove que A, é denso em E.

5. Os conjuntos A e B podem ser separados por um hiperplano fechado
em E7

6. Considere o funcional linear ¢ : E — R dado por ¢(f) = f(0).
Prove que existe uma sequéncia (u,) C E tal que |luy|1 = 1 e

©(un) = uy(0) — o0, logo ¢ ndo é continua em FE.

7. Note que se a < b entao o funcional ¢, definido acima, separa os
conjuntos A, e Ap.

Exercicio 4. Seja A : (> — (2 definido por A(z1,..,Tn,..) =
(M 21, ooy Ann, ...) onde A, € R e sup,, |A\,| < co. Para quais seqiiéncias
{\.} podemos afirmar que A~! existe? Nesse caso A~! fica continuo?

Exercicio 5. Seja S : (2 — (2, S(z) = (0,21, %2, ..., Tn,...). S é injetivo? S é
sobrejetivo? Existe inverso a direita? A esquerda? Sao limitados? Repita
tudo para T(z1, 22, ..., Tn, -..) = (2, T3, ...).

Exercicio 6. Mostre que o operador A : C1[0,1] — C°[0,1], A(x) = 2’ admite
um inverso a direita mas nao a esquerda.

Exercicio 7. Seja A : D — C[0,1], D = {x € C'0,1] : z(0) = 0},
Az(t) = 2/(t) + a(t)z(t), onde a € C[0,1]. Mostre que A~! existe e é
continuo.

Exercicio 8. Seja A : C[0,1] — C0, 1] tal que Az(t) = fot x(s)ds+x(t). Mostre
que N'(A) = {z : A(z) = 0} = {0}, e que A é sobrejetivo. Além disso, A~*
é limitado; calcule A1,



Exercicio 9. Sejam F um espaco de Banach e C operador em B(FE, E) = B(E)
tal que ||C|| < 1. Mostre que I — C é sobrejetivo, (I — C)~! existe e é
limitado, e (I — C)~! = 32> ,C™, a convergéncia sendo na norma de

B(E). Além disso, [|(I = C)7|| < =7

Sugestao: (I —C)I+C+C?*+ ...+ CN)=1-CN+L

Exercicio 10. Seja E um espago de Banach, A € B(FE) tal que ||I — A|| < 1.
Mostre que A1 existe e que A~! € B(E).

Exercicio 11. (Operador derivada e operador integracao)

1. O operador A : D(A) — (C[0,1],]| - |lc) onde, D(A) =
{z € C[0,1] : 2’ € C[0,1]} dado por Az = z’ é continuo?

2. T:(Cl0, 14 [ - [|loo) = (C[0,1], ]| * [|ls0), Tx = o', é continuo?

3. Mostre que I : C[0,1] — C[0,1], (Ix)(t) = fg x(s)ds é continuo;
calcule ||I].

Exercicio 12. Sejam (E,|| - ||) e (F,| - ||). Dizemos que que E e F sao
topologicamente isomorfos quando existe uma aplicagao linear T' de F
sobre F com T e T~ continuas. Mostre que T e E sdo topologicamente
isomorfos se e sé se existe T' de F sobre F' linear e constantes m, M > 0
tais que m|z| < ||Tz| < M||z|, Y € E. Mostre que o isomorfismo
topoldgico preserva seqiiéncias de Cauchy; em particular, F é espaco de
Banach se e s6 se F' é espaco de Banach.

Exercicio 13. Seja E um espaco vetorial com a métrica d : £ x F — R. Em

geral ndo existe norma || -|| em E tal que d(z,y) = |Jx—y||. De fato, mostre

que (£*,d) onde d(&,m) =300, 2%%, é espago métrico (completo).

Sugestao: Para demonstrar a desigualdade triangular: o(z) = s €
estritamente crescente para x > 0; latbl o _laltlb] Se existisse

? 14+]a+b] — 1+]|a|+[b] —
uma norma em (£,d) tal que d(¢,m) = |€ — n| terfamos d(A,An) =
IAlI€ = 7], o que ndo é verdadeiro. Serd que existe norma em ¢! tal
que d e || - || definem a mesma topologia?

Exercicio 14. Seja A : E — F operador linear tal que R(A) é fechado em F'
e existe m > 0 satisfazendo ||Ax| > m|z|, V2 € E. Mostre que A~! é

fechado.

Exercicio 15. Mostre que se A é fechado e admite inverso A~!, entdao A~! é
fechado.

Exercicio 16. Dada f € C!, denotando |f|p: = fol |f(x)|dz, mostre que
(C[0,1],]| - ||z1) é um espaco vetorial normado, mas néo é um espago de
Banach.



Exercicio 17. Sejam 0 < a < 1, C¥[0,1] = {f € C[0,1] : sup,z, %}

Mostre que (C*[0,1],] - ||la) é espago de Banach onde

flz) = fy
17l = 1o +sup LD =S@
z#Y |$ y|
O subconjunto {f € C*: || f|la <1} é compacto em (C*[0,1], ]| - ||lso)- E

compacto em (C*[0,1],] - |la)?

Exercicio 18. Mostre que E' x F' = (E x F)'.

Sugestao: mostre que T(f,g)(u,v) = f(u) + g(v) é um isomorfismo
topoldgico.

Exercicio 19. Seja N C E’. Mostre que (N1)+ = N se E ¢é reflexivo.

Exercicio 20. Sejam F e F espacos isometricamente isomorfos. Mostre que F
é reflexivo se e s6 se F' for reflexivo.

Exercicio 21. Sejam X,Y espagcos de Banach e 4,, € B(X,Y). Suponha que a
seqiiéncia ({f, Anx)) seja limitada para cada 2 € X e todo f € Y. Mostre
que a seqiiéncia {||A,||} é limitada.

Exercicio 22. Ache o operador adjunto dos operadores A : ¢! — ¢! dados
por, Av = (x1,...,2,,0,0,...); Az = (Mx1,..., A\nTn,...), Ay € R
[An| < 1Vn; Az = (0,21, 29,...); A(x) = (x2,23,...). Repita a questao
com A definido em cg; idem A : €2 — (2.

Exercicio 23. Sejam (X, | - ||) um espaco vetorial normado, ¥ subespago de
X. Mostre que se int(Y) # () entdo ¥ = X.

Exercicio 24. Sejam (X, ||-||) reflexivo f € X’. Mostre que existe x # 0 tal que
(f,x) = || fllllz]l. Utilize os seguintes funcionais: f : C[-1,1] — C[—1,1],
fla) = [ at)dt, f(z) = S5, (1 E)aw, = (21,000, 25,.) € b1, e

f(z) = Y02 587, @ € co para mostrar que C[—1,1], ¢! e ¢y nao sdo
reflexivos.

Exercicio 25. Seja A: D(A) — C[0,1] tal que Ax(t) = 32732” + z(t),
D(A) = {x € C[0,1] e 2(0) = 2/(0) = 0}.
Mostre que A é fechado mas ndo é limitado. Existe A~'? A~! é limitado?

Exercicio 26. Seja Y subespaco de (X, - ||). Mostre que Y é fracamente
fechado se e s6 se Y for fortemente fechado; esse resultado vale para
qualquer subconjunto convexo Y de X.

Exercicio 27. Seja (E,| - ||) um espaco vertorial normado e f : E — R
um funcional linear nio trivial. Mostre que E = N(f) @ (xg), onde
w0 € E\N(f) e N(f) = {w € E: f(x) = 0}.



Exercicio 28. Sejam (E, || -||) e (F,| - ||) espagos vetoriais normados. Mostre
que se L(E,F)={T: E — F : T é linear e continua } é Banach entao F'
¢é Banach.

Exercicio 29. Se (E,|| - ||) um espago de Banach, entdo é possivel escrever
E =UX | E,, onde cada E,, é subespaco vetorial de dimensao finita?

Exercicio 30. prove que (C([0,1],R),] - |l1) ndo é um espago de Banach, onde
HUHI = f[071] ‘u| dx.

Exercicio 31. Seja (H,(:,-)) um espago de Hilbert e || - || a norma induzida
pelo produto interno de H.

1. Seja (zn)neny um conjunto ortonormal de H. Mostre que a série
S he | agxy converge se, e somente se, » p; |ag|? converge, e neste

caso vale
(o) oo
E apTr|| = E |ag|2.
k=1 k=1

2. Seja C # () um subconjunto fechado e convexo de H. Dados v € H
ey € C, prove que

[z -yl = inf |z — 2| & (z —y,z —y) <0, Vz € C.
zeC

3. Mostre que o conjunto A := {c¢, : n € N} onde ¢, (i) = 0se i #n
e cu(n) = (n+1)/n. Prove que A C ¢? é fechado em ¢? com sua
norma usual, porém nao existe um elemento em ¢? que minimiza
infrea ||z ez-

4. Seja C' C H um conjunto ortonormal maximal de H. Mostre que se
(x,y) = (u,y) para todo y € C, entdo z = u.

5. Seja C' = {x, }neny um conjunto ortonormal de H. Prove que para
todo x € H a expressao

y= (z, o)
k=

1

estd bem definida, ou seja, y € H e além disso (z — y,xx) = 0 para
todo k € N.

Exercicio 32. Sejam (X, -||) e (Y,|| - ||) espagos vetoriais normados e seja
D um subespago vetorial de X. Dizemos que uma transformagao linear
A: D — Y é uma aplicacao fechada se para toda sequéncia (z,) C D,
com z, — zem X e A(x,) — yem Y, vale

xe€D e y=A(x).



1. Prove que A é fechada se, e somente se, seu grafico é fechado Graf(A)
em X x Y equipado com a norma ||(z,y)|| = ||z| + ||yl|-

2. Prove que se A é limitada e D é um subespago fechado de X, entao
A é fechada. Em particular, se D = X e A é continua entdo A é
fechada.

3. Prove que se A é fechada e A1 existe, entdo A~! também é fechada.
4. Prove que se Y é Banach, A é fechada e limitada, entdao D é um

subespaco fechado de X.

Exercicio 33. Considere C([a,b],R) equipado com a norma |ufec =
maxe(q) [u(t)] e C*([a,b],R) equipado com a norma

lull == llufloo + [lv/loc-

e Mostre que (C([a,b],R), ||ulj1) é um espago de Banach.

e Mostre que a inclusao
(C*([a, 0. R), lull1) = (C([a, b], R), ||ull)
é compacta.

Exercicio 33. Considere A : 2 — ¢? definida por A(z) = y onde x = (;);en
e y = (x2;)ien, isto 6,

A(.’El,l'z,l'g,...,xi...) :A($27$4,$6,...,.’E2i...)

A aplicacao A é compacta?
Determine os autovalores de A.
Determine o espectro de A.
Determine a adjunta A* de A.
A aplicacdo A* é compacta?
Determine os autovalores de A*.

Determine o espectro de A*.

® N o o W

As aplicagoes A* e A sdo autoadjuntas?

Exercicio 34 Definamos os seguinte espagos vetoriais normados por || - ||¢e:
coo(N,R) = {z = (z;)jen € £*°(N,R) : z; # 0 apenas para um nimero finito de indices j}
Co(N, R) = {l‘ = (xj)jeN S EOO(N,R) 1Ty — 0}
¢(N,R) = {x = () jen € £2°(N,R) : existe @ € R tal que z; — a}

1. Mostre que coo(N,R) é denso em c¢o(N,R) com respeito & norma
[l lleee

2. Mostre que coo(N,R) néo é espago de Banach com respeito & norma
[l lleee



Mostre que coo(N, R) nao é denso em ¢°°(N,R) com respeito & norma
Il lleee

4. Mostre que a codimensao de ¢g(N,R) é igual a 1 em ¢(N,R).

5. Mostre que {¢; :¢; = (0i5)jen, % € N} é uma base de Schauder de

coo(N,R) que também é base no sentido de espago vetorial.

Exercicio 35 1. Definamos o funcional linear f : V — R por f(z,y) = x

em V = {(z,y) € R? : 2z — y = 0}. Exiba o tnico funcional linear
continuo f que estende f a todo R? e tal que ||f|| = ||f]|. Justifique
sua resposta através de cdlculos envolvendo a expressao de f e f.

Seja H um espago de Hilbert e V' C H um subespaco vetorial proprio

nao trivial. Mostre que todo funcional linear e continuo f : V — R
possui tnica extensao linear e continua f : H — R tal que ||f|| = || f]|-

Exercicio 36 Sejam E e F' espagos vetoriais normados e seja T' : E — F uma
funcao qualquer. Denotemos por G(T') e Im(T) respectivamente o grifico
de T e a imagem de T'.

1. Se G(T') é compacto, entdo E e Im(T) sao compactos.

2. Se E é compacto e T é continua, entdao G(T') é compacto.
3.
4

. Que condigoes a mais sobre T', E' e F garantem que se G(T') é fechado

Se G(T) é compacto, entdo T é continua.

entdo T é continua? Justifique.

Exercicio 37 Seja X um espago de Banach e sejam A, B : X — X aplicagbes
lineares continuas. Definamos T : X ® X — X QX por T(z,y) =
(Az, Ay + Bz)

1.
2.

Mostre que o espectro de T e o de A sao iguais.

Mostre que o conjunto de autovalores de T' e o de A sdo iguais.



