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Exercicio 1. Prove que o espaco dual de £ é £>°.

(a) Considere {e;};en a base canonica de £, isto é, e; : N — R tal que
ei(j) = 0sei # jeel(j) =1sei=j Dada f € (£), seja
aj = f(e;). Neste caso podemos afirmar que para todo £ = (a;) € ¢!
temos f(&) = f(372, aje;) = 2052, ajay?

(b) Prove que o elemento o = () com «; = f(e;) pertence a (> e que
ledlos < WS llery-

(c¢) Defina @ : (¢!') — ¢> dada por ®(f) := a = (a;) com a; = f(e;).
Prove que @ esta bem definida é linear e continua.

(d) Prove que para todo £ = (a;) € ¢! temos

O] < lledlse i€l
donde | f|l(ry < |lollsc € portanto para todo f € (¢') temos
I®(f)lle=s = || fllery, isto é, @ é uma isometria.

(e) Prove que ® é sobrejetora. Dada § = (8;) € £*° defina o funcional
g : ' — R dado por

9 =g (D ajes | = a;B;.
j=1 j=1

Prove que |g(&)| < [|8]lcll€]l1, donde g € (£1) e (g) = 3.

Exercicio 2. Prove que £ nao é separdvel. Seja & = (£")nen uma
seqiiéncia em £*°. Defina a € £*° dada por

0 sef?Zl
§+1, selgfl <L

Prove que ||a — &,]|c0 > 1, para todo n € N.
Exercicio 3. Prove que ¢! nao é reflexivo.

Exercicio 4. Considere Z C (> tal que 8 € Z se 3; € {0,1}. Prove
que Z nao é enumeravel. Prove que se o, § € £*° e a # (3, entao
lloe = Bllo = 1. O que vocé pode concluir deste fato?



Exercicio 5. Considere {e;};eny C 2 tal que e; : N — R tal que e;(j) = 0
sei# jeei(j)=1sei=j. Prove quee, — 0in ¢?, mas e, # 0 no
sentido forte em £2.

Exercicio 6. Seja E um espago de Banach e f € E’. Prove que
f:(E,0(E,E")) — R é continua.

Exercicio 7. Seja E um espaco de Banach e ® € E”. Explique se é
verdadeiro ou falso que @ : (E',0(E’, E)) — R é continua.

Exercicio 8. Seja E um espago de Banach. Prove as seguintes
afirmacoes:

(a) (zn) CE, xn =z (em o(E, E')) & f(zn) — f(z), Vf € E.

(b) (zn) CE, zp — x (em (E, |- ) = f(zn) — f(z), Vf € E'.

(c) Se E tem dimensao finita entdo a topologia fraca em E coincide
com a topologia forte em F.

(d) Explique se é verdadeiro ou falso que se E tem dimensdo
infinita entao a topologia fraca em E é estritamente menor que
a topologia forte em FE.

(e) Prove que a cole¢ao o(FE, E') é uma topologia em E e além disso
é Hausdorff (T5).

(f) Prove que se E tem dimensao infinita entao a topologia fraca em
E nao é metrizavel.

(g) Descreva os abertos das bases para as topologias: o(E, E’) e
o(E',E).

(h) Prove que toda sequéncia (x,) C E fracamente convergente é
limitada em (E, | - |)).

(i) Prove que a fungdo norma é sequéncialmente fracamente semi
continua inferiormente, isto é, para toda sequéncia (z,) C E
fracamente convergente x,, — x tem-se ||z|| < liminf,, o |||

(j) Prove que se E tem dimensao infinita entao

o(B,E’

)
{re Bl =1} —{zecE:|z| <1}

(1) Prove que {z € E : ||z|| < 1} é compacta em (E,| - ||) se, e
somente se, F tem dimensao finita.

Exercicio 9. Prove que em /' uma sequéncia é fracamente convergente se, e
somente se, é fortemente convergente: u, — u < u, — u. O que voceé
pode concluir disto em termos da relacao entre topologia fraca e topologia
forte?

Exercicio 10. Seja E um espago de Banach reflexivo. Prove que se (u,) C E é
tal que para todo f € E’, a sequéncia (f(u,)) é convergente, entao existe
u € F tal que u,, — u converge em o(F, E").

Exercicio 11. Seja F um espago de Banach. Prove que todo conjunto K C F
compacto na topologia fraca o(F, E’) é limitado.



Exercicio 12. Seja F um espago de Banach reflexivo. Prove que K C F
é compacto na topologia fraca o(FE, E’) se, e somente se, é fracamente
fechado em o(F, E’) e limitado.

Exercicio 13. Seja F um espaco de Banach e
cw = {(x,) C E: (x,) converge fraco}.
Prove que ¢, é um subespago vertorial de F(N, E).

Exercicio 14. Sejam FE e F espacos de Banach e T : E — F operador
linear. Prove que se T aplica sequéncias fortemente convergentes em F em
sequéncias fracamente convergentes em F', entao T é fortemente continuo.

Exercicio 15. Sejam E e F espagos de Banach e T': E — F operador linear
limitado. Prove que se z,, = z em o(F, E’), entdo Tz, — Tx em o(F, F").

Exercicio 16. Sejam E e F espacos de Banach. Dizemos que um operador
linear T': E — F é compacto se T(Bg) é compacto, onde

Bp={zcE:|z| <1}

1. Prove que todo operador compacto é continuo.

2. Prove que T é compacto se, e somente se, T aplica conjuntos limitados
em conjuntos realtivamente compactos.

3. Prove que T é compacto se, e somente se, T aplica sequéncias
limitadas de E em sequéncias de F' que possuem subsequéncias
convergentes em F'.

4. Prove que a colegdo K(E,F)={T:E — F:T é compacto} é um
subespago vetorial fechado de L(E, F'), em particular (K(E, F),]| -
|l (e,F)) é um espaco de Banach.

Exercicio 17. Sejam E e F espacos de Banach. Dizemos que um operador
linear T : E — F ¢é completamente continuo se T aplica sequéncias
fracamente convergentes em E em sequéncias convergente em F'.

1. Prove que todo operador completamente continuo é continuo.
2. Prove que todo operador compacto é completamente continuo.

3. Prove que se FE é reflexivo, entao T' : E — F é compacto se, e somente
se, T' é completamente continuo.

4. A colecao CC(E,F)={T:E — F:T é completamente continuo}
é um subespago vetorial fechado de L(E, F)?

5. Se F nao é reflexivo, existe exemplo T' : E — F completamente
continuo que nao é compacto. Considere o operador inclusao

7:C([0,1],R) — L3([0, 1], R),

em que estes espacos estdo munidos de suas normas usuais. Prove
que Z é completamente continuo mas nao é compacto.



Exercicio 18. Sejam E e F espacos de Banach e T : E — F operador linear
limitado. Dizemos que T tem posto finito se T(E) é um subespago de
dimensao finita de F.

1. A cole¢ao PF(E,F) = {T' : E — F : T tem posto finito} é um
subespago vetorial fechado de L(E, F')?

2. Seja (T,,) uma sequéncia de operadores de posto finito tal que T,, — T'
em L(E,F). Prove que T é um operador compacto.

3. Seja H um espaco de Hilbert. Use o teorema da projecao para provar
que para todo operador compacto T : H — H existe uma sequéncia
de operadores de posto finito T,, : H — H tal que T,, — T em
L(E,F).

Exercicio 19. Mostre que os seguintes operadores sao compactos.

(a) T: 0% — 2 tal que T(x1,22,...) = (21,72/2,...,20/n,...)
(b) T: % — (2 tal que T(x1,22,...) = (21/2,22/2%, ..., 2, /27, ...)
()T : ¢ — ¢, 1 < p < oo tal que T(z1,22,...) =
(X1,22/2,...,x0/n,...)
(d) T:0%° — £ tal que T(x1,x2,...) = (x1,22/2,...,2,/n,...)
Exercicio 20. Sejam FE, F espacos de Banach e T : E — F um operador

compacto. Prove que se F' tem dimensao infinita, entdo 7" ndo pode ser
sobrejetivo. Se T'(F) é fechado em F, pode T(E) ter dimensao infinita?

Exercicio 21. Mostre que a seqiiéncia de operadores limitados T}, : £ — ¢% de
posto finito definidos por

Tox = (x1,...,2,,0,...)

converge pontualmente para um operador limitado que nao é compacto.

Exercicio 21. Sejam H um espago de Hilbert, {e,} um sistema ortonormal
completo para H e {\,} C R uma seqiiéncia de niimeros reais tal que
An — 0. Defina um operador T : H — H por

Tr= Y Ap(z,en)en.

n=1

Mostre que T é um operador compacto.

Exercicio 22. Sejam H um espago de Hilbert, {e,} um sistema ortonormal
completo para H, F' um espaco de Banach e T': H — F um operador

o0
limitado. Mostre que se . ||Te,||* ¢ uma série convergente, entdo, T é

n=1

um operador compacto.



Exercicio 23. Seja E = {f € C?([0,1]) : f(0) = f'(0) = 0} e considere
o operador T : E — (C°([0,1]) definido por T'f = f”. Mostre que
T-1:C?([0,1]) — L?([0,1]) é um operador compacto.

Exercicio 24. Sejam F um espaco reflexivo, F' um espago vetorial normado
e T : E — F um operador linear compacto. Mostre que T(Bg) é
compacto.

Exercicio 25. Defina T : C°([-1,1]) — C°([-1,1]) por

)@ = [ £ ().

Mostre que T é um operador compacto, mas T(Bco([,l’l])) nao é
compacto.

Exercicio 26. Sejam FE e F espacos vetoriais normados com dimFE = oo e
T : E — F um operador linear compacto. Mostre que existe uma
seqiiéncia {r,}, .y tal que [|x,[| = 1 para todo n e Tz, — 0.

Exercicio 27. Sejam H um espago de Hilbert e T : H — H um operador
linear compacto. Mostre que existe x # 0 tal que ||Tz|| = |T|| ||~

Exercicio 28. Sejam E um espago reflexivo e F' um espaco de Banach com a
propriedade de que toda seqiiéncia que satisfaz y,, — 0 satisfaz y,, — 0.
Mostre que se T : E — F é um operador linear limitado, entao, T é
compacto.

Exercicio 29. Sejam F e F espacos vetoriais normados. Um operador linear
T : E — F que leva seqiiéncias limitadas em E em seqiiéncias que possuem
subseqiiéncias fracamente convergentes em F é chamado um operador
fracamente compacto.

1. Mostre que operadores fracamente compactos sao limitados.
2. Mostre que se E ou F sao reflexivos, entao todo operador limitado é

fracamente compacto.

Exercicio 30. Sejam F e F espagos vetoriais normados e T : E — F um
operador linear compacto. Mostre que T'(E) é separavel.

Exercicio 31. Mostre que toda forma bilinear limitada é continua.

Exercicio 32. Sejam H um espago de Hilbert separdvel, T € L(H) um
operador autoadjunto compacto, {\, }, < & seqiiéncia de autovalores nao-
nulos distintos de 7" e {e, }, oy & correspondente seqiiéncia de autovetores
ortonormais. Mostre que

Tx = i (Tx,en) e, = i An (2, en) en.
n=1 n=1



Exercicio 33. Sejam E e F espacos de Banach e T : E — F operador linear
limitado.

1. Prove que o seguinte diagrama é comutativo:
E F

JE l iJF
E// 1

2. Suponha que vale que se T : E — F é compacto entao T* : F/ — E’
também é compacto. Prove que vale a reciproca, isto é, se T* : F/ —
E’ é compacto entao T : E — F é compacto. Para isto use o exercicio
anterior para provar que

T
e

R
T**

JF(T(BE)) - T**(BE//).

3. Prove que se T : E — F' é compacto entao T* : F/ — E’ também &
compacto.

Exercicio 34. Prove que T : /! — ¢! tal que T'(z1,%2,...) = (0,21,72,...) é
uma isometria que nao é sobrejetora.



