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1 Conjuntos Finitos e Infinitos - Cardinalidade

Os nuimeros naturais podem ser usados para contar os elementos de um conjunto finito,
para tanto, o principio de indugao é essencial.

Dadon € N, seja I, ={p e N:p<n}, ouseja I,=1{1,2,3,---,n}.

Definicao 1.1 Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que X possui n elementos se
existe uma bijecao f : I, — X. A funcdo f € dita uma contagem dos elementos do
conjunto X e dizemos que X possui n elementos. Convencionamos que o conjunto vazio
tem zero elementos.

Dizemos que X € um conjunto finito se ele é vazio ou se, existe n € N tal que X possui
n elementos, neste ultima caso dizemos que o numero natural n é o numero cardinal do
conjunto X ou, também, que X tem cardinalidade n e escrevemos #(X) =n.

Fazendo: =1 = f(1), o = f(2), ---, 2, = f(n), podemos escrever X = {xy, x9, 3, -+, Tp}.

Um exemplo 6bvio de conjunto finito é o proprio [,, e claro, a funcao identidade
f I, — I, ¢ uma contagem dos elementos de I,,.

Definicao 1.2 Um conjunto X diz infinito se ele nao € finito, ou seja, se ele ndo € vazio
e qualquer que seja n € N, nao existe uma bije¢ao f : I, — X.

O proéprio conjunto dos numeros naturais, N, é infinito. Qualquer que seja n € N,

nenhuma funcao f : I, — N é sobrejetiva. De fato, tomando, por exemplo, M = > f(k)
k=1
temos M > f(k), Yk € I,. Logo M ¢ f(I,) e f nao é sobrejetiva.

A rigor a Definicao 1 ainda nao é “boa”. Precisamos nos convencer de que todas
as contagens fornecem o mesmo nimero de elementos. Ou seja, dado um conjunto, nao
vazio, X e bijecoes ¢ : I, = X, e ¢ : I,, — X serd que n = m? Note que, nessas
condicoes, ¢t o) : I, — I,, é uma bijecdo. Assim, para que todas as contagens de um
conjunto X fornecam o mesmo nimero de elementos, basta provar que, se existe uma



bije¢ao f : I, — I, entdo n = m. Suponhamos que m < n, entao I, C I,,. A unicidade
do ntmero de elementos de um conjunto finito é consequéncia do seguinte teorema.

Teorema 1.1 Seja A # ¢ tal que A C I,. Se existe uma bijecao f : I, — A. entao
A=1,.

Demonstragao: Faremos inducao em n. E claro que o resultado vale para n = 1.
Suponhamos que ele seja valido para n € N e consideremos uma bijecao f : I,y — A.
Ponhamos a := f(n+1). f:= fl5, : I, = A\ {a} é uma bijecao.

Se A\ {a} C I,, entdo, pela hipétese de indugao, temos A \ {a} = I,,, logo a =n + 1
e A= nal-

Se A\ {a} ¢ I,, entao devemos ter n +1 € A\ {a}. Neste caso, existe p € N tal que
f(p) = n+ 1. Definimos uma nova bijecao

flx)ysex#pex#n+1
9:dnpr = A, glx) = ¢ 9(p) =a
gn+1)=n+1

Temos, g :=g|1, : I, = A\ {n+ 1} é uma bijecao e, é claro que, A\ {n+ 1} C I,. Logo,
pela hipétese de indugao, A\{n+1} = I,,, donde A = I,,, 1, o que conclui a demonstragao.
[

Corolario 1.2 Se existe uma bije¢ao f : I, — I,,, entao n = m.

Demonstracao: Suponha que m < n. Entao [,, C [,. Tomando A = [,, no teorema
acima, obtemos [,, = [,,, portanto m = n. 0

Desta maneira, os nimeros naturais podem ser usados para contar os elementos de
um conjunto finito dado. Ou seja, podem ser usados como nimeros cardinais.

Corolario 1.3 Sejam X,Y conjuntos finitos tais que Y C X e Y # X. Entdo nao existe
uma fungao bijetiva f: X — Y.

Demonstragao: Se X é finito, existe uma bijecao ¢ : I, — X. Seja A = o~ }(Y). Entao
AcCl,, A#1I, e ©=p|la:A—Y éuma bijegao.

[nLA gz(@)_lofogo:[n%/l
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X—Y

g seria uma bijecao de I,, sobre sua parte propria A. Isto contradiz o Teorema 1.1. Logo
nao existe a bijecao f. O

Teorema 1.4 Se X € um conjunto finito, entao todo subconjunto Y C X também é
finito. Além disso,

#Y) < #(X) ¢ #(V)=#(X) — X-Y.

Demonstracao: Basta provar o teorema no caso em que X = I, o que pode ser feito
por inducao em n.
Ver: Curso de Anélise (vol I), Elon .....



Corolario 1.5 Seja f : X — Y uma fungao injetiva. Se 'Y € finito, entao X também é

finito e #(X) < (V).

Demonstragao: f: X — f(X) é uma bijegdo e como Y é finito, f(X) C Y também.
Além disso, #(X) = #(f(X)) < #(Y). .

Corolario 1.6 Seja g : X — Y wuma funcdo sobrejetiva. Se X € finito, entdo Y € finito

e #(Y) < #(X).

Demonstragao: ¢ possui uma inversa a direita, ou seja, existe f : Y — X tal que
go f = Idy. Entao g é inversa a esquerda de f e logo f : Y — X é uma funcao injetiva.
Como X ¢ finito, segue-se do Corolério 1.5 que Y é finito e que #(Y) < #(X). O

Lembre: se f: A — B é uma funcao, entao
1. f possui inversa a esquerda < f é injetiva;
2. f possui inversa a direita < f é sobrejetiva.

Dos resultados provados acima, para conjuntos finitos, se deduz que:
(1) Se f: X — Y é uma funcdo injetiva e X ¢é infinito, entdao Y também é;
(2) Se f: X — Y ésobrejetiva e Y é infinito, entdo X também é infinito;
(3) Se X admite uma bijegao sobre uma de suas partes préprias, entdo X é infinito.

Definicao 1.3 Seja X C N. Dizemos que X ¢é um subconjunto limitado se, existe p € N
tal que, p > n, qualquer que sejan € X.

Teorema 1.7 Seja X C N, nao vazio. As sequintes afirmagoes sao equivalentes.
(1) X € finito;
(2) X € limitado;
(8) X possui um maior elemento.

Demonstragao:
(1) = (2) ,

Se X = {mx, xg, ...,x,}. tome, por exemplo, p = x; + x5+ ... + x,. E claro que p > z,
para todo x € X.

(2) = (3)

Se X é limitado, entao o conjunto A = {p € N:Vn € X, p > n} é ndo vazio e pelo
principio da boa ordem, existe pg € A que é o menor elemento de A. Agora prove que
po € X.

3) = (1)
Se pp € X ¢ o maior elemento de X, entao X C I,,,. O]

Definicao 1.4 Um conjunto X C N € dito ilimitado quando ndo é limitado, ou seja,
dado qualquer p € N, existe algum n € X tal que n > p.

Os subconjuntos ilimitados de N sao precisamente os subconjuntos infinitos de N.



Teorema 1.8 Sejam z, Y conjuntos finitos, disjuntos tais que #(X)=m e #(Y)=n.
Entao X UY € finito e #(XUY)=m+n.

Demonstracao: Se f : [, - X e g:1I, — Y sao bijecoes, definimos h : I,,,,, - XUY
como segue-se:

h(z)=f(z) se 1<z<m e him+z)=g(x) se 1 <z<n.

Como X NY = ¢, h é uma bijecao. 0

Corolario 1.9 Sejam Xy, Xo, ..., X,, conjuntos finitos, dois dois disjuntos. Entao |J X;
i=1

n n
é finito e #(U) X3) = 30 #(X).
i=1 i=1
Demonstracao: Basta usar o Teorema anterior repetidas vezes.

Corolario 1.10 Sejam Xy, Xo, ..., X, conjuntos finitos, (ndo necessariamente disjun-
tos). Entao o produto cartesiano X; X Xy X ... X X,, € finito e

#(X1 x Xp x .o x X,) = [[#(X)
=1

k
Demonstracao: Note que, se Y = {y1, y2, ...,y } entdo X x Y = |J (X x {y;}).
i=1

2 Conjuntos Enumeraveis

Definigao 2.1 Um conjunto X € dito enumerdvel, se ele é finito ou se existe uma bije¢ao
f N —= X neste ultimo caso X diz-se um conjunto infinito enumerdvel.
Cada bijecao f: N — X chama-se uma enumeracao dos elementos de X.

Exemplo:

Sejam P C N o conjunto dos numeros pares e I C N o conjunto dos impares. As
fungbes f:N—=P, f(n)=2n e g¢g:N—=1I g(n)=2n—1 sao bijecoes e mostram
que tanto P quanto I sao conjuntos infinitos enumeraveis.

Teorema 2.1 Todo conjunto infinto X contém um subconjunto infinito enumerdvel.

Demonstracao: Inicialmente vamos definir uma funcao injetiva f : N — X. Escolha
x1 € X qualquer e defina f(1) = 2. A seguir, escolha 25 € X\ {x;} e defina f(2) = x,, ete.
Definidos f(1), f(2),..., f(n) escolha x,1 € X \ {1, 29, ...,x,} e defina f(n+1) = x,41.
Isto define f : N — X indutivamente. (Note que X \ {x1, xo,...,2,} # ¢ j4 que X é
infinito.)

E claro que f é injetiva. De fato, dados m, n € N, m # n, suponhamos, por exemplo,
que m < n. Entao, f(m) € {f(1), f(2),..., f(n—=1)}, mas f(n) & {f(1), f(2),..., f(n—1)}.
Logo f(m) # f(n).

f(N) C X é infinito enumerével. O

Corolario 2.2 Um conjunto X € infinito se, e somente se, existe uma bijecao f : X — Y,
de X sobre uma parte propria Y C X.



Demonstragao:

(=) Suponhamos que X ¢ infinito e seja A C X um subconjunto infinito enumeravel
(A = {a1, az, as,...}). SejaY = (X \ A) U {as, a4, ag, ...}. E claro que Y é uma parte
propria de X.

Defina f : X =Y, f(x):{

(<) Veja o Corolério 1.3

x se € X\A

Aon se r=a, € A Claro que f € uma lee(;aO_

Teorema 2.3 Todo subconjunto X C N é enumerdvel.

Demonstracao: Suponhamos que X ¢ infinito (se X é finito ele é enumerével).
Sejam 7 o primeiro elemento de X, xs 0 primeiro elemento de X \ {x}, x3 o primeiro
elemento de X \ {z1, 22}, e assim por diante. Defina, indutivamente a fungao

f:N—=X f(n)=uz,
f é uma bijecao. O
Corolario 2.4 Sejam X, Y conjuntos e f: X =Y uma funcdo. Temos:
(1) Se f € injetiva e Y é enumerdvel, entdo X é enumerdvel;

(2) Se [ € sobrejetiva e X € enumerdvel, entio Y € enumerdvel.
Teorema 2.5 Se X, Y sao conjuntos enumerdveis, entao X XY ¢é enumerdvel.

Demonstracio: Considere a funcdo f: N x N — N, f(m,n) = 2m3". E claro que f ¢
injetiva (unicidade da decomposi¢ao em fatores primos). Assim, N x N é enumeravel.

Agora, X e Y sao enumeraveis, logo existem fungoes injetivas ¢ : N — X ey : N - Y
a partir das quais obtemos a fungao injetiva £ : X XY — NxN, £(m,n) = (¢(m), ¥ (n)).
Logo, X x Y é enumeravel.

O

Exercicio:
(1) Z é enumeravel;
(2) Q é enumeravel;

(3) Uma uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis é enumeravel. Isto é, Se X7, X, X, ...
(o)

sdo conjuntos enumeraveis, entao |J X, é enumeravel;
n=1
(4) Se Xi, Xy, ..., X, s@o conjuntos enumerdveis, entdo seu produto cartesiano
X = X; x Xy x ... x X,, é enumeravel. Entretanto, nem sempre é verdade que
o0
o produto cartesiano X = [] X, de uma sequéncia de conjuntos enumerdveis seja

n=1
enumeravel.



3 Um Conjunto Nao Enumeravel

Antes estabeleceremos a linguagem que nos ajudara na apresentagao de um conjunto
nao enumeravel.

Definicao 3.1 Dado um conjunto ndao vazio A, uma Sequéncia em A € uma fun¢do
f:N—= A Se f(n) = z,, € usual representar a funcio f por {x,}nen € dizemos
que {Tp}tnen € uma sequéncia em A. Os elementos xy, xa, ... sGo chamados termos da
sequéncia e, claro eles nao tem que ser diferentes, salvo que f seja uma fungdo injetiva.

Se A é um conjunto enumeravel, entao existe uma bijecao f : N — A e desta forma,
podemos considerar A como uma sequéncia.

Teorema 3.1 Seja A o conjunto de todas as sequéncias cujos termos sao 0 ou 1.

( A:{fN%{O,l}}:{{xn}neNI‘NZOOU{L‘n:l} )
Entao A € um conjunto nao enumerdvel.

Demonstracao: Suponhamos, pelo contrario, que A seja enumeravel. Entao A é uma
sequéncia (de sequéncias), A = {s,}nen onde s, é uma sequéncia em {0, 1}. Vamos
construir uma sequéncia {a, }nen em {0, 1}, ou seja um elemento pertencente ao conjunto
A, diferente de todos os s,, n € N, ou seja um elemento que nao pertence ao conjunto
A. Isto serd uma contradi¢ao e provara que A é um conjunto nao enumeravel.

Construcao de {a, }nen :

Seja $; = {Sin }nen 0 i-ésimo elemento de A. Se s,,, = 0, definimos a,, = 1 e se s, = 1,
definimos a,, = 0. Assim, {a,}nen é uma sequéncia em {0, 1}, portanto um elemento do
conjunto A. Por outro lado, é claro que, {a, },en € diferente de todos os s, n € N e logo
{as }nen néo é um elemento de A. Assim, A é um conjunto nao enumeravel. O

Vimos anteriormente (Exercicio do Cap. 1) que, dado um conjunto A qualquer, nao
existe uma fungao sobrejetiva f : A — P(A) de A no conjunto das partes de A, P(A).
De modo que #(A) < #(P(A)). Em particular #(N) < #(P(N)). Assim, #(P(N)) é um
conjunto nao enumeravel com cardinalidade maior que a cardinalidade de N. temos, desta
forma, uma maneira de construir conjuntos nao enumeraveis com cardinalidade cada vez
maior.

#(N) < #P(N) < #(P(P(N))) < ...

Nao pensamos isto antes de Cantor *.

LGeorg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (Sao Petersburgo, 3 de margo de 1845 - Halle, 6 de janeiro
de 1918)



