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2.1 Introdução

Neste capı́tulo faremos um estudo análogo ao que foi feito no anterior, para R2, agora trata-
remos com integrais de funções definidas em domı́nios de R3.

2.2 Integração Tripla sobre Paralelepı́pedos

Sejam R = [a1,b1] × [a2,b2] × [a3,b3] um paralelepı́pedo retangular e f : R ⊂ R3 → R uma
função limitada.

Consideremos as seguintes partições dos intervalos [a1,b1], [a2,b2], e [a3,b3] respectiva-
mente,

a1 = x0 < x1 < · · · < xn = b1 a2 = y0 < y1 < · · · < yn = b2 e a3 = z0 < z1 < · · · < zn = b3,

Dividimos R em n3 sub-paralelepı́pedos

Rijk = [xi , xi+1]× [yj , yj+1]× [zk , zk+1].

Sejam ∆x = b1−a1
n , ∆y = b2−a2

n e ∆z = 31−31
n .

Escolhemos cijk ∈ Rijk e fazemos a soma de Riemann

Sn =
n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

f (cijk)∆x∆y∆z

Definição 2.1 Se lim
n→∞

Sn existe e não depende da escolha dos cijk ∈ Rijk nem da esco-

lha das partições dos intervalos, então dizemos que f é integrável sobre R e que esse
limite é a integral tripla de f sobre R que denotamos por∫

R
f dV ou

∫ ∫ ∫
R
f (x,y,z)dxdydz

Como no caso de integrais duplas, é possı́vel mostrar que

25



26 2.2. Integração Tripla sobre Paralelepı́pedos

Teorema 2.2 Se f :R→R3 é contı́nua, então f é integrável sobre R.

Note que se, f (x,y,z) = 1, para todo (x,y,z) ∈ R, então∫
R f dV =

∫ ∫ ∫
R f (x,y,z)dxdydz = vol(R)

De fato, a soma de Riemann Sn =
n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

f (cijk)∆x∆y∆z é a soma dos volumes dos n3 sub-paralelepı́pedos

formados pela partição. Logo lim
n→∞

Snvol(R).

2.2.1 Propriedades da Integral Tripla

A integral Tripla tem propriedades análogas às da integral dupla. As propriedades abaixo
são consequência direta das propriedades das somas e dos limites.

Sejam f , g : R→ R funções definidas sobre um paralelepı́pedo R ⊂ R3. São válidas as
seguintes propriedades:

(1) Linearidade: Se as funções f e g são integráveis sobre R, então quaisquer que sejam
α, β ∈R, a função αf + βg é integrável sobre R e∫

R
(αf + βg)dV = α

∫
R
f dV + β

∫
R
gdV .

(2) Se f e g são integráveis sobre R e f (x,y) ≤ g(x,y), ∀(x,y) ∈ R, então∫
R
f dV ≤

∫
R
gdV .

(3) Se R é subdividido em k sub-paralelepı́pedos R1,R2, ...,Rk e f é integrável sobre
cada Rj , j = 1,2, ..., k; então f é integrável sobre R e

∫
R
f dV =

k∑
j=1

∫
Rj
f dV .

Teorema 2.3 (Teorema de Fubini (em R3)) Seja f : R → R uma função contı́nua no
paralelepı́pedo R = [a1,b1]× [a2,b2]× [a3,b3]. Então,∫

R
f dV =

∫ b1

a1

{∫ b2

a2

{∫ b3

a3

f (x,y)dz
}
dy

}
dx

=
∫ b2

a2

{∫ b1

a1

{∫ b3

a3

f (x,y)dz
}
dx

}
dy

= · · ·

Note que agora temos 6 possı́veis integrais iteradas.
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Exemplo 2.4 Calcular
∫
R f dV , onde f : R → R, f (x,y,z) = sin(x + y + z) e

R = [0, π]× [0, π]× [0, π]

Solução:∫
R
f dV =

∫ π

0

∫ π

0

∫ π

0
sin(x+ y + z)dzdydx

=
∫ π

0

∫ π

0
−cos(x+ y + z)

∣∣∣z=π
z=0

dydx =
∫ π

0

∫ π

0
2cos(x+ y + z)dydx

=
∫ π

0
2sin(x+ y)

∣∣∣y=π
y=0

dx =
∫ π

0
−4sin(x)dx

= 4cos(x)|π0 = 4(−1− 1) = −8

2.3 Integrais Triplas em Regiões Mais Gerais

Análogo ao que fizemos para integrais duplas vamos considerar três tipos de regiões:

Tipo 1: W ⊂R3 diz-se uma região do tipo 1 se pode ser descrita como

W =
{
(x,y,z) ∈R3 : (x,y) ∈D, f1(x,y) ≤ z ≤ f2(x,y))

}
ondeD é uma região elementar do plano XY , projeção deW sobre este plano e f1, f2 :D→R
são funções contı́nuas tais que f1 ≤ f2.

Tipo 2: W ⊂R3 é uma região do tipo 2 se pode ser descrita como

W =
{
(x,y,z) ∈R3 : (x,z) ∈D, g1(x,z) ≤ y ≤ g2(x,z))

}
onde D é projeção de W sobre o plano XZ e g1, g2 : D → R são funções contı́nuas tais que
g1 ≤ g2.
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Tipo 3: W ⊂R3 é do tipo 3 se é da forma

W =
{
(x,y,z) ∈R3 : (y,z) ∈D, h1(y,z) ≤ x ≤ g2(y,z))

}
onde D é projeção de W sobre o plano YZ e h1, h2 : D → R são funções contı́nuas tais que
h1 ≤ h2.

W ⊂ R3 diz-se uma região elementar do espaço R3 se W é uma região de qualquer um
dos tipos anteriores.

Exemplo 2.5 A região W limitada pelo cilindro x2 + y2 = 2x com y ≥ 0 e pelos planos
z = 0 e z = a, (a > 0) pensada como uma região do tipo 1

2.4 Extensão da Integral Tripla

SejaW uma região elementar emR3 tal queW ⊂R eR é um paralelepı́pedo. Seja f :W →R

uma função contı́nua. Defina f̃ :R→R, f̃ (x,y,z) =
{
f (x,y,z) se (x,y,z) ∈W
0 se (x,y,z) <W

Como no caso de funções de duas variáveis, se ∂W tem medida zero e se f̃ é integrável
sobre R então dizemos que f é integrável sobre W e definimos:∫

W
f dV =

∫
R
f̃ dV

Como antes, a integral não depende da escolha do paralelepı́pedo R.
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Proposição 2.6 Seja f :W ⊂R3→R uma função contı́nua. Temos:

(A) Se W é do tipo 1,
(
W = {(x,y,z) ∈R3 : (x,y) ∈D, f1(x,y) ≤ z ≤ f2(x,y)}

)
∫
W
f dV =

∫
D

∫ f2(x,y)

f1(x,y)
f (x,y,z)dz

dxdy
(B) Se W é do tipo 2,

(
W = {(x,y,z) ∈R3 : (x,z) ∈D, g1(x,z) ≤ y ≤ g2(x,z)}

)
∫
W
f dV =

∫
D

∫ g2(x,y)

g1(x,z)
f (x,y,z)dy

dxdz
(C) Se W é do tipo 3,

(
W = {(x,y,z) ∈R3 : (y,z) ∈D, h1(y,z) ≤ x ≤ h2(y,z)}

)
∫
W
f dV =

∫
D

{∫
h1(y,z)

h2(y,z)f (x,y,z)dx
}
dydz

Exemplo 2.7 Calcular
∫
W
z
√
x2 + y2dV , W é o sólido limitado pelo cilindro x2+y2 =

2x, com y ≥ 0 e pelos planos z = 0 e z = a, (a > 0). Veja o exemplo 2.5
Solução:

W :
{

(x,y) ∈D
0 ≤ z ≤ a D :

{
0 ≤ x ≤ 2

0 ≤ y ≤
√

2x − x2

Assim,
∫
W
z
√
x2 + y2dV =

∫
D

(∫ a
0 z

√
x2 + y2dz

)
dA = a2

2

∫
D

√
x2 + y2dA.

D pode ser descrito em coordenadas polares como
{

0 ≤ θ ≤ π
2

0 ≤ r ≤ 2cos(θ)
Daı́,∫
D

√
x2 + y2dA =

∫ π
2

0

∫ 2cos(θ)

0

√
r2rdrdθ =

∫ π
2

0

∫ 2cos(θ)

0
r2drdθ

=
∫ π

2

0

1
3
r3

∣∣∣∣∣2cos(θ)

0
dθ =

∫ π
2

0

8
3

cos3(θ)dθ

=
8
3

∫ π
2

0
cos(θ)

(
1− sin2(θ)

)
=

8
3

∫ π
2

0
cos(θ)dθ −

∫ π
2

0
sin2(θ)cos(θ)dθ


=

8
3

(
sin(θ)− 1

3
sin3(θ)

)∣∣∣∣∣ π2
0

=
8
3

(
1− 1

3

)
=

16
9
.

Daı́, ∫
W
z
√
x2 + y2dV =

a2

2
16
9

=
8
9
a2.

Exemplo 2.8 Calcular
∫
W
z2dV , W é o sólido limitado pelo cilindro x2 + y2 = 1 e

pelos planos z = 0 e z = 4
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Solução:

W :
{

(x,y) ∈D
0 ≤ z ≤ 4

D :
{

0 ≤ x2 + y2 ≤ 1
z = 0

∫
W
z2dV =

∫
D

(∫ 4

0
z2dz

)
dA =

∫
D

1
2
z2

∣∣∣∣∣4
0
dA

=
∫
D

8dA = 8 · área(D) = 8π.

Exemplo 2.9 Determinar o volume do sólido W limitado pelo cilindro x = y2 e os
planos z = 0 e x+ z = 1.
Solução:

W :
{

(x,y) ∈D
0 ≤ z ≤ 1− x D :

{
y2 ≤ x ≤ 1
−1 ≤ x ≤ 1

vol(W ) =
∫
D

∫ 1−x

0
dzdA =

∫
D

(1− x)dA

=
∫ 1

−1

∫ 1

y2
(1− x)dxdy =

∫ 1

−1

(
x − x

2

2

)∣∣∣∣∣∣1
y2

dy

=
∫ 1

−1

[(
1− 1

2

)
−
(
y2 −

y4

2

)]
dy =

∫ 1

−1

(
1
2
− y2 +

y4

2

)
dy

=
(1

2
y − 1

3
y3 +

1
10
y5

)∣∣∣∣∣1−1
= · · · =

8
15

unidades de volume.
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2.5 Mudança de Variáveis em Integrais Triplas

Analogo ao caso de integrais duplas, temos:

∫
W
f (x,y,z)dxdydz =

∫
W̃
f (x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w))|J |dudvdw

onde

J =
∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

= det


∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂w


é o Jacobiano da mudança de varáveis, T :


x = x(u,v,w)
y = y(u,v,w)
z = z(u,v,w)

e W = T (W̃ ).

Casos Particulares:

2.5.1 Coordenadas Cilı́ndricas

As coordenadas cilı́ndricas de um ponto (x,y,z) ∈R3 en coordenadas cartesianas são (r, θ, z)
definidas por: 

x = rcos(θ)
y = r sin(θ)
z = z

com r > 0 e θ0 < θ < θ0 + 2π, para algum θ0 ∈R.

O Jacobiano da transformação é J = det


cos(θ) −r sin(θ) 0
sin(θ) r cos(θ) 0

0 0 1

 = r.

Assim, neste caso: ∫
W
f (x,y,z) =

∫
Wrθz

rdrdθdz

Exemplo 2.10 Calcular
∫
W

(x2+y2)dV , ondeW é a região interior ao cilindro x2+y2 =
1 e à esfera x2 + y2 + z2 = 4.
Solução:
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x = r cos(θ)
y = r sin(θ)
x = z

Wrθz :


0 ≤ θ ≤ 2π
0 ≤ r ≤ 1

−
√

4− r2 ≤ z ≤
√

4− r2

∫
W

(x2 + y2)dV =
∫
Wrθz

r2rdrdθdz =
∫ 1

0

∫ √4−r2

−
√

4−r2

∫ 2π

0
r3dθdzdr

= 2π
∫ 1

0

∫ √4−r2

−
√

4−r2
r3dzdr = 4π

∫ 1

0
r3
√

4− r2dr

Fazendo u = 4− r2 temos


du = −2rdr
r2 = 4−u
r3 = −1

2 (4−u)du
Logo,

4π
∫ 1

0
r3
√

4− r2dr = 4π
∫ 3

4

−1
2

√
u(4−u)du

= −2π
∫ 3

4
u

1
2 (4−u)du = 2π

∫ 4

3

(
4u

1
2 −u

3
2
)
du

= 2π
(
4 · 2

3
u

3
2 − 2

5
u

5
2

)∣∣∣∣∣4
3

= · · · = π

(
256
15
− 44
√

3
5

)
.

Exemplo 2.11 Calcular
∫
W

√
x2 + y2dV , onde W é a região limitada por

z = x2 + y2 − 4 e z = 4− x2 − y2.
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x = r cos(θ)
y = r sin(θ)
x = z

x2 + y2 = r2 Wrθz :


0 ≤ θ ≤ 2π
0 ≤ r ≤ 2

r2 − 4 ≤ z ≤ 4− r2

∫
W

√
x2 + y2dV =

∫ 2

0

∫ 2π

0

∫ 4−r2

r2−4

√
r2 · rdzdθdr =

∫ 2

0

∫ 2π

0
r2

(
4− r2 − r2 + 4

)
dθdr

= 2π
∫ 2

0

(
8r2 − 2r4

)
dr = 4π

(
4r3

3
− r

5

5

)∣∣∣∣∣∣2
0

= · · · =
256
15

π.

2.5.2 Coordenadas Esféricas

As coordenadas esféricas de um ponto (x,y,z) ∈ R3, em coordenadas cartesianas, são (ρ,φθ)
definidas por:

x = ρ sin(φ)cos(θ)
y = ρ sin(φ)sin(θ)
z = ρcos(φ)

com


ρ ≥ 0

θ0 ≤ θ ≤ θ0 + 2π
0 ≤ φ ≤ π

ρ mede a distância do ponto P à origem (∴ ρ ≥ 0). θ é como nas coordenadas cilı́ndricas,
então podemos encontrar sua variação na projeção de W sobre o plano XY . φ é o ângulo

entre o eixo positivo Z, (φ = 0) e a semirreta
−−→
OP (0 ≤ φ ≤ π).

O Jacobiano da mudança de coordenas é:

J =
∂(x,y,z)
∂(ρ,φ,θ)

= det


sin(φ)cos(θ) ρcos(φ)cos(θ) −ρ sin(φ)sin(θ)
sin(φ)sin(θ) ρcos(φ)sin(θ) ρ sin(φ)cos(θ)

cos(φ) −ρ sin(φ) 0


J = ρ2 sin3(φ)sin2(θ) + ρ2 sin(φ)cos2(φ)cos2(θ) + ρ2 sin(φ)cos2(φ)sin2(θ) + ρ2 sin3(φ)cos2(θ)

= ρ2 sin3(φ)
(
sin2(θ) + cos2(θ)

)
+ ρ2 sin(φ)cos2(φ)

(
cos2(θ) + sin2(θ)

)
= ρ2 sin(φ)

(
sin2(φ) + cos2(φ)

)
= ρ2 sin(φ).
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Note também que :

x2 + y2 + z2 = ρ2 sin2(φ)cos2(θ) + ρ2 sin2(φ)sin2(θ) + ρ2 cos2(φ)

= ρ2 sin2(φ)
(
cos2(θ) + sin2(θ)

)
+ ρ2 cos2(φ)

= ρ2 sin2(φ) + ρ2 cos2(φ) = ρ2
(
sin2(φ) + cos2(φ)

)
= ρ2

x2 + y2 + z2 = ρ2

Assim, ∫
W
f (x,y,z)dxdydz =

∫
W̃
f (ρ,φ,θ)ρ2 sin(φ)dρdφdθ

Exemplo 2.12 Calcular
∫
W

(x2 + y2 + z2)dV , sendo W a região limitada superior-

mente pela esfera x2 + y2 + z2 = 16 e inferiormente pelo cone z =
√
x2 + y2.

Solução:

Em coordenadas esféricas: Wρφθ :


0 ≤ θ ≤ 2π
0 ≤ ρ ≤ 4
0 ≤ φ ≤ π

4
Logo,∫
W

(x2 + y2 + z2)dV =
∫ π

4

0

∫ 4

0

∫ 2π

0
ρ2 · ρ2 sin(φ)dθdρdφ = 2π

∫ π
4

0

∫ 4

0
ρ4 sin(φ)dρdφ

= 2π
∫ π

4

0

ρ5

5
sin(φ)

∣∣∣∣∣∣ρ=4

ρ=0

dφ = 2π · 4
5

5

∫ π
4

0
sin(φ)dφ

= 2π · 4
5

5
(−cos(φ))

∣∣∣ π4
0

=
2 · 45

5
π

(
−
√

2
2

+ 1
)

=
45

5

(
2−
√

2
)
π.
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Exemplo 2.13 Calcule o volume do sólidoW que está dentro da esfera X2 +y2 +z2 = 4,

acima do plano z = 0 e abaixo do cone z =
√
x2+y2

3 .
Solução:

tg(φ̃) =
1
√

3
=⇒ φ̃ =

π
6
,

π
2
− π

6
=
π
3
≤ φ ≤ π

2

Wρφθ :


0 ≤ θ ≤ 2π
0 ≤ ρ ≤ 2
π
3 ≤ φ ≤

π
2

vol(W ) =
∫
w
dV =

∫
Wρφθ

ρ2 sin(φ)dρdθdφ

=
∫ 2

0

∫ π
2

π
3

∫ 2π

0
ρ2 sin(φ)dθdφdρ = 2π

∫ 2

0

∫ π
2

π
3

ρ2 sin(φ)dρdφ

= 2π
∫ 2

0
ρ2 (−cos(φ))

∣∣∣ π2π
3
dρ = 2π

∫ 2

0

1
2
ρ2dρ

= π
1
3
ρ3

∣∣∣∣∣2
0

=
8
3
π unidades de volume.

Exemplo 2.14 Calcular
∫
W

1√
x2+y2+z2

dV , sendo W a região interior ao cone

z =
√
x2 + y2 limitada superiormente pela esfera x2 + y2 + z2 = 4 e inferiormente pela

esfera x2 + y2 + z2 = 1.
Solução:

Em coordenadas esféricas



x = ρ sin(φ)cos(θ)
y = ρ sin(φ)sin(θ)
z = ρ sin(φ)

dxdydz = ρ2 sin(φ)dρdθdφ
x2 + y2 + z2 = ρ2
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W é descrito como, Wρθφ :


0 ≤ θ ≤ 2π
1 ≤ ρ ≤ 2
0 ≤ φ ≤ π

4

∫
W

1√
x2 + y2 + z2

dV =
∫ 2π

0

∫ 2

1

∫ π
4

0

1√
ρ2
ρ2 sin(φ)dφdρdθ

=
∫ 2π

0

∫ 2

1

∫ π
4

0
ρ sin(φ)dφdρdθ =

∫ 2π

0

∫ 2

1
−ρcos(φ)

∣∣∣ π4
0
dρdθ

=
∫ 2π

0

∫ 2

1

(
1−
√

2
2

)
ρdρdθ =

(
1−
√

2
2

)
2π

∫ 2

1
ρdρ

= 2
(
1−
√

2
2

)
π

(
22

2
− 1

2

)
= 3

(
1−
√

2
2

)
π.

2.6 Aplicações da Integral Tripla

De modo completamente análogo ao caso de integrais duplas, para um sólido W ⊂ R3 com
densidade de massa dada por uma função f (x,y,z), temos:

Massa: M =
∫
W
f dV

Primeiros Momentos em Relação aos Planos Coordenados:

Mxy =
∫
W
zf dV Mxz =

∫
W
yf dV Myz =

∫
W
xf dV

Centro de Massa:

x =
Myz

M
y =

Mxz

M
z =

Mxy

M

Momentos de Inércia (segundos momentos) em Relação aos Eixos Coordenados:

Ix =
∫
W

(
y2 + z2

)
f dV Iy =

∫
W

(
x2 + z2

)
f dV Iz =

∫
W

(
x2 + y2

)
f dV
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Momento de Inércia em relação a uma reta l:

Il =
∫
W
d2f dV onde, d = d(x,y,z) é a distância do ponto (x,y,z) ∈W à reta l

Raio de Rotação em relação a uma Reta l: Rl =
√

Il
M

Exemplo 2.15 Determinar o centro de massa do hemisfério W : x2 +y2 +z2 ≤ r2, z ≥ 0
se a densidade no ponto (x,y,z) ∈W é dade por f (x,y,z) = z.
Solução:
Massa: M =

∫
W
zdV

Primeiros Momentos:

Mxy =
∫
W
z2dV Mxz =

∫
W
yzdV Myz =

∫
W
xzdV

Centro de Massa:

x =
Myz

M
y =

Mxz

M
z =

Mxy

M

Em coordenadas esféricas,
x = ρ sin(φ)cos(θ)
y = ρ sin(φ)sin(θ)
z = ρcos(φ)

J = ρ2 sin(φ) Wρθφ :


0 ≤ ρ ≤ r

0 ≤ θ ≤ 2π
0 ≤ φ ≤ π

2

Daı́,

M =
∫ r

0

∫ π
2

0

∫ 2π

0
ρcos(φ)ρ2 sin(φ)dθdφdρ = 2π

∫ r

0

∫ π
2

0
ρ3 sin(φ)cos(φ)dφdρ

= 2π
∫ r

0
ρ3

(1
2

sin2(φ)
)∣∣∣∣∣ π2

0
dρ = π

∫ r

0
ρ3dρ =

1
4
r4π

M = 1
4πr4

Myz =
∫ r

0

∫ π
2

0

∫ 2π

0
ρ sin(φ)cos(θ)ρcos(φ)ρ2 sin(φ)dθdφdρ

=
∫ r

0

∫ π
2

0

∫ 2π

0
ρ4 sin2(φ)cos(φ)cos(θ)dθdφdρ

=
∫ r

0

∫ π
2

0
ρ4 sin2(φ)cos(φ)sin(θ)

∣∣∣2π
0
dφdρ = 0

Myz = 0, x = 0
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Mxz =
∫ r

0

∫ π
2

0

∫ 2π

0
ρ sin(φ)sin(θ)ρcos(φ)ρ2 sin(φ)dθdφdρ

=
∫ r

0

∫ π
2

0

∫ 2π

0
ρ4 sin2(φ)cos(φ)sin(θ)dθdφdρ

= −
∫ r

0

∫ π
2

0
ρ4 sin2(φ)cos(φ)cos(θ)

∣∣∣2π
0
dφdρ = 0

Mxz = 0, y = 0

Mxy =
∫ r

0

∫ π
2

0

∫ 2π

0
ρ2 cos2(φ)ρ2 sin(φ)dθdφdρ =

∫ r

0

∫ π
2

0

∫ 2π

0
ρ4 cos2(φ)sin(φ)dθdφdρ

= 2π
∫ r

0

∫ π
2

0
ρ4 cos2(φ)sin(φ)dθdφdρ = −2

3
π

∫ r

0
ρ4 cos3(φ)

∣∣∣ π2
0
dρ

=
2
3
π

∫ r

0
ρ4dρ =

2
3
π
r5

5
=

2
15
πr5.

Mxy = 2
15πr5, z = 8

15 r

Assim temos:
x = 0, y = 0, z =

8
15
r

Exemplo 2.16 Seja W o sólido limitado pelo cilindro circular reto de altura H e

raio R, W :
{

0 ≤ z ≤
x2 + y2 ≤ R2 .

Determinar o momento de inércia deW com relação ao eixo do cilindro, se a densidade
em cada ponto é f (x,y,z) =

√
x2 + y2.

Solução: Em coordenadas cilı́ndricas W é descrito como Wrθz :


0 ≤ r ≤ R

0 ≤ θ ≤ 2π
0 ≤ z ≤ H

Daı́,

Il =
∫
W
d2f dV =

∫
W

(
x2 + y2

)√
x2 + y2dV =

∫ 2π

0

∫ R

0

∫ H

0
r2
√
r2rdzdrdθ

= 2πH
∫ R

0
r4dr = 2πH

1
5
R5 =

2
5
πHR5.

Il = 2
5πHR5


