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Aplicagées da Integral Dupla

Neste capitulo vamos estudar integrais duplas, comﬁggrﬁlo%ggj(gmd&?ﬁ@g éntegrms sobre
retdngulos para logo generalizar a definigdo a dominios mais gerais, a seguir fazemos algu-
mas mudancas de coordenadas que podem nos ajudar no célculo das integrais duplas e por
ultimo vemos algumas aplicagoes.

1.2 Integrais Duplas sobre Retangulos

Consideremos uma funcio limitada f : R — R, onde R := [a,b] x[c,d] é um retangulo em R2.
R:{(x.y)e]RZ:qusb, cgysd}

Sejam Py := {xg,x1,...X,} e P>:=1{vo,¥1,...,¥,} particdes dos intervalos [a,b] e [c,d] res-
pectivamente tais que:

a=x9<x1<..<x,=b, c=9<y1<..<y,=d,

. . b-a d-c
i+l — X " Yiv1 ~Yj 7
P, x P, é uma particdo do retangulo R e os n? subretangulos Rij = [xi, xi1 1 % (¥}, Yja1]
cobrem R.
Sejac;jj€R;j, i,j=0,1,..,n—1, um ponto arbitrdrio e consideremos a soma

._;

“e b-a d—c
f( Cij JAxAvy, onde, Ax= e Ay = —

Iy
(=)

j=0

S, diz-se Soma de Riemann de f sobre R.
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Definicdo 1.1 Dizemos que f : R — R é integravel sobre R se, e somente se, lim S,

n—-oo

existe, qualquer que seja a escolha dos ¢;; € R;; e quaisquer que sejam as partigoes P|
€ Pz.

Neste caso, denotamos o lim S, por: fRf(x,y)dxdy ou ijdA e chamamos de
n—00
integral dupla de f sobre R.

Se f : R — R é uma fungao limitada e continua, entdo f é integravel em
R.

Exemplo 1.3 Calculemos, usando as somas de Riemann, a integral dupla da funcao
f(x,v) = x*y sobre o retdingulo R = [0,1] x [0, 1].

. o~ _ 1 2 _1 _ .o~
Consideremos a particao P={0<,<£<..<%=<;=1}de[0,1], a particio P x P de
R e tomemos Cij = (%, %) Nas notagdes anteriores temos:

i j 1
a:CZO, b:dzl, xl‘:;, y]Z;, AXZA}):;'

n n n n
Sn = f(Czj)AxAy = f(xz'y])AxAy
i=0 j=0 i=0 j=0
O 1 1 v (i)’ 1\2
— 2., 2.1 2 L T
a (x1)”-3j non (n) n (n)

Il
P
Q|-
~

5

]
n+lnn+1)2n+1)  (n+1)*(2n+1)
2n4 6 12n3

Assim, [ fdA = [ f(x,p)dxdy = lim §, = lim LGN _ L

n—o0 12n°

Logo, J x*ydxdy = 1
R 6

Usamos aqui dois fatos que supomos conhecidos, sdo estes:

n n

. n(n+1) o, nn+1)2n+1)
;z: - e ;12: - .

Neste exemplo vemos que o calculo de integrais duplas usando as somas de Riemann
pode ndo ser uma tarefa facil. O teorema de Fubini #, que veremos logo adiante, sim-
plificard estes calculo.

?Guido Fubini (19 de janeiro de 1879 Veneza-Italia - 6 de junho de 1943 Nova lorque-EUA)
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1.3 Significado Geométrico da Integral Dupla

Seja f : R — R uma funcdo continua, note que sendo R compacto, (fechado e limitado), f
é uma fungio limitada. Suponhamos que, Y(x,y) € R, f(x,y) > 0 e seja W C R3 o sélido
definido por:

W = {(x,y,z) eR?:(x,y)eR, 0<z sf(x,y)}
W é fechado, limitado superiormente pelo grafico de f, (z = f(x,v)), inferiormente pelo

retdngulo R e lateralmente pelos planos x=a, x=b, y=ce y =d.
Se vol(W) denota o volume de W, entdo

vol(W) = [ fdA = [, f(x,p)dxdy

De fato, escolhendo c¢;; como o ponto de R;; onde f atinge seu valor maximo sobre R;;
este ponto existe ja que R;; é compacto e f é continua), entdo f(c;;)AxAy é o volume do
P Jaq ij P ij Y
paralelepipedo de base R;; e altura f(c;;).
n-1n-1
=) Z f(cij)AxAy € o volume de um solido circunscrito a W.
i=1 j=1
Analogamente, se ¢;; € R;; €o pontoonde f atinge seu minimoem R;;, entdo f(c;;)AxAy
é o volume do paralelepipedo de base R;; e altura f(c;;).
n-1n-1
= ) ) f(cij)AxAy € o volume de um solido inscrito em W.
i=1j=1
E claro que s, <vol(W)<S,. Além disso, como f é integravel sobre R, os limites das

somas de Riemann s, e S, independem das escolhas de ¢;; e ¢;; etemos

jfdA = lim s, < vol(W) < lim s, = jfdA
R

n—-o00 n—-00

Assim, vol(W ijdA

Exemplo 1.4 Vimos no exemplo 1.3 que ijzy = %, onde R = [0,1] x[0,1]. Se W
é o solido limitado superiormente pelo grafico de f(x,y) = x%y, inferiormente pelo
quadrado R =[0,1]%[0,1] e lateralmente pelos planos x =0, x=1, y =0 e y = 1, entdo
vol(W) = % unidades de volume. (Observe que f(x,p) = x>y > 0 V(x,y) € R).

1.4 Propriedades da Integral Dupla

Sejam f, g: R — R fungdes definidas sobre um retangulo R e sejam a, € R. As seguintes
propriedades sdo validas

(1) Linearidade: Se as fungdes f e g sao integrdveis sobre R, entdo a fungdo af + g é
integravel sobre R e

fR(af+ﬁg)dA = aJ-RfdA+ﬁngdA.
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(2) Se f e g sdo integraveis sobre R e V(x,v)€R, f(x,v) <g(x,v), entdo

LfdAngdA.

(3) Se 'R é subdividido em k subretangulos R{, R»,...,Rx e f € integrével sobre cada R,
j=12,..,k; entdo f éintegravel sobre R e

[ fdA:jg [, an

Definicdo 1.5 (Integrais Iteradas) Para uma funcdo f : R — R continua e limitada

definida num retdngulo R = [4,b] x [c,d], uma integral iterada de f sobre R é uma
integral do tipo

J;d{Lbf(X,}))dx}dy ou Lb{ﬁdf(x,y)dy}dx.

Para calcular, por exemplo, a integral Ld {fab f(x,y)dx} dy, calculamos a integral j: f(x,v)dx

como a integral de uma funcgao da varidvel x, com p fixo. O resultado serd uma fungio na
variavel y que agora integramos nessa varavel nos limites de integracao c e d.

Analogamente calculamos fab {Ld f(x,y)dy} dx.

Exemplo 1.6 Calcular fol {f_zlx3y2dy}dx.

Solugao:

50 1530 _ X3 3y _ X 3
j_lxy dyzgxy |_l :?(2 —(-1) ):?9:3x.
1( r2
j {J- x3y2dy}dx
o (U1

Exemplo 1.7 Calcular fol {ff ye"l"dx} dy
Solugdo:

Il
[e) ]
e
[6Y)
=
w
[
=
Il
=
=
=
o=
Il
N

2
j ye¥dx = e¥ |§§% =% —¢Y.
1
1

1( 2
j {J yexydx}dy :f (ezy_ey)dy - (lezy_ey)|(1) - 162_6_(1_1) _ 1, 1
o \J1 0 2
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O teorema a seguir relaciona as integrais duplas com as integrais iteradas.

(Teorema de Fubini?) Seja f : R — R uma funcdo continua no retdngulo

R =[a,b][c,d]. Entéo,

LfdA = f{ff(x,y)dx}dy = Lb{ff(x,y)dy}dx.

2Guido Fubini, matematico italiano (19/01/1879 - 06/06/1943). Doutorou-se em 1900 com uma tese
sobre paralelismo de Clifford em espacos elipticos.

1.5 Integracao Dupla em Regides mais Gerais

Consideraremos dois tipos especiais de subconjuntos do plano que utilizaremos para esten-

der o conceito de integral dupla sobre retdngulos a regides mais gerais.
Tipo 1: Dizemos que uma regidao D C R? é do tipo 1 se, e somente se, D pode ser descrita

COmao:
D={(xy)eR*:a<x<b; @(x) <y < py(x)}

onde @;, i = 1,2 sdo fung¢des continuas tais que, para todo x € [4,b], ¢1(x) < @,(x)

Regides do Tipo 1

Tipo 2: D é uma regiao do tipo 2 se, e somente se, ela pode ser descrita como:
D={(xy) €R?: 1(y) <x < ha(y); c <y <d)
onde 91, 1, : R — R sdo fungdes continuas e, para todo y € [¢,d], P1(v) < P2 (v).

™

F 3

’ Regides do Tipo 2
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I Definicdo 1.9 Regides dos tipos 1 ou 2 sao chamadas de regides elementares.

Note que regides elementares sao fechadas e limitadas.

Exemplo 1.10 Seja D a regido do plano limitada pelas curvas y? ~x=1 e p?+x=1
Podemos descrever D como:

D:{(xry)eRzl—lsyS:[;yz_lsty2+1}

"’ﬁ/ﬁ / * ! |
7 {}!z’gf). »
4"
4

R

D é uma regiao do tipo 2.

Exemplo 1.11 A regiao D limitada pelas curvas y = x+1 e y = x> -5 pode ser descrita
como:

D={(x,y)eR?*: 2<x<3;x>-5<p<x+1)

T
)
- ,:/?
- LI Ny r
) Al s ! /
S A P RV
s
AR ,D;, /
‘.rj/ /e //
Lo s A
a7

D é uma regido do tipo 1.

Agora vamos estender a definicdo de integral dupla a regides elementares.
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Sejam D uma regido elementar, R um retdngulo que contém D (DCR)e f:D — R
uma fung¢ao continua e limitada.
Defina:

f:R—-R, f(X;y):{ 0 se (x,y)eR\D

f é limitada e continua, salvo talvez, nos pontos de dD.

Se dD ¢é uma unido finita de curvas, que podemos pensar como grafico de fungdes continuas, entdo f é uma

fungdo integravel sobre R.

Definigdo 1.12 Seja D uma regido elementar, dizemos que a fungdo f : D — R ¢
integravel sobre D se a funcdo f é integrdvel sobre R. Neste caso definimos:

L fda= JRfdA.

Note que fodA ndo depende da escolha do retdngulo R que usamos na sua defini¢do pois, se Ry é outro
retangulo que contém D e

7 Flemo] fy) se (xy)eD
fl'R_)IR" fl(x’y)_{ 0 se (x,;l))ER]\D

é definida como antes, entdo IR fdA = jR] fidA, jaque f = f, onde R e Ry diferem.

Sejam D uma regido elementar e f : D — R uma funcdo integravel

sobre D, entdo

(a) Se D ={(x,9) e R?:a < x < b; ¢1(x) <y < @y(x)} é uma regido do tipo 1.

fs- AL ol

(b) Se D ={(x,y) € R? : 1 () < x < 1(y); ¢ < yd} é uma regido do tipo 2.
d 2(v)
fdA = J {j f(x,y)dx}dy.
b c 1(®)

Corolario 1.14 Se f =1, ou seja, se f(x,v) = 1, para todos (x,y) € D, entao

LfdA = dedy = 4rea(D)

Demonstrag¢do: Suponhamos, por exemplo, que D é do tipo 1, ou seja,



Capitulo 1. Integrais Duplas 13

D={(x,y)eR?*:a<x<b; p;(x) <y<y(x)}, entdo

| san- ff dydx—fb«pz(x)—qol(x))dx:érea(D)

Corolario 1.15 Se, Y(x,y)eD, f(x,y) >0, entdo JDfdA =vol(W), onde
W={(x,9,2)eR3: (x,y)€D; 0<z< f(x,y)} ¢ o cilindro sobre a regido D limitado
por cima pelo grafico de f.

Exemplo 1.16 Calcular fD \/1-y2dxdy, onde D é a regiao limitada por x> + y2, no
primeiro quadrante.
Solugao: Vamos considerar D do tipo 2. D = {(x,y) €ER?:0<y<1,0<x<4/1 —yz}

J 1-y2dxdy = J J 1-y2dxdy = f (1-9%)dy = 3
2

Exemplo 1.17 Determine o volume do solido W limitado por: z=2x+1, x =y~ e
x—-y=2

1<y<
Solugdo: vol(W ID 2x+1)dA, onde D: { lsps2

y <x<y+2
dy f (5y+6— y)dy:%

Assim,

vol(W) = [* fyy2+2(2x+l)dxdy = f_l(x2+x)

vol(W) = % unidades de volume.

2

Exemplo 1.18 Calcule a drea da regido D, limitada pelas curvas y =4x-x° e p =x.
~ . 0<x<3
Solugdo: D : { x<y<dr—x+2
D (s : 32 S\° 27 27 9
érea(d):fdA:J f dydx:‘[ (3x—x2)dx:(———) =——-—===
D o Js 0 2 3)l, 2 3 2

area(D) = % unidades de érea.

1.6 Mudanca de Coordenadas

Definicdo 1.19 Seja D c R? uma regido elementar, uma transformagao do plano é
uma aplicagdo T : D — R?, T(u,v) = (x(u,v), y(u,v)) onde x,y : R — R sdo fungdes
continuas, com derivadas parciais continuas no retangulo aberto R tal que D C R.

Notagdo: Denotemos por D a imagem da transformac¢do T. i.e. D = T(D).
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1.6. Mudanca de Coordenadas

Exemplo 1.20 Seja T:[0,1]x[0,21] — R2, T(r,0) = (x(r,0), y(r,0)).

x = x(r,8) = rcos(0)
Onde{ = y(r,0) = rsin(0)

A imagem de D = [0.1]x [0, 27t] por T é o circulo D = {(x,y) € R? : x> + p?> < 1}. Assim T
transforma o retangulo [0, 1] x [0, 27t] no circulo {(x,y) € R?: x* + y? < 1}.

1

Y

R ! l ! ‘ }

Definicdo 1.21 Dizemos que uma transformacao T : D—->R?¢ injetiva em D se:

T(uy,v1) = T(up,v2) = (uy,v1) = (ug,v2), VY (uy,v1), (up,v2) €D
Equivalentemente, T ¢ injetiva se:

T(uy,v1) = T(up,vy) = T(up,vy) = T(up,vy), VY(uy,vy), (up,v2) €D

Exemplo 1.22 A transformacao T do exemplo 1.20 nao é injetiva. De fato,
T(1,0)=T(1,27)=(1,0) mas (1,0)=(1,2m).

A mesma transformagao anterior, agora restrita ao retdngulo [0, 1] x[07] é injetiva. Ou
seja,
T :[0,1]x[07] = R?, t(r,0) = (rcos(6), rsin(6)

é injetiva.
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Definicdo 1.23 Seja D — R?, T(u,v) = (x(u,v)y(u.v)) uma transformacdo do plano,
com x, y fungdes de classe Cl! em D. A matriz

Idx  Ix

Ju ov
] =

P %

Ju v

é chamada matriz Jacobiana da Transformagdo T.

Ixy) _ _ ox 9y 9x 9y
) = det) = Guav —wan

Notagao:

Exemplo 1.24 Considere a transformacdo T do exemplo 1.20 (T(r,0) =
(rcos(0), rsin(6))).
A matriz Jacobiana é

cos(6) -rsin(0)
J= e det())= =rcos?(0) +rsin®(6) =r.
sin(6) rcos(0)

Uma das importdncias da matriz Jacobiana estd no teorema aseguir cuja demonstracgao,
por enquanto, nao faremos.

Seja T : D — R?, T(u,v) = (x(u,v), (4,v)) uma transformagdo do

plano. Se o Jacobiano de T num ponto (ug, vg) € D, géi'z))(uo, vg), é diferente de

zero, entdo existe uma vizinhanca V c D do ponto (ug, vg) tal que a restricao de T a
vizinhanga V é injetiva.

(x,9)
(u,v)

Uy, V)20 — HVCE, ug,vg) €V, t.q. T:V —>R? éinjetiva |.
0- V0 0,70 q ]

Exemplo 1.26 Seja T:[0,1]x[0,1] = R?, T(u,v) = (u+v,u—v).

Note que:
u=0 = y=-x e u=1 = yp=2-x;

v=0 = y=x e v=1 = y=x-2
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d(x,v) 1 1
=det =-2=0.
o) 1 4 ”
: N . x = u?-v? .
Exemplo 1.27 Considere a transformagdo T definida por 9 = o na regiao
D limitada pelas curvas u?—v2 =1 u?-v2=9,uv=1, e uv = 4, no primeiro

quadrante.

et

w?-v’=1 = x=1 e u’-v*=9

- x=9;
uw=1 = y=1 e uwv=4 — y=4.

I(x,y)
d(u,v)

2u —2v
v u

= det( ) = 2(u2+v2)¢0, em D.

(Mudanca de Coordenadas em Integrais Duplas) Seja T : D — R? uma
transformagao injetiva de classe C!. Seja D = T(D) e suponha que D e D sdo regioes
elementares do plano R?. Entdo para toda funcdo integravel f : D — R temos:

Lf(x,wdxdy - fﬁﬂu,v)
a(x,y)

onde ‘8(14 V)| é o valor absoluto do determinante jacobiano e f(u,v) = f(x(u,v), y(u,v)).

dudv

y)
v)

d(x,
d(u,

Em particular temos que:

(x,y)
d(u,v)

‘dudv

area(D) = J dxdy = Jl
D D

Exemplo 1.29 Calcular ID e dxdy, onde D é a regido limitada pelaretayp+x=2e
pelos eixos coordenados.

X+7p

y—x

Solugdo: Considere a mudanga de coordenadas { Z
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| .
x=0 = u=v, y=0 = u=-v, X+typ=2 — u=2
Au,v) 1 1) Ixy)| 1
(x,7) _det( -1 1 )_2 ‘a(u,v) T2
- . 1 2 _ -1 2
f eiTydxdy — lJ- evdudv = lJ. f evdvdu = lJ- wev|'” " du = - J- udu
D 2J)b 2Jo J-u 2Jo = 2 Jo

7=
Logo, fDexW dxdy = e—e L.

y+2x

Exemplo 1.30 Calcular ID dA, onde D ¢é a regido limitada pelas retas y — 2x =

y—2x
2, p+2x=2,y-2x=1 e y+2x=1.
Solugdo: fagamos AR
= p-2x

y-2x=2 = v=2, y+2x=2 = u=2, y-2x=1 = v=1, e p+2x=1 = u=2,

2 2 2
JW *dA = J izldudv _ 1f J B dudy = e = o
pDY—2x pve4 4 ), J); v? 16
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1.7 Coordenadas Polares

As coordenadas polares de um ponto P com coordenadas retangulares (x,y) sdo (r,0) onde
r=d(P,0) é a distancia do ponto P a origem O e 0 é o dngulo entre o eixo X e o segmento de
reta que liga os pontos O e P.

A relagdo entre as coordenadas (x, ) e as coordenadas (r,0) é dada por: { x : rcps(@)
y = rsin(0)
Note que esta mudanca ¢é injetiva em D = {(r,atheta): r >0, 6y < 6 < Oy + 21} com 6,
constante.
Além disso, esta mudanga transforma a regido circular D = {(x,y) eR?:x?+y? = az} na
regido retangular D={(r,0):)<r<a, 0<6<2mn}.

A matriz Jacobiana desta transformacdo é: | = ( Z?rslzg; _:(S::)I;Eg; ) e det(J)=r.

Exemplo 1.31 Calcular fD (x2+y2)dA, onde D ¢é a regido limitada pelas curvas

x2 +y2 =1, x?2 +y2 =4 y=xey= %x, no primeiro quadrante.
Solugao:

2
Exemplo 1.32 Calcular o volume do solido W limitado pelo elipsdide % L % =1,
a b €

coma>0,b>0,c>0.
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Solugdo: Pela simetria do elipséide podemos calcular a volume no primeiro octante,
assim:

Vol(W J 1-{— + = dxdy
onde D é aregido, no primeiro quadrante do plano XY, limitada pela elipse ;‘—§+i—§ =1
K
' '

71 = i

i r

4 S

-
st
g
Facamos a mudanga de coordenadas x = arcos(0)
¢ ¢ y = brsin(0)
O jacobiano desta mudanga é
Ix,y) acos(0) -arsin(0) | _
a(r,0) det bsin(6) brcos(0) | abr.
Logo,
vol(W _SJ ,f = }/_2 dxdy_8abcj er—rzdrdG_Sach j rV1-r2drdO
vol(W) = --- = gabcn
x = arcos(0) 2 V2 v _ _
Note que y = brsin(f))}:“er_r Logo, 7+ 5 =1l=r=1
~ ] 0<r<1

Dai, D.{ OSGS%

1.8 Simetria em Integrais Duplas

Dos cursos anteriores de Calculo sabemos que se f = f(x) é uma func¢do impar, entao

ﬁif(x)dx =0.

No caso de integrais duplas temos.
Seja D € R? um dominio simétrico em relagdo, por exemplo, ao eixo Y.
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!.Js o 3 qt.('ﬂ

D ¢ limitado a direita pela curva x = x(y) e a esquerda pela curva x = —x(p).
Seja f = f(x,y) uma funcao continua impar na variavel x (i.e. f(-x,y)=—f(x,v)). Entado

J f(x,v)dxdy = 0.
D

De fato, neste caso,

d( x) a
[ stpraay = | { _x(y)ﬂx,y)dx}dy ~ [0ty o

Analogamente, se o dominio D é simétrico em relagdo ao eixo X e f é impar na varidvel y

(i.e. f(x,—y)=—f(x,v)), entdo IDf(x,y)dxdy =0.

Exemplo 1.33 Calcular I = fD [(x2 +y2)sin(y) +x3y2]dxdy onde D é o circulo de
raio r e centro na origem.
Solugao:

= J (x2+y2)sin(y)dxdy +J y?dxdy
D D
Note que:

(1) fxy) = (x2 + yz)sin(y) é impar na varidvel y e D é simétrico com relagao ao eixo
X. Logo,

f (x2 + yz)sin(y)dxdy =0.
D

(2)  g(x,v) =x%p? ¢é impar na variavel x e D é simétrico com relagao ao eixo Y, logo

J- *y?dxdy = 0.
D

Assim, I=0.

1.9 Aplicacoes da Integral Dupla

1.9.1 Massa Total

Considere uma lamina fina com a forma de uma regiao elementar D C R? e suponha que
a massa sobre D se distribui com densidade dada por uma fung¢do f : D — R, positiva e
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integravel sobre D. f representa a massa por unidade de drea em cada ponto (x,v) € D.
A massa total de D é dada por

M(D) = fo(x,y)dxdy

Em particular, se a lamina é feita de material homogéneo (a densidade é constante), a
massa total é o produto da densidade pela drea de D.

1.9.2 Momento de Massa

O momento de massa da ldmina D em relacao a uma reta / é dao por

M, = L d(x,9)- f(x,y)dxdy

onde d(x,v) é a distancia do ponto (x,y) € D a reta [.
Em particular os momentos de massa da lamina D en relacdo aos eixos coordenados X e
Y sdo dados, respectivamente, por

M, = JD vf(x,v)dxdy e M, = JD xf(x,v)dxdy

1.9.3 Centro de Massa

O centro de massa da lamina D é dado por (x,7) onde,

My —_ M,
MD) ¢ YT MD)

X =

Se f(x,v) = k>0, (x,v) é chamado de centroide de D e correspnde ao centro geométrico da
regido D.

O centro de massa pode ser pensado como um ponto onde a massa da lamina se concentra
sem alterar seu momento em rel¢do a qualquer eixo.

Se f(x,y) nao é constante, entdo o centro de massa de D pode ndo coincidir com o
centréide de D.
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1.9.4 Momento de Inércia

O momento de inércia da ldmina D em relacdo a uma reta [ é
= [ 0o s sy

onde dz(x,y) ¢ o quadrado da distancia do ponto (x,y) a reta /.

Em particular, se | é o eixo X, entdo

Iy = f V2 f(x,y)dxdy
D

Esel éosixo Y, entdo

Iy = | 2 floy)dsdy
D

Define-se ainda, o momento de inércia polar em relao a origem como:

IO = IX +IY = J\ (X2 +y2) f(x,y)dxdy
D

Exemplo 1.34 Determinar o momento de inércia polar da regiao limitada pelas curvas
y=e*,x=1,9=0 e x=0; seadensidade é dada por f(x,y)=xy
Soluc¢io:




Capitulo 1. Integrais Duplas 23

1 re*
Iy = Jyz-xydxdy = j J xy3dydx
D 0o Jo
1 =¥ 1
1 y=e 1
= J —xy4‘ dx :J —xePdx
0 4 =0 0 4
1 ! R u:%x du:[lldx
T 16 O_J;) 16° dx dv=e¥ v=iet
3 4 1
- 64° 64
1 e
Iy = szoxydxdy = f f ydydx
D 0 Jo
1 =e* 1
1 y=e 1
= f ~x%p?  dx = —x3e
0o 2 =0 0 2
_ _ e? . 3
16 16

3 e 1 3
IOZIx+IY:6—4€4+1—6—6—4+E.
1

I
0~ 64

(3e4+4e2+11).

Exemplo 1.35 Determinar a massa de uma ldmina D que ocupa a regiao

x?+y? < 1 . ) . A
y > 0 se sua densidade, em cada ponto, é proporcional a distdncia do
ponto a origem.
Solugio:

A densidade, no ponto (x,v), é f(x,v) = kx> +p2.

M(D) = J;) kyJx? +p2dxdy
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x = rcos(0)
y = rsin(0)

j f Vi2rdodr
= JJ zdedr—nkf 2dr

= gkn unidades de massa.

Passando para coordenadas polares { temos:

M(D)



