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PREFACIO

"Por favor, poderia me dizer que caminho devo seguir agora?
Isso depende bastante de até onde vocé quer chegar."
Lewis Carrol - Alice no Pais das Maravilhas

Mauricio A. Vilches - Maria Luiza Corréa
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Capitulo 1

GEOMETRIA ANALITICA

1.1 Introducao

Neste capitulo estabeleceremos os conceitos bdsicos para o estudo do Célculo em vérias va-
ridveis. Nao pretendemos fazer um estudo detalhado de vetores ou de Geometria Analitica,
mas recomendamos aos leitores, consultar a bibliografia como complemento necessério deste
capitulo.

1.2 Espacos Euclidianos

O espago euclidiano n-dimensional (n € N) é o produto cartesiano de n fatores iguais a R:

Sen =1, R = Réareta; sen = 2, R? é o plano e se n = 3, R é 0 espaco euclidiano
tridimensional.

1.2.1 O Espago Euclidiano Tridimensional

O espaco euclidiano tridimensional é definido pelo conjunto:
R® = {(z,,2) /@, y, € R}.

Logo, os elementos de R sdo ternos ordenados.

Dados (z,y,2) € R3e (x1,y1,21) € R3, tem-se (z,y,2) = (v1,%1,21) se, e somente se, v = w1,
Yy=yrez=z.

Em R? podem ser definidas duas operacdes.

Definigao 1.1. Dados (7,9, 2), (v1,y1,21) € R3e 3 € R, definimos:
1. Adicdo de elementos de R?:

(z,9,2) + (x1,91,21) = (* + 21,y +y1,2 + 21).
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2. Multiplicacdo de elementos de R? por escalares de R:

B(z,y,2) = (Bz,By,B2).

Estas duas operagdes satisfazem as seguintes propriedades:

Proposicio 1.1. Dados x,y, ze 0 = (0,0, 0) elementos de R3 e o, 3 € R; entio:

1. x+y=y+x 5. B(x+y)=pBx+pBy

2. (x+y)+tz=x+(y+2z) 6. (a+p)x =ax+px
7.1l x=x-1=x
3. x+0=0+x=x.
8. 3 —x € R3 tal que
4. a(fx)=(apf)x X+ (—x) = (—x) +x=0.

Note que, se x = (z,y, 2), entdo —x = (—z, —y, —2)

Em geral, um conjunto onde sdo definidas as operacdes de adi¢do e multiplicagdo por um
nuamero real (escalar), como na definicdo anterior, satisfazendo as propriedades anteriores é
chamado espaco vetorial sobre R e seus elementos sdo chamados vetores. Logo, R? é um espaco
vetorial (de dimensdo 3) sobre R. De forma analoga, R? é um espaco vetorial de dimensao 2
sobre R.

1.3 Sistema de Coordenadas Ortogonais no Espaco

Escolhamos trés retas mutuamente perpendiculares e denotemos por 0 o ponto de intersecio
das retas, chamado origem. Estas retas, ditas eixos coordenados, sdo designadas como o eixo
dos z, eixo dos y e eixo dos z, respectivamente. Os eixos dos = e dos y formam um plano ho-
rizontal e o eixo dos z é ortogonal a este plano. Os planos que contem os eixos coordenados,
chamados planos coordenados, sdo: plano zy se contem os eixos dos z e dos y; plano zz se
contem os eixos dos x e dos z e plano yz se contem os eixos dos y e dos z. Os planos coorde-
nados dividem o espago em oito partes chamadas octantes. Um terno ordenado de ntimeros
reais (x,y, z) estd associado a um tnico ponto P do sistema de coordenadas. A distancia do
ponto P ao plano yz é a coordenada x de P, a distancia do ponto P ao plano zz é a coordenada
y de P e a distancia do ponto P ao plano zy é a coordenada z de P. Estas trés coordenadas sdo
as coordenadas retangulares do ponto P e determinam uma correspondéncia um a um entre
ternos ordenados e pontos do sistema de coordenadas. Ao 0 esta associado o terno (0,0, 0).
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*x.y)

Figura 1.1:

Os elementos de R3 sdo denominados pontos ou vetores, com o seguinte cuidado: (z,y,2) € R3
é um vetor que tem a origem em (0, 0,0) e extremidade em (z,y, z) e é também chamado vetor
posicdo de (z,y, z). Para ter uma melhor distin¢gdo denotaremos os vetores de forma diferente
da dos pontos. Por exemplo 0 = (0,0, 0) é o vetor nulo.

Figura 1.2:

- =
Dados P = (z1,y1,21) € P» = (x2,y2, 22), 0 vetor V determinado por P, P; é:

‘VZPQ—H=($2—$1,y2—yl,2‘2—zl)‘

—
O vetor Vv = OP é o vetor posicdo do ponto P.

Exemplo 1.1.
[1]Se P, = (3,2,1) e P, = (—2,1,—5), determine P, P».
Da definic¢ao:
—_
PP = (_27 17 _5) - (37 27 1) = (_57 _17 _6)
[2]Se P, = (v2,1,7) e P, = (2,1,27), determine P, P».

Da definigdo:
—_
PPy =(2,1,27) — (V2,1,7) = (2 - V2,0, 7).
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1.4 Produto Escalar

Definigdo 1.2. Sejam @ = (u1, ug,u3) e Vv = (v1, ve,v3) vetores em R3. O produto escalar de G e V,
denotado por U - V (ou < U,V >) é definido por:

‘ﬁ'{;:ulvl—l-UQUg-i-u;gvg‘

Analogamente se define o produto escalar de vetores em R?.

Proposi¢do 1.2. Sejam v, d, w € R3 e 3 € R, entdo:

1. ¥-¥>0 4. v-0=0
2. V- ¥ = 0 seesomente se, V = 0. 5. (fuU)-v=u-(BV)=0(u-V)
3. v-i=1u-V. 6. W-(U+V)=(w-u)+ (W-V).

As propriedades podem ser provadas diretamente da definigao.

Definicado 1.3. O vetor vV é ortogonal a W se e somente se
vV-w=0
O vetor 0 é o tinico vetor ortogonal a todos os vetores de R?. Se w € R? e W = (z,y), entdo os

vetores (—y, z) e (y, —x) sdo ortogonais a w.

1.5 Norma Euclidiana de um Vetor

Definigao 1.4. Seja v = (v1,v2,v3) € R3. A norma euclidiana de ¥ é denotada por ||| e definida por:

V|| = VV- -V = v%—kv%—kv%

O vetor ¥ é dito unitdrio se ||V|| = 1.

Proposicao 1.3.

s

g

1. Se w # 0 ndo é unitdrio, entdo o vetor definido por Vv = Tk ¢ unitdrio e tem a mesma diregio

—

de w.

2. Se 0 é o angulo formado pelos vetores ¥V e U, entdo:

—

Vi = [V ||t cos(8).
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A propriedade 1, pode ser provada diretamente da definicdo. Para a segunda, aplicamos a lei
dos co-senos ao tridangulo da figura, temos: ||G — V|> = ||[d[|? + ||V]*> — 2 ||| [| V]| cos(8).

<

Figura 1.3:
i[> =t - §; temos: (G — V) - (@~ V) =d- 1+ V-V — 2| ||V] cos(6); logo,

-d—d-v-7- GV - 2] ][] cos(0);

=1}
+
<l
<l
1
=11

entdo, U - V = ||| ||| cos(h).
Trés vetores de R3 tem um destaque especial, a saber:

—

i=(1,0,0), j=(0,1,0) e k=(0,0,1).

S
J

Figura 1.4: Os vetores ijek.

Os vetores i, j e k sdo unitdrios e mutuamente ortogonais. O conjunto {i, j, k} é dito a base
canodnica do R3. Para todo ¥ = (v, v, v3) € R? temos:

v:U1i+U2j+U3k

1.5.1 Angulos Diretores e Co-senos Diretores

Os angulos diretores de um vetor ndo nulo v = (v;, v, v3) sdo os angulos «, 3 e 7, no intervalo
[0, 7] que V forma com os eixos coordenados.
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Z)

|

Figura 1.5:

Os co-senos desses angulos diretores, cos(«), cos(3) e cos(y) sdo chamados co-senos diretores
do vetor V. Pelas propriedades do produto escalar, temos:

v-i U1 U1 \_;J () (%)

:7—’:T:— cos(ﬂ): = —’:T:—
IIIEE VI Vo? + 03 + 03 I VI Vof + o + 03

os(a)

—

( ) V'E U3 U3
os(7Y) = oo T = Y
19kl VI /o7 + 03 + o2

O vetor V fica univocamente determinado conhecendo seu comprimento e seus angulos dire-
tores. De fato:
v = [Vl cos(a), vz = [[¥][cos(B) e v =[] cos(y).

Note que cos?(a) + cos?(3) + cos?(y) = 1.
Exemplo 1.2.

[1] Sejam V = (1,2,3) e w = (—2,1,3). Determine V - w e 0s vetores unitdrios nas dire¢des de v
e w, respectivamente.

Primeiramente calculamos v -w = —2 + 249 = 9. Agora devemos determinar HT‘ZH e ”VVS‘;”:
V| = vVI+4+9=11de||W|] =V4+1+9=+14;logo,
1 2 3 2 1 3

) ) € - ) ) )
(\/ 14 14" v/ 14) ( V14 V14 14)
sdo os vetores unitarios nas dire¢des de vV e w, respectivamente.

[2] Sejam V = (z,—2,3) e i = (x,x,—5). Determine o valor de = para que V e U sejam ortogo-
nais.

Da defini¢do V e i sdo ortogonais se v - i = 0; entdo, V- i = 2% — 22 — 15 = 0, equacdo que tem
solugdes z = 5 ez = —3; logo: vV = (5, —2,3) e d = (5,5, —5) sdo ortogonaise v = (—3,—-2,3) e
u = (—3,—3,—5) sdo ortogonais.
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[3] Sejam P, = (3,-2,-1), P, = (1,4,1), P = (0,0,1) e P, = (—1,1,—1). Determine o angulo
—_—
formado pelos vetores P P e P3P;.

Sejam vV = ]TP; =(1-3,44+2,14+1)=(-2,6,2)ew = m = (—1,1,—2). O angulo formado
porvew é:
v-wo ]2
VI 33°
[4] Calcule os co-senos diretores de i = (-2, 1, 2).
2

1
Como ||| = 3, cos(a) = ~3 cos(f3) = 3¢ cos(y) = 3

cos(0) =

1.5.2 Trabalho

Suponha que uma forga constante F' move uma particula de um ponto P até um ponto Q. O
trabalho realizado pela particula é dado por:

- —
W =F.PQ

Se a unidade de comprimento é dada em metros e a forca é dada em Newtons, o trabalho é
dado em Joules (J).

Exemplo 1.3.

Uma forca dada por F = (1,2,3) move uma particula do ponto (1,1, 1) ao ponto (4, 2, 3); logo:
W= (1,2,3)-(3,1,2) =3+2+6 =11..

1.6 Produto Vetorial

Definigao 1.5. Dados ¥ = (v1,v2,v3) e W = (w1, wa, w3) vetores em R3, o produto vetorial de v e w,
denotado por vV x W é definido por:

U2 U3
w2 w3

—
.

VX W= i—

Logo, da definicado segue:

—

VXW= (7)2 w3 — V3 wg) ;—l— (7)3 w1 — V1 w;;)}—i— (2)1 wWg — Uy wl) k.

Proposicdo 1.4. Sejam v, W e u vetores do R3 e 3 € R. Entdo:

1. Vv x v =0. 4 Vx (WH+H) =VXW4+V X0
2.0xv=vx0=0
3. VXW=—-wWXV. 5 BV xw=vVXxpw=0(VxW).

— —

6. ||V x w| = ||V||||W| sen(8), onde 6 é o angulo formado por v e w.
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7. Os vetores V e W sdo paralelos se e somente se Vv.x w = 0.
8. O wvetor vV x w é ortogonal aos vetores V e w.

9. A drea do paralelogramo determinado por vV e W é |V x w|.

~
Figura 1.6:
10. Identidade de Lagrange: ||V x w||? = ||V|? ||W|]? — (V- W)2
(75} u9 us
ll.ﬁ-(\‘/‘va/): (%1 (%) V3 |.
w1 w9 ws

12. O volume do paralelepipedo determinado pelos vetores d, vV e w é dado por

V=i (¥ x W)

Prova: As provas seguem diretamente das defini¢des. Por exemplo:

7. Se v x w = 0 o angulo formado pelos vetores é zero ou 7; logo, os vetores sdo paralelos.

(0), onde 0 é o0 angulo entre V e w.
10. [V x W2 = [[¥]* W[ sen?(0) = [[¥]|* [ W]|* (1 — cos*(0)) = [¥]* |W]* — (V- W)*.

12. A drea da base é A = ||V x wW||; seja § o angulo formado por U e Vv x W; logo, a altura do
paralelepipedo é h = ||| |cos(#)]; entdo, V = i - (V x W)|.

Exemplo 1.4.
[1] Sejam vV = (—3,—-2,2) e w = (—1,1,2). Calcule V x W, (W X V) x Ve (W X V) X U.

Da defini¢do e das propriedades temos: Vv x w = (—6,4,—5) e (W x V) x V = (2,-27,-24) e
(W x V) xw=(-13,-17,2).

[2] Calculeix j,ixk,jxke (ix]j)x({xKk).
K, 1 x

Da defini¢do temos: ix J = (0,0,1) = k,
(x)x(xk)=kxi=].

[3] Calcule a érea do tridngulo determinado por P = (2,2,0), @ = (—1,0,2) e R = (0,4, 3).

K = (0,—-1,0) = —j, jxk = (1,0,0) = ie

A 4rea do tridngulo é a metade da drea do paralelogramo determinado por u = P—C)Q ev = P_]%;
logo:
i x ¥ _ [(-10,5,-10)] _ 15

2 2 T2
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[4] Calcule o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores i = (2, —3,4), v = (1,2, —1)
ew = (3,—1,2).

ComovVv xw = (3,-5,—7), temosV = [u- (VxwW)|=|-7=T.

[5] Determine o valor de k tal que i = (2, —1,1), Vv = (1,2, -3) e w = (3, k, 5) sejam coplanares.

Se U, V e w sdo coplanares, entdo, i - (V x w) = 0; caso contrdrio, determinariam um paralele-
pipedo e, portanto, os vetores ndo poderiam ser coplanares.

¢ x W= (10 +3k,—14,k — 6);

logo, i - (V x W) = 7k + 28; resolvendo 7k + 28 = 0, temos k = —4.

1.6.1 Torque

Se uma forca F age num ponto de um corpo rigido, de vetor posigdo 7, entdo essa forga tende
a girar o corpo em torno de um eixo que passa pela origem do vetor posigdo e é perpendicular
ao plano de 7 e F. O vetor torque (relativo a origem) é dado por 7 = 7 X F.

O torque fornece uma medida do efeito de um corpo rigido ao rodar em torno de um eixo. A
direcdo de 7 indica o eixo de rotagdo.

Exemplo 1.5.

[1] Uma forga F= (2,5, 8) age num ponto de um corpo rigido, de coordenadas (1, 1, 2). Calcule
o torque.

—

Da defini¢do ¥ = (1,1,2); logo, 7 = 7 x F = (1,1,2) x (2,5,8) = (—2,—4,3). A diregdo de
(—2,—4, 3) indica o eixo de rotacéo.

[2] Um parafuso é apertado aplicando uma forga de 300 N com uma chave de 0.45m de com-
primento fazendo um angulo de % como na figura. Determine o médulo do torque em torno
do centro do parafuso.

Figura 1.7:

. o - 2
17l = |7 x F|| = ||7] [|F]| sen(«); como ||7]] = 0.45, ||F|| = 300 e sen(%) = g, temos,
I17]| = 67.5/2J.
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1.7 Distancia em R?

Definigao 1.6. Sejam Py = (1,91, 21) € Po = (w2, y2, 22) pontos do R3. A distincia entre Py e P é
denotada e definida por:

do(Py, Py) = \/(x1 — 22)? + (y1 — 42)? + (21 — 22)°

Em particular, se P = (z, vy, 2):

do(0, P) = |0P| = /2% + 2 + 22

Proposicao 1.5. Sejam Py, P, e P3 pontos do R3; entdo:

1. do(Py, P2) >0 3. do(P1, ) = do(P», Pr)
2. do(Py, Py) = 0 se, e somente se Py = P. 4. do(Py, P3) < do(Py, Py) + do(Po, P3).
1.8 Retas

Sejam P = (z1,91,21) um ponto e ¥ = (v, v9,v3) um vetor em R3. A reta que passa pelo ponto
P e tem dire¢do V é dada, parametricamente, por:

|P(t)=P+1tV, t €R|

Em coordenadas:
z(t) = x1+tu

y(t) = y1+toy
2(t)= 2z +tvs, teR.

Dados P = (21,91, 21) € P» = (72,2, 22) em R?, vamos obter a equagdo da reta que passa por
P1 e PQ.

Figura 1.8: A reta que passa por P e Ps.

A diregdo da reta é dada por Vv = P, P%; logo, as equagdes paramétricas sdo:
x(t) = o1+t (x2 — 1)

y(t) =y1+t(y2 —y1)
z(t) =z1+t(z2 —21), teR.



1.8. RETAS 19

Exemplo 1.6.

[1] Determine a equacao da reta que passa pelo ponto (1, —1, 1) e tem a direcdo do vetor (2, 1, 3).
Ache outro ponto da reta.

Sejam P = (1,-1,1) e v = (2,1, 3); logo,

z(t) = 142t
y(t)= -1+t
2(t) = 1+ 3t,

Figura 1.9: A reta do exemplo [1].

[2] Determine a equacdo da reta que passa pelos pontos P, = (—2,—1,3) e P» = (3,2,7).
R —
A direcao daretaé v = P, P, = (5,3,4); logo a equagdo é:

x(t)= —2+5¢
y(t)= —1+3t
2(t)= 3+4t, teR.

Figura 1.10: A reta do exemplo [2].

1.8.1 Paralelismo e Perpendicularismo

Sejam 1; e 1, retas de dire¢des V; e Vo, respectivamente; entdo:
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1. 1; é paralela a I se, e somente se, v x V3 = 0.

2. 1; é perpendicular a 1, se, e somente se, V; - Vo = 0.

A prova segue diretamente das definicdes.

Exemplo 1.7.

[1] As retas
r=1+2t r=4—1
y=-3+6t e y=-3t
z=1+414t z=—-5—21

sdo paralelalas. De fato, v; = (2,6,4), Vo = (—1, -3, —2) e V| X Vo = 0.

[2] As retas
r=1+2t r=5—1t
y=-3+6t e {y=3+t
z=1+4t z=-5—t

sdo perpendiculares. De fato, v = (2,6,4), Vo = (—1,1,—1) e v - V3 = 0.

[3] As retas

r=1+2t r =5t
y=—2+3t e y=3+2t
z=4+1 z=-34+3t

ndo sdo paralelas nem perpendiculares e ndo se intersectam. Tais retas sdo ditas reversas.

rd

Figura 1.11: As retas do exemplo [3].

1.8.2 Forma Simétrica da Equacdo da Reta

Eliminando o parametro ¢ na equagdo da reta, obtemos a forma simétrica da equacado da reta:

r—r1 Y-y 22—z

U1 (%) V3




1.9. PLANOS 21

sendo os v; # 0 (1 < i < 3). Se, por exemplo, v; = 0, obtemos:

Yy—hn 22— 21,
xr =T, = 5
U2 U3

0s outros casos sdo analogos.

1.8.3 Distiancia de um Ponto a uma Reta

Seja P um ponto que ndo pertence a reta que passa pelos pontos @ e R. A distancia do ponto
P areta é:

— — .
onde Vv = QR e w = QP. A prova deste fato fica como exercicio.

Exemplo 1.8.

[1] Ache a distancia do ponto P = (2,1,—1) a reta que passa pelos pontos Q = (2,0,1) e
R=(-2,-2,1).

24
Como ¥ = Qft = (~4, ~2.0), % = QF = (0.1, ~2) logo,dy = 1" ¥ /2,

1.9 Planos

Definigdo 1.7. Sejam o vetor i # 0 e 0 ponto Py = (0,0, 20) € R, fixado. O conjunto de todos os
pontos P = (z,y, z) € R3 tais que:

—
n-PP=0

é chamado plano passando por Py e tendo normal i. Em particular, se i = (a, b, c), o plano passando
por Py e de normal 11, tem a equagdo em coordenadas:

(@ —a0) +b(y—yo) +c(z—20) =0

Exemplo 1.9.

[1] Ache a equagdo do plano que passa pelo ponto (1, —1,1) e é normal ao vetor (—1,2, 3).

Sejam Py = (1,—1,1) e = (—1,2,3);entdo, —1(z — 1) +2(y+1)+3(2 —1) = -z + 2y + 3 2.

1,2
A equacdo é a:+2y—|—3 0.
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Figura 1.12: Exemplo [1].

[2] Ache a equagdo do plano que passa pelo ponto (1, -1, —1) e é normal ao vetor (3,2, —3).

Sejam Py = (1,—1,—1)en = (3,2, -3);entdo: 3(x —1)+2(y+1)—3(2+1) =3x+2y—3z—4.
Aequacaoé3zr +2y — 3z =4.

Figura 1.13: Exemplo [2].

Considerando a equagdo do primeiro grau nas varidveis x, ye z,ax + by +cz +d = 0, onde a,
b e c € Rndo sdo todas nulas, o subconjunto do R3:

P={(z,y,2) €eR¥/ax+by+cz+d=0}

é o plano com vetor normal i = (a, b, ¢).

Por simplicidade usaremos a expressdo plano ax + by + cz + d = 0 em lugar de, o plano de
equagdoazx +by+cz+d=0.

Exemplo 1.10.
Determine a equagao do plano que passa por P; = (1,1,1), P, = (2,0,0) e P5 = (1,1,0).

Qualquer vetor normal ao plano deve ser ortogonal aos vetores Vv = P, P e w = P» P53, que sdo
paralelos ao plano. Logo, o vetor normal ao plano é i = v x w, donde ii = (1,1,0); logo, a
equagdo do plano é x + y + d = 0; como (2,0, 0) pertence ao plano, temos: d = —2 e a equagao
é:

r4+y—2=0.
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Figura 1.14:

1.9.1 Angulo entre Planos

Definicado 1.8. O dngulo entre dois planos é o menor dngulo formado pelos vetores normais aos planos.

Logo, se 11 e 13 sd30 0s vetores normais aos planos, entdo:

nj - Ny

cos(0) =

[ || i |

Exemplo 1.11.

[1] Determine o angulo entre os planos 5z — 2y + 5z =12e2x+y — 72 = —11.

Os vetores normais aos planos sdo n; = (5,—2,5) e iy = (2,1, —7), respectivamente; logo,
ﬁl . ﬁg 1 2m
cos(0) = ————=——ef=—rad.
[y || [|2 | 2 3

Figura 1.15:

[2] Determine o angulo entre os planos  +y — 2z =0ex — 2y +22z = 0.

Os vetores normais aos planos sao n; = (1,1, —1) e iy = (1, —2, 2), respectivamente; logo:

nj - ns 1
cos(0) = ————— = ———
O) = &l&l ~ V3

1
e 0 = arccos(———=) rad.

V3
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Figura 1.16:

1.9.2 Paralelismo e Perpendicularismo entre Planos

Definic¢ao 1.9. Dois planos sio paralelos se, e somente se, seus vetores normais, respectivamente 1 e
1y, sdo paralelos, isto é:

ﬁ1Xﬁ2:0

Dois planos sdo perpendiculares se, e somente se, seus vetores normais, respectivamente 1i; e
1y, sdo ortogonais, isto é:

Proposicao 1.6. Os planos ax +by +cz=deajx + b1y + ¢ 2 = dy sdo:

1. paralelos, se existe k € R tal quea = kay, b=kbjec=kcy;

2. perpendiculares, se aay +bby + ccy = 0.

A prova segue das definicdes.

Exemplo 1.12.

Determine a equagdo do plano paralelo ao plano 3z + y — 6 z + 8 = 0 e que passa pelo ponto
P =(0,0,1).
O vetor normal ao plano é i = (3,1, —6); logo, a equacdo do plano é 3z +y — 6 z + d = 0; como

o ponto P pertence ao plano temos —6 + d = 0, logo, a equacao do plano é

3r4+y—62z+4+6=0.

O plano:
ar+by+d=0

é perpendicular ao plano zy.

O plano:
by+cz+d=0

é perpendicular ao plano yz.
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O plano:

ar+cz+d=0

é perpendicular ao plano zz.

Figura 1.17: Planos coordenados.

1.9.3 Distincia de um Ponto a um Plano

Definicdo 1.10. A distdncia do ponto Py = (o, yoz0) a0 plano ax + by + cz + d = 0 é dada por:

- |a:c0 +byo + c 2 —|—d‘

d
’ VeI

Exemplo 1.13.

[1] Determine a distancia do ponto (1,1, —5) ao plano 12z + 13y + 52 4+ 2 = 0.
V2
13°

[2] Determine a distancia entre os planos paralelos: + +2y — 2 =8e 4z +8y — 42z = 10.

Aplicando diretamente a férmula: dy =

A distancia entre dois planos paralelos é a distancia entre um ponto qualquer do plano
r+2y—z==8aoplano4z + 8y — 4z = 10. O ponto (1,4, 1) pertence ao plano z + 2y — z = 8.
A distancia do ponto (1,4,1) ao plano 4z + 8y — 4z =10 é:

14+ 32 —4—10| 11
dy = = .
V16 + 64 + 16 26

Em geral, seax + by +cz = deax + by + cz = dy sdo planos paralelos, a distancia entre os
planos é:

|dy — d|
VaZ+ b2+ 2
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1.10 Generalizac¢oes
Podemos fazer as seguintes generalizagdes para R", n > 3.
Os pontos x € R" sdo x = (21, %2, 23, ....,&,) onde z; € R. Dados x,y € R", dizemos que x =y

se e somente se z; = y;, para todoi = 1,....,n. (0, ....... ,0) é a origem do R". Em R" podem ser
definidas duas operagdes. Dados x = (x1, 22,23, ..., Zn), ¥ = (Y1, Y2, Y3, ..., yn) E R" e f € R:

Adicao de elementos de R"™:
x+y=(x1+y1, T2+ Y2y ceeueee. Ty + Yn)-
Multiplicacao de elementos de R" por escalares de R:
B-x= (0 21,0 T2 ueuen B xn).

Estas duas operagdes satisfazem as propriedades andlogas as enunciadas para R3. Logo, R"
é um espaco vetorial de dimensdo n sobre R. Os elementos do R" sdo denominados pontos

ou vetores, com o seguinte cuidado: v € R" é um vetor que tem a origem em (0, ....... ,0) e
extremidade em V. Para ter uma melhor distin¢do denotaremos os vetores de forma diferente
da utilizada para os pontos. Por exemplo, 0 = (0, ....... ,0) é o vetor nulo.

1.10.1 Produto escalar

Se d = (u1,ug, us, ...., up) € V.= (v1, 02,03, ...., v, ) sd0 vetores do R", o produto escalar de i e V,
denotado por i - V é definido por:

U-V=uy v +ug v+ .o + Uy - Uy

O produto escalar tem as seguintes propriedades:

3. vV é ortogonal a w se, e somente se, i - V = 0.

Norma euclidiana: Se v € R" nao é nulo:

V|| = VvV - V.

Distancia: Se x = (21,22, ....,Tn) € Y = (Y1,¥2, --.., Y ) Sd0 pontos do R", entdo:

d(x,y) = lx =yl = V(21 —y1)? + (22 = y2)* + oo + (T — yn)*.
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1.11 Superficies

Em R3 temos dois tipos de objetos de nosso interesse: os sélidos e as superficies. De forma
intuitiva podemos dizer que os s6lidos sdo os objetos de R que possuem volume e as super-
ficies sdo objetos de R? que possuem &rea, mas tem espessura irrelevante. Para leitores com
conhecimentos mais profundos, podemos dizer que um sélido é um objeto de dimensado 3 em
R? e as superficies sdo objetos de dimensdo 2 em R3. Os s6lidos nos permitem modelar, por
exemplo, depdsitos de combustiveis, turbinas de avides ou carros. As superficies nos permi-
tem modelar, por exemplo, folhas de papel, membranas ou ldminas de metal. As defini¢des
matemadticas destes objetos estdo fora do contexto destas notas e, por isso, ficaremos com estas
idéias intuitivas. Do Célculo de uma variavel, conhecemos os sélidos de revolucdo. Por exem-
plo, o s6lido de revolucédo obtido girando em torno do eixo dos y a regido limitada pelo grafico
de (z — b)? + y* = a%, 0 < a < b. Veja o seguinte desenho:

Figura 1.18: Uma superficie em R3.

Os planos sao exemplos de superficies. A seguir definiremos um novo tipo de superficie: as
superficies quadricas.

1.12 Superficies Quddricas

Sabemos que o conjunto de todos os pontos (z,y) € R? que satisfazem a equacdo geral do
segundo grau nas varidveis x e y é uma segdo conica: pardbola, elipse, hipérbole ou alguma
forma degenerada dessas curvas, como um ponto ou um par de retas. Em R?, a equacéo geral
do segundo grau nas varidveis z, y e z € F(z,y, z) = 0, onde:

F(z,y,2) = A2®? + By* +C22+ Day+ Exz+Fyz+Goe+Hy+ 12+ J,

onde os coeficientes dos termos de segundo grau ndo sdo todos nulos, de modo que o grau da
equagao é 2. O subconjunto Q C R?, definido por:

Q= {(1’,y,2’) €R3/F(az,y,z) :0}
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é chamado superficie quadrica ou quadrica central. Usando rotagdes e translagdes é possivel
mostrar que existem os seguintes tipos de superficies quddricas ndo degeneradas:

1) Elipséides.
2) Hiperboloide elitico ou de uma folha.

3) Hiperboléide de duas folhas.

5) Paraboléide hiperbélico.

)
)
)
4) Paraboloide elitico.
)
6) Cones.
)

7) Cilindros.

Apresentaremos as equagdes que definem as quadricas centradas na origem. As outras formas
mais gerais podem ser determinadas a partir de translagdes e rotagdes. Uma forma bésica
de esbocar uma superficie quadrica é determinar os interseptos com os eixos coordenados e
desenhar suas sec¢des retas, ou seja, as interse¢des da superficie com os planos coordenados,
também chamadas tragos da quadrica. As quadricas centrais apresentam simetrias em relacdo
a cada um dos planos coordenados. Se na equagdo que define a quadrica substituimos x por —x
e a equagdo nao se altera, a quddrica é simétrica em relagdo ao plano yz; se substituimos y por
—y e a equacgdo nao se altera, a quadrica é simétrica em relagdo ao plano zz; se substituimos z
por —z e a equacdo nao se altera, a quadrica é simétrica em relacdo ao plano zy e se substituimos
(x,y,2) por (—z, —y, —z) e a equagdo nao se altera, a quadrica é simétrica em relagdo a origem

1.12.1 Elipséide

A equagdo que representa o elipsdide de centro na origem é:

[\
[\
[\

+ 2=,

+ 2

®w| 8
2

onde a, b, ¢ € R nao sdo nulos.

Figura 1.19: O elipsoide.

Interse¢des com os eixos coordenados: (+a,0,0), (0,4b,0) e (0,0, £c).
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Simetrias: a equacdo nao se altera se substituimos (z,y, z) por (—z, —y, —z); logo, o elipséide
tem simetria em relacdo a origem.

Tracos do elipséide:
72 2

No plano zy é a elipse: o) + '7;—2 =1
2,2

No plano yz é a elipse: 2 + 2= 1.
2 2

No plano zz é a elipse: o + 2= 1

Figura 1.20: O elipséide e seus tracos.

Em particular se a = b = ¢, temos:

2

Py + 2 =a

equagdo que representa a esfera de centro na origem e raio a.

Figura 1.21: A esfera e seus tragos.

Em geral, a equagdo do elipséide centrado no ponto (xg, yo, 20) €:

(z — 360)2 (y — y0)2 (z — 20)2
a? i b2 i R !
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Em particular, a equagdo que representa a esfera de centro em (g, ¥o, 20) € raio a é:

(z—20)*+ (y —y0)* + (2 — 20)* = &

1.12.2 Hiperboléide de uma folha

A equagdo que representa o hiperboléide de uma folha de centro na origem é:

onde a, b, ¢ € R ndo sdo nulos.

Figura 1.22: Hiperboléide de uma folha.

Intersec¢des com os eixos coordenados: (+a,0,0) e (0,+b,0).

Simetrias: a equagdo ndo se altera se substituimos (z, y, z) por (—z, —y, —z); logo, o hiperbo-
l6ide tem simetria em relagdo a origem.

Tracos do hiperboléide de uma folha:

e e T Y
No plano zy é a elipse: ) + i 1.
o W 22
No plano yz é a hipérbole: i
2 22
No plano zz é a hipérbole: poime i 1.
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Figura 1.23: Hiperbol6ide de uma folha e seus tragos.

As equacOes:
2 2 2 2 2 2
T Y z T Y z
ﬁ_b_2+c_2:1 e ——= + -5+

1
a? b2 2 ’

representam também hiperboléides de uma folha. No primeiro caso o eixo do hiperboléide é
o eixo dos y e no segundo caso o eixo dos z. O termo negativo na equagao indica o eixo do
hiperboléide.

Figura 1.24: Outros hiperboléides de uma folha.

1.12.3 Hiperboléide de duas folhas

A equagdo que representa o hiperboléide de duas folhas de centro na origem é:

[\
[\
[\

z
Z 1
+c2

@w| 8
2

onde a, b, ¢ € R ndo sdo nulos.
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Figura 1.25: Hiperboléide de duas folhas.

Intersecdes com os eixos coordenados: (0,0, £c).

Simetrias: a equagdo ndo se altera se substituimos (z,y, z) por (—z, —y, —z); logo, o hiperbo-
l6ide de duas folhas tem simetria em relagdo a origem.

Tracos do hiperboléide de duas folhas:

No plano zy: nenhuma.
2 2

No plano yz é a hipérbole: —:Z—Z + i—2 =1
z? 22
No plano zz é a hipérbole: 2 + 2= 1

Figura 1.26: Hiperbol6ide de duas folhas e seus tragos.

As equagdes:
A G A
a2 b2 27
representam também hiperboléides de duas folhas. No primeiro caso o eixo do hiperboldide
é o0 eixo dos x e no segundo caso o eixo dos y. O termo positivo na equagdo indica o eixo do
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hiperboléide.

Figura 1.27: Outros hiperboléides de duas folhas.

1.12.4 Paraboléide elitico

A equagdo que representa o paraboldide elitico de centro na origem é:

onde a, b, ¢ € R ndo sdo nulos. Para ¢ > 0, as pardbolas tem a concavidade voltada para
cima. Para ¢ > 0, o paraboldide "abre"para cima. De forma analoga, se ¢ < 0, o paraboléide
"abre"para baixo.

Figura 1.28: Paraboldides eliticos.

Intersecdes com os eixos coordenados: (0,0, 0).
Simetrias: a equacdo néo se altera se substituimos = e y por —z e —y; logo, o paraboldide tem
simetria em relagdo aos planos yz e zz.
Tracos do paraboléide elitico:
No plano zy: o ponto (0, 0,0).
2 2

No plano yz é a parabola: 'Z—Q L= 0.
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2
xT z

No plano zz é a pardbola: — — — = 0.
a’> ¢

Figura 1.29: Paraboloide elitico e seus tragos.

1.12.5 Paraboléide hiperbdlico

A equagdo que representa o paraboldide hiperbdlico de centro na origem é:

onde a, b, ¢ € R ndo sdo nulos. Para ¢ < 0, as parabolas (tracos no plano yz e zz) tem a
concavidade voltada para baixo.

Figura 1.30: Paraboldide hiperbélico.

Intersecdes com os eixos coordenados: (0,0,0).

Simetrias: a equagdo nao se altera se substituimos = e y por —x e —y; logo, o paraboldide
hiperbdlico tem simetria em relagdo aos planos yz e xz.

Tracos do paraboléide hiperbélico:
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No plano zy: é um par de retas que se intersectam na origem.
z

No plano yz é a parabola: ?2—2 +-=0.
c

No plano zz é a parédbola: % - —=0.

Figura 1.31: Paraboléide hiperbdélico e seus tracos.

1.12.6 Cone elitico

A equagdo que representa o cone elitico de centro na origem é:

1‘2 y2 Z2

2t 2"

onde a, b, ¢ € R ndo sdo nulos.

Figura 1.32: Cone elitico.

Intersecdes com os eixos coordenados: (0,0, 0).
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Simetrias: a equagdo nao se altera se substituimos (z, y, z) por (—z, —y, —z); logo, o cone elitico
tem simetria em relacdo a origem.

Tragos do cone elitico:
No plano zy é a origem.

y? 22 ' '
No plano yz: = — — = 0, duas retas que se intersectam na origem.
b2 2
2 2
z . .
No plano z2: — — — = 0, duas retas que se intersectam na origem.
a C

Figura 1.33: Cone elitico e seus tragos.

O traco em um plano z = k paralelo ao plano xy tem a equagdo:

que representa uma elipse.

1.12.7 Cilindros

Se C é uma curva plana e L é uma reta ndo situada no mesmo plano da curva, entdo o conjunto
de todas as retas paralelas a L e que intersectam C' é chamado cilindro. A curva C é dita diretriz
do cilindro e cada reta que passa por C' paralela a L é chamada geratriz do cilindro. De acordo
com a observagdo, o cilindro de geratrizes paralelas ao eixo dos z e tendo como diretriz uma
elipse no plano xy centrada na origem, tem equacao:

e é chamado cilindro elitico. ( @, b ndo sdao nulos).
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Figura 1.34: Cilindro elitico.

Se por exemplo a equagdo é:

obtemos o chamado cilindro parabélico. ( b, ¢ ndo sdo nulos). Desenho a esquerda. Se por
exemplo a equagdo é:

G

obtemos o chamado cilindro ctibico. ( @, ¢ ndo sdo nulos). Desenho a direita.

Figura 1.35: Cilindro parabdlico e ctibico, respectivamente.

Em geral, se na equagdo que descreve uma qudadrica falta uma varidvel, ela representa um
cilindro, com geratrizes paralelas a variavel que falta.

Exemplo 1.14.

[1] Ache a natureza da quadrica 922 — 182 + 9y% + 422 + 162 — 11 = 0. Completando os
quadrados:

_12 2 22
9m2—18w+9y2+4z2+162_11:u_i_y__i_m_

1.
4 4 9 ’
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a equagao representa um elipséide centrado no ponto (1,0, —2).

[2] Determine a equagdo da esfera concéntrica a esfera x? +y? + 22 + 4z +2y — 62 + 10 = 0 e que
passa pelo ponto (—4,2,5). Como as esferas sdo concéntricas, completamos os quadrados para
determinar o centro da esfera dada: 22 +y%+22+42+2y—62+10 = (2+2)%+(y+1)?+(2—3)2—4;
entdo, o centro é (-2, —1,3) e a equagdo é (z + 2)% + (y + 1)? + (2 — 3)? = a®. Para determinar
a usamos o fato de que o ponto (—4,2,5) pertence a esfera; logo a® = 17. A equagao é:

(x+2% 4+ (y+ 1)+ (2 —3)* =17.

[3] Verifique que a intersecdo do paraboldide hiperbdlico % — x—j =Z2comoplanoz =bx+ayé
queq p p b a c p

formada por duas retas. Para determinar a interse¢do, devemos resolver o sistema de equagdes

Igualando as equacdes por 2: (% — %¥) — (Z; 4 bz

> ) = 0; completando os quadrados:

1 ab? 9 1 a?b.o 2 bxr ab?,
-5 Sl = gly-5 - =+ 5T =0

a? a

Figura 1.36: Exemplo [3].

2 2
ab i[b_x ab

logo: y — — = —|.

080 Y T 5 a 2c ]

[4] Determine a equagdo da superficie formada pelo conjunto dos pontos P = (z,y, z) equidis-
tantes do plano 2 — 2 = 0 e do ponto (—2, 0, 0). Identifique a superficie. Sejam d; a distancia do
ponto P ao plano x — 2 = 0 e dj a distancia do ponto P ao ponto (—2,0,0); logo, dx = |z — 2| e

do = \/(z +2)2 + y% + 22. Como dy = do, temos: = = —(‘1/28%2). A superficie é um paraboldide
elitico.
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Figura 1.37: Exemplo [4].

[5] Determine a equacdo da superficie formada pelo conjunto dos pontos P = (x,y, z) equidis-

tantes das retas L;, que passa pela origem na direcdo (1,0,0) e, Ly que passa pelo ponto (0, 1, 0)

na diregdo (0,0, 1). Identifique a superficie.

Sejam d; (P, L;) as distancias do ponto P as retas L; (i = 1, 2); como d;(P, L) = di(P, Ls),

(z2-22%)
2

temos: y = . A superficie é um paraboléide hiperbdlico.

Figura 1.38: Exemplo [5].

[6] Mostre que se o ponto Py = (z0, Yo, 20) pertence ao paraboléide hiperbdlico z = y* — 22,

entdo, as retas L; que passa pelo ponto P na diregdo (1, 1,2 (yo — o)) e L2 que passa pelo ponto
Py na diregdo (—1,—1,—2 (yo — x0)) estdo contidas no paraboléide hiperbdlico. Consideremos

areta L. Temos:
x(t) =z9 + t
y(t) =yo+t
2(t) = 20 + 2t (yo — 0);

logo, y(t)? — z(t)* = (y3 — 23) + 2t (yo — x0) = 20 + 2t (yo — x0) = 2(t). Para Ls 0 procedimento
¢ anélogo.

Os objetos solidos do R? que utilizaremos neste texto sdo definidos através de inequagdes.
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Exemplo 1.15.

(IR ={(z,y,2) ER3/a<z<bec<y<d p<z<q}=Iab] x[cd x[pq]. Oconjunto R
representa um paralelepipedo retangular.

[2] B = {(z,y,2) € R®/2* + y? + 2* < r?, r > 0}. O conjunto B representa uma bola sélida de
centro na origem e raio r ou o conjunto de todos os vetores de norma menor ou igual a r.

B]1C = {(x,y,2) € R3/2? +y* < 1%, 0 < 2 < h, h > 0}. O conjunto C' é uma porgao do cilindro
circular reto de altura h e raio r.

[4] F' é o solido obtido pela revolugdo de uma regido do plano fechada e limitada por uma
curva:

Figura 1.39: Sélido em R3.

Note que todos estes conjuntos possuem volume.
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1.13 Exercicios

. — p—
1. Determine v = P, P, se:

@ P =(1,2,1), P,=(-5,3,1) ) P, = (—6,—4,1), P, = (~2,2,—6)
(b) P =(-3,2, —1) Py = (15,2,6) G) P = (4,-2,20), P, =(3,9,9)
OB AZCRD A0l Be e
((e; Pi 0.31) P 2 ~532) ’ ) P, =(3,3,1), P,=(6,-9,3)

(f) P = (0,12, — ) Py = (5,2,16) (m) Py = (6,-4,6), P, =(4,2,6)

(g) P =(1,1,1), P, =(5,3,0) (n) Py =(11,23,2), P, = (3,0,3)

(h) P, = (14,12, 11) Py=(-1,9,-1)  (0) P =(2,2,—6), Py =(1,—4,-2)

2. Determine v - w e 0s vetores unitarios nas dire¢des de v e w, se:

(@ v=(1,2,1), w=(-5,3,1) (g) v=(1,1,1), w = (0,3,0)

(b) v =(-3,2,-1), w = (1,2, —6) (h) v =(-1,—1, —1) w = (7,-3,2)
() Vv=1(2,-2,2), w=(-2,2,1) (i) v = (4,-2,11), w = (—1,0,-1)

(d) ¥=(4,1,8), w=(-2,-23,-1) G) V= (—6,—4, 1) = (-2,2,-6)
(e) v =(v/5,-3,6), w=(-9,-3,2) k) v =(4/3,-1,1), w = (-2/5,5,—1)
(f) v=(0,1,—1), W = (3,2,6) (1) v = (4/5,4, 1/6) W = (2/3,-1,3/4)

@) v=(-1,2,-1), w = (—5,3,1) ) v=(0,1,-1), W= (3,2,6)

b) v =(-1,-2,-1), w = (1,-2,—6) (g) v=(1,1,1), w = (0,3,0)

© v=(2,-2,-2), w=(-1,2,1) (h) v =(-1,-1,-1), W = (7,-3,2)
d v=(1,1,-8), w= (—2,—3,—1) () v=(4,-2,-1), w = (1,0,1)
(e) V= (5,-2,—6), w=(—8,3,-2) G) ¥ =(=6,-4,1), w = (—2,2,0)

4. Determine o valor £ tal que os seguintes vetores sejam ortogonais:

@) v =(3,-2k4), w = (1,2,5) (€) V= (—k,—1,-1), W= (3,0,1)
b) ¥ =(-1,1,k), W = (1,—1,1) d) v = (k,1,k), W= (—2,k —k)

5. Determine v x w, se:
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(@) v=(-1,2,-1), w = (=5,3,1) (i) v=(4,-2,-1), w=(1,0,1)
(b) v =(-1,-2,-1), w=(1,-2,—6) G) V= (- 6, —4,1), W =(-2,2,0)
(€ V=(2,-2,-2), w=(-1,2,1) k) vV =(0,1,-1), W= (2,0,1)
(d) v=(1,1,-8), w = (—-2,-3,-1) )\7’:(101) :(3,2,1)
(e) v=(5,-2,—6), W = ( 8,3,—2) (m) v =(3,1,2), w=(—6,2,—1)
(f) v=(0,1,-1), w = (3,2,6) (n) v=(1,4,2), w = (—1,2,-1)
(g) v=(1,1,1), w= (0,3,0) (0) v=(1/3,2,1), w = (4,2/4,3)
(h) v=(-1,-1,-1), W = (7,-3,2) (p) v =(1/2,1,3/5), w = (4/3,2,-1/5)

6. Determine o valor de k tais que os seguintes vetores sejam coplanares:

(@) u=(1,2,-3),v=(1,k,1), () u=(1,k,0),v=(1,21),
W= (3,2,1) W = (1,0,k)

(b) u= (_1)1/".)2)7‘7: (3)275)7 (d) = (0’17_1)/‘7: (kv()?l)/
W = (—1,0,1) W= (1,1,2k)

7. Determine a area do tridangulo PQR, se:

@ P=(1,-1,2),Q=(0,3,—1), R=(3,-4,1)
(b) P = (3,0, 5) =(2,-1,-3), R = (4,1, 1)
(©) P =(4,0,0),Q = (0,5,0), R = (0,0,2)

d) P=(-1,2,0),Q=(0,2,-3), R=(5,0,1)

—_— = —
8. Determine o volume do paralelepipedo formado por PQ), PR e PT"

(a) P =(0,0,0),Q = (1,-1,2), R=(0,3,-1), T = (3,—4,1)
(b) P=(2,1,-1),Q = (3,0,2), R= (4,-2,1), T = (5, —3,0)

9. Determine d(Py P,), se

(a = (1,2, 1) = (-5,3,1) (h) Py =(1,1,-1), P»=(7,3,1)

= (-3 ) Py = (15,2,6) () Py = (14,-12,11), P, = (-1,9,-1)
(c P1 (12, 22 1), Py =(5,23,11) G) Pi = (—6,-4,1), P, = (~2,2,—6)
(d) P = (4,24,18), Py = (—25,23,11) (k) Py = (4, 2, ), Py = (4 —9,4)
(€ P =(9,3,1), P=(9,-32) ) Pr=(2,-4,5), P, =(2,-2,-4)
) P = (0,12, ) P, = (5,2,16) (m) P, = (9,-3, ) = (6,9 )
(g) P =(1,1,1), P, = (5,3,0) (n) Py =(9,0,5), P ( 5,2,1)
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10. Verifique que para todo v e w € R"; tem-se:
a) |v-w| < [[v][|w] (d) i+ ¥ f[a =¥ = [l]* + ¥
(b) [|V+w| < [[¥[ + [[wl]
(©) 2]+ 2[|9)* = [[a + V> + [ = ¥[I*  (e) 41~V = ||+ V|]* — ||t — V||
—_
11. Sejam P; = (2,9,8), P» = (6,4,—2) e P3 = (7,15,7). Verifique que PP, e P, P3 sdo
ortogonais e determine um ponto P tal que Py, %, P e P; formem um retangulo.
12. Sejam P1 = (5,0, 7) e P» = (2,—3,6). Determine o ponto P sobre a reta que liga P, a P»
tal que PlP =3 PP2
13. Determine a equagdo do plano passando pelos pontos Py, P e P;, sendo:
(a) Pl:( 302) :(6?174) P3:(_5>170)
(b) Plz(u ) (1 12) P3:(4-7_]-71)
(C) Plz(u ) (07 11) P3_(2_]-7_1)
(d) Plz(]-u ) :( )P3_(3 _171)
() P = (3 4 2) = (3,3, 3) Py =(2,-5,2)
) Pr=1(2,3,1), P ( 326) Py =(—4,2,5)
(8) P :(1/2 1/3, 2) =(1,1,1), s =(1/4,2,-1/5)
(h) P =(1,1,2), P (1/2 —1,1/3), Py = (4/5,0,1/5)
14. Determine a equagdo do plano passando pelo ponto P = (3, —1,2), perpendicular a reta
determinada por P, = (2,1,4) e P, = (—3,—1,7). Ache a distancia do ponto P ao plano.
15. Verifique que a intersecdo dos planosz +y —2z =lex + 3y — z = 4 € uma reta. Ache a
distancia do ponto P = (1,0,1) a essa reta.
16. Determine a equagdo do plano paralelo ao plano 2z 43y —6 z = 3 e que passa pelo ponto
P=(1,1,1).
-2
17. Determine o plano perpendicular a reta g = yT = z+ 1 e que passa pelo ponto P =
(1,3,—1).
18. Determine a equagdo do plano perpendicular aos planos z +2y -7z =0ex —y—2 =5
e que passa pela origem.
19. Determine a equagdo do plano ortogonal ao vetor (2, 3, 6) e que passa pelo ponto (1,5, 3).
20. Determine a distancia do plano do exercicio [17] a origem e ao ponto (10, 15, 20).
Quadricas
1. Determine a natureza das seguintes quédricas:
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(@) 422 + 9y + 22 =36 2 22
® 36~ 25
(b) z—4(z* +4*) =0 ¢ 2
() 422 +9y% — 22 = 36 (g) 2% 41622 —4y* +16 =0
(d) y+ =0 (h) 2% — 2z +y* + 22 =0
.1‘ y Z = .
2 2 () 22 +1y2 =2y

T
()—‘1‘%—42/—0 G) 22 +y* =4z

-9y =0

Utilizando a técnica dos tragos, esboce o gréfico de cada quéddrica do exercicio [1].

Determine a natureza da curva obtida pela projecdo no plano xy da intersecdo de :
@z+z?=1lez—a2?>—y>=0.

(b)z=2ex=1y>+ 2%

(c) z =8 —bx? — 3y? e z = 322 + 532

Determine os valores de k tais que a interse¢do do plano =z + ky = 0 com a quédrica

y*> — 2% — 22 = 1 seja uma elipse e uma hipérbole, respectivamente.

2 2
Verifique que 2z — 2z — y = 10 intersecta 2z = — + Y hum tinico ponto e determine o

9 4

ponto.
Determine a, b, c e d de modo que os pontos dados pertencam a quadrica:

arx? +by’ +c2>+d=0,
onde:
(a) (1,1,-1), (2,1,0), (5,—5,3).
(b) (27 _17 1)/ (_37 07 0)/ (17 _17 _2)
(o) (1,2,-1), (0,1,0), (2,1, —2).
Determine a equagdo da superficie definida pelo conjunto dos pontos P = (z,y, z) tais

que a distancia de P ao eixo dos z é o dobro da distancia de P ao plano yz. Identifique a
superficie.

Determine a equagdo da superficie definida pelo conjunto dos pontos P = (z,y, z) tais
que a distancia de P ao eixo dos y é 2 da distancia de P ao plano zz. Identifique a
superficie.

Determine a equagdo da superficie definida pelo conjunto dos pontos P = (z,y, z) tais
que a distancia de P ao ponto (0,0, 1) é igual a distancia de P ao plano y = —1. Identifique
a superficie.

Verifique que o ponto P = (1,3, —1) pertence ao paraboléide hiperbolico 422 — 2% = y e
determine as equagdes das duas retas que passam por P e estdo contidas no paraboléide.



Capitulo 2

CURVAS

2.1 Introducao
Definicao 2.1. Seja m > 1. Uma fungio
F:ACR"—R™

é uma regra que associa a cada u € A um iinico vetor F(u) € R™.

O conjunto A C R™ onde F' é definida é chamado dominio de F' e é denotado por Dom(F'). O
conjunto {F'(u) /u € Dom(F)} C R™ é chamado imagem de F' e é denotado por F(A).

Uma fungdo F : A C R" — R define m fung¢des reais

F,:ACcR" —R

chamadas fung¢des coordenadas de F’; logo, F' = (Fy, Fy, ........ , By e
F(x) =Fi(x)e; + Fa(x) e + ........ + F,(x) e,
onde {ey, ey, .....,e, } é a base candnica de R".

Z

Seja A C R™ um conjunto aberto. A func¢do F' : A C R® — R é continua, diferencidvel ou de
classe C* em u € A se cada uma de suas componentes Fj, é fungdo continua, diferencidvel ou
de classe C* em u € A, respectivamente.

Exemplo 2.1.

[1] Para descrever a velocidade do ar numa certa regido do espaco, utilizamos uma fungdo
F:AcCR'— R3tal que (,y,2,t) € A, onde (,y, z) é a posigdo do ponto no espaco e t o
tempo; logo, F'(A) corresponde a velocidade do ponto (z,y, z) no instante .

[2] Seja F : R*? — R? tal que F(x,y) = (kx,ky), (k # 0). A fungdo F tem como fungdes
coordenadas:

F), Fy :R? — R,

45
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onde Fi(z,y) = kx e Fy(x,y) = ky, ambas diferenciaveis; logo, I é diferencidvel. Considere-
mos:

F:ACR? —R?
onde A = {(z,y) € R? /2 +y? < 1};.

Sejam (r,y) € Aeu = kx ev = ky, entdo o par (u,v) satisfaz a relacdo: u? + v? < k2. Entdo,
F(A) é um disco fechado de raio k.

Este tipo de func¢do é chamada de dilatagdo de fator k, se £ > 1 e contracdo de fator k, se
0<k<l

Figura 2.1: A regido A para diferentes k.

[3] Seja F : R? — R? tal que F(z,y,2) = (z,y). Esta funcdo é chamada projecdo e é tal que
F(R3) = R2

[4] Seja F : R? — R3 tal que F(x,y) = (z,9,0). Esta funcdo é chamada de incluséo e é tal que
F(R?) é o plano zy em R3.

[5] Seja F : A C R? — R3 tal que F(z,y) = (z cos(y),z sen(y),y), onde o dominio de F é a
faixa A = [0, +00) x [0,67].

A imagem por F' do segmento deretaz = a, a € [0,+00) para0 <y < 67 é a curva:
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Figura 2.2: Exemplo [5].

[6] Seja o quadrado D* = [0, 1] x [0,1] e T'(u,v) = (u + v,u — v). Determinemos 7'(D*).

Fazendo:

r =u-+v

Yy =u-—-"v,
seu=0,entdoy = —z,sev =0,entdoy = z;seu = 1,entdoy = 2—xresev = 1, entdoy = x—2.
A regido D = T(D*) é a regido do plano xy limitada pelas curvasy =z, y = —z,y =z — 2 e
y=2—-x.

1

Figura 2.3: Graficos de D* e D, respectivamente.

[7] Seja D* a regido limitada pelas curvas u? —v? = 1, u? —v? = 9, uv = 1 e uv = 4 no primeiro
quadrante, sendo 7'(u,v) = (u? — v, uv). Determinemos T'(D*) = D.

r= u?—v?

Y= uw;
seu?—v2=1,entdoxr =1;seu?—vZ =9 entdioxr = 9,se uv = l,entdioy = leseuv =4,
entdo y = 4; logo D é a regido limitada por estas retas (1" é injetiva):

Fazendo:
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1 2 3 1 5 9

Figura 2.4: Graficos de D* e D, respectivamente.

Nosso interesse nestas notas é estudar com alguma profundidade as fun¢des de R em R" e de
R™ em R". As primeiras sdo chamadas curvas ou caminhos e as segundas campos de vetores.

2.2 Curvas Parametrizadas

E intuitivo pensar que uma curva no plano ou espaco pode ser considerada como a trajetéria
de uma particula mével que se desloca no plano ou no espago durante um intervalo de tempo.
Uma forma de estudar tais trajetérias consiste em determinar as coordenadas de um ponto da
curva em fun¢do de um s6 parametro, como por exemplo, o tempo ¢. Podemos descrever tais
curvas através de fungdes de R em R". Esta descrigao é chamada forma paramétrica da curva.

Seja I C R um intervalo ou uma reunido de intervalos.

Definicao 2.2. Uma curva parametrizada ~ em R™ é uma fungio que associa a cada niimero real t € I
um iinico vetor (t) € R™ e é denotada por:

~v: I — R™

Acurvay: I — R" étal que v(t) = (x1(t), z2(t), ......, x5 (t)); logo, as fungdes coordenadas de
7 sdo:

x;: I — R,
A imagem C' = ~(I) C R" é dita trajetoria ou traco da curva v e é definida como o lugar
geométrico de todos os pontos (t) € R" tais que t € 1.

Deve-se ter cuidado para ndo confundir a curva parametrizada, que é uma fun¢do com o seu
trago, que é um subconjunto de R”.

Se C' é uma curva parametrizada por v : I — R3, entdo as equagdes:

x= x(t)
= y(®)
z=z(t),

t € I, constituem a representacdo paramétrica de ~. ¢ é dito pardmetro da curva. Analogamente
se a curva esta definida em R2.
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Figura 2.5: Curva parametrizada.

Exemplo 2.2.

[1] A circunferéncia C de raio a > 0 centrada na origem tem a seguinte parametrizacdo:

De fato, se P = (z,y) et é 0 angulo que o segmento de reta que liga a origem e P forma com o
eixo dos x, sabemos da trigonometria que

sen(t) = Yo cos(t) = E;
a a

logo, 2% + y? = a®. Observe que ||y(t)|| = a é constante para todo t € [0,27] e v(0) = (2 7).

P(x,y)

Figura 2.6: A seta indica o sentido da parametrizagao.
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[2] Seja C' a curva parametrizada por:

{m(t) = e !cos(t)

“tsen(t), t € R.
O vetor posi¢do tem comprimento variavel ||y(t)|| = e ; logo:

lm [4OI=0 e lm_[4()]] = +oc.

t—+4o00

A curva ndo "fecha"como no exemplo anterior, pois 7(0) = (1,0) e v(27) = e 27(1,0). Esta
curva é uma espiral.

Figura 2.7:

Inicialmente, para esbogar a trajetéria das curvas pode-se fazer uma tabela com entrada ¢ e
saidas x e y, que sdo marcadas no plano para determinar aproximadamente o esbogo.

[3] Seja C' a curva parametrizada por:

Fazendo a tabela:

t X y
0 0 0
0.5 0.75 0.5
—0.5 0.75 —0.5
1 3 4
—1 3 —4
2 12 32
-2 12 —32
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U RO

/l
) /,/
:‘<-G\J\ 1/5 : 2[5
1 ~
2 \‘

P

Figura 2.8: O traco da curva no plano xy.

[4] A parametrizacdo da reta, em R?, que passa pelo ponto x¢ = (z¢, %o, 20) € tem a diregao de
\_; = (7)1,7)2,’1)3) é:

z(t) = zoy+tu

y(t) = yo+tuve

Z(t) = zp+tvy, teR

Figura 2.9: Reta na direcéo V.

Analogamente, a parametrizacdo da reta em R? que passa pelo ponto xg = (9, 1) e na diregao
dev = (7)1,7)2) é:

x(t)= mo+tu

y(t) = yo+tvy, teR.

[5] Seja y = f(z) uma fungdo real; fazendo x = t podemos escrever o gréfico de f na forma
paramétrica:

{a:(t): t
y(t) = f(t), te€ Dom(f).

Logo, todos os graficos conhecidos de fun¢des do calculo de uma varidvel podem ser escritos na
forma paramétrica. Por exemplo, a familia de curvas y = e*® cos(az), a, b € R é parametrizada
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por:

O\~ ~ N\

Figura 2.10: Desenhos para b < 0 e b > 0, respectivamente.

2.3 Parametrizacao das Conicas

2.3.1 Elipse

A equagdo da elipse centrada em (0, 0) é:
—+=5=1;, a,b#0

Considere os circulos 2% + y? = a? e 2% + y* = b? tal que b < a. Seja P = (z,y) um ponto na
elipse:

Figura 2.11: Construgédo da elipse.
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Do tridngulo ON A temos « = a cos(t) e do tridangulo OM B temos y = b sen(t); logo:

{l‘(t) = acos(t)

y(t) =bsen(t), 0<t<2m.

Por translacdo, as equagdes paramétricas da elipse centrada no ponto (h, k) sdo:

xz(t) =acos(t)+h
y(t) =bsen(t)+k, 0<t<2m.

Em particular, se a = b, temos as equagdes paramétricas da circunferéncia de raio a centrada
no ponto (h, k).

2.3.2 Parébola

A equagdo da parabola de vértice (0,0), foco (a,0) e diretriz paralela ao eixo dos y é:

P =4ax.

Figura 2.12: A parébola.

Por translacgdo, a parabola com vértice (—a,0), foco (0,0) e diretriz paralela ao eixo dos y tem
como equagdo y? = 4a(z + a).

Fazendo y = 2at, temos, z = at® e as equacdes paramétricas da pardbola y? = 4 a = sdo:
Y quacoes p p

z(t) =at?
y(t) =2at, teR.
Por translagéo, as equagdes paramétricas da pardbola y? = 4 a (z + a) sdo:

{x(t) —a(2-1)

y(t) =2at, teR.

De forma anéloga, a parabola z? = 4ay e a transladada 2* = 4 a (y + a), tem equagdes paramé-
tricas, respectivas:

y(t) = at? yt)=a(*-1), teR

{J:(t):2at o {x(t):2at
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2.3.3 Hipérbole

A equacdo da hipérbole centrada em (0, 0) e assintotas x = +y é:

3:2—3/2:1.

Figura 2.13: A hipérbole.

Utilizaremos as fung¢des hiperbdlicas, estudadas em Calculo I.

Fazendo x = cosh(t) e y = senh(t), temos que 2% — y? = 1; como cosh(t) > 0 para todot € R,
obtemos as equagdes paramétricas do ramo da hipérbole 2> — y* = 1 situado no semiplano

x>0
x(t) = cosh(t)
y(t) = senh(t), teR
O ramo situado no semiplano = < 0 tem as equagdes paramétricas:
x(t) = —cosh(t)
y(t) = senh(t), teR.
A hipérbole centrada em (0, 0) e assintotas b x = +a y tem equagdo:

72 2
g—:g—?:l; a, b#0.

Fazendo z = au e y = bv temos que u? — v? = 1; logo, as equagdes paramétricas sao:

x(t) = +acosh(t)
y(t) =bsenh(t), teR

Por translagdo, as equagdes paramétricas da hipérbole centrada em (h, k) sdo:

x(t) = *acosh(t) + h
y(t) =bsenh(t)+k, teR
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Exemplo 2.3.

Determine as equagdes paramétricas de:

[1] y — 2% + 1 = 0. A equagao representa uma parébola; entédo, fazendo = = t, obtemos:

x(t) =t
y(t) =121, teR.

Figura 2.14: A parabola do exemplo [1].

[2] 22 + y* — 62 — 4y + 4 = 0. Completando os quadrados, temos:
(=3 +(y—2)° =9,

que é um circunferéncia de raio 3 centrada no ponto (3, 2). Logo as equagdes sao:

x(t) =3cos(t)+3
y(t) =3sen(t)+ 2, 0<t<2m.

\

-1

Figura 2.15: A circunferéncia do exemplo [2].

[3]92% + 18z + 4y? — 8y = 23. Completando os quadrados, temos:

2 12
@1 1P
4 9
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que é uma elipse centradaem (—1,1),coma=2eb=3:

xz(t) =2cos(t)—1
y(t) =3sen(t)+1, 0<t<2m.

1%

-2

Figura 2.16: A elipse do exmplo [3].

[4] 2° — 22 — y* = 0. Completando os quadrados, temos (z — 1)> — y* = 1, que é uma hipérbole
centrada em (1,0):

x(t) = +cosh(t) +1

y(t) = senh(t), teR.

Figura 2.17: A hipérbole do exemplo [4].

2.4 Parametrizacao de Curvas Planas Classicas

2.4.1 Parabola semi-ctubica

, 21
E o lugar geométrico determinado pela equagdo: 27ay? = 423, a # 0. Fazendo y = Ta:/

{x(t) =3at?

y(t) =2at®, teR.

obtemos:
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Figura 2.18: Desenhos sdo paraa = 0.5ea = 3.

2.4.2 Folium de Descartes

E o lugar geométrico determinado pela equagio: 3y (a — ) = 22 (z + 3a), a # 0. Fazendo
y = t x obtemos:
~ 3a(t*—1)

z(t) 312+ 1

_ 3at(t*—1)
3241

y(t) teR.

A curva tem um lago.

Figura 2.19: Desenhos sdo paraa =2,a =3 ea = 4.

2.4.3 Lemmiscata de Bernoulli

E o lugar geométrico determinado pela equagao: (22 + 42)? = a? (2> — 4?), a # 0. Fazendo
y = x sen(t), obtemos:

a cos(t)
1+ sen?(t)

0 SOy

A curva tem dois lagos.
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Figura 2.20: Desenhos paraa =1,a =2ea = 3.

2.5 Parametrizac¢dao das Roletas

Uma roleta (roulette) é o lugar geométrico determinado por um ponto fixo P associado a uma
curva C; que rola, sem deslizar, ao longo de outra curva fixa C3. A seguir exemplos mais
importantes de roletas.

2.5.1 Cicléide

E a roleta onde C5 é uma reta, C; é um circulo e P pertence a circunferéncia €. Considere a
reta como o eixo coordenado OX, C; um circulo de raio a centrado no ponto A; C; comeca a
rolar a partir da origem e P é o ponto fixo em (. Sejam E e B os pés das perpendiculares
passando por P = (z(t),y(t)) e A em relacdo a OX, respectivamente. Veja o desenho:

o E B C, X

Figura 2.21: Contrugédo da cicléide.

Sejat = ZDAP, no sentido indicado; PD é perpendicular a BA; como C; rola sem deslizar de
O a B, temos:

OB = arco PB = at,

+(l)=OFE = OB —FEB—at—PD

y(t) = EP = BD — — BA-DA.
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Entdo, as equacdes paramétricas sao:

{x(t) = at—asen(t)
y(t) = a—acos(t) te[0,27].

W\/’

Figura 2.22: A cicléide.

As seguintes curvas, além de sua beleza, sdo utilizadas em Engenharia, no desenho de engre-
nagens.
2.5.2 Epitrocéide

E a roleta descrita por um ponto P que fica a uma distancia fixa do centro de um circulo C; de
raio b, que rola sem deslizar, no exterior de outro circulo C, fixo.

Figura 2.23: A epitrocoide.

A parametrizacdo da epitrocéide é:

xz(t) =mecos(t) — hcos(mTt)

.m . ~ m
A curva possui 3 1 auto-intersecOes se 0 e 7.
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£ o\

PRI
e

Figura 2.24: Desenhoparab =2, h =5em =8 b =2, h = 6 e m = 12, respectivamente.

&%,

3 €

Figura 2.25: Desenho parab =2, h = 6 em = 20; b = 2, h = 20 e m = 30, respectivamente.

2.5.3 Hipotrocéide

E a roleta descrita por um ponto P que fica a uma distancia fixa do centro de um circulo C; de
raio b, que rola sem deslizar, no interior de outro circulo Cs, fixo.

1
6
Co

Figura 2.26: Construgdo da hipotrocéide.
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As equagdes paramétricas da hipotrocéide sdo:

x(t) =ncos(t)+ hcos(%t)

y(t) =nsen(t) — hsen(%t), te[0,2m].

Se h = b, a curva é chamada hipocicléide. Se h = 2b é uma elipse. Existem % + 1 auto-

intersegoes se 3 € Z. A curva tem simetria em relacdo ao eixo dos y se o inteiro 3 ¢ impar.
Figura 2.27: Desenhos para b = 2, n = 4, 6 e h = 3, 4, respectivamente.

Figura 2.28: Desenhos para b = 2, n = 10, 30 e h = 6, 20, respectivamente.

2.6 Curvas no Espaco

O esbogo de curvas no R? é bastante mais complicado que no caso do plano. Na verdade duas
quantidades importantes, a tor¢do e a curvatura, que determinam completamente a curva, a
menos de movimentos rigidos, somente serdo estudadas em Geometria Diferencial.

Notamos que, muitas vezes nem as proje¢des da curva nos planos coordenados ajuda no es-
boco. Devido a isto, nesta notas, ndo insistiremos no desenho das curvas e sim nas parametri-
zagoes.
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Exemplo 2.4.

[1] Considere a curva y(t) = (t,t2,t3),t € R.

X

Figura 2.29: A curva do exemplo [1].

Note que a curva ndo possui nehum tipo de simetria.

Figura 2.30: As projeg¢des da curva nos planos coordenados.

[2] Considere a curva:

v(t) = (cos(t) (2 + sen(2t)), sen(t) (2 + sen(2t)),t + cos(2t)),

t € [0,67].
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Figura 2.31: A curva do exemplo [2].

Esta curva também ndo possui nehum tipo de simetria.

NN !
au

Figura 2.32: As proje¢des da curva nos planos coordenados.

2.6.1 Hélice Circular Reta

A hélice circular reta é o lugar geométrico descrito por um ponto que se move sobre um cilindro
circular reto de raio a, de modo que a distancia por ele percorrida, paralelamente ao eixo do
cilindro, é diretamente proporcional ao angulo segundo o qual gira em torno do referido eixo.
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Figura 2.33: A hélice circular reta.

As equagdes paramétricas da hélice circular reta sdo:

xz(t) = acos(t)
y(t) = asen(t)
z2(t)= amt, teR

Se m > 0 a forma da hélice lembra um parafuso de rosca a direita; analogamente, se m < 0 a
forma da hélice lembra um parafuso a esquerda.

No ano de 1953 os cientistas J. Watson e F. Crick descobriram que a estrutura da molécula de
DNA (4cido desoxirribonucléico) é de duas hélices circulares paralelas interligadas:

i

e

o—g

Figura 2.34: A hélice dupla do DNA.
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A polarizagdo de uma onda de luz é determinada pela curva descrita pelo movimento da ex-
tremidade do vetor "elétrico”; se 0 movimento é ao longo de uma hélice circular reta a luz é dita
circularmente polarizada.

Uma curva C pode ter vdrias representagdes paramétricas. De fato, consideremos a circunfe-
réncia centrada na origem de raio 1 e as seguintes representacdes:

{xl(t) = cos(t) o {J:g(t) = cos(2t)

y1(t) = sen(t), t € [0,2n] yo(t) = sen(2t), t € [0,7].

Em ambos os casos temos z2 + y? = 22 + y3 = 1. Como funcdes, sdo diferentes, pois tém
1T Y1 2 T Y2

dominios diferentes, mas tem a mesma imagem ou traco C' em R?. Mais adiante veremos a

relagdo entre as parametrizagdes.

Se C esta contida num plano é chamada curva plana.

2.7 Eliminacdao do Parametro

A equagdo cartesiana de uma curva que se apresenta na forma paramétrica é obtida pela elimi-
nagdo do parametro t. Nao existe um método geral para tal eliminagdo. O processo utilizado
num problema depende, essencialmente, da forma das equagdes. A seguir, examinaremos al-
guns destes problemas.

Exemplo 2.5.

[1] Elimine o parametro de:
2
1 = —
(1) =5
(2) y=t+1, teR.

De (2) temos t = y — 1. Substituindo em (1), obtemos:
(y — 1)* = 4a,

que é uma pardbola, de vértice (0, 1).

[2] Elimine o parametro de:

(1) z=sen(t)
(2) y=2cos(t), te]0,2n].
Multiplicando (1) por 2, temos 2z = 2sen(t); elevando ao quadrado esta tltima equagdo e
somando ao quadrado de (2), temos:
2
2., Y
Z -1
x° + 1 ,
que é uma elipse centrada na origem, cujo comprimento do semi-eixo maior é 2 e do semi-eixo
menor € 1.



66 CAPITULO 2. CURVAS

[3] Elimine o parametro de:

1
(1) o=
2 %I—t
2 —, t# -2
@) y=57 t#
Dividindo (2) por (1), temos: y = t z. Usando (1): 2z + y = 1, que é uma reta.

[4] Elimine o parametro de:

{(1) xr =2+ 3tg(t)

(2) y=1+4sec(t), te[—g,g].

De (1) e (2), temos: tg(t) = *—= e sec(t) = ?%1 Como 1+ tg2(¢) = sec?(¢):

(y—1? (@=27°_,
16 9 ’

que é uma hipérbole centrada em (2, 1).

[5] Elimine o parametro de:

(2) y=2cos*(t), te[—z z].

{(1) x = 2tg(1)
272

Como 72 = 4tg%(t) = 4 (sec®(t) — 1) e de (2) cos®(t) = %, temos:
2 _
ya© =4(2—-y).

[6] Elimine o pardametro de:

(1) z = sen(t)
(2) y=tg*(t)sen?(t), teR.

Como y? = sen*(t) (sec?(t) — 1)* e de (1) cos?(t) = 1 — x, temos:

y? (x—1)% =24

[7] Elimine o parametro de:

1) w=1 fiig( )
(2) y=7F—"gs ffts):;f((t)), te [, ).
6082 COS
Como 22 + 2 = H—T”f(l?(t) ex?—y? = ﬁ temos:

332 _ y2 — (l‘2 +y2)2'
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2.8 Continuidade

Definicao 2.3. A curva v : I — R" é continua se suas fungdes coordenadas x; : I — R" sio
continuas.

Exemplo 2.6.

[1] v(t) = (¢, |t]), t € R, é uma curva continua.
[2] v(t) = (¢, [[t]]), t € R, onde [[t]] indica o inteiro maior que ¢, ndo é uma curva continua.

[B]~(t) = (¢,%,t3), t € R, é uma curva continua.

Definicao 2.4. Uma curva v tem um ponto miiltiplo se v ndo é injetiva em I, ou equivalentemente, se
existem ty, to € I, t1 # to tais que y(t1) = v(t2)

O ponto multiplo de uma curva também é dito de autointersegao.

Exemplo 2.7.

[1] A curva C parametrizada por:

z(t) = 2
yit)= t3—t, teR,
possui um ponto multiplo parat; = 1ety = —1, (1) = y(-1) = (1,0).

[2] A curva C parametrizada por:

cos(31t)
2

x(t) = cos(t) —

Figura 2.35: Curvas do exemplo [1] e [2], respectivamente.
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[3] Na curva y(t) = (cos(t), cos(t)), t € R, todos os pontos sao multiplos.

De fato, y(to) = v(to + 2k ), para todo k € Z. O trago desta curva é o segmento de reta y = z
entre os pontos (1,1) e (—1,—1).

[4] O folium de Descartes possui um ponto multiplo na origem para ¢t = £1; a lemniscata de
Bernoulli possui um ponto multiplo na origem para t = j:§.

Definicdo 2.5. Seja v : [a,b] — R"™ uma curva parametrizada.

1. ~v(a) e y(b) sdo chamados ponto inicial e ponto final da curva, respectivamente.
2. ~ é uma curva fechada se v(a) = ~(b).

3. v é uma curva fechada simples se nio possui pontos miiltiplos em [a,b).

Exemplo 2.8.

[1] A curva C parametrizada por:

{x(t) = cos(t) (2 cos(t) — 1)
y(t) = sen(t) (2cos(t) — 1), t € [0, 27],

é uma curva fechada nao simples, pois v(0) = y(27) = (1,0).

Figura 2.36: A curva do exemplo [1].

[2] A curva C parametrizada por:

y(t) = sen(?)
z(t) = cos(2t), t € [0, 27],

¢ uma curva fechada simples.
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Figura 2.37: A curva do exemplo [2].

2.9 Diferenciabilidade

Definicdo 2.6. Seja C uma curva parametrizada por v : I — R", onde I é um intervalo aberto.

1. A curva ~y é diferencidvel no ponto ty € I se suas fungdes coordenadas x; : I — R sdo fungdes
diferencidveis em to € I.

2. A curova vy é diferencidvel se é diferencidvel em cada t € I.

3. O vetor velocidade ou tangente a curva ~y no ponto ~(to) € :

. (o +h) —(to)
Tl =

se o limite existe.

Paran = 3;v(t) = (x(t),y(t), 2(t)) e:

=1
R
to +h) —y(to)
/ ¢ _ y( 0
v (to) hg%) h
, z(to + h) — z(to)
ta) =
#(to) P h ’

se os limites existem.



70 CAPITULO 2. CURVAS

Y'(t)
Y(t)
y
X
Figura 2.38:
Analogamente, paran = 2, y(t) = (x(t), y(t)) e:
z(tg +h) — x(t
x(tO):}llli%(O i)L (0)
to+ h) —yl(t
Y (to) = }{%y( - }1 ylto)
se os limites existem.
Se I = [a, b], é necessdrio que as derivadas laterais existam, isto é:
/ . la+h) —~(a) / .+ h)— ()
v4(a) = lim, I e 7-(b) = lim h ’

existam. Em particular, se é uma curva fechada ﬁ_(a) e~ (b) devem existir e:

(@) =72 (b).

é chamada a velocidade escalar da curva no ponto (ty).

17/ (to)
Por outro lado, temos que +/(t) = (2/1(t), 2'2(t), ..., 2" (1)), logo:

IV (O = V"1 @OF + [#2(B)] + oo + [0 (]2,
Exemplo 2.9.

[1] Seja a curva parametrizada por:

x(t) =
y(t) =12, t e R.
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Logo, 7/(t) = (1,2t) é o vetor velocidade de v em cada ponto ¥(t) e |7/ ()| = V1+4t2éa
velocidade em ~(t).

EN

Figura 2.39: Exemplo [1].

[2] Seja a curva parametrizada por:

z(t) =t
y(t) = [t], t e R.

Set>0,+'(t) = (1,1);set <0, (t) = (1,—1). As derivadas laterais no ponto 0 existem, mas
sdo diferentes; logo a curva néo ¢ diferencidvel no ponto 0.

Figura 2.40: Exemplo [2].

[3] Sejam v, e v, parametrizagdes de C, definidas por:

yi1(t) = sen(t), 0<t<2m,

{xl(t) = cos(t) o {xg(t) = cos(2t)

Entdo [|7/5(t)]| = 2|71 (¢)]]; logo, a velocidade de 2 é o dobro da de ;.
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Figura 2.41: Exemplo [3].

Se aplicamos as diversas propriedades da derivada das fun¢des de uma varidvel real as func¢des
coordenadas de uma curva diferencidvel, podemos obter as seguintes propriedades:

Proposicdo 2.1. Sejam vy, 3 : I — R" curvas diferencidveis, r : I — Re h : I} — I fungdes reais
diferencidveis:

1) (&) +B®) ="()+ 8
2 (rO)r®) =) +rt)y(®)
(3) (@) -B®) ="(t)- Bt) +~(t) - B(2)

@) (v(r@®) =K () (h(t),
onde - é o produto escalar de vetores em R". Em particular, se ~(t) # 0

() A () ’V'(t)

A prova segue diretamente das defini¢des.

Da propriedade (5), v(t) tem comprimento constante se e somente se v/(t) é perpendicular ao
vetor posicdo (), para todot € I.

Exemplo 2.10.
[1] Seja a curva C parametrizada por v(t) = (cos(t3), sen(t?)), |y(t)|| = 1 e o vetor velocidade
é v/ (t) = 3t*(—sen(t?), cos(t?)); logo, |/ (t)|| = 3t* e o vetor velocidade tem comprimento

varidvel mas, continua perpendicular a ().
[2] Seja a curva C parametrizada por ~(t) =
t € [0,27); ||v(t)|| = 1; o vetor tangente é:

(cos(t) sen(2t),cos(2t), sen(t) sen(2t)) tal que

v'(t) = (2cos(t) cos(2t) — sen(t) sen(2t), —2 sen(2t),2 cos(2t) sen(t) + cos(t) sen(2t));
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9— 4t . . .
logo, ||V ()|*> = 9 = cos(4t) = 5 — cos?(2t) e o vetor velocidade tem comprimento variavel

mas, continua perpendicular a ~(?).

Figura 2.42: Curvas do exemplo [1] e [2], respectivamente.

Se ||7/(t)|| = 1, da propriedade (5), temos: v/(t) - 7" (t) = 0; logo 7" (¢) é normal a ~/(¢).

De forma andloga ao que ocorre com as func¢des de uma variavel real, tem sentido perguntar se

z

acurva~y' : I — R™ é continua, diferenciavel, etc.

Se +' é continua para todo ¢, entdo ~ é dita curva de classe C'. Se 4/ é diferencidvel, entdo
(") =4";+"(t) é chamado vetor aceleragido da curva ~.

Uma curva C é de classe C*, se possui uma parametrizagdo v tal que existem v, . ,y(k), e
a k-ésima derivada v*) é continua.

Definigdo 2.7. Seja h : I — I C R uma fungio de classe C*, bijetiva e v : I, — R™ uma
parametrizagdo da curva C de classe C1. Entio:

B=yoh: I —R"

é dita uma parametrizagio equivalente ou reparametrizagio de .

Se 3 é uma reparametrizacado de v, por (4):
B'(t) =1 (t) 7 (h(t));
logo, a velocidade escalar da curva é multiplicada pelo fator |/ (t)|.
Seja h : [c,d] — [a, b] uma funcdo bijetiva e diferencidvel. Se h é crescente, h(c) = a, h(d) = be:
18" = K@) Iy (R@)1];
analogamente, se h é decrescente, h(c) = b, h(d) = ae || (t)|| = —=R'(t) [|[7/ (h(2))]

Toda curva C parametrizada por v : [a,b] — R" pode ser reparametrizada com dominio no
intervalo [0, 1].
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De fato, considere h : [0,1] — [a,b] definida por h(t) = (b — a)t + a; h satisfaz todas as
propriedades da defini¢do e #/(t) = b — a. Logo:

1B(t) =7((b—a)t+a), te0,1]]

Exemplo 2.11.

[1] A circunferéncia centrada na origem, de raio a, pode ser parametrizada por:

y1(t) = asen(t)), 0<t<2m, ya2(t) = asen(2t)), 0<t<m.

{Zb‘l(t) = acos(t) o {xg(t) = acos(2t)

v(t) = (acos(t),asen(t)), t € [0,2n] pode ser reparametrizada considerando h(t) = 2t, de
modo que 3(t) = (yo h)(t) = v(2t) = (acos(2t),asen(2t)), t € [0,7]; logo, o e  sdo parame-
trizagdes equivalentes.

[2] A circunferéncia centrada na origem, de raio a, também pode ser parametrizada por:

y1(t) = asen(t)), 0<t<2m, ya2(t) = asen(2t)), 0<t<2m7.

{Zb‘l(t) = acos(t) o {:L‘g(t) = acos(2t)

As parametrizagdes ndo sdo equivalentes. O vetor de comprimento maior corresponde ao vetor
velocidade de (z2(t),y2(t)) e o de menor comprimento corresponde ao vetor velocidade de

(z1(t),y1(1)):

VAR
N

Figura 2.43: Exemplo [2].

[3] Seja a elipse parametrizada por:

{l‘(t) = 2cos(21)
y(t) = sen(2t)), t € [0, 7).

Determine o sentido do vetor velocidade, a aceleracdo e as velocidades maxima e minima.

O vetor velocidade é v/(t) = (—4 sen(2t),2cos(2t)); logo tem sentido anti-horario.



2.9. DIFERENCIABILIDADE 75

Seja f(t) = |7/ (t)|| = 2+/3sen?(2t) + 1. Do Calculo I sabemos que f(t) atinge o maximo se
7T

sen(2t) =1,isto é,set = 1€ atinge o minimo se sen(2t) = 0, ouseja,t =0et = g

s s

f =4 (=010 7()=(-40
f =2 AG)=(20: 7(G)=0.-2

f(0) =2 7(0) = (2,0);  ~'(0) = (0,2);

7"(t) = —4~(t); logo " (t) aponta para o centro da elipse.

<N

\

Figura 2.44: Exemplo [3].

Defini¢do 2.8. Uma curva C é reqular se possui parametrizagdo  tal que ~'(t) # 0 paratodot € I.

Exemplo 2.12.
[1] Seja v : [0, 37] — R? definida por:

~v(t) = (t — sen(t), 1 — cos(t));

—

v ndo é regular. De fato, v/(t) = (1 — cos(t), sen(t)) ey'(0) =+ (27) = 0.

Figura 2.45: Exemplo [1].

[2] As conicas sdo regulares.
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[3] Se y = f(x) é uma fungdo diferencidvel, as curvas parametrizadas por v(t) = (¢, f(t)) sdo
regulares.

[4] Seja:

v(t) = (1 — cos(t), sen(t), 28671(%)),

t € [-2m,2n]; v é regular e de classe C.

Figura 2.46: Exemplo [4].

t
v (t) = (sen(t), cos(t), cos(i)) é continua e:

7 = 1+ cos2(5) #0

para todo ¢t € [—2m, 27].

Definicao 2.9. Um arco da curva C parametrizada por v : I — R™ é a restrigdo da parametrizagio a
um subconjunto proprio I, de I. E denotado e definido por:

Yare : 11 — Rny

onde Yarc(t) = (), t € I1.

Exemplo 2.13.

Um arco da curva:
v(t) = (cos®(t), sen(t)), 0<t<2m

é Yarc(t) = (1), 0 <t <.
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Figura 2.47: Curva e arco da curva, respectivamente.

Uma curva regular parametrizada por ~, de classe C! pode ter pontos multiplos. Mas, para
todo ty € I existem um intervalo aberto Iy C I tal que ¢ty € Iy e um arco de vy em Iy sem pontos
multiplos.

De fato, como v é regular, pelo menos uma das derivadas das fun¢des coordenadas de ~ é
ndo nula em t,, por exemplo, z;(ty) # 0. A, fungio real z;(t) é continua em ¢t = tg, pois v
é de classe C'; logo, existe ¢ > 0 tal que z;(t) # 0 paratodot € Iy = (ty —&,tg +¢) e
Yare : Io — R™ é injetiva. Caso contrario, existiriam t1, to € Iy, t1 # t2 com Yare(t1) = Yarc(t2);
entdo x;(t1) = xi(t2); pelo teorema do valor médio em R, existe ¢, t; < t < ty, tal que:

L ZCi(tl) — I‘Z‘(tg)

(1) = =
ri(p) = T — o,

0 que é uma contradigdo.

\

Figura 2.48:

Sejam ~(t) = (2(t),y(t)) t € I, curva regular de classe C' e I como antes. E possivel provar
que:

i) x(Ip) = I C I é um intervalo.
ii) z : Iy — I; é de classe C'!' e admite inversa 2~ ! : I; — Iy também de classe C'.

Podemos reparametrizar o arco de v em /; da seguinte forma:

Bt) = y(=7H(1) = (27 (x(1), 27 (y(1)) = (£, (1),
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onde f(t) = 7 (y(t)); logo B(t) é o grafico de f(t).
Exemplo 2.14.

Seja v(t) = (cos(t),sen(t)), t € [-27,27|;se [p = (0,7m) ety =€ = g,‘ entdo, I; = (—1,1)

e z71(t) = arccos(t), logo B : (—1,1) — R? é definida por 3(t) = (¢, f(t)), onde f(t) =
arccos(sen(t)).

A observacdo é uma aplicacdo direta do teorema da func¢do inversa. Para mais detalhes veja a
bibliografia.

Defini¢do 2.10. Seja uma curva parametrizada ~y, de classe C3. ~(to) é ponto de ciispide de ~ se
—
7' (to) = 0 eos vetores " (ty) e v (to) sdo linearmente independentes.

Exemplo 2.15.

[1] A curva parametrizada por y(t) = (t2,t%), t € R possui uma ctspide em v(0); de fato,
—
7' (0) = 0,77(0) = (2,0) e7"(0) = (0,6).

Figura 2.49: Exemplo [1].

[2] A curva parametrizada por v(t) = (cos3(t), sen3(t)), t € [0,2n], possui 4 cuspides; de fato,
cos3(t) = i(cos(St) + 3cos(t)) e sen3(t) = —i(sen(St) — 3sen(t)), logo:

Y (t) = Z (—sen(3t) — sen(t), cos(t) — cos(3t))
¥'(t) = % (—cos(t) — 3cos(3t), 3sen(3t) — sen(t))
() = % (9sen(3t) + sen(t), —cos(t) + 9cos(3t)).

O sistema:
/ —
7()=0
tem as seguintes solugdes: t = 0,t = et = ig; parat = 0,+"(0) = (—4,0) ey (0) = (0,8),
ambos linearmente independentes. Analogamente os outros.
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Figura 2.50: Exemplo [2].

[3] A parabola semi-ctibica possui uma ctspide na origem para t = 0; a cicléide possui infinitos
pontos de ctspides ao longo do eixo dos z, (t = 2k 7).

2.10 Reta Tangente

Seja v uma parametrizagdo regular de uma curva em R". O vetor v/(¢) determina a reta tangente
em cada ponto de . Sejam «(ty) = P e /(ty) = V o vetor tangente a v em P. A reta que passa
por P com dire¢do Vv, tem como equagao:

r(t) =7(to) +t9'(to), teR.

Sen =3, 9 = x(to), yo = y(to), 20 = 2(to), To = @' (to), yo = ¥'(to) e zy = 2/(to), entdo, as
equagdes paramétricas da reta tangente sdo:

r= xzo+tay
y= yo+ty'y
2= zy+t7o, teR.

Z)

Figura 2.51: Reta tangente a curva.
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Analogamente para n = 2:

T= x9+tay
y= yo+ty, t e R.

Exemplo 2.16.

[1] Determine as equagdes paramétricas da reta tangente a curva z = 4 — z2ey =2no ponto
(1,2,3).
Fazendo z = ¢, obtemos uma parametriza¢do da curva:

Como a curva passa pelo ponto (1,2, 3), temos x(tg) = to = 1, 2/(t) = 1, y/(t) = 0 e 2/(t) = —2t.
As equagdes paramétricas da reta tangente sdo:

r= 1+t
y= 2
z= 3—2t.

Figura 2.52: Exemplo [1].

[2] Determine as equagdes paramétricas da reta tangente a curva C parametrizada por:
~v(t) = (2cos(t),2sen(t),4t)

4
no ponto (1, —/3, —%).

Determinamos t( resolvendo o sistema:

1 =2x(ty) = 2cos(tp)
—V/3 =y(ty) = 2sen(toy)
A z(to) = 4to
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Logo tp = —g. Derivando no ponto ty, obtemos: 2'(tg) = /3, y'(to) = 1 e 2/(tg) = 4. As
equagdes paramétricas da reta tangente sdo:
r= 143t
y= —V3+t
z = A +4t.
3

Figura 2.53: Exemplo [2].

Seja y(t) = (x(t),y(t)) uma curva plana. O vetor normal a curva v é n(t) = (y/'(¢t), —2/(t)) ou
—n(t); logo, a reta normal a curva v(t) no ponto (to) € v(to) + tn(tp), ou equivalentemente:

{1‘: (to) + ty (to)
y=y(to) — ta'(to)-

Exemplo 2.17.

[1] Determine as equagdes paramétricas da reta tangente e da reta normal a:

x(t) = 2cos(t)
2

y(t) = 2sen(t),

no ponto (v/2,v/2).

Primeiramente obtemos o valor de #, tal que z(tg) = v/2 e y(ty) = v/2, resolvendo o sistema:

V2 =x(tg) = 2cos(ty)
V2=y(t) = 2sen(to),

s
o qual tem como solugéo ty = 1
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Calculando o vetor tangente no ponto ¢, temos z’(ty) = —v/2 e ¥/ (tg) = /2; logo as equacdes
da reta tangente e da reta normal sdo:

w1(t) = V2 -t V2 . wo(t) = V2 +1V2

yi(t) =V2+tV2 yo(t) = V2 +tV2 t e R,

respectivamente.

-
T

Figura 2.54: Exemplo [1].

[2] Determine as equagdes paramétricas da reta tangente e da reta normal a:
)= 2—t!
y(t) = 2t -+t

emty=1.

z(1) = ley(l) = 3; o vetor tangente a curva é (t 2,2 —t?)eemty = 1,2/(1) = ley/(1) = 1.
As equagdes da reta tangente e da reta normal sdo:

ri(t) =1+t . o(t) =1+t
y(t) =3+t () =3 -t teER,

respectivamente.

Figura 2.55: Exemplo [2].
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d
Seja v(t) = (z(t),y(t)) uma curva em R% Podemos calcular d—y por elimina¢do do parametro.
X

Mas é possivel determinda-la, diretamante, pela regra da cadeia:

dy _dy dr,
dt  dx dt’
logo:
dy
dy _ at
dr dx
dt

se as derivadas envolvidas existem. Analogamente, se fizermos yj = Z—g, obtemos:

dy
Py _ dt
dz?  dx
dt
se as derivadas envolvidas existem.
Exemplo 2.18.
dy d?
Determine ﬁ e d—;;, se:
r= t2-6
[1] \
y= t°+5, tek
d t2
Derivando: 2/(t) = 2t e y/(t) = 3t%; logo: d—y = 32_t = gt, set # 0; y(t) = %t ey (t) = g,
X
lembrando que () é derivada em relagdo a ¢; e:
d*y 3
- == t#0.
dz? ~ ap ¢ 70

4 cos>(t)
4sen3(t), te(0,2n).

[2] {“3
Yy

Derivando: #/(t) = —12cos®(t) sen(t) e ¥'(t) = 12 sen?(t) cos(t), logo: Z—y = —tg(t), set # g;
T
7 (t) = —sec?(t) e:

[3] {“"
Yy

Derivando: 2/(t) =t 2 e y/(t) = 2 — t % logo: Z—y =2% —1,set #0;7(t) = 4te:
T

d? 1
d—a:g =15 sect(t) cosec(t), se t# g
2—t7!

20 4171, t£0.

d2
d—xz =413, se t#0.



84

CAPITULO 2. CURVAS

. d .
Sabemos do Célculo em uma varidvel que d—y (x0) = m é o coeficiente angular da reta tangente
X

a curva passando por P = (z,0). As equagdes cartesianas da reta tangente e da reta normal

sao:

1

y—yo=m(x— o) € y—yoz—a(l’—l‘o)

respectivamente, onde zp = z(t9) e yo = y(to).

Exemplo 2.19.

[1] Determine as equagdes da reta tangente e da reta normal a:

{x(t): a cos(t)
y(t) = bsen(t),

te€0,27],sety = %

V2 V2 d b
n0 = (o) = 5 a. yo = ylto) = 5-b e m =~ (x0,y0) = — cotg(t).
2 2 dz a
As equagoes das retas tangente e normal no ponto (zo, yo) sdo:
2
br+ay=+v2ab e aa:—by:%( 2%,

respectivamente.

[2] Determine as equagdes da reta tangente e da reta normal a:

r(t)= 2—t!
y(t) = 2t+t71,

d
t #0,sety = 1. Do exemplo [3] da pagina anterior, d_y =22 —1,m=1,2(1)=1ey(l) = 3.

X
Logo, as equagdes das retas tangente e normal no ponto (z, yo) sdo:

y—xr=2 e y+zx=4,

respectivamente. Compare com o exemplo [3].

T~

Figura 2.56: Exemplo [2].
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Se C é uma curva plana parametrizada por vy que possui um ponto multiplo para ¢ e ¢1, isto ndo
implica necessariamente que '(ty) = 7/(t1) nem que estes vetores sejam paralelos. Vejamos o
seguinte exemplo:

[3] Determine as equagdes da retas tangente a curva parametrizada por:

z(t) =t
y(t) =13 —t, teR,
nospontost=1let = —1.

Primeiramente observamos que (1) = v(—1) = (1,0) e as equagdes das retas tangentes nos
pontost =1et = —1sao:

{x(t):1+2t . {x(t)zl—Qt

y(t) =2t, teR. y(t) =2t, teR.

L L L
25 3.0 3.5

Figura 2.57: Exemplo [3].

211 Aplicacao

Se uma particula de massa m move-se ao longo de uma trajetdria, a forca total F que atua sobre
a particula em cada instante de tempo ¢ é dada pela segunda lei de Newton:

[P =ma

onde a é o vetor aceleragdo da particula. Em diversas situag¢des, a forca é dada pela posicao
da particula ou, equivalentemente, pela trajetéria v(¢). Um problema interessante é determi-
nar a trajetéria que descreve o movimento da particula, conhecendo sua posigdo inicial e sua
velocidade.

A) Determinaremos a equacado da trajetéria de um missil disparado com velocidade inicial vy
e angulo de inclinagao o

Fazemos as seguintes simplificacdes: ndo consideraremos a resisténcia do ar, o missil é dispa-
rado na origem e a for¢a F de gravidade ¢ é constante.
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Figura 2.58: .

Denotemos por (t) = (z(t),y(t)) a curva e por vy = (vocos(a),vosen(a)) o vetor velocidade.
Se m é a massa do missil, entdo F(z,y) = (0, —mg); pela Lei de Newton, F = ma, onde a é o
vetor aceleragdo, logo 7" (t) = (0, —g) e:

Integrando ambas em relagdo a t, obtemos z'(t) = ¢ e y/'(t) = —gt + c2; ¢1, ca € R; observemos
que v = (2/(0),3/(0)) entdo:

{$’(t) = ygcos(a)
y'(t) = —gt+uvgsen(a).

Integrando novamente em relagdo a ¢ e tendo em vista que (0) = (0,0):

z(t) = tugcos(a)

2
y(t) = tovgsen(a) — gT;

a trajetéria é uma parébola.

B) Um planeta movendo-se ao redor do sol (considerado como a origem),

-
- - o

St e ==

Figura 2.59: .
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satisfaz a lei gravitacional de Newton:

F((t) = -GN

“ThoPr”?

(t),

onde v é a curva que descreve o movimento do planeta em cada instante ¢, M é a massa do
sol, m é a massa do planeta e G = 6.67 x 107! a constante gravitacional. Logo, temos que v

satisfaz a seguinte equacao para todo t:

GM

y'(t) = TP v(t).

No6s ndo vamos resolver esta equacgdo, mas tentaremos entendé-la no caso particular do movi-

mento circular.

i) Suponhamos que 7 descreve uma trajetéria circular de raio r e velocidade constante
vo = ||7/(¢)|]. Escolhemos a seguinte parametrizac¢do da circunferéncia:

7o

t
Mﬂszwci)
T

0

pois v é uma curva plana e podemos supor que estd no plano xy:

t
x(t) = wvocos (UL

)

a(t) =7"(t) = ——5(t)
7o
e a forca F que atua é:
2
mu
F = mal(t) = 220 (1)
o
logo, a(t) tem sentido oposto ao vetor posigao (t).
Vv
Figura 2.60: .

F é chamada forca centripeta.
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ii) Suponhamos que um satélite de massa m move-se com velocidade constante vy ao redor de
um planeta de massa M em Orbita circular v de raio ry. A forca F é dada por:

mG M
F(y(t) = —1—53 (1),

v @)1

como o movimento é circular:
2
mv
F=- 20 V(t))

o

I7(t)||> = rg; igualando as duas equagdes:
2
muv mG M
—— () = ———5—(t);
7o 7o
s GM , .
fazendo o produto escalar por ~(¢) em ambos os lados, obtemos: v = . Se T é o periodo
o
~ 1 N 2mrg
de uma revolugdo na 6rbita, entdo vy = ; logo:
72 _ 4723
GM '’

ou seja, o quadrado do periodo é proporcional ao cubo do raio. Esta é a terceira lei de Kepler.

212 Comprimento de Arco

Seja C' uma curva de classe C'!, parametrizada por . Consideremos C' como a trajetéria de uma
particula com velocidade s(t) = ||7/(t)]|, ao longo de ~. Intuitivamente o comprimento de arco
da curva quando ¢ € [a,b] é a distancia total percorrida pela particula no intervalo de tempo

t € [a,b], isto é:
b
/ s(t) dt.

A forma de justificar a definigdo de comprimento de arco de uma curva y se baseia na aproxi-
magao por poligonais. De fato:

Sejam 7 : [a,b] — R3 uma curva de classe C'! e a seguinte particdo de ordem n do intervalo
[a,b]: a =ty <t1 < .oceee < tp—1 < t, = b. Denotemos por:

Py =v(to), Pr="(t1),--., Pn =7(tn).

[ti—1,1;] 0s subintervalos de [a, b] determinados pela particdo, At; = t; —t;—1 0 comprimento do
e
subintervalo [t;_1,t;] e P,_1 P; 0 segmento de reta que liga P;_; e P;, parai = 1,....,n:
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ZA

Figura 2.61: Particdo da curva.

. —> Z
O comprimento do segmento P;_; F; é:

IP1 Pl = V(i) — x(tiz1))? + (y(t) — y(tiz1))? + (2(t:) — 2(ti—1))?-

O comprimento total da poligonal é:
LN
Su =) _|P1P.
i=1

Como x = z(t), y = y(t) e z = z(t) sdo fungdes reais de classe C?, pelo teorema do valor médio
aplicado as fungdes z, y e z em cada intervalo [t;_1, t;], existem 1, 5 e 3 tais que:

Logo:

Sn = Z\/[x’(fl)P + [y (t2)]% + [ (t3)]? At;.
i=1

A rigor, a ultima expressdo ndo é uma soma de Riemann, pois os t1, t2 e t3 ndo sd0 necessaria-
mente iguais. Utilizaremos agora o seguinte teorema sobre integracdo, que pode ser visto em
[Lima, E.].

Sejam f : [a,b] — R uma fungdo continua, ¢y < ....... < t, uma parti¢do de [a,b] et € [t;_1,i];
entao,

n

b
[ o= tim 350 20

onde existe a possibilidade de haver diferentes ¢.
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Aplicando o teorema a f(t) = /[2/(£1)]2 + [/ (t2)]? + [¢/(Z3)]2, obtemos:

b
L) = [ @l = tim S,

isto para qualquer particdo de [a, b]. Intuitivamente se n — +o00 a poligonal aproxima-se da
curva.

Definigao 2.11. Seja vy : [a,b] — R™ uma curva de classe C*. O comprimento de arco de ~y entre a e
b é denotado por L(vy) e definido por:

b
L) = [ Il

Exemplo 2.20.

[1] Seja v : [0,2 7] — R2, y(t) = (acos(t),a sen(t)); entdo:

27
L(v) :/ adt =2amu.c.
0

[2] Seja v : [0,4 7] — R?, y(t) = (acos(t),a sen(t)); entdo:

4m
L(vy) = / adt =4amu.c,
0
pois a trajetéria de y percorre duas vezes o mesma circunferéncia.

2 3
[3] Seja v : [0,1] — R2, 4(t) = <§,§>;entéo, V@) =tViZ+1e

L('y):/olt\/tQ—l—ldt:%/12 ﬂduzé(?ﬂ—l)u.c.

[4] Seja v : [0,27] — R3, y(t) = (cos(t), sen(t),t), entdo, ||¥' (t)|| = V2e
27

L(y) = V2dt =22 u.c.

0

Se y(t) = (t, f(t)) é de classe C!, a < t < b, entdo:

b
uwzjwuwwmﬁ7

como sabemos do Célculo em uma varidvel.

A defini¢do de comprimento de arco é ainda valida se ||7/(¢)|| tem um ntimero finito de descon-
tinuidades em [a, b] ou, de forma mais geral, se ||7/(t)|| é integravel sobre [a, b].
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Proposicao 2.2. O comprimento de arco de uma curva é independente da parametrizagio.

Prova: Sejam 7 : [a,b] — R" de classe C! e h : [c,d] — [a,b] de classe C!, crescente, isto
é, h(c) = a e h(d) = b. Considere a parametrizacdo equivalente § : [c,d] — R” tal que
B(t) = v(h(1)); logo, |6" ()] = [R ()] [V (RE)]| = () ||+ (h(£))[l, pois h € crescente, e:

d h=1(b) b
@)= [1ola= [ e = el =),

(a

onde u = h(t). O caso em que h é decrescente é andlogo. O trago da curva ndo muda, o que
muda é o tempo do percurso.

Exemplo 2.21.

[1] Seja B : [0,7] — R2, B(t) = (acos(2t),asen(2t)) é uma parametrizacdo equivalente a do
exemplo [1] anterior, para h(t) = 2¢; logo:

L(B) = ! 2adt =2 .C.
(8) /0 adt amu.c
[2] B:[0,27] — R?, B(t) = (acos(2t),a sen(2t)); logo:

2m
L(ﬂ):/ 2adt =4amu.c.
0

Entdo (3 ndo é uma parametrizagdo equivalente a do exemplo [1].
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2.13 Exercicios

1. Obtenha uma parametrizagdo das seguintes curvas, determinando I:

(@ y=2x+7 (g) A retaligando (1,1)9(4, 3)
b) y—z+2=0 (h) (z -1+ (y-2)°*=

() 22 +y2 =16 () (z+1)°+(y—1)7%=

(d) y =tg*(x) (G) 2> +y=1

(e) y=In(x) (k) 422 —9¢y> =36

(H) 922 +4y2 = 36 M) 2*+y*—y=0

2. Verifique qua as hipérboles:

Ty =c?,
72 2
{@él
podem ser parametrizadas por:
x(t) = zt x(t) = a sec(t)
y(t) = ;7 tER_{O} y(t) :btg(t), te (_77/2771-/2)7
respectivamente.
3. Elimine o parametro de:
(@) z(t) = a(l — 1), y(t) = bt (g) «(t) = 2%, y(t) = a 1283
(b) (t) = asec(t), y(t) = aty(t) (h) z(t) = 2sen(t) — 3008( )
(@) z(t) =2tg(t), y(t) = 3cotg(t) y(t) = 4sen(t) + 2 cos(t)
(d) z(t) =2t +2, y(t) = 2t> + 4t .
(©) (1) = 2(1 + cos(t)), y(t) = 2 sen(t) (@) x(t) = asen(t), y(t) = btg(t)
(®) 2(t) = sen'(t), y(t) = cos’(t) () @(t) = sen(L), y(t) = cos(t)

4. Esboge o trago das seguintes curvas, fazendo uma tabela com uma quantidade razoavel
de entradas:

(a) (1)

) =% y(t) =t 6 z(t)=t+=, yt) =t —-
(b) x =3cos(t), y = sen(t) (g) (t) = e +e7t, y(t) = 2senhl(t)
(©) x(t) = sec(t), y(t) = tg(t) (h) z(t) = sen(t), y(t) = cos(2t), z(t) = >
(d) z(t) = sen(t), y(t) = cos(2t) Q) z(t) =2, y(t) =13, 2(t) =t
(e) =(t) = sen(3t), y(t) = cos(3t) G) z(t) =t, y(t) = cos(t), z(t) = sen(t)

5. Determine o vetor tangente as seguinte curvas:
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@) z(t) = a(l —1), y(t) = bt (8) =(t) = 22, y(t) = a 175
(b) x(t) = asec(t), y(t) = aty(t) (h) z(t) = asen(t), y(t) = btg(t)
(c) z(t) = 2tg(t), y(t) = 3cotg(t) (i) z(t) = 2sen(t) — 3cos(t),
(d) z(t) =2t + 2, y(t) = 2> + 4t y(t) = 4sen(t) + 2 cos(t)
(e) x(t) =2(1 + cos(t)), y(t) = 2 sen(t) () =(t) = 2 senh(t) — 3 cosh(t),
(f) z(t) = sen*(t), y(t) = cos*(t) y(t) = 4 senh(t) + 2 cosh(t)

6. Determine as equagdes da reta tangente as seguintes curvas:

(a) y(t) = (t,1 — t2,2) no ponto (0,1, 2) (d) B(t) = (cos(t),sen(t),1 — 2sen(t)) no
b) v(t) = (2t3—1,3—5¢2,8+2) no ponto ponto (—1,0,1)
(1,—2 10)
B(t) = (e',te',t +4)noponto (1,0,4)  (e) B(t) = (¢,t*,¢3) no ponto (3, 1, 1)

7. Verifique que se vy é a parametrizagdo de uma reta, entdo 4" é paralelo a v'. A reciproca é
valida?

8. Determine o comprimento de arco das seguinte curvas:

(@) z(t) =2(1 —sen(t)), y(t) =2(1 —cos(t)), 0 <t <.

(b) x(t) =tcos(t), y(t) =tsen(t),0 <t <m.
2

(t):——i—t y():%—t,ogtgl.
(d) l‘(t) =t,y(t) = In(cos(t)), t € [0,1].
(e) x(t) =etcos(t), y(t) = e ' sen(t), do ponto (1,0) até o ponto limite, quando

t—>—i—oo

t cos(u) au t senl\u)au
R e

R do ponto (0, 0) até o ponto mais préoximo
que tenha tangente vertical.
9. A ctbica de Tschirnhausen é o lugar geométrico determinado pela equagao:
27ay? = 2*(x +9a); a # 0.
(a) Verifique que esta curva pode ser parametrizada por:
z(t) =3a(t?—3)
y(t) =at(t*-3), teR.

(b) Esboce o trago desta curva paraa =1.5ea = 3.

(c) Verifique que a curva possui um ponto multiplo na origem para t = ++/3.
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(d) Determine o vetor tangente e o vetor aceleragdo desta curva, em qualquer ponto.

10. A serpentina de Newton é o lugar geométrico determinado pela equacgao:
?y+adly—b>x=0;a,b#0.

(a) Obtenha uma parametrizagdo para esta curva.
(b) Esboce o trago desta curva paraa =2,a =4,a=6eb=6.

(c) Verifique que a curva é regular.

11. A trissectriz de Maclaurin ¢é o lugar geométrico determinado pela equagao:
v? (a— ) = 2% (x4 3a); a # 0.

(a) Obtenha uma parametrizagdo para esta curva.
(b) Esboce o trago desta curva paraa =0.5,a =1.5ea = 2.

(c) Verifique se a curva é regular e se possui pontos multiplos.

12. Nas equagdes da epitrocoide: Se h = b a curva é chamada epicicléide.

(a) Obtenha uma parametrizagdo para esta curva.

(b) Esboce o trago desta curva param = 16 e b = 2.

(c) Verifique que os lagos degeneram a % — 1 ctaspides se % € Z.

Se a = 2b, a epitrocdide é chamada nefréide.
(d) Obtenha uma parametrizagdo para esta curva.
(e) Esboce o trago desta curva para a = 2.

(f) Determine o vetor tangente a esta curva e verifique se é regular.

Se a = b a epitrocéide é chamada de limagon.
(g) Obtenha uma parametriza¢do para esta curva.
(h) Esboce o trago desta curva paraa =3, h =8em = 6.

(i) Determine os pontos multiplos desta curva.

13. Verifique que a curva parametrizada por v(t) = (sen(2t),2 sen?(t),2 cos(t)) estd situada
sobre uma esfera centrada na origem. Ache o comprimento do vetor velocidade e verifi-
que que a projegdo deste vetor no plano zy tem comprimento constante.

14. Seja v uma curva de classe C'' com ponto inicial A = ~(a) e final B = ~(b). Seja o
segmento de reta r(t) = A+ t(B — A); t € [0, 1]. Verifique que L(r) < L(v).
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16.

17.
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19.
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Verifique que se v : (a,b) — R" é diferencidvel e v/(t) = 0, para todo ¢t € (a,b), entdo

~(t) é um vetor constante no intervalo (a, b).
Seja C a curva definida pela equagdes » = t* e y = 1%, ¢t € [-1, 1]:

(@) A curva é de classe C'!?
(b) C éregular?
(c) Elimine o parametro e esboce o traco da curva.

Seja:
2 se t>0
fE)=<0 se t=0
—t2 se t<0

e considere a curva definida por:

z = f(t)
y=1t% te[-1,1]

(@) A curva é de classe C'!?
(b) C éregular?
(c) ) Elimine o parametro e esboce o trago da curva.

As equagdes paramétricas da trajetéria de um cometa sdo dadas por:
x(t) = 200 cos(t)
y(t) = 10sen(t), te€[0,2x],

onde 200 e 10 sdo medidas em unidades astrondmicas.

. ~ L. ™
(@) Determine as equagdes paramétricas das retas tangente e normal no ponto ¢ = 1

(b) Determine a equagdo cartesiana da trajetéria, identificando a mesma.

(c) Determine o comprimento da trajetdria.

Seja v : [a,b] — R?® uma curva parametrizada definida por:
(t) =
y(t)
2(t) =

t
t2
3.

Determine os pontos da curvas nos quais o vetor tangente é paralelo ao vetor (4,4, 3).

Uma particula se move ao longo de uma curva parametrizada por:

~v(t) = (t — sen(t), 1 — cos(t)),

t € [0,2]. Determine os instantes ¢; e t5 € [0, 27|, onde a velocidade escalar seja unitdria.
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Capitulo 3

CONJUNTOS ABERTOS, FECHADOS
E FRONTEIRA

3.1 Introducao

Definicdo 3.1. Sejam r > 0 e xo € R". A bola aberta de centro xq e raio r é denotada por B(xg,r) e
definida por:
B(xp,r) = {x € R"/||x — x¢| < r}.

Sen = 2; x¢ = (w0, y0) e x = (z,y); logo ||x — xo[| = \/(z — 20)2 + (y — y0)*:

B(x0,7) = {(z,y) € R*/(z — x0)* + (y — yo)? < 1}

B(xq,7) € 0o "interior"de um circulo centrado em (xg, yo) € raio r, ou equivalentemente, o con-
junto dos vetores no plano de origem em (x¢, yp) e norma menor que . Neste caso, o conjunto
B(xq,r) é chamado disco aberto de centro (zg, yo) € raio r.

X [==

Figura 3.1: Disco aberto.

Analogamente, se n = 3; xg = (20, Y0, 20) € X = (2,¥, 2):

B(xo,7) = {(z,y,2) ER?/(x —20)* + (y — y0)* + (2 — 20)* <}

97
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B(xq,7) é o "interior"de uma esfera "sélida"centrada em (zo, yo, 20) € raio r, ou equivalente-
mente, o conjunto dos vetores no espago de origem em (o, yo, 2p) € Norma menor que .

- ~
~
Phe N
’ JRN
¢ N
Y2 r " \
l' \Y
I 4
' e mmm - - \
"’— 'l' .~§|
1°e 28 ’h
VTt -==" 1
L, 1
’
\\ 4
S ’
~ 7’
~ ”’
-~
Se==--- B(x,r)

Figura 3.2: Bola aberta.

Observe que em ambos os casos a desigualdade ¢ estrita.

3.2 Conjuntos Abertos

Definicdo 3.2. A C R" é dito aberto em R™ se para todo x € A, existe B(x,r) tal que B(x,r) C A.

s TS
! \ \\
U \ l ~
/) N _ 7 A Y
1 \
\ A
\ ]
\ -~ 1
N A .
A ]
\ -~ 1
N~ - / Y]
S \ ,,
Saol Y2

Figura 3.3: Conjunto aberto.

Estes conjuntos sdo a generalizagdo natural de intervalos abertos em R. Por definigdo, o con-
junto vazio e R" sdo conjuntos abertos em R".

Exemplo 3.1.

[1] Pela defini¢do, {x} ndo é aberto em R", pois toda bola ou disco aberto de centro x ndo esta
contido em {x}. Em geral, os conjuntos do tipo {z1, 2, z3, ..... ,Tn [ x; € R™} ndo sdo abertos.

[2] O eixo dos x: {(x,0)/x € R} C R? ndo é aberto no plano, pois qualquer disco aberto
centrado em (z,0) ndo estd contido em R.
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Figura 3.4: Exemplo [2].

[3] A = (a,b) x (c,d) é aberto em R?. De fato, para todo (z,y) € A, a <z <bec <y <d,
denote por € o menor niimero do conjunto {|z —al, |x —b|, |y —¢|, |y — d|}, onde | | é a distancia
entre nimeros reais. Entdo, por exemplo, considerando r = &, temos, B((z,y),7) C A. Logo A
é um conjunto aberto.

Figura 3.5: Exemplo [3].

[4] O plano zy em R3 ndo é aberto no espaco, pois qualquer bola aberta centrada em (z,y, 0)
nao estd contida em R2.

[5] B(xq,r) é um conjunto aberto. De fato, denotando por d(x, y) a distancia entre os pontos
x, y em R", se x € B(x,r) entdo d(x,x) < r; tomando r; = r — d(x,X¢) < r, temos:

B(x,r1) C B(xo,7).

Seré 1til dar um nome especial para um conjunto aberto que contenha um ponto dado x. A tal
conjunto chamaremos de vizinhanga do ponto x.
3.3 Fronteira de um Conjunto

Definicao 3.3. Seja A C R". Um ponto x € R" é dito ponto da fronteira ou do bordo de A se toda
vizinhanca de x intersecta A e R™ — A.
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Figura 3.6: Bordo de A.

Denotamos o conjunto dos pontos da fronteira do conjunto A por 0A. Um conjunto é aberto se
ANOA = ¢.

Exemplo 3.2.

[1] Se A = B(x,r) entdo 0A = {y/d(x,y) = r}; logo o conjunto C' = {y/d(x,y) < r} ndo é
aberto.

Figura 3.7: Exemplo [2].

[2] Seja A = {(z,y) € R?/x > 0}; este conjunto corresponde ao primeiro e ao quarto quadrantes
sem incluir a reta x = 0 e é aberto no plano; de fato, seja (z,y) € A e escolhamos r = = > 0; se
(xlv yl) S B((l’, y)v ’I”) temos:

w—ai]=@—m? <V -a+ -’ <r—u

Logo xz; > 0e B((z,y),r) C A;note que 0A = {(0,y)/y € R}.
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1

Figura 3.8: Exemplo [2].

3.4 Conjuntos Fechados

Definigao 3.4. Seja A C R™:
1. O conjunto A é dito fechado em R™ se 0A C A.

2. O conjunto A é dito limitado se existe constante ¢ > 0 tal que ||z|| < ¢, para todo x € A.

Logo A C R" é limitado se esta contido numa bola de raio c.

Exemplo 3.3.

[1] R™ é também um conjunto fechado.

2] A = {(z,y) € R?/2? +y? <72, r > 0} ndo é fechado, pois sua fronteira é :
OA = {(x,y) e R*/z* +y*> =12 r > 0}.

Logo 0A ¢ A.

B8] A = {(z,y) € R*/2? + 4> < r?, r > 0} é fechado, pois sua fronteira é :
A = {(z,y) e R¥/a* + 42 =12, r > 0}.

Logo 0A C A. Note que A é limitado.

Figura 3.9: Exemplo [3].
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[4] Osolido W = {(x,y, z) € R3/ 22 +y? + 22 <2 r > 0} é fechado pois sua fronteira é:
OW = {(z,y,2) € R®/z* +y* + 2% =%, r > 0}.

Logo OW C W. Em geral, todos os sélidos sao fechados.

[5] A = [a,b] x [c,d] é um conjunto fechado, pois OA é o retangulo formado pelas retas = = a,
r=by=cey=d.

A seguinte proposigdo ndo serd provada, pois ela decorre de um teorema, que fica fora do
contexto destas notas.

Proposicao 3.1. Seja h : R™ — R uma fungdo continua; entdo:

1. A={x € R" /0 < h(x)} éaberto em R™.
2. F={xeR"/0 < h(x)} é fechado em R™.
3. 0A = {x € R" / h(x) = 0}.

Exemplo 3.4.

[1] Os planos em R? sdo conjuntos fechados. De fato, considere:

hz,y,z) =ax+by+cz—d.
A funcdo h é continua em RR3.

[2] O solido W = {(z,y,2) € R3/2? + y? + 22 < r?, r > 0} é um conjunto fechado. De fato,
considere:

h(z,y,z) =22 +y*> 4+ 22 —r’

A fungao h é continua em R? e pela proposicdo W ¢é fechado.

[3] A pardbola A = {(z,y) € R?/y = 2%} é um conjunto fechado. De fato, considere:

h(z,y) =y —a°.

A fungdo é continua em R? e pela proposigdo A é fechado.



Capitulo 4

CAMPOS DE VETORES

4.1 Introducao

Definicao 4.1. Um campo de vetores em A C R™ é uma fungao
F:AcCR"—R"
Seja A C R™ um conjunto aberto. O campo de vetores F' : A C R® — R é dito continuo,
diferenciavel ou de classe C* em u € A se todas as suas funcdes coordenadas:
F:ACcR" —R
sdo continuas, diferencidveis ou de classe C* em u € A, respectivamente.

O nome se justifica se expressarmos graficamente F' do seguinte modo: em cada pontox € A
desenhamos um vetor de magnitude e dire¢do de F'(x) com a origem em x.

Figura 4.1: Campos de vetores no plano e no espago, respectivamente.
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Exemplo 4.1.

[1] Seja um fluido percorrendo um encanamento com fluxo constante. Se associamos a cada
ponto a velocidade do fluido nesse ponto, obtemos um campo de vetores I’ de velocidades do
fluido.

\ E :;“—»\ —
) > .’. /»
—> —

Figura 4.2: Campo de velocidade.

[2] Uma superficie metélica é aquecida por um lado de tal modo que perde calor pelo outro; a
forma que flui o calor na placa define um campo de vetores. Como é de esperar, vai das regides
mais quentes para as mais frias.

Kichchdhat i ok oSl
AAAAA A A AR AA
LA
SRRy
AR (R TN RN 4]

Figura 4.3: Calor numa placa.

[3] A corrente elétrica de magnitude I fluindo através de um fio induz um campo de vetores
ao redor do fio, chamado campo magnético.

Figura 4.4: Campo magnético.
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Quando um campo de vetores apresenta alguma simetria circular, é conveniente representé-lo
em coordenadas polares.

[4] Seja F : R? — {(0,0)} — R? definido por:

—y x
F(z,y) = ($2+y2’x2—|—y2)'

Usando coordenadas polares:

F(r,0) = % (—sen(6), cos(6)), > 0.

O campo F' tem direcdo igual a do vetor tangente ao circulo de raio r centrado na origem:

S A s NN
/ /////k‘\

A am SN
N 77oe NN
ft i
ittt Il
*M NS
Y \\*\~*' 4 '/f
e
SN\,
NN X2

Figura 4.5: Campo do exemplo [4].

Observe que ||F(r,0)|| — +ocoser — 0e || F(r,0)|] — 0ser — +oo. Este campo de vetores esta
relacionado ao fendmeno da dgua escoando de um ralo.

Campo Radial de Quadrado Inverso
Seja o campo de posigdo P(z,y, 2) = (z,y, z). Definimos o seguinte campo:

k
F(x7y7z) = P($7y7z)’
1P (2, y, 2)|?
k € R. F é dito campo radial de quadrado inverso e ndo é definido na origem. Quanto mais

afastado da origem, menor é a norma de F. Se, por exemplo, k£ < 0, o campo F aponta para a
origem.

||
1F(z,y,2)|| = :
1P (z,y, 2)]?

A norma de F' é inversamente proporcional ao quadrado da distancia da origem ao ponto
(z,y,2).
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Figura 4.6: Desenho do campo para k = —1 e a projegao no plano.

A seguir apresentaremos exemplos de campos radiais de quadrado inverso:

Exemplo 4.2.

[1] A lei de gravitacdo universal de Newton estabelece que se uma particula fixa de massa
my estd localizada na origem do sistema de coordenadas, entdo a forca exercida sobre uma
particula de massa m localizada no ponto (z,y, z) é um campo radial de quadrado inverso,
com k = —G'mmy, onde G é a constante gravitacional.

[2] O campo elétrico gerado por uma particula carregada é um campo radial de quadrado
inverso. De fato, a lei de Coulomb estabelece que a for¢a que atua numa particula de carga ¢
na posicdo x € R?, devido a uma carga @ situada na origem, ¢ um campo radial de quadrado
inverso, com k = () ¢, onde € > 0.

Definicado 4.2. Se F' é um campo de vetores continuo, v é uma curva do fluxo de F se:

As curvas que formam o fluxo do campo sdo também chamadas curvas integrais do campo,
pois se F' = Fy i+ Fyj + F3 k representa a velocidade das particulas num fluido, o movimento
do fluido é completamente determinado pelo sistema:

(e

o7 = Fi(a(),y(t), ()

logo, associamos ao campo F' um sistema de equagdes diferenciais ordindrias, cuja solugdo é o
fluxo (1) = (x(t), y(1), 2(t)) de F.



4.1. INTRODUCAO

107

Figura 4.7: Fluxo do campo.

Exemplo 4.3.

[

ao:

= (z,—y), ent

Se F(x,y)

1]

—,x>0,c=c=ce

C
T

t, ou, equivalentemente Yy =

d_:c
dt
dy
dt
(XA

creley(t)

do é x(t) =

logo, a solug
c1, co € R.

(1,z); entdo:

[2] Se F(x,y)

a + c.

x, que tem solug

)

aovy

Figura 4.8: Campos dos exemplos [1] e [2], respectivamente.
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[3] Se F(x,y,%) = (y, —x,0), claramente as curvas integrais do campo sdo parametrizadas por
v(t) = (c1 cos(t) + o sen(t), —cy sen(t) + co cos(t), cs).

Figura 4.9: Exemplo [3].

[4] O fluxo do campo quadrado inverso é dado por: v(t) = Vkt 4, onde G € R? é um vetor
unitdrio fixo. De fato:

FO () = — 2 G = 1)

(kt)?

4.2 Campos Gradientes

Seja A C R™ um conjunto abertoe f : A C R" — R, uma funcao tal que as derivadas parciais
existam.

Definicao 4.3. O campo gradiente de f é denotado por grad(f) e definido por:

grad(f(x)) = (g—i(x), g—i(x), ............. : %(x)) => ggi (x) &

i=1

No caso n = 3, o gradiente de f é:

_ (91 of of
grad(f(wayvz)) - (8$ (.1‘,:1/,2), ay (%y» Z)v 82’ (%y» Z))
Equivalentemente:
g O O :
grad(f(x,y,z)) - al, (x,y,z) 1+ ay($7y7 Z) J + 82 (.T,y,Z) k

Analogamente para n = 2:
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grad(f(z,y)) = (

8.7: 7y?ay

of

(z,y))

Equivalentemente:

0

grad(f(z,)) = 5

(2.) T+ ‘;—g

—
o

(z,9) ]

Introduzamos formalmente o simbolo:

0
V=

i+

9. .
gy YK
oy’ T 9

109

onde {i, j, k} é a base candnica de R?; V é dito um operador, isto é, atua sobre fungdes com

valores em R. Assim:

grad(f) =V /.

Exemplo 4.4.

[1]Se f(x,y) = 2% + 42, entdo: Vf(z,y) = (2,27y).

() | Vi(@y) | (IVf(zy)l
(0,0) (0,0) 0
(1,0) (2,0) 2
(x,0) (22,0) 2x
(0,9) (0,2y) 2y
(1,1) (2,2) 2V2
(2,9) (2, 2y) 2|[(z,y)ll

A medida que o ponto se afasta da origem o comprimento do gradiente cresce e fica igual a

duas vezes a distancia do ponto a origem.

Figura 4.10: Exemplo [1], esboco de V f e das curvas de nivel de f.

Ny

e

X
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[2] Se f(x,y) = 2% — 42, entdo: Vf(z,y) = (22, —2y).

(z,y) | Vi(@y) | IVl
(0,0) (0,0) 0
(1, 0) (2, 0) 2
(x,0) (2x,0) 2z
(Oa y) (0? _2y) 2y
(1,1) (2,-2) 2V2
(m,y) (2x,—2y) 2”(17’3/)“

A medida que o ponto se afasta da origem o comprimento do gradiente cresce ficando igual a
duas vezes a distancia do ponto a origem.

g AN

/)
W/

N e

Figura 4.11: Exemplo [2], esboco de V f e das curvas de nivel de f.

[3] Se f(z,y) = sen(x) sen(y), entdo: V f(z,y) = (cos(x) sen(y), sen(x) cos(y)).

Figura 4.12: Exemplo [3], esbogo de V f e das curvas de nivel de f.
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[4] Se f(x,y,2) = /22 + y2 + 22, entdo: V f(z,y,2) = \/ﬁw (2,9, 2).

Figura 4.13: Exemplo [4].

4.3 O Rotacional de um Campo de Vetores

O rotacional de um campo de vetores que representa a velocidade de um fluido, esta relacio-
nado ao fendmeno de rotacdo do fluido.

Se consideramos V como um vetor de componentes podemos formalmente con-

A 7 A e a 7
oxr” dy 0z
siderar o produto vetorial de V pelo campo de vetores F' = ([, F», F3).

V é chamado operador vetorial, isto €, atua sobre fun¢des com valores em R, transformando-as

em campos de vetores de R3.

Definicado 4.4. O campo de vetores, chamado rotacional do campo de vetores F é denotado por rot(F)
e definido por:

rotF:VxF:[8F3 8F2]f [8F1 aFS}:’ [3F2 8F1]1—{»

ay_&z 0z Oz %_Ty

Exemplo 4.5.
[1]Se F(x,y,z) = (—y,z,xy 2z), entdo:

rot F(x,y,z) = (v z,—y 2, 2).
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Figura 4.14: rot(F') do exemplo [1].

[2] Se F(x,y,z) = (zy,y 2,z x), entdo rot F(x,y, z) = (—y, —z, —x).

Figura 4.15: rot(F') do exemplo [2].

Proposigdo 4.1. Se A C R3 é um conjunto abertoe f : A C R® — R é uma fungio de classe C?,
entdo:

rot (Vf) =V x (Vf)=0

O rotacional de qualquer gradiente é o vetor nulo. A prova sai diretamente do teorema de
Schwartz. Veja [VC].

Definicao 4.5. Se rot F' = 0 dizemos que o campo F' é irrotacional.

Interpretacao do rot F

Como mencionamos antes, existe uma relacdo entre rotacional e aspectos rotacionais do mo-
vimento. De fato, seja F' um campo de vetores que representa o campo de velocidade de um
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fluido e consideramos uma particula situada no ponto (x,y, z). As particulas situadas numa
vizinhanga deste ponto, tendem a rodar ao redor do eixo formado pelo vetor rot(F(x,y, 2)); o
comprimento deste vetor é a velocidade com que as particulas se movem ao redor deste eixo.
Se rot(F(xz,y,z)) = 0, o fluido estd livre de rota¢des na vizinhanga do ponto (z,y, 2):

rot(F)

Figura 4.16: Interpretagdo do rotacional.

4.4 Divergéncia de um Campo

Se imaginamos um campo de vetores como um campo de velocidades de um gas ou de um
fluido, entdo a divergéncia do campo esta relacionada com a expansao ou a contragdo do vo-
lume do gés pelo fluxo do campo. Veja o teorema de Gauss.

Definicao 4.6. O produto escalar formal entre V e F' é chamado a divergéncia do campo F' e é denotado
e definido por:

. - ok oF, OFy
dZU(F)(‘T7y7 Z) =V F(xuyaz) - 8—x(x7yaz) + 8y (.T,y,Z) + 9z (.T,y,Z)

onde - é o produto escalar em R3. Analogamente para n = 2:

div(F)(w.9) =V - Fla,y) = G2 {e.0) + G2 @)

Exemplo 4.6.

[1] Se F(x,y, z) = (z sen(z),y cos(z), z), entdo div(F)(z,y, z) = sen(z) + cos(z) + 1.

[2] Se F' é o campo radial de quadrado inverso, entdo
div(F)(z,y,z) = 0.
[3] Se F(x,y) = (x,0), entdo div(F)(x,y) = 1; o fluxo do campo é dado por:

() = (c1 e e2), e1, ca € R;
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logo o fluxo é dado por retas paralelas ao eixo dos z. Se pensamos F' como campo de velo-
cidade, entdo a velocidade aumenta quando nos afastamos do eixo dos z; como divF > 0,
corresponde a expansao.

[4] Se F(x,y) = (—x,—y), entdo div(F)(x,y) = —2; o fluxo do campo é dado por:
V() = (cre™!eae™), 1, 2 ER;

logo o fluxo é dado por radial apontando para a origem. Se pensamos F' como campo de
velocidade, como divF' < 0, corresponde a contragdo.

[5] Se F'(z,y) = (y, —x), entdo div(F')(x,y) = 0, o fluxo do campo é dado por:
~¥(t) = (1 cos(t) + co sen(t), —cy sen(t) + ca cos(t)), ¢1, c2 € R;

como divF = 0 ndo tem expansdo ou contracao.

<« ~ ~ -02} - \ |
I B SO A I BN

B T S - SO N VIS A AAA A 7 r bW

= SO Y VA A AAA A 7m0 \
I SANNNNN N S S S S s AAAA A m = \x«\\\\
-~ - - MwwNNANNT S S s e AAA S ‘\\\\\\
<~ - B NN \ S s e [ ] \\\\\
-~ - e —— - e | I ] Vb oy
02 0.1 01 02 0.2 0.1 D‘l 02 \;2 0.1 0‘1 0‘2
< < I _v -~ [ Y V¥

01 7oL o

- AAAA A b YRR LR e e
e~ ~ - e \
DB S AAAAA e OO AN R

Figura 4.17: Exemplos [3], [4] e [5], respectivamente.

Definicao 4.7. Se div F' = 0, dizemos que F' é incompressivel.

Proposicao 4.2. Seja A C R™ um conjunto abertoe F' : A C R™ — R"™ um campo de vetores. Se F é
um campo de vetores de classe C?, entio:

‘di’u(’rotF) :0‘

A divergéncia de qualquer rotacional é zero. A prova segue da definicdo e do teorema de
Schwartz. Veja [VC].

4.5 Campos Conservativos

Definicio 4.8. F' é um campo conservativo se existe f : A — R tal que as derivadas parciais existem

e:
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De outro modo, F' é conservativo se é um campo gradiente. A funcdo f é chamada funcdo
potencial ou potencial do campo F. A importancia destes campos de vetores serd vista mais
adiante.

Proposicao 4.3.
1. Paran = 3. Serot F' # 0, entdo F ndo é um campo gradiente.

2. Paran = 2. Se OF OF
2 1
%(way) # 8—y(m’y)’

entdo F' ndo é conservativo.

Prova: 1. Se F' é um campo gradiente, entdo existe f tal que Vf = F, logo:
rot(F) = rot V(f) =0,

0 que é uma contradicdo. A prova de 2. é andloga a de 1.

Exemplo 4.7.
[1] O campo de vetores F(x,y) = (22 y, 22 + 3y?) é conservativo pois:

OF, L, 0R
Seu potencial é f(z,y) = 2%y + y3 + ¢, onde c € R.

[2] O campo de vetores F(xz,y,z) = (e¥%, 2z V%, xye¥?) é conservativo pois rotF = 0. Seu
p p
potencial é f(z,y,z) = ze¥* + c.

Os exemplos anteriores sugerem que ndo existe unicidade na determinagdo de um potencial
para um campo de vetores (por exemplo, tome c = 1 e c = 5).

Definicao 4.9. Um conjunto A C R™ é conexo por caminhos se para todo x, y € A existe uma curva
v i [a,b] — A tal que y(a) = x ey(b) = y.

Figura 4.18: Conjunto conexo por caminhos e ndo conexo por caminhos, respectivamente.
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Exemplo 4.8.

[1] R — {0} ndo é conexo por caminhos, pois se x = —1 e y = 1, ndo existe y([a, b]) C R — {0} tal
que y(a) = —1e~(b) = 1.

[2] R? — {0} é conexo por caminhos.

Proposicao 4.4. Sejam A C R™ um conjunto aberto, conexo por caminhos tal que as curvas que ligam os

pontos de A sejam diferencidveis. Se f, g : A — R silo fungdes diferencidveis tais que V f (p) = Vg(p)
para todo p € A, entdo existe uma constante k tal que f(p) = g(p) + k, para todo p € A.

Prova: Seja h = f — g; entdo Vh(p) = 0, para todo p € A. Mostraremos que h é constante.
Fixando p € A arbitrariamente, para todo ¢ € A, existe uma curva diferencidvel parametrizada
por v : [0,1] — A tal que v(0) = pe (1) = g, pois A é conexo por caminhos; entdo, usando a
regra da cadeia para a fungao h o v:

(hov)'(t) = Vh(y(t)) - +'(t) =0,

pois ¥([0,1]) € A. Logo h o« é constante, para toda ~; entdo, i é constante e f(p) = g(p) + &,
para todop € A.

4.6 Determinacao do Potencial de um Campo Conservativo

Em relacdo a existéncia (local) do potencial, vejamos as diferengas que existem em dimensodes
2e3:
4.6.1 Campos Conservativos no Espaco

Seja F' : R? — R3, um campo de vetores de classe C!. Se rot F' = 0, entdo F é conservativo.
(A reciproca é imediata.)

A prova de ambos os fatos serd mostrada nos capitulos seguintes. No momento daremos uma
forma prética para determinar o potencial de um campo de vetores F:

Sejam F; = Fi(z,y, z) as componentes do campo F' e:
1. M =M(z,y,2) = /Fldac.

2. N:N(a;,y,z):/[Fg—aa—Aﬂ dy.
3. L:L(x,y,z):/[Fg—W} dz.

O potencial do campo F' é dado por;
f(x,y,2) = M(z,y,2) + N(z,y,2) + L(z,y,2) + ¢,

onde c € R. A prova deste fato é um exercicio simples de integracao.
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4.6.2 Campos Conservativos no Plano

Se F' : R? — R? ¢ um campo de vetores de classe C'! tal que as componentes de F satisfazem:

oR _op,
oy  Ox’

entdo F' é conservativo. O potencial de F' é:

f(a;,y):/Flda:—i-/[Fg—/%—};ldx] dy + c,

onde c € R.

Exemplo 4.9.
[1] Seja F(x,y,2) = (ycos(zy),xzcos(zy) + 2y 23,3y 2%); F estd definido em todo R?; entdo

rot F' = (0,0,0); logo o campo é conservativo e:

M(z,y,z) = /ycos(azy) dx = sen(zy),
N(z,y,z) = / 2y 2’ dy =y 2,

O(M + N)

tro lado, F; —
por outro lado, F3 5%

=0e L(x,y,z) = 0. Entdo, o potencial do campo é:

fx,y,2) =y 2° + sen(zy) +c.
[2] Seja F(z,y,2) = (6x,22,2y); F estd definido em todo R3; entdo rot F' = (0,0,0), logo o
campo € conservativo e:
M(z,y,z) = /Gxdaz =322,

N(z,y,z) Z/2zdy=2y2;

por outro lado:

d(M + N)
0z

e L(z,y,z) = 0. Entdo, o potencial do campo é:

F3 — =0

f(z,y,2) =322 +2yz+c

[3] Seja F(z,y) = (2xy, 2% + 3y?), F estd definido em todo R?; entao:

or _0R _,
oy oz 7
a—f=2ary;

ox
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logo:

flz,y) = /2:Cyda:+ /(3:2 + 3% — /Qxdx)dy—i-c
= 12 Y+ y? +c.
[4] Seja F(z,y,2) = (y?cos(x),2y sen(z) + €**,2ye*); F esté definido em todo R?; entdo
rot F' = (0,0,0), logo o campo é conservativo e:
M(z,y,z) = y” sen(x),
N(z,y,2) = ye*%

O(M + N)

tro lado, F3 —
por outro lado, F3 5%

=0e L(x,y,2) = 0. Entdo, o potencial do campo é:

f(x,y,2) =y (e** +ysen(x)) + c.

[5] Seja F(z,y,2) = (2,2 cos(y 2),y cos(y 2)); F esta definido em todo R3; entdo:

rot F = (0,0,0),
logo o campo é conservativo e:
3
M(e,y.2) = 3,

por outro lado,

d(M + N)

e —
3 0z

=0,

L(z,y,2) = 0.

Entdo, o potencial do campo é:

25
f(z,y,2) = 3 + sen(y z) + c.

[6] O campo radial de quadrado inverso é conservativo. As coordenadas do campo séo:

kx
Fl(xvyvz) = 3
(22 +y2 + 22)2
k
FQ(xuyaz) = Y 3
(22 +y2 4 22)2
kz
Fs(x,y,z) =

(22 +y? + 22)%
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Entao,

k
M(z,y,2) = . 5 du;
(2 +y? + 22)2

fazendo v = 22 + y? + 22, du = 2z dz e:

k k
M(a:,y,z):—/ugdu:——.
2 /-T2+y2+22

Por outro lado, N(z,y, z) = L(z,y, z) = 0. Logo, o potencial é:
k

f T, Y,z = +cC
( ) Va?+y? + 22

Nos capitulos seguintes, daremos uma caracterizagdo completa dos campos conservativos.

119
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4.7 Exercicios

1. Determine a divergéncia e o rotacional dos seguintes campos de vetores:

(@) F(z,y.2) = (vy* 22% x)

(b) F(z,y,2) = (x +y+22%yz)

(© F(z,y,2) = (@ +y3+2Y2yz,22+y2)
(d) Fa,y,2) = (zy2*, 2y 2, —xy 2°).

(e) F(x,y,z) = (cos(x)sen(y), cos(x z), sen(y z))
(f) F(x,y,z) = (e* cos(y),e* sen(y),0))

(g) F(z,y,2) = (2?2 +y*+ 2%, 2y,7y2).

(h) F(z,y,2) = (zy?z,209y%2,329° 2)

(i) F(x,y,2z) = (cos(xy),cos(y z), sen(x z)).

2. Sejam F(z,y,2) = (e*y,e¥ x, 2%) e G(x,y,2) = (x,y, z), calcule:

(@) Vx (FxG) © (VxF)-(FxVg)
(b) (VxF)xG d) (VxF)x(VxG)

3. Determine se os seguintes campos sdo conservativos e, em caso afirmativo, ache seu po-

tencial:

@) ) F(z,y,2) = 22z + 9% 21y, e* + 2?)

(b) F(z,y,2) = (zy,e”,e?)

(© F(z,y,2) = (In(zy),In(y 2),In(z x))

(d) F(x,y,z) = (e*,2¢eY,3¢%)

(e) F(z,y) = (10xy + ysen(xy) + x sen(xy), 5 x?)

f) F(x,y,2) = (1 +ysen(xz),1 — cos(x z),2)
(g) F(z,y,2) = (6zy+ 23,322 — 2,322 —y)

4. Denotamos e definimos o Laplaciano de uma funcdo f = f(z,y, z), de classe C? em R3

por:
o o 9?
Af = —f + —f + —f

Analogamente em R?. Verifique as seguintes identidades:

@@ V(fg)=gV(f)+fV(g).
(b) div(f F) = fdiv(F) + grad(f) - F
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() div(f grad(f)) = f A(f) — [lgrad(f)[*

(d) A(f) = div(grad(f)).

(e) rot(rot(F)) = grad(div(F)) — (AFy, AF,, AF3), onde F = (Fy, F», F3).
) A(fg)=fAg+gAf+2Vf-Vyg

(g) ) div(F x G) = Grot(F) — Frot(Q).

(h) div(f grad(f) — ggrad(f)) = f Alg) — g A(f).

5. Uma funcédo f = f(z,y, 2), de classe C? em R? é dita harménica se A f = 0 (analogamente
em R?). Verifique que as seguintes fun¢des sdo harmonicas:

@ flz,y,2) =2z +In(ry)
(b) f(x,y,2) = " cos(y) + ¥ cos(2)

© a2 =r - LEE

() fz,y,2) = 2° +y* + 2°.

6. Seja vV um vetor fixo ndo nulo em R® e f = f(t), t > 0 uma funcdo derivavel. Defina a
fungdo u(z,y, z) = f(||V x P(z,y, z)||) e o campo de vetores V' definido por:

V(z,y,z) =u(x,y,2) vV X P(z,y,2),
onde P é o vetor posigdo:
(a) Calcule grad(u).

(b) Verifique que div(V') = 0.

(c) Determine f tal que V seja irrotacional.

7. Ache o valor das constantes a, b e c tais que o campo de vetores seja irrotacional:

(a) F(l‘7y72’) = (aa:y—z3,(a—2)a:2,(1 —(1)1‘2’2).
(b) F(z,y,2) =(x+2y+az,bxr—3y—zdx+cy+2z).

8. Seja w um vetor constante, P o vetor posigdo e V = w x P. Verifique que div(v) = 0.
9. Seja F(z,y) = — iz (x,y) se (z,y) # (0,0):

(a) Verifique que F' é conservativo.
(b) Ache o potencial de F.
(c) Verifique que div(F') = 0.
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10. Verifique que todo campo de vetores da forma F(z,y, z) = (A(z), B(y),C(z)), onde A, B
e C sao fungodes diferencidveis, é irrotacional.

11. Seja P o vetor posicdo e F'(x) = % E possivel achar m tal que div(F(x)) = 0?

Justifique.
12. Seja f : R® — R uma fungéo par de classe C'!. Verifique que V f(0) = 0.

Va2 ey

13. Seja F(z,y) = (

(a) Verifique que o fluxo do campo F é y(t) = t i, onde 1 € R? é um vetor unitério fixo.
(b) Verifique se o fluxo de F' expande ou contrai, fora da origem.

(c) Esboce o campo F),

14. Seja f(z,y) = (4z,2y).

(a) Ache o fluxo de F.

(b) F é conservativo? Caso afirmativo, ache seu potencial.



Capitulo 5

INTEGRAIS

5.1 Integrais sobre Trajetérias
Sejam f : R* — R e~y : [a,b] — R3 uma parametrizagdo da curva C de classe C, tais que
fovy:la,b — R

é uma fungdo continua.

Definicdo 5.1. A integral de f ao longo de ~y é denotada e definida por:

b
/C ;= / FO®) I @1 dt

A definigdo é valida se v é C'! por partes ou f o~y é continua por partes. De fato, subdividamos o
intervalo original num ntimero finito de subintervalos fechados tal que f(v) ||7/| € uma fungao
continua em cada subintervalo. Consideremos a =ty < t1 < ........ < t, = b a partigdo tal que
~i € a restrigdo de v ao subintervalo I; = [t;,¢;11]. Denotando por C; = ~;(!;), temos:

/Cf:/leJr 02f+ ...... + Cnf.

Esta integral é a generalizacdo natural do comprimento de arco para curvas. Se f(z,y,z) = 1
para todo (z, v, ), a integral de linha é o comprimento de arco da curva C.

L=/ I @l

Se C' é uma curva plana parametrizada por v e f(z,y) > 0, a integral de f ao longo de ~
representa a drea da "cerca'de base C' e altura f oy, em cada (z(t),y(t)) € 7.

123
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Y
/ ’
Figura 5.1: "Cerca"de base C.
Exemplo 5.1.
[1] Calcule /f sev(t) = (t3,#3,0) tal que t € [-1,1] e f(z,y,2) =1 + 2y 2.
g

fFoy(®) = f(2.4%,0) = 1, y/(t) = (2¢,3¢%,0) e [[+/(t) | = t V4 + 912, logo:
/f:/1t1/4+9t2dt:w'
Y

1 27

Figura 5.2: Exemplo [1].

[2] Calcule /f sey(t) = (t,3t,2t) talquet € [1,3] e f(x,y,2) =y 2.
gl
Fr(1) = f(£,3,2) = 612, /(1) = (1,3,2) e || (1) ]| = V14, logo:

/fzﬁ\/ﬁ/jtZdt:m\/ﬁ.
ol

[3] Calcule /f sev(t) = (1,2,t*) talque t € [0,1] e f(z,y,2) = eV>.
v

FOy(®) = f(1,2,82) = €', +/(t) = (0,0,21) e |7/ (t)|| = 2¢; logo:

1
/f:2/ tetdt = 2.
¥ 0
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[4] Calcule / f, onde ~ é a hélice parametrizada por v(t) = (acos(t),asen(t),at) tal que t €
Y

[0,47T], (@a>0)e f(z,y,2) = ex2+y2+zfa2.

f(v(t)) = flacos(t),asen(t),at) = e®,~'(t) = (—asen(t),acos(t),a) e |7/ (t)|| = a/2; logo:
/f :a\/§/4ﬂeatdt = V2 (et —1).
¥ 0

Se consideramos a hélice como um arame e f como densidade de massa; entdo, a massa total
do arame é /2 (e9™ — 1).

Definimos o valor médio da funcdo f ao longo da curva parametrizada v pelo ntiimero:

e [

4
No exemplo 4), temos: L(y) = a V2 / dt = 4v2an. Se f representa a temperatura, a média
0

da temperatura no arame é:

5.2 Integrais de Linha de Campos de Vetores

Em Fisica, o trabalho realizado por uma forca constante F' para deslocar uma particula ao
longo de um segmento de reta entre os pontos A e B é definido como o produto da forga pelo
deslocamento na direcdo da forga. Denotando por W (F') o trabalho realizado, temos:

W(F)=F-AB

Suponhamos que a trajetéria de uma particula seja o trago da curva v : [a,b] — R?, de classe
C' (ndo necessariamente um segmento de reta) e F' um campo de vetores continuo. Conside-
remos a seguinte parti¢do de ordem n de [a, b]:

a=tog<t; < ........ <th1<t,=0b

e construamos a poligonal de vértices v; = v(;), 1 =0, 1, 2, ....n.
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Ynk 2

i+1

Figura 5.3:

Se n é grande (n — +00), a poligonal aproxima-se da curva C' = (1), At; = t;4+1 —t; é pequeno
e o deslocamento da particula de +; até ;41 é aproximado pelo vetor:

;= Yit1 — Vi-

Yok z

i+1
«4 v
Vi & Yi >

Yo y
X
Figura 5.4:
Para n grande, da definicdo de vetor tangente:
v; = 'y; At;.

Por outro lado, F'(y(t)) é quase constante no intervalo [¢;, ;1] e:

F(yi) -0 2 F(y) - ; At

A soma de Riemann:
n

Wa(F) =Y F(%) -7 At
=1
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é uma boa aproximagao do trabalho total realizado pela forga F' para deslocar a particula; entao,
é natural definir o trabalho realizado por F para deslocar a particula ao longode C'de y(a) = A
até v(b) = B por:

n
W(F)= 1l F(vi) - v A,
(F) a2 (i) - i At

que ¢ a integral de Riemann da fun¢do continua (F o v)(¢) no intervalo [a, b]; entdo:

b
wmwszwwwyww

se o limite existe. E possivel provar que se o limite existe, independe da escolha da partigio e
da parametrizagdo.

Sejam F' : A C R® — R” um campo de vetores continuo e v : [a,b] — R" uma parame-
trizagdo da curva C de classe C'! tal que v([a,b]) C Ae F o~ : [a,b] — R" seja uma funcéo
continua.

Definicdo 5.2. A integral de linha de F ao longo de C é denotada e definida por:

Aleﬁwwwvwﬁ

onde F(~(t)) - v/ (t) é o produto escalar em R™ dos vetores F(~(t)) e v/ (t).

A definigdo ¢é valida se F' o v é continua por partes. A integral de linha de F' ao longo de C
poder ser calculada como uma integral de trajetéria para uma f apropriada. De fato, seja t(t)
o vetor tangente unitdrio a y(¢), que suporemos nao nulo para todo ¢; entdo:

(1)

FOy(®) = F(y(1)) - £(t) = F(y(1)) - ol

que é a componente de F' tangente a curva, ou equivalentamente, a componente de F' é a
projecdo de F' sobre o vetor tangente unitério a curva; logo:

. b 'Y/(t) /
L= [ e ol

Notacoes

E comum usar as seguintes notagoes:

No Espaco

Sejam Fy, I e F3 as componentes do campo F' e a curva y(t) = (x(t), y(t), 2(t)); entdo:

F(y(®) -7/ (t) = Fu(v(1)) Z—f + F(v(t)) % +Fy (v(t))%;

logo:

b
/F:/EM+B@+&M:/E@M+B@@+&@M
C C a
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No Plano

De forma andloga obtemos:

/F:/F1d$+F2dy
C C

Se v : [a,b] — R™ é uma parametrizagdo de uma curva fechada, entdo é comum denotar a
integral de linha de um campo F' ao longo de v como:

jiF

Em Eletromagnetismo, j{ F é chamada de circulagdo do campo F' ao longo da curva C.
c

Exemplo 5.2.

[1] Calcule /F se F(z,y) = (z*,2y) e C é a curva definida por z = y? ligando os pontos
C
(17 _1) € (17 ]-)

™~

-1

Figura 5.5: Exemplo [1].

A parametrizagdo da pardbola C' é y(t) = (t?,t), —1 < t < 1; seu vetor tangente é v/(t) = (2¢, 1),
F(y(t)) = (t4,t3) e F(y(t)) - o/ (t) = 2t° + t3; entdo:

1

/F:/ (2% +t3) dt = 0.
C -1
xr

. -y
[2] Calcule /CF se F(xz,y) = (g:2+y2’1‘2+y2
3v3 3
2 )

)

Resolvamos os sistemas:

) e C é um arco de circulo de raio 3, do ponto

(3,0) até (

3cos(t) =

—N—
o W
@)
w
[\')S
w

3sen(t) =

N W
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<

GD.'. ﬂ

Logo,t=0et = % Entdo, a parametrizagdo da curva é: v(t) = (3 cos(t),3 sen(t)), 0 <t

y

—_ — T~ T~ NN
— — T~ NN
— N NN
\
\
\
T

oSS S

N NN
~ N\

AN

Figura 5.6: Exemplo [2].

- X

O vetor tangente a vy é 7/(t) = 3 (—sen(t), cos(t)), F(v(t)) = %(—sen(t), cos(t)); logo temos que

F(~(t)) -+'(t) = 1; entdo:
[r[fa-r

[3] Calcule / cos(z) dx + €* dy + €Y dz, se C' é dada por:
c

() = (1,t,e'), 0<t<2

Figura 5.7: v do exemplo [3].

dx dy dz ’
T —_— = —:1 _— = 1 :
emos 7 0, 7 e 7 e’, logo
2 et 1
/COS(Z)dere“’dereydz:/ (0+e+e2t)dt:2e+5—§.
c 0
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[4] Calcule / sen(z) dx + cos(z) dy — ¢/xy dz, onde C é a curva parametrizada por:
c
T

~(t) = (cosg(t),sen?’(t),t), 0<t< >

Figura 5.8: v do exemplo [4].

& = 3sen®(t) cos(t) e — = 1,logo:

dz 9
Temos i —3cos”(t) sen(t), o

/Csen(z) dx + cos(z)dy — YT ydz = —/ (cos(t) sen(t)) dt = ~3

0

[5] Calcule / 2% dx + vy dx + dz, se C é dada por y(t) = (t,t2,1),0 <t < 1.
c

Figura 5.9: v do exemplo [5].

F(x,y,2) = (2%,2y,1), F(y(t)) = F(t,t?,1) = (t3,t3,1) e /(t) = (1,2t,0); entdo:
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! 11
/xQdJS—I—:I:yda:—l—dz:/(t2+2t4)dt:—.
C 0 15

5.3 Integrais de Linha e Reparametrizacdes

Seja C uma curva com parametrizagéo 7 : [a,b] — R" de classe C' e 8 : [c,d] — R" uma
reparametrizagdo de classe C'! da curva C. Entdo, existe h : [c,d] — [a, b] de classe C?, bijetiva

tal que:

Onde, h pode ser crescente, h(c) = a e h(d) = b ou h pode ser decrescente, h(d) = a e h(c) = b.

Figura 5.10: h crescente e decrescente, respectivamente.

Definigio 5.3.

Se h é crescente, entdo dizemos que [3 preserva a orientagdo, isto é, uma particula que percorre uma
trajetéria com a parametrizagdo ~y, move-se na mesma direcido que a particula que percorre a trajetéria
com a parametrizagio 3.

Se h é decrescente, entdo dizemos que [3 inverte a orientagdo, isto é, uma particula que percorre uma
trajetéria com a parametrizagdo v, move-se na diregdo contrdria a da particula que percorre a trajetéria
com a parametrizacio 3.

Sejam v : [a,b] — R™ uma parametrizagdo diferencidvel da curva C ligando o ponto vy(a) ao
pontoy(b) e h : [a,b] — [a, b] tal que h(t) = a+b—t; definamos a curva C~ pela parametriza¢ao
v~ : [a,b] — R tal que:

7 (#) =rla+b-1)

C~ é acurva que liga v(b) a y(a). v ey~ tém o mesmo trago, mas sdo percorridas em sentidos
opostos.
No plano:
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Figura 5.11: Gréficos de C" e C~, respectivamente.

No espago:

Figura 5.12: Graficos de CteC, respectivamente.

Exemplo 5.3.

[1] Seja C' o segmento de reta ligando a origem e o ponto (1, 1); entdo C pode ser parametrizado
por:
v:[0,1] — R? talque ~(t) = (t,1).

Fazendo h(t) =1 —t,entdaoy (t) =v(h(t)) = (1 —t, 1 —1),7v (0) = (1,1) ey~ (1) = (0,0)

1 1

1 1

Figura 5.13: Graficos de CteC, respectivamente.
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[2] Seja C' o circulo unitério; entdo C' pode ser parametrizado por:
~(t) = (cos(t), sen(t)), te€[0,2m];
fazendo h(t) = 27 — t, entdo:
v (t) =v(h(t)) = (cos(2m —t),sen(2m —t)) = (cos(t), —sen(t)).

Note que 7/(t) = (—sen(t), cos(t)) e v~ (t) = (—sen(t), —cos(t)).

Figura 5.14: Graficos de C" e C'~, respectivamente.

A escolha de um sentido para o vetor tangente a uma curva é chamada orienta¢do da curva;
logo, toda curva diferencidvel tem duas possiveis orientagdes. De fato, Seja C' uma curva dife-
rencidvel parametrizada por v = 7(t), t € [a, b]. Podemos definir o campo (continuo) tangente
unitario, por:
_ @

@1

ondey(t) = p,t € (a,b) e tal que hm+ T(p)e linbn T(p) existem. No caso de uma curva fechada,
t—a t—b—

T(p)

estes limites devem ser iguais.

—T também é uma orientagdo de C; por continuidade, temos que uma curva possui duas ori-
entagdes possiveis. As mudancas de orientagdo sdo refletidas na integral de linha.

Teorema 5.1. Sejam F um campo de vetores, C uma curva de classe C'* com parametrizagio ~y tal que
F' o~y é continua e o uma reparametrizagio de C'.

1. Se o preserva orientagdo e o(I) = L, entdo:

2. Se o inverte orientagdo, entdo:
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/CF:—/_F

Prova: Por hipotese, existe h tal que v = o o h; entdo +/(t) = o’(h(t)) - #'(t). Logo:

Em particular:

|F / na- | (B(o(h(t) - (h(O)H (1) d:

fazendo a mudanca de variaveis s = h(t), temos:

/ /h " - o(s)) ds.

Dependendo de h preservar ou inverter a orienta¢do, provamos o teorema.

Logo, a integral de linha depende do campo e da parametrizagao da curva.

Proposigao 5.1.

1. Linearidade: Sejam a, b € R, F, G campos de vetores e C uma curva de classe C; entio:

/aF—I—bG:a/F—I-b/G
C C C

2. Aditividade: Se C admite uma decomposicdo em n curvas C;, i = 1....n, entdo:

=)

As provas destas propriedades seguem da defini¢do de integral de linha.

Proposi¢do 5.2. Seja F um campo gradiente com potencial f, de classe C' e C uma curva de classe C*

que liga os pontos P e (); entdo:
| F=1Q - s)
C

A integral dos campos gradientes ndo depende da curva que liga os pontos P e (), somente depende dos
pontos. Em particular:
7{ F=0
c

Prova: Seja v uma parametrizacdo de classe C! de C tal que v(a) = P, v(b) = Q e H(t) =
f(~(t)); pela regra da cadeia, H'(t) = V f(y(t)) - v/ (¢). Utilizando o teorema fundamental do
cdlculo:

b b
/F: / V((8)) A (8) dt = / H'(t)dt = H(b) — H(a) = f(Q) — f(P).
C a @
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Exemplo 5.4.

[1] Calcule / F, onde F é o campo de quadrado inverso e C' é parametrizada por:
c

o
~(t) = (Z,sen (7rt),0), tel,2].
—k

Va2 +y? + 22

Sabemos que F' é um campo gradiente com potencial f(z,y,z) = ; por outro

lado P = (1) = (i, 0,0) e @ =7(2) = (4,0,0); logo:

15k

1

[2] Sejam F(z,y) = (2, xy) e C a curva formada pelo arco de pardbolay = 2%, 0 <z < le

pelo segmento de reta que liga (1, 1) e (0,0). Calcule / F.
c

Figura 5.15: Exemplo [2].

A curva C' admite uma decomposi¢do em 2 curvas C; e (', com parametriza¢des dadas por
m(t) = (t,t*) ey(t) = (1 —t,1—1),0 <t <1,entdo:

1
/F:/ F+/ F:/ F—/ F:/F:/ (—t2+2t4)dt:i,
c e Oy e - c 0 15

onde v, (t) = (t,t),0 <t < 1.

[3] Seja F' o campo radial de quadrado inverso, para k£ = —1. Calcule: / F,onde C é a curva
c
obtida pela intersecao das superficies 2% + y> = 1 e 2z = 4.

A superficie 22 + y? = 1 é um cilindro circular reto; logo a interse¢do do cilindro com o plano
z = 4 é um circulo de raio 1, que pode ser parametrizado por

v(t) = (cos(t), sen(t),4), te[0,27].
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Figura 5.16: Exemplo [3].

Y (t) = (—sen(t), cos(t),0) e F(y(t)) - v (t) = 0; entéof F=0.
c
[4] Seja F(z,y) = (zy,x?). Calcule / F, onde C' é a seguinte curva:
c

1 >

-1 :

Figura 5.17: Exemplo [4].

Parametrizamos a curva por 5 segmentos de reta:

W) =(0,2t-1), v ()=@&1) @) =0-t1-1), ~f(t) = —t)
v (#) = (1—t,—1), t €[0,1].

/F:/F+/F+/F+/F+ F,
c ot cf cf cf ot

Entao:

donde obtemos:

1 1

1

/ /0dt+/ tdt—2/ (1—t)2dt — 2/ tht+/(1_t)dt:_§,
0 0

1

1
[5] Determine o trabalho realizado pela for¢a F(z,y) = (a:——|-2’ m)

ticula ao longo da trajetéria C' dada por:

e

para deslocar uma par-
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1

|

-1

Figura 5.18: Exemplo [5].

Devemos calcular: / F = / F+ / F+ / . C} é o segmento de reta ligando (0,0) e
c ot cf cf

(1,—1) e é parametrizado por z(t) = t e y(t) = —t, t € [0,1]; logo, de = dt e dy = —dt.

Entao:
Irq 1
[ [ s a-o
o o Lt+2 33—t

C5 é o segmento de reta ligando (1, —1) e (1, 1) e é parametrizado por z(t) = ley(t) = 2t — 1,
t € [0,1]; logo, dz = 0 e dy = 2dt. Entao:

1
dt
/ F:/ ).
cf 0o t+1

C3 é o segmento de reta ligando (1,1) e (0,0); consideremos C; que liga (0,0) e (1,1) e é
parametrizado por z(t) =tey(t) =t,t € [0,1]; logo, dz = dt e dy = dt. Assim:

[re [ re [ e e
= - = - — +t— = —In(2).
s s o Lt+2  t+3

Entdo: / F =1in(2)—In(2) =0.
C

[6] Seja F(z,y,2) = (2® +y,—y 2,7 2?). Calcule / F, onde C' e formada pelos segmentos de

c
retas C, Cy e C3 que ligam os pontos (0,0,0) a (1,0,0); (1,0,0) a (1,1,0) e (1,1,0) a (1,1,1),
respectivamente.
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Figura 5.19: Exemplo [6].

Parametrizamos a curva C' = C; U Cy U Cs por 7, 3,1 : [0,1] — R?, onde ()
B(t) = (1,4,0) e n(t) = (1, 1,4). Por outro lado +/(t) = (1,0,0), #(t) = (0,1,0) e 7'(¢)
F(~(t)) = (t3,0,0), F(B(t)) = (1 +t,0,0) e F(n(t)) = (2,—t,t?); entdo:

! 2
/F:2/9ﬁ2<
c 0 3

[7] Calcule / F,onde F(z,y,z) = (z,y, 2) e C' é a curva obtida pela intersecdo das superficies
c

4y’ —2y=0ez=y.

(¢,0,0),
(0,0,1);

7

Figura 5.20: Exemplo [7].

A superficie definida por 22 + y? — 2y = 0 é um cilindro circular reto de raio igual a 1; de fato,
2?2+ y? -2y =12+ (y—1)2—1ez—y = 0éum plano passando pela origem. A intersecio é a
solucdo do sistema:

2?4y -2y =0
Y=z
donde obtemos a curva fechada 2% + (2 — 1)? = 1. O campo F é conservativo, com potencial

1
f(z,y,2) = 5 (x2 +9% + z2); logo:
7{ F—o.

c
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5.4 Aplicacao

Seja F' um campo de vetores continuo que representa a for¢a que move uma particula ao longo
de uma curva C de classe C?, parametrizada por v = 7(t), t € [a,b] e tal que v(a) = A e
~(b) = B. Pela segunda lei de Newton, a for¢a F' agindo ao longo de C' é dada por:

E(y(t)) = m~" (1),

onde m é a massa da particula; logo o trabalho realizado pela particula é:

b " ’ . m bd ’ ’ _m bd /
we [ r= [ mrawa="7 [ Lo voa=y [ Lo

aplicando o teorema fundamental do calculo:

m
W= (I ®)I* = 1 (@]).
A energia cinética de uma particula () de massa m é dada por K (Q) = % v/ (t)]|?, onde v = v(t)
é a velocidade da particula; logo,
(3) W =K(B)—- K(A).

Se I é um campo gradiente, isto é, F' = V f, para alguma f de classe C'!, a energia potencial de
uma particula Q é P(Q) = — f(Q); logo, F' = —V P; entao:

(4) W:/CF:—/CVP:—(P(B)—P(A)).

De (3) e (4), temos:

P(A)+ K(A) = P(B) + K(B).

Logo, se uma particula se move de um ponto A ao ponto B, com um campo de forca conserva-
tivo, a soma da energia potencial e da cinética permanece constante. Isto é conhecido como lei
da conservagao da energia mecanica. O resulatado anterior pode ser estendido para sistemas
compostos por um niimero N de particulas como gases, fluidos, etc.
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5.5 Exercicios

1. Calcule / f, onde:
c

(@) f(x,y) =2zy*e C é parametrizada por v(t) = (cos(t), sen(t)), 0 <t < g

(b) f(x,y) =22 +y?>eC éocirculoz? +y?> =4de A= (2,0)a B = (0,2).

(©) f(z,y) = 2% +y*? e C é areta que liga os pontos A = (2,0) a B = (0,2).
2,2

(d) flx,y) = 227_& eCéocirculo 2? +y?> =4de A= (2,0)a B = (—1,V3).

(e) f(z,y,2) = e* e C éparametrizada por v(t) = (1,2,t?), no intervalo [0, 1].

(f) f(z,y,2) = v +y e C éa curva obtida pela intersecdo de z = 22 + %, 2 < 2 e
r=y,0<y.

(g) f(z,y) =|z|+ |y| e C é areta que liga os pontos A = (—2,0) a B = (2,2).
(h) f(z,y) = |z| + |y| e C é areta que liga os pontos A = (2,2) a B = (2,0).

2. Calcule / F, onde:
c

(@) F(z,y) = (y+3x,2y —x) e C é aelipse 422 + y? = 4, percorrida no sentido anti-
horario.

(b) F(x,y) = (zy,—y) e C é formado pela reta que ligando A = (—3,—-3) a B = (—1,1)
e pelo arco da pardbola y = 22 de Ba C = (2,4).

() F(x,y) = (y,—x) e C é a astrbide.

(d) F(z,y) = (22 +y* 2% —y?) e C é o circulo centrado na origem, percorrida no sentido
anti-horério.

(e) F(z,y,2) = (x,y,z 2z —y) e C é o segmento de reta ligando (0,0,0) e (1,2,4).

(f) Fx,y,2) = (2% — y*, 2% — 22,y? — 2?) e C é a curva obtida pela intersegdo da esfera
22 +y? + 2% = 4 e o plano y = 1, percorrida no sentido anti-horario.

3. Calcule / ydr + z? dy, onde C é a curva parametrizada por:
c

(@) v(t) = (cos(t), sen(t)), t € [0,27]
(b) O quadrado de vértices (+1,+1)
(c) O quadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1)

4. Calcule o trabalho realizado pelo campo de forga dado:
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(@) F(z,y) = (2% — y?,22y) ao mover uma particula ao longo da fronteira da regiao
limitada por [0,a] x [0,a], (a > 0).
(b) F(z,y,z) = (y, =, 2*) para deslocar uma particula ao longo da hélice:
~v(t) = (2cos(t),2sen(t),2t)
do ponto (2,0, 0) ao ponto (2,0, 4 7).
(c) F(x,y,2) = (y,2,2) para deslocar uma particula ao longo de v(t) = (¢,t2,¢3) do
ponto (0,0,0) ao ponto (2,4, 8).

4 P(x,
@) Flz,y) = ﬁ

longo do circulo 22 + y? = 1, z > 0, do ponto (—1,0) ao ponto (1,0).

onde P é o vetor posi¢do, para deslocar uma particula ao

5. Verifique que / F é independente do caminho, achando seu potencial, em caso afirma-
c

tivo:
(@) F(z,y) = B2y, 2* + 4%
(b) F(z,y) = (2x sen(y) +4e”,cos(y))
(c) F(x,y) = (—2y> sen(x), 69> cos(x) + 5)
(d) F(z,y,2) = (y+z,2+z,2+y)
(©) Fla,y,2) = (y sec®(a) — 2, tg(x), —¢7)
(f) F(r,y,2) = rz+y%2xy + 392 e* +22))

6. Determine as constantes para que as integrais sejam independentes do caminho:

(@) /C(y2 —zy)de +k(z? —4zy)dy.

(b) / (az* — y* sen(z)) dz + by cos(z) dy + x z dz.
C

7. Seja F(z,y) = (z?y,y*) e a curva C formada pela reunido dos segmentos de reta C;, Cs,
('3 e C4, como na figura:

Figura 5.21:
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(a) Parametrize a curva.

(b) Calcule / F.
c



Capitulo 6

TEOREMA DE GREEN

Nesta secdo apresentaremos uma versao simplificada de um dos teoremas cldssicos da Ana-
lise Vetorial, o teorema de Green. Utilizaremos alguns argumentos intuitivos aceitavéis, que
formulados rigorosamente fogem dos objetivos destas notas.

Definigao 6.1. Uma regido fechada e limitada D C R? é simples se D = C é uma curva fechada
simples.

Figura 6.1: A regido a esquerda ndo é simples; a da direita é simples..

Notamos que, em geral, uma regiao simples pode ser bastante "complicada".

A seguir daremos a idéia intuitiva (imprecisa) de como orientar a curva 9D

Definicao 6.2. A curva C = 0D estd orientada positivamente se é percorrida no sentido anti-hordrio.
(D fica a esquerda, ao se percorrer 0D = C).

143
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C+

Figura 6.2: Regides orientadas.

Teorema 6.1. (Green) Sejam A C R? um conjunto aberto, D uma regido simples, C' = 0D orientada
positivamente, tal que D C Ae F : A — R? um campo de vetores de classe C*, com funcdes
coordenadas (Fy, Fy). Se C = 0D tem uma parametrizagdo de classe C* por partes e estd orientada
positivamente em relagio a D, entdo:

oy 0l
A
fi’m p | O 0y Y

Nos provaremos no apéndice o teorema de Green, numa versao particular, para regides cha-
madas elementares.

Corolario 6.2. Nas hipéteses do teorema de Green, se F' é um campo conservativo, entdo

=0
D

A prova segue diretamente do teorema de Green.

Corolario 6.3. Nuas hipéteses do teorema de Green, a drea da regido D é dada por:

A(D) = %;Dwdy

ou
i) A(D) = — 7{ ydz
oD
ou
A(D) = E 7{ xdy —ydx
2 Jop

Prova: Basta considerar o campo F'(z,y) = (—y, x) e aplicar o teorema de Green para obter:

1

A(D) = 5 lidy—yd:c.
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Exemplo 6.1.

[1] Utilizando o teorema de Green, calcule as seguintes integrais de linha:

1. 7{ Vydz + vz dy, onde v é a curva formada pelas retas x = 1, y = 0 e a pardbola y = 2%, no

v
sentido anti-horério.

2. 7{ ydz + 22 dy, onde ~ é a curva formada pelasretas x = 2,y = 0 e 2y — = = 0, no sentido
2l

anti-horério.
oR _oR 11 1
oz dy 2z Sy

j{\/gjdx—l—\/idy:%//[) (%—%)d@"dy’

onde D é aregidgo de tipol: D = {(z,y) e R?/0 <2 <1,0<y<z?}.

1. Fi(z,y) = y e Fa(x,y) = /x; logo:

—); entdo,

101

0.6

02+

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.3: Exemplo [1].

// da:dy—%/ol(/;(ix—iy)dy)dx:%/ol(xi—m)dx:—l%.

Logo: ]{ \/g?dx—i—\/fdy:—i.
5 10
F: F}
2. Fi(z,y) =y e Fy(z,y) = 2%; logo: % - %—yl =2z — 1; entdo,

%yda:—k:z,‘?dy:// (22 —1)dzdy,
o7 D

onde D é aregidgode tipol: D = {(z,y) e R?/0<2<2,0<y< z

N |
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20F
151
10

05

0.5 1.0 15 2.0

Figura 6.4: Exemplo [2].

Logo,

j{yd:z:+:1:2dy://D(2:r—1)d:z:dy:/02 (/Og(2x—1)dy)d:z::/02(g;2_g)dgz::g.

[2] Calcule / e” sen(y) dz + (e* cos(y) + x) dy, onde 7y é o circulo de raio 1 centrado na origem,

g
no primeiro e segundo quadrantes.

Figura 6.5: Exemplo [2]

O teorema de Green ndo pode ser aplicado, pois a curva néo é fronteira de uma regido fechada.
Para poder aplicar o teorema de Green, consideramos a seguinte curva 3 = YU, diferencidvel
por partes, orientada no sentido anti-hérario, como no seguinte desenho:

-q

Figura 6.6:
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A regido D é tal que 0D = 3. Aplicamos o teorema de Green considerando a curva /3.

oF: OF;
21 1; entdo:

Sejam Fi(z,y) = e” sen(y) e Fa(z,y) = €” cos(y) + x; logo, o oy

j{je’” sen(y)dx + (e cos(y) + x) dy = //D dx dy = A(D),

onde A(D) = g é a drea do semi-circulo de raio 1. Por outro lado:

frofre [ F
AF: —/MF.

So falta calcular / e’ sen(y) dx + (e cos(y) + x) dy , onde v, é o segmento de reta entre os

logo,

b 3

71
pontos (—1,0) e (1,0). Uma parametrizagdo de v; é:

x(t)y=2t—1 dx = 2dt
y(t) =0, t € 0,1], dy = 0dt.

1
/ e’ sen(y) dz + (e* cos(y) + ) dy = / (2t —1+e*"Hodt = 0.
m 0

v 3

Entao: / e’ sen(y) dz + (e cos(y) + z) dy =
v

[3] Calcule / (ye®¥ +2xycos(x?y)) dr + (xe*? 4 22 cos(x? y)) dy, onde C é a curva formada
c

3

pelos arcos das seguintescurvasy = 2% —rey =z — 23, -1 <z < 1.

o6

_oe6l

Figura 6.7: Exemplo [3].
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C é uma curva fechada e F(x,y) = (ye®? + 2xycos(z?y),x e + 22 cos(z? y)) é um campo
conservativo, com potencial f(z,y) = ¢*¥ + sen(z?y) + ¢; logo:

j{ (ye + 2z ycos(z®y)) dr + (ze”Y + 27 cos(v? y)) dy = 0.
C

2 2
[4] Determine a drea da regido limitada pelas curvas 422 + y> = 4 e % + yz =1.

Pela simetria da regido, calculamos a drea da regido no primeiro quadrante e multiplicamos o
resultado por 4.

Figura 6.8:

A nova regido é uma regido fechada simples D tal que D = ~; U y2 U y3, onde 71 é o arco da

elipse 422 + y* = 4, 2 é 0 segmento de reta que liga os pontos (1,0) e (3,0) e 3 é 0 arco da
2 2

. x Yy

1 —+ = =1
elipse 9 + 1

Figura 6.9:
A(D):% a:dy:/ a:dy—l—/ a:dy—l—/ xdy.
oD 71 Y2 3

Parametrizacoes:
i) 42% + y* = 4 é parametrizada por v; (t) = (cos(t),2sen(t)), t € [0, g]

ii) O segmento de reta que liga os pontos (1,0) e (3,0) é parametrizado por v,(t) = (¢,0),
tell,3].



6.1. EXTENSAO DO TEOREMA DE GREEN

N Tk
iii) 9 + T

jus

1)/ xdy:/ :1:dy=—/220052(15)dt:—/2(005(215)—i-1)dt:—z
o oy 0 0 2

i) [ zdy=0.
Y2

2 2 % 3
i) | xdy = —/ —6 sen”(t) dt = / (3—3cos(2t))dt = —.
7 0 0 2

Logo, a 4rea total é 4 7 u.a.

6.1 Extensao do Teorema de Green

1 é parametrizada por v5 (t) = (3 cos(g —1),2 sen(g —1)),t €0, g] Entao:

149

O teorema de Green ainda é valido para regides mais gerais de que as estudadas no paragrafo

anterior.

Teorema 6.4. Seja D uma regido no plano tal que 0D = C1 UCy U ............ U Cy,. Cada curva da
fronteira de D é orientada de forma que D tenha orientagdo positiva. Sejam U C R? um conjunto aberto
tal que D C U e F : U — R? um campo de vetores de classe C, com fungdes coordenadas (F\, F»).

Entdo:

5[ e e
=1/ plor Oy

A seguinte regido é tal que 0D = C- UC, UC; UC,

Figura 6.10:

Por exemplo consideremos a seguinte regido D:
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Figura 6.11:

0Dt = C{ U C; . Subdividamos a regido D em 4 subregides D = Dy U Dy U D3 U Dy:

Figura 6.12:

i) Seja D; tal que 9D} = C}; U L U C;; U LT ; onde Cj; é o arco da curva Cj, (1
regiao D;.

IA
A

2) na

ii) Seja Do tal que D5 = C, U Ly U Cy, U Ly ; onde Cj; é o arco da curva C;, (1
regiao Ds.

A
A

< 2)na

iii) Seja D3 tal que 8D§r = Cfg,) ULy UCy U L;; onde Cj; é o arcoda curva C;, (1 <i < 2)na
regiao Ds.

iv) Seja Dy tal que oDF = CIZ ULs UCy, ULy ;onde Cj éoarcodacurvaCy, (1 <i <2)na
regiao Dy.
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Figura 6.13:

i) Aplicando o teorema de Green em D;:

F: F;
// 0F, OF da dy = F = F+/ F+/ F+ F.
p, L0z Oy oD} ch Lt S L

ii) Aplicando o teorema de Green em Ds:

AR P S
p, L0z Oy oDy o L o -

2

iii) Aplicando o teorema de Green em Ds3:

TR P R P
Ds L O oD ol s c

iv) Aplicando o teorema de Green em Djy:

// [@—@]d dy = F = F+/ F+/ F+/
Dy aDf (e 5 y "

Entao, de i), ii), iii) e iv):

F+/ F.
Li

23

Z// [@—@}dxdy:/ch—l—/;F.

Exemplo 6.2.

[1] Seja D a regido limitada pela curva z? + y? = 9 externa ao retangulo de vértices (1,—1),

(2,-1),(2,1) e (1,1), orientada positivamente. Calcule / 2z — ) dx — zydy.
oD+
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0

Figura 6.14: Exemplo [1].
oDt = C{ U Cy; entdo:

/8D+(2;1:—y3)d3:—Q:ydy:/8 +(2m—y3)da:—a:ydy—/ +(2x—y3)d3:—xydy.

Cl C2
i) Seja D; a regido limitada pela curva 2 + y? = 9; D] = C;. Seja Fi(z,y) = 22—y e

F5(z,y) = —zy. Aplicando o teorema de Green a D;, utilizando a parametrizagdo usual do
circulo:

/ (Qw—yB)dw—xydyz// (3y* —y) d dy
oct Dy
2437

27 3
= 7"286712 — Trsen Tar = —.
=[] ersento = rsentey ) e = =

ii) Seja D5 a regido limitada pelo retangulo; D5 = Cy . Seja Fy(z,y) = 22 — 33 e Fy(z,y) =
—xy. Aplicando o teorema de Green a D:

/80;(296—y3)d90—90ydy=//[)2(32/2—y)da:dy:/_11(/12(3y2—y)dgg)dy:2.

De i) e ii):

24
/ 2z — ) de —zydy = 37r_2'
oD+ 4

22y
—1—23:) eC’éacurvaZ —1—5 = 1 no sentido

—y T
$2+y2’$2+y2

[2] Calculej{ F,onde F(z,y) = (
c

anti-hoérario.

Nao podemos aplicar o teorema de Green, pois F' ndo é definido na origem. Seja D a regido

2 2
.. xr y , . .
limitada pela curva = + = =1, externa ao circulo de raio 1, centrado na origem:

9
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Figura 6.15: Exemplo [2].

- Ot . i = z
Dt = Cf U Cy. Sejam Fi(z,y) = 72 + 92

teorema anterior:

/F—l—/ Fz// or, ok da:dyz//?d:z:dyzQA(D)lew.
ot - plox Oy D

e Fh(z,y) = + 2x; entdo, aplicando o

x
x? + y?

Logo:

/ F=107 — F:107r+/ F.
cf Cy cy

Usando a parametrizagdo usual do circulo:
27 27
/+ F = / (sen?(t) + 3 cos*(t)) dt = / (1+2cos(t))dt = 4,
C; 0 0

entao: / F=(10+4)m =14m.
c

+
1

6.2 Caracterizacao dos Campos Conservativos no Plano

Defini¢do 6.3. Seja A C R? um conjunto aberto.

1. A édito um dominio poligonal se para todo x, y € A existe uma poligonal ligando x e y em A.

2. A é dito simplesmente conexo se, para toda curva fechada C C A, a regido limitada por C estd
contida em A.

Intuitivamente, A é simplesmente conexo quando ndo tem "buracos". A seguinte regido D tal
que 0D = C; U (3, ndo é simplesmente conexa.
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Figura 6.16: .

Teorema 6.5. Seja F' um campo de vetores de classe C*, definido num dominio poligonal, simplesmente
conexo, aberto A. Sdo equivalentes as sequintes afirmagoes:

1. j{ F =0, onde C C A éuma curva fechada de classe C* por partes, arbitrdria.
c

Py
2. A integral de linha de F' do ponto Py até o ponto P, denotada por: / F, é independente das

Py
curvas de classe C1 por partes que ligam Py e Ps.

3. I ¢é conservativo.
0L, o

4. %(az,y) = @—y(az,y), para todo (z,y) € A.

Prova: (1) = (2). Sejam C; e C; duas curvas ligando P; e P, em A.

Figura 6.17:

Seja C tal que CT = C; U Cy; entdo:

0:7{17:/ F+/ F;
c T cy

logo, / . F = / . F, quaisquer que sejam as curvas C e Cy ligando P, e P, em A.
Cl C2

(2) = (3). Sejam (z0,y0) e (z,y) € A. Definamos a fungdo f em A, do seguinte modo:
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Consideremos o caminho poligonal ligando (z¢, yo) e (z,y):

A

(x,y)

(X Yo)

Figura 6.18:

Parametrizando estos caminhos: vi(t) = (zo,t), yo < t < ye y(t) = (t,y0), zo < t < z;
definamos f por:

Fzy) :/xFl(t,y)dt—i—/ng(:c,t)dt.

0 Yo

Esta fung¢do é bem definida, pois independe da curva que liga os pontos (2o, yo) e (z,y) € A. E
segue diretamente da definigdo que:

of

ooy =Fi(z.y) e % (2,9) = Po(a,).

oy
(3) = (4). Como Vf(x,y) = F(z,y), segue que:

oF,, . OR
8—33(3:’:[/) - ay (ZC,y),

para todo (z,y) € A.

(4) = (1). Segue do teorema de Green. De fato, podemos aplicar o teorema de Green pois se A
é simplesmente conexo, a regido D limitada por qualquer curva fechada C estd contida em A.

Exemplo 6.3.

Yy X
[1] CalculejiF, onde F(z,y) = (- 2+ 92 224 o2

) se:
i) C' é qualquer curva fechada simples, bordo de uma regido que ndo contem a origem.
ii) C' é qualquer curva fechada simples, bordo de uma regido que contem a origem.

i) Seja C* como no desenho:
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Figura 6.19:

F' é um campo conservativo em D tal que 0D = C'. Pelo Teorema de Green F=0.
C+

ii) Seja D uma regido que contem a origem tal que 9D = C'e C; um circulo ao redor da origem
(de raio suficientemente pequeno), como no desenho:

Figura 6.20:

Denotemos por D; a regido obtida de D tal que 9D; = C] U C't. Pelo Teorema de Green:

7{ F=0.
oDy

Denotemos por D a regido obtida de D tal que 0D, = Cfr ; calculando diretamente,

7{ F:f F=2r.
aDF ot
%Fsz
c

[2] Calcule / F,onde F(z,y) = 32%y +2y* 23 + 42y + 1) e a curva C é parametrizada por
c

.

,Como D = D U D5, temos:

y(t) = (cos?(t), sen®(t)), t € [0,

b 3
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N

W
Figura 6.21:
0F, OF . .
Note que 8—2 = 8—1 = 32?4+ 4y. Logo, F é conservativo com potencial:
T Y

f(xay)z/(3$2y+292)dx+/dy=x3y+2y2x+y;

entdo, a integral depende apenas dos pontos inicial e final da curva: v(0) = (1,0) e

T
/F:f(O,l)—f(l,O)zl—Ozl.
c
[3] Seja F' = (F}, F») um campo de vetores tal que % = %—1;1 Considere a regidao dada pelo

seguinte desenho, de modo que F' nédo seja definido nas regides A e .

Figura 6.22:

Se/ F:12e/ F:15,ca1cule/ F.
C1 Cy Cs

Separemos a regido delimitada pelas curvas do seguinte modo:
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Figura 6.23:

i) Seja D; tal que OD{ = C3; U Cy, entdo F = / F— / F. Aplicando o teorema de
oDy 5 ofF

/) /yq Qfé—fglymdy_o bg)/‘ !/ F =12
aDf Dy ch ot

ii) Seja Dy tal que 0D5 = C5, U C;, entdo /a - F = /C . F— - F'. Aplicando o teorema de
2 32

/ // @—@)d dy—Ologo/ / F =15
oDF Dy Ch cF

iii) Como C5" = C5; U C5,, temos:

/‘F:/ F— [ F=12-15=-3.
e o Cio

Green:

Green:
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6.3 Exercicios

1. Calcule 7{ 4y dx + 7x dy, onde C é o tridangulo de vértices (0,0), (4,0) e (2,2), no sentido

c
anti-horario:

(a) diretamante.

(b) utilizando o teorema de Green.
2. Calcule as seguintes integrais utilizando o teorema de Green:

(a) 7{ ¢ dz + (e’ In(x) + 2 ) dy, onde C ¢é a fronteira da regido limitada por z = y* + 1
e% i 2.

(b) 7{ (cos(x) — 5y)dx + (42 — y~') dy, onde C é a fronteira da regido limitada por y +
:Cg—9:0ey—5:0.

(c) ji(x — y)dx — 2% dy, onde C é a fronteira da regiao [0, 2] x [0, 2.

(d) 7{(6“3—3y)da:—|—(ey—|—63:)dy,onde0éaelipsea:2+4y2:4.
c

(e) f(ar—ky)da:—i—(y—x)dy,ondeCéocirculo:z:2+y2—2aa:=0.
c

(f) j{ (z +y)dz + (y + z%) dy, onde C é a fronteira da regido limitada por 22 +y> = 1le
J:g—i- y? =4

(8) arctg(z) dz + 3z dy, onde C é a fronteira da regido limitada pelo retangulo de
vértices (1,0), (2,3), (0,1) e (3,2).

(h) j{ zydr + (y + x) dy, onde C é a fronteira da regido limitada por 2 + y? = 1.
c

(i) 7{ (y + In(vx + %)) dz + (2* + tg(y*)) dy, onde C é o quadrado de vértices (0,0),
c
(1,0), (1,1) e (0,1).

3. Utilizando os corolérios do teorema de Green, calcule a area da regido limitada pelas
seguintes curvas:

@ y=a’ey’ =z

(b) y=42%ey =162
2 2

Z Y
(c) §+b—2:1,(a,b>0)

d) y*=23ey==x



160

10.

11.

12.
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Seja D C R? uma regido nas hip6teses do teorema de Green. Utilizando o teorema, veri-
fique que as coordenadas do centréide de D sdo dadas por:

— 1 2 — 2
d = —— d
xr 5 Cl‘ Yy y Cy X,

onde A = A(D).

(a) Ache o centréide do triangulo de vértices (0,0), (1,0) e (0,1).
(b) Ache o centréide da regido definida por 22 + y* < 1 tal que y > 0.

dy —yd .
Calcule 7{ %, nos seguintes casos:
c Tty

(a) A origem das coordenadas esté fora da curva fechada C'.

(b) A curva fechada C encerra a origem das coordenadas.

Seja I = / 2® dy — y* dz, onde C é formada pelos lados do triangulo de vértices (—2,0),
c

(4,v/3) e (1,V3) eseja J = // (2* + y?®) dz dy, onde R é a regido limitada por C. Verifi-
R
queque [ = 3J.

Calcule m de modo que:

m 2,.m
/3:7“ dx_a:;“ dy
c Y Y

com z2 +y? =12, independa da curva C, fronteira de uma regido simplesmente conexa.
Escolha uma curva C nas condi¢des do problema e calcule a integral ao longo de C.

Verifique que 7{ y*dr+ (2xy —3)dy = 0, sendo C a elipse 2> + 4y> = 4. Calcule a
c

integral ao longo do arco dessa elipse, situado no primeiro quadrante.

Calcule/ (z?ycos(z) — 2z y sen(x) — y* *) dx + (2 sen(x) — 2y €”) dy, onde C é a hi-
c

pocicléide V22 + /42 = Va2

Ache a drea da regido limitada pela hipocicléide do item anterior, utilizando o teorema
de Green.

Seja C' uma curva simples e fechada que limita uma regido de area A. Verifique que se
ai, as, as, by, ba, b3 € R, entao:

f(a1x+a2y+a3)da:+(b1m+bgy+bg)dy:(bl—ag)A.
C

Sob que condigdes, no item anterior, a integral ao longo de C' é zero?



Capitulo 7

SUPERFICIES

7.1 Introducao

A maioria dos objetos da natureza sado tridimensionais, porém, em muitos casos para estudé
-los, sem perda de generalidade, nés desconsideramos uma caracteristica essencial desses ob-
jetos: a dimensao.

Por exemplo, uma particula pode ser representada por um ponto (dimensao zero), um fio de
metal por uma curva (dimensdo um), uma membrana ou lamina de metal por uma superficie
(dimensao dois) e um avido por um sélido (dimensao tres).

Neste capitulo existem dois tipos de objetos de nosso interesse: os sélidos e as superficies. De
forma intuitiva podemos dizer que os sélidos sdo os objetos de dimensdo 3 em R? ou, equi-
valentemente, 0s que possuem volume e as superficies sdo objetos de dimensdo 2 em R? ou,
equivalentemente, os que possuem area, mas tem espessura irrelevante.

Vérios conceitos técnicos que serdo vistos mais adiante, tem defini¢des rigorosas que estdo fora
do contexto destas notas e por isso ficaremos apenas com idéias geométricas.

Do Calculo de uma variavel, conhecemos os sélidos de revolugdo; por outro lado, do Célculo
em vdrias varidveis, os planos e as quadricas sdo exemplos de superficies.

Figura 7.1:

161
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7.2 Superficies Parametrizadas

Defini¢do 7.1. Uma parametrizagdo de uma superficie S C R3 é uma fungio:

P:ACR> —R? tal que O(A) =S.

Figura 7.2: Parametrizacdo de uma superficie.

Em tal caso a superficie S é dita parametrizada e denotamos a parametrizagdo de S por:

(I)(uv U) = ($(u7 U)a y(u7 2}), Z(Uﬂ U)),

onde z, y, 2 : A C R* — R sdo as fungdes coordenadas de .

Intuitivamente, a superficie S é obtida deformando a regido A no espaco, através da funcdo .
A definigdo de parametrizagdo é muito geral e permite todo tipo de fungdo, como por exemplo:
® fungao constante, ou ®(u,v) = (u,v, g(u,v)) talque g : R* — Re

(u,0) = -1 se ue@
A se u¢Q,

ou superficies com auto-interse¢des. Mais adiante adicionaremos hipéteses suplementares para
evitar estes tipos de situagdes.
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Figura 7.3: Cilindro com auto-intersegdes.

7.3 Exemplos

A seguir apresentaremos algumas parametrizacdes das superficies mais utilizadas:

7.3.1 Superficies definidas pelo grifico de uma funcao

Seja f : A C R? — R uma fungao. O gréfico de f é o seguinte subconjunto do espaco:

G(f) = {(z,y, f(z,y)) €R®/ (z,y) € A}.

G(f) é, em geral, uma superficie que possui uma parametrizagdo natural.

Parametrizagdo

A cada ponto de G(f) corresponde um ponto em A determinado pela projecdo sobre o plano
coordenado zy; logo,

[2(z,y) = (z,y, f(2,9))|

para todo (z,y) € A = Dom(f). Entao ®(A) = G(f).

Exemplo 7.1.

[1] Seja a fungdo z = f(x,y) = 22 + y% entdo G(f) é um paraboldide circular com parametriza-
cdo ¥(z,y) = (z,y,2* + y?) tal que (z,y) € R%
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[2] Os gréficos das fungoes f(z,y) = sen(2x)sen(2y), tal que (z,y) € [—m, 7| X [-7,7] e
g(z,y) = 2% — y? tal que (v, y) € [-2,2] x [~2,2], sd0 respectivamente:

Figura 7.5: Graficos de f e g, respectivamente.

[3] A esfera unitéria em R3: S? = {(z,y,2) /2? + y* + 2% = 1} ndo é gréfico de uma fungao de
duas varidveis; logo, ndo podemos definir uma parametrizagéo global de S* como gréfico.

Parametrizagdo: Seja D = {(z,y) / 2> + y* < 1}; definimos:

(I)l(x?y) = (Qf,y, V 1 _372 _y2);

logo, ®1(D) = {(z,y,2) /2> +y* + 2> =1, 2 > 0} e &1 (D) = S% é a calota superior da esfera.
Também podemos definir:

Do (z,y) = (z,y, —v/ 1 — 22 —y?);

logo, ®2(D) = {(x,y,2) /2% + y* + 2% = 1, 2 < 0}. (D) = 52 ¢é a calota inferior da esfera.
Note que 5% = 52 U S2.
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Figura 7.6: Exemplo [3].

7.3.2 Superficies de Revolucao
Seja S a superficie gerada pela rotacdo da curva (t) = (x(t),y(t)), t € [a,b] no semi-plano
superior {(z,y) € R? /y > 0}, em torno do eixo dos .
Parametrizacao
S pode ser parametrizada por:
@(t,0) = (x(t), y(t) cos(8), y(t) sen(0)) |

onde z, y : [a,b] — R sdo fungdes continuas, y(¢) > 0 para todo t € [a,b] e # € [0,2).

Figura 7.7: Superficie de revolugéo.

Exemplo 7.2.

[1] Seja a parébola v(t) = (t,t?), t € [1,2]; a superficie de revolugdo S gerada por v, girando-a
ao redor do eixo dos = é parametrizada por:

®(t,0) = (t,t* cos(0),t* sen(d)), (t,0) € [1,2] x [0,2).
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4
1
B 1 2

Figura 7.8: Exemplo [1].

[2] Seja a curva (t) = (t,2sen(t) +4)), t € [g, 27); a superficie de revolugdo S gerada por v

girando-a ao redor do eixo dos = é parametrizada por:

O(t,0) = (t, (2sen(t) +4)cos(0), (2 sen(t) +4) sen(8)),

(1.0) €[5,

27] x [0,27):

| 9

1 2 3 4 5 6

Figura 7.9: Exemplo [2].

7.4 Esferas

A esfera de centro na origem e raio a em R ¢ denotada e definida por:

52:{($ayaz)/ﬂv2+y2+22:a2, a>0}.

Parametrizacao

S pode ser parametrizada utilizando coordenadas esféricas. De fato, seja A = [0, 7] x [0,27];
definimos:

‘@(u,v) = (a sen(u) cos(v),a sen(u) sen(v),acos(u)), (u,v) € A‘.
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Nao é dificil ver que a cada ponto da esfera corresponde um tinico par (u,v) € A, exceto os polo
norte (0,0,a) e sul (0,0, —a) aos quais correspondem os segmentos {0} x [0,27] e {7} x [0,27],
respectivamente. O dngulo u indica a latitude e o angulo v indica a longitude na esfera. Veja os
desenhos.

21

Figura 7.11: A esfera.

A esfera centrada na origem de raio a também pode ser parametrizada por:
U(u,v) = (acos(u) cos(v),asen(u) cos(v), a sen(v)),

tal que (u,v) € [0,27] x [ — g,g]
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Figura 7.12: Calotas da esfera para (u,v) € [r,27] x [~ 5,5] e [0,7] x [ — §, 5], respectiva-

mente.

IME]

7.5 Cilindros

Seja C uma curva plana e L é uma reta ndo situada no mesmo plano da curva. O conjunto de
todas as retas paralelas a L e que intersectam C' é chamado cilindro. A curva C' é dita diretriz
do cilindro e cada reta que passa por C' paralela a L é chamada geratriz do cilindro.

Parametrizagao

Se a curva C é parametrizada como ~(t) = (x(t),y(t)), t € I C R, entdo parametrizamos o
cilindro por:

(0(t,2) = (2(t),y(1),2),  (t,2) €] xR|

Exemplo 7.3.

[1] O cilindro de geratrizes paralelas ao eixo dos z e tendo como diretriz uma elipse no plano
xy centrada na origem, tem equagdo cartesiana:

a, bnao sdo nulos.

Parametrizamos a elipse como «(t) = (acos(t),bsen(t)), t € [0,27]; logo a parametrizagdo do
cilindro é:
O(t,2) = (acos(t),bsen(t),z), (t,2) €[0,27] x R.

No caso da diretriz ser um circulo, o cilindro pode ser parametrizado utilizando coordenadas
cilindricas. Em geral, se na equagdo que descreve uma quddrica falta uma varidvel, ela repre-
senta um cilindro com geratrizes paralelas a varidvel que falta.

[2] Se a equagdo é y = a z?, obtemos o cilindro parabdlico parametrizado por:

Bt 2) = (t,at? 2), (t,z) € I x R.
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[3] Se a equacdo é y = a sen(z), obtemos o cilindro senoidal parametrizado por:

®(t,z) = (t,asen(t),z), (t,z) € I x R.

Figura 7.13: Exemplos [1], [2] e [3], respectivamente.

Seja A C R3 um conjunto aberto. A superficie S é continua, diferencidvel ou de classe C* se
d: A c R?2 — R3 é continua, diferenciavel ou de classe C*; equivalentemente, se cada uma
de suas funcdes coordenadas é continua, diferenciavel ou de classe C*, respectivamente.

Como notamos através dos exemplos, a parametrizagdo de uma superficie ndo é tnica.
Outra forma de definir superficies é através do Teorema da Fungdo Implicita.

Seja f : A C R> — R de classe C*; se ¢ é um valor regular de f, entdio S = f~!(c) é uma
superficie em R? de classe C*. Em tal caso S é dita definida implicitamente.

A reciproca desta afirmagéo é falsa, isto é, se S = f~!(c) é uma superficie, isto ndo implica
necessariamente, que c ndo seja ponto critico. (Veja exemplo [2])).

Exemplo 7.4.

A esfera S? pode ser definida de forma implicita.
[1] Seja F(z,y,2) = 2> + y* + 2z%; como 1 é valor regular de f, F~1(1) = 52 .

[2] Seja G(z,y,2) = 2 + y* + 2? — 1; entdo S? = G~ 1(0); observe que zero é ponto critico de G.

7.6 Superficies Regulares

Sejam ® : A C R? — R3 tal que ®(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) uma superficie parametri-
zada S, (ug, vg) um ponto fixado em A. Definamos as seguinte curvas sobre S:

Definicdo 7.2. Sejam ®,,(v) = ®(up,v) e Pyy(u) = P(u,v); estas curvas sio chamadas curvas
coordenadas.
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Figura 7.14: Curvas cooedenadas.

Exemplo 7.5.

[1] No caso da superficie ser o grafico de uma fungéo f, as curvas coordenadas sdo obtidas pela
intersecao dos planos paralelos aos planos coordenados yz e zz com G(f); observe que estas
curvas ndo sao necessariamente ortogonais

Figura 7.15: Exemplo [1].

[2] No caso da esfera S? as curvas coordenadas sdo dadas pelos paralelos e pelos meridianos
da esfera.
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Figura 7.16: Exemplo [2].

[3] No caso de um cilindro circular reto as curvas coordenadas sdo segmentos de retas paralelas
ao eixo dos z e circulos paralelos ao plano zy.

Figura 7.17: Exemplo [3].

[4] Considere a superficie S parametrizada por:
®(u,v) = ((2 + sen(v)) cos(u), (2 + sen(v)) sen(u),u + cos(v)),

onde (u,v) € [0,67] x [0,27].

Nao é dificil verificar que as curvas coordenadas de S sdo hélices e circunferéncias (vefifique
este fato). Desenhos da superficie e das curvas coordenadas:
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Figura 7.18: Desenhos da superficie e das curvas do exemplo [4].

Se a superficie S tem uma parametrizacdo ® : A C R? — R? diferencidvel, podemos definir
os vetores tangentes a estas curvas no ponto ®(uo, vp), respectivamente, por:

09 <8x oy 82)

Y 9u - \ou du’ du
v (or oy 0
g \ov v v )’

onde as derivadas parciais sdo calculadas no ponto (ug, vp).

R

(uv)

Figura 7.19:

Definicdo 7.3. A superficie parametrizada S é regular em ®(ug, vo) se Ty, e Ty, sdo linearmente inde-
pendentes.

O plano gerado por Ty, e T,,, trasladado ao ponto ®(ug, vp), é chamado plano tangente a S no
ponto ®(ug, vp). Logo, sua equagdo no ponto ®(ug, vo) = (o, Yo, 20) €

(T’U«O X T’vo) : (I’ —20,Y —Yo,% _ZO) = 0.

Equivalentemente, S é regular em ®(ug, v) se o vetor normal a S no ponto ®(ug, vp) é ndo nulo,
isto é, T, x Ty, # 0.
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Figura 7.20: Plano tangente

A superficie parametrizada S é regular se N = T, x T, # 0, para todo (u, v) € A.
Intuitivamente, uma superficie regular pode ser obtida deformando e colando entre si varios
pedagos do plano, de modo que resulte uma figura sem arestas, "bicos"ou auto-interse¢des e na
qual possamos construir um plano tangente em cada ponto.

Exemplo 7.6.

[1] O cone nédo é uma superficie regular na origem. De fato, considere o cone parametrizado
por ®(z,y) = (z,y, V22 + y?), (z,y) € R% Logo:
x Y )

Claramente 77,,(0,0) e T3(0,0) ndo existem. Logo, o cone néo é regular no ponto (0, 0,0).

Tx(xay) - (1707 Ty(xuy) = (Oa 17

[2] Se G(f) é parametrizado por ®(x,y) = (z,y, f(z,y)) tal que (z,y) € Dom(f) e f é de classe
C', entdo:

_ of _ of .
Tx(xay) - (1707 al‘ (1:73/)) € Ty(xuy) - (Oa 17 8y (1:73/));
escolhemos o vetor normal:
of of
T, xTy,= (%(Qfay% a—y(fv,y)a -1).

Logo G(f) é uma superficie regular e o plano tangente no ponto (xo, yo, f (2o, yo)) €:

S 0s10) (2 = 0) + 5 (20,30) (0 = 90) = =+ F(z0,30) = 0.

[3] Seja S a superficie de revolucdo parametrizada por: ®(t,60) = (z(t), y(t) cos(9),y(t) sen(d));
temos:

Ty = (2'(t), y'(t) cos(0),y/(t) sen(0)) e Ty = (0, —y(t) sen(0),y(t) cos(0)):

entao:
IT; x Toll? = v*(t) ((@'(1)* + (4 (1)?);
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logo, S é uma superficie regular se (2/(¢))? + (v/(t))? # 0.
[4] Seja S? a esfera centrada na origem de raio 1, parametrizada por:
O (u,v) = (sen(u) cos(v), sen(u) sen(v), cos(u)), (u,v) € [0, 7] x [0,27].
Temos:
T, = (cos(u) cos(v), cos(u) sen(v), —sen(u)) e T, = (—sen(u)sen(v), sen(u) cos(v),0);
entao:
T, x T, = (sen®(u) cos(v), sen®(u) sen(v), cos(u) sen(v)).
Logo, a esfera parametrizada assim é regular, exceto nos pontos (0,0, £1).
[5] Seja S a porgdo do plano xy parametrizado por:
®(u,v) = (u,v,0), (u,v) € [-1,1] x [-1,1];
logo, T, x T, = (1,0,0) x (0,1,0) = (0,0, 1). Entdo, a superficie é regular. Note que <I>([—1, 1] x
[—1,1]) = S é 0 quadrado de vértices (—1,—1,0), (—1,1,0), (1,—1,0) e (1,1,0).
Consideremos agora a seguinte parametrizacdo de S:
U(u,v) = (u®,0%,0), (u,v) € [~1,1] x [~1,1];
logo, T, x T, = (3u?,0,0) x (0,3v2,0) = (0,0,9u? v?). A parametrizacdo é regular, exceto nos
pontos ¥(0,v) e ¥(u,O0).

Do altimo exemplo, concluimos que a regularidade de uma superficie depende da parametri-
zacao escolhida.

No restante do capitulo, consideraremos apenas superficies regulares por partes que sejam
reunido finita de imagens de superficies regulares, isto é:

i) ®;, : D; C R? — R?, onde D; é uma regido do plano fechada, limitada e tal que 9D; é uma
curva simples ou unido finita de curvas simples.

ii) ®; é de classe C!l e injetiva num aberto U tal que D; C U, exceto possivelmente em 0D;.
iii) S; = ®;(D;) é regular, exceto possivelmente num nimero finito de pontos.

Exemplo 7.7.

Figura 7.21:
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7.7 Area de uma Superficie
Seja uma superficie S nas condi¢des anteriores parametrizada por ® : D C R? — R?.

Definicao 7.4. A drea da superficie parametrizada S é dada por:

A(S) = // | T x Tyl dudv
D

A definicdo faz sentido pois ||T3, x T,
finita de superficies parametrizadas S;:

¢ uma fungao continua. No caso em que S é uma uniao

Justificaremos a defini¢do no caso em que D = [a, b] x [, d|. Consideremos P; = {ug, u1,....,un }
e P, = {vg, v1,...., v, } particdes de ordem n dos intervalos [a,b] e [c, d] respectivamente, tais
que:

a=1uy <u < ... < up = b,
c=1v9 <1 < ... < vy =d.

Denotemos por:

b—a d—c
Au:qu—ui: e AU:/UjJrl_/Uj: .
n n

O conjunto P, x P, é denominado partigdo de ordem n de D e dé origem a n? sub-retangulos
Rij = [wi, uiv1] X [vj,0j41]-

D

d /_\

| <
\{-_ _____

Figura7.22: Aretay =3z + 1.

Sejam T, = T,(ui,v;) e T, = Ty(ui,v;); os vetores AuT,, e AvT,, sdo tangentes a S em
®(u;,v;) e formam um paralelogramo P;;. Se n cresce, a drea do paralelogramo F;; é uma boa
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aproximagdo de ®(R;;); entdo, A(P;;) = ||AuTy, x AvT,, || = ||[Ty; x Ty, || AuAv; logo a drea
total é dada pela soma de Riemann:

non n o n
Ay =D APy) =D |ITu, x T, || Au A
=0 j=0 i=0 j=0
fazendo n — 400, temos:

A(S) = // |70, x Ty du dv.
D

E possivel provar que este limite existe, independente da escolha da parti¢io e da parametri-
zacao de S.

Exemplo 7.8.
[1] Determinemos a drea da por¢ao do cone parametrizado por:
O (u,v) = (ucos(v),usen(v),u),
onde (u,v) € [a,b] x [0,27], b > a > 0; logo:
1T x il = V2u;
logo, a drea do cone é:

2
0

A(S):/ Uab\/iudu] dv =2 — a®) 7.

No caso do cone parametrizado por: ®(u,v) = (ucos(v),usen(v),u), (u,v) € [0,b] x [0,27],
temos:

A(S) :/O% [/ab\/iudu] dv =20 7.

Dé uma explicagdo deste fato.

Figura 7.23: Exemplo [1].
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[2] Determinemos a area da superficie S gerada pela rotacdo da curva y(t) = (¢, acosh(L)),
t € [-b,b] onde a, b > 0 no semi-plano superior, em torno do eixo dos z. Parametrizamos S

por:

O(t,0) = (t,acos(d) cosh(é),asen(ﬁ) cosh(é)), (t,0) € [-b,b] x [0,27].

Figura 7.24: Exemplo [2].

Temos: ; . . .
T, xT,= (- acosh(a) senh(a),acos(ﬁ) cosh(a),asen(é’) senh(a)),
e | T, x T,|| = acosh?(L); entdo, a drea da superficie é:
A(S) :a/ [/ cosh?(-) dt] df = am(2b+ asenh(—)).
0 —b a a
Esta superficie é chamada catendide.

[3] Determinemos a area da superficie parametrizada por:

O (u,v) = (ucos(v),usen(v),v), (u,v)e [—1,1] x[0,27].

Figura 7.25: Exemplo [3].
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Temos, T,, x T, = (sen(v), —cos(v),u), e | T, x T,|| = V'1 4+ u?; entdo, a drea da superficie é:

A(S) :/027r [/11\/1+—u2du] dv =27 (V2 - In(vZ - 1)).

Esta superficie é chamada helicéide.

7.8 Aplicagdes

7.8.1 Area da superficie G(f)

Seja f : D C R? — R uma funcdo de classe C, tal que G(f) é uma superficie parametrizada
por ®(z,y) = (x,y, f(z,y)) tal que (x,y) € D; entdo, o vetor normal a G(f) é:

0 0
xt,= Lo 2

O (1373/)7_1);

2 2
logo: [T, x T,|| = \/1 + [g—i(fﬂ,y)] + [g_;(xvy))2:| €

7.8.2 Area da esfera

Parametrizamos a esfera por:
O (u,v) = (asen(u) cos(v),a sen(u) sen(v),a cos(u)),
tal que (u,v) € D = [0, 7] x [0,27], (@ > 0); entdo:
Ty, x T, = asen(u) ®(u,v);

portanto ||T,, x T, | = a® sen(u) e:
27 pm
A(S) = a? // sen(u) dudv = a? / / sen(u) dudv = 47 a® u.a.
D 0 0

7.8.3 Area de uma superficie de revolugcio

Seja S uma superficie de revolugdo parametrizada por
D(t,6) = (a(t) cos(6), x(t) sen(6), 2(1)),

onde z, z : [a,b] — R sdo de classe C!, z(t) > 0 para todo (¢,6) € [a,b] x [0,27). Entdo, o
vetor normal é:
Ty x Ty = x(t) ( — cos() 2/ (t), —sen(0) 2'(t),2'(t));
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™

logo, ||T; x Ty|| = x(t) \/[m’(t))]Q + [2/(1)] % se [l‘/(t)]Q + [z’(t)]2 # 0, para todo t; entéo:
As) - [
0

b
/ 2(t) \/ [2/()]% + [2/(1)]” dtdo
b
=27 / x(t) \/[x/(t)]2 + [z/(t)fdt.
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Capitulo 8

INTEGRAIS SOBRE SUPERFICIES

8.1 Integrais de Fun¢des com Valores Reais

A idéia de integral de superficie de uma funcado é andloga a de integral de linha, embora
geometricamente os conceitos sejam diferentes. A analogia é feita pela relacdo da integral
de superficie com a drea da superficie, que é semelhante a relacdo da integral de linha com
o comprimento de arco.

Definicao 8.1. Sejam U um aberto tal que S C U, f : U — R uma funcio continua e S uma
superficie regular parametrizada por ® : D C R? — R3; logo, f o ® : D — R ¢ continua. A
integral de f sobre S é denotada e definida por:

//Sfds - //D F(@w,0)) [ @y x By dudv

A integral de f sobre S independe da escolha da parametrizacdo de S. Se f = 1, entdo:

//Sde:A(S)

No caso em que S é uma unido finita de superficies parametrizadas S;:

//Sde:Z:://Sidei

181
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8.2 Aplicacdes

Se f > 0 é uma funcdo de densidade sobre S (continua), entdo, o centro de massa de .S é dado

por:

s [ ras
 Jfores
= st [

onde M (S) = / fdS é amassa total de S.
5

5
I

i

Qflill
i\

S

Se S é o gréfico da fungdo z = h(x,y), entdo:

//de //fxy, xy)dszze\/l—l-(gZ) —I—(gh)Qdajdy.
oh oh

Seja f(z,y,2) = z — h(z,y) tal que h é classe C*; logo, o vetor normala S é 77 = ( — &L, — 5 ).

Denotando por ¢ o dangulo formado por 77 e 1~<; temos:

1 Oh\2 Oh. 2
L= G
//de //f”’y’ ) gy,

cos(6

[1] Calcule / / z% 2dS, onde S é a porgao de superficie definida por z? = 2% 4 y? limitada por
s

donde:

Exemplo 8.1.

z=1lez=4.

Figura 8.1: Exemplo [1].
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Considere a seguinte parametrizagdo de S: ®(u,v) = (ucos(v),usen(v),u) tal que (u,v) €
[1,4] x [0,27], f(®(u,v)) = u? cos?(v) e ||®y, x ®,| = v2u; logo:

27 4
//xQZdSZﬁ/ [/ u46082(v)du] dv:%.
S 0 1

[2] Calcule // x dS, se S é a superficie definida por z = 2%, onde (z,y) € [-1,1] x [-1,1].
s

-1.0

-05

-10

Figura 8.2: Exemplo [2].

Neste caso h(z,y) = x?; logo, f(z,y,7?) =z e \/1 + (%)2 + (2—2)2 = /1 + 4 22; entdo:

1 1 213 |1
//dez/ [/ x\/1+4x2dx]dy:w = 0.
s 1L/

2 |,

[3] Calcule / / ydS, onde S é o plano = + y + 2z = 1 no primeiro quadrante.
s

O vetor normal a S é 7 = (1,1, 1); logo, cos(0) = %, e:

//Sydszﬁ//Dydxdy,

onde D é regido definidapor0 <z <1e0 <y <1-;logo,

\/g//])yda;dy:\/g/ol[/olxydy]dazz?.

[4]) Calcule / / Va2 +y2dS,onde S = S US,, sendo S; a superficie de revolucao gerada por
s

z=1-2,0 <z <1 girando em torno do eixo dos z e Sy é a tampa de S;, (um disco de raio 1
no plano xy).
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Figura 8.3: Exemplo [4].

Parametrizamos S por ®;(u,v) = (ucos(v),usen(v),1 — u), (u,v) € [0,1] x [0,27]. Logo,
f(®1(u,v)) || Ty x Ty || = V2 u?; entdo,

/Slfds1 :\/5/0% [/01u2du] dv = 2\{3”.

Parametrizamos Sy por ®o(u,v) = (ucos(v),u sen(v),0), (u,v) € [0,1] x [0,27].

Logo, f(®a(u,v)) ||Ty x T,|| = u?; entdo:

27 1
/ deF/ U u2du]dv:2—”
S5 0 0 3

// \/a:2+y2dS:/ \/x2+y2dS1+/ VT gRds, = 2r0V2)
S

Sl SQ 3

8.3 Integrais de Campos de Vetores

Seja S uma superficie parametrizada regular. Existem duas escolhas possiveis para definir o
campo de vetores normais unitdrios a S:

T, x Ty,

i (P(u,v)) = Tw X Toll

fig(P(u,v)) = =11 (P(u,v)).
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Figura 8.4:
Note que 7 : S — 5% C R3 é um campo de vetores unitérios sobre a superficie S.

Definicao 8.2. Uma superficie parametrizada S é dita orientdvel se é possivel fixar em S um campo de
vetores normais nio nulo e continuo. Caso contrdrio, é dita nio orientdvel.

Uma vez escolhida a orientagdo, a superficie é dita orientada. E possivel provar que toda
superficie que é imagem de uma tnica parametrizagdo é orientdvel; por exemplo, os subcon-
juntos abertos em R? e G(f) se f é de classe C*. Veja [EL] na bibliografia. Embora a maioria
das superficies que vamos estudar seja orientavel, apresentaremos um exemplo de superficie
ndo orientdvel (veja o exemplo [2]). A escolha de um dos campos de vetores normais para a
orientacdo de uma superficie é totalmente arbitraria.

Definicdo 8.3. Seja S = 51 U Sy em que Sy e Sy tem bordo comum, entdo S é orientdvel se

1. Si e Sy sdo orientdveis.

2. 0S5y e 0S4 sio curvas orientadas positivamente de modo que 0.5y e S sio percorridas em sentidos
contrdrios.

Figura 8.5:
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A definicdo 2 valese S = S1 U S U ... US,.

Figura 8.6:

Exemplo 8.2.

[1] Seja f : A € R? — R uma fungao de classe C?; o gréfico G(f) é uma superficie regular
orientavel. De fato:
of of

(Tu X TU)(u,v) = (—(u,’u), S0

M (u,v), —1)

¢ um campo de vetores normais continuo.

[2] Faixa de Moebius: A Faixa de Moebius )M é construida tomando o retangulo [0, 7] x [-1, 1],
fixando as arestas opostas AB e CD, efetuando um giro de 180 graus mantendo a aresta AB
fixa e "colando"A com D e B com C, de modo que as arestas AB e C'D fiquem coincidentes ap6s
a rotacdo.

A c
0 T
B D

Figura 8.7: A faixa de Moebius.
Parametrizagdo: A faixa de Moebius M pode ser parametrizada da seguinte forma:
O (u,v) = ((1 —vsen(u)) cos(2u), (1 —vsen(u)) sen(2u),v cos(u)), (u,v) € [0,7] x [-1,1].

Note que ([0, 7] x [-1,1]) = M e ®(0,0) = ®(7,0) = (1,0,0).
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O vetor normal a M é:
T, x T, = (a(u,v),b(u,v), c(u,v)),

onde a = cos(u) + cos(3u) — 4v cos®(u) sen(u), b = vcos(2u) — 4 cos?(u) sen(u) (v sen(u) — 1)
e c= —2sen(u) (vsen(u) — 1). Por outro lado

(T, x T,)(0,0) = (2,0,0) e (T, x T,)(r,0) = (—2,0,0);

logo, T, x T, ndo é um campo continuo. Portanto M é ndo orientdvel. E possivel provar que
ndo existe parametrizacdo que torne orientable a faixa de Moebius.

Figura 8.8: A faixa de Moebius.

A parte de S onde o campo normal fixado 7 "emerge"é chamado lado positivo de S, analoga-
mente o lado negativo de S é o lado em que —7 emerge.
Intuitivamente uma superficie orientdvel possui dois lados bem definidos.

Figura 8.9: Orientacdes de uma superficie.

Seja a esfera unitaria S%; escolhendo o campo de vetores normais a 52, o vetor posigao de S?,
este aponta para o lado externo de S?, o que corresponde a nossa intuicio. Agora que S2
estd orientada, a parametrizamos por ®(u,v) = (cos(u) sen(v), sen(u) sen(v), cos(v)) tal que
(u,v) € [0,27] x [0, 7]. O campo de vetores normais é:

b, x &, = —sen(v) ®(u,v);
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como —sen(v) < 0se v € [0, 7], este vetor normal aponta para o lado interno de S2. Diz-se que
esta parametrizacdo inverte a orientagao.

Figura 8.10:

Em geral, se S é uma superficie orientdvel pela escolha do campo de vetores normais unitarios
7, uma parametrizacdo ® de S preserva orientagdo se 7, x T}, tem a mesma dire¢ao de 7i(®(u, v))

8.4 Definicao da Integral de Superficie de Campos de Vetores

Sejam S uma superficie regular orientédvel, U um aberto tal que S C U, F : U C R® — R3
um campo continuo e 77 um dos campos normais unitdrios continuo em S. Denotemos por
F,, = F -1l a componente normal de F.

Figura 8.11:

Definicao 8.4. A integral do campo F sobre S é denotada e definida por:

//stS://S |7 7] dS://SFndS.
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Se ® : A C R? — R3 é a parametrizagdo de S, entdo:

//s (F-it)dS = //D (F(®(u,v)) - 7(®(u,v))) [Ty x Ty|| dudv
=[] (P (5 1) dude

//SFdS://D (F(®(u.v)) - (Tu x T) dudv

Se escolhemos —7i a integral muda de sinal. A integral de superficie de um campo de vetores
numa superficie orientada ndo depende da parametrizagdo escolhida para a superficie.

Logo:

8.5 Interpretacao Geométrica da Integral

Se F' é um campo de vetores continuo definido num aberto U, que representa um campo de
velocidade associado ao escoamento de um fluido em cada ponto de U, a integral de superficie
de F sobre a superficie S C U é chamada de fluxo ou taxa de escoamento por unidade de
tempo através da superficie S. Nos pontos onde F' fizer um angulo agudo com o vetor normal
a S teremos uma contribuigdo positiva ao fluxo e onde F fizer um angulo obstuso com o vetor
normal a S teremos uma contribui¢do negativa ao fluxo. Notamos que o fato de a contribuicao
ser positiva ou negativa depende da orientacado escolhida.

Figura 8.12:

No estudo do fluxo do calor, se T = T(z,y, z) é de classe C' e representa a temperatura no
ponto (z,y,z) € W C R3, entdo, o calor flui como o campo F = —k VT, (k > 0). Logo:

//Sms

é a razdo total do fluxo do calor através da superficie S.
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Figura 8.13:

Exemplo 8.3.
[1] Determine o fluxo do campo elétrico:

q

F(z,y,2) = )

3 (fC,Z/, Z)v

gerado por uma carga ¢ que passa através da esfera de raio 1, utilizando a normal exterior.
Parametrizamos a esfera S por:

O (u,v) = (sen(u) cos(v), sen(u) sen(v), cos(u)), (u,v) € [0,7)] x [0,27];

logo
T, x T, = sen(u) ®(u,v),
F(®(u,v)) = q®(u,v), e
F(®(u,v)) - (Ty x Ty) = sen(u) q.
Entao:

/FdS:q// sen(u)dudv =47q.
S S

Este resultado é um caso particular da chamada lei de Gauss da Eletrostatica.

[2] Seja T'(x,y,z) = e~ (@ T¥°+2) a temperatura em cada ponto de um paraboléide circular de
altura 1. Determine o fluxo do calor através da superficie, utilizando a normal exterior.

Parametrizamos o paraboléide circular S por:

®(z,y) = (z,y,2° +y°)
tal que z? + y* < 1; logo:

Ty x Ty = (22,2y,—1) e F=-VI(z,y2) =e @+ (2229 1)

entao,
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F(®(x,y) = —e > (22,2y,1) e
F(®(z,y)) - (T x T,) = —e 2@+ (422 49 — 1),

Integrando:

//F:—// 6_2($2+y2)(4m2+4y2—1)da:dy
S 24+92<1
2T
/ / r(4r®* —1)dtdr

2 5672 1).
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8.6 Exercicios

1. Obtenha uma parametriza¢do das seguintes superficies:

(@) x==z

b) z+y+2z=1.

(© y*+2%2=a?

(d) v*+922=9

© (z—1)*+(y+2)7°=9

) 22 +y?—22=1

(g) (z —z0)* + (y — %0)* + (2 — 20)* = @

(h) z =y?
(i) = =y?
G) z =2

(k) —322+5y%2—-22=1
(1) —322—-5y>+22=1

2. Verifique que:
(@) ®(u,v) = (acos(u)cos(v),bcos(u) sen(v),csen(u)), (u,v) € [0,7] x [0,27] é uma
parametrizagao do elipséide centrado na origem.

(b) ®(u,v) = (acosh(u)cos(v),bcosh(u) sen(v),csenh(u)), (u,v) € R x [0,27] é uma
parametrizagao do hiperboléide de uma folha centrado na origem.

() ®(u,v) = (asenh(u)cos(v),bsenh(u)sen(v),ccosh(u)), (u,v) € R — {0} x [0,27] é
uma parametrizacdo do hiperboléide de duas folha centrado na origem.

3. Identifique as superficies e verifique se as mesmas sdo regulares:

(@) ®(u,v) = (ucos(v),usen(v),0), (u,v) € [0,400) x [0,27].

(b) ®(u,v) = (ucos(v),usen(v),1 —u?), (u,v) € [0, +o0) x [0,27].
() ®(u,v) = (4cos(u),sen(u),v), (u,v) € [0,27] x R.

(d) ®(u,v) = (u,v,u+v), (u,v) € R xR.

(e) ®(u,v) = (ucos(v),usen(v),u?), (u,v) € [0,4+00) x [0,27].

4. Considere as superficies 2.2) e 2.3) do exercicio [2]. Esboce as curvas coordenadas para
uo :O,’LLO = 1,2)0 :0evoz %
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5. Determine uma parametrizagao para a superficie de revolugdo obtida:

(a) Girando-se o circulo (x — a)? + 2% = b, 0 < b < a, em torno do eixo dos z. (Toro de
revolucao).

(b) Girando-se a curva a curva y = cos(z), z € [0,2 7], em torno do eixo dos z.

6. Determine a 4rea do toro de revolucao.

7. O helicéide é parametrizado por ®(u,v) = (ucos(v),usen(v),v), (u,v) € R x [0,2k 7],
ke Z:

(a) Esboce o helicéide para (u,v) € [-5,5] x [0, 67] e verifique se é regular?

(b) Determine a drea do helicéide para (u,v) € [—5,5] x [0,67].
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Capitulo 9

TEOREMAS DE STOKES E GAUSS

9.1 Teorema de Stokes

Seja S uma superficie regular orientdvel, parametrizada por ® : D C R? — R? tal que 9D
¢ uma curva fechada simples, diferencidvel por partes. Suponhamos que S é orientada com o
campo de vetores normais unitarios 7.

O bordo da superficie S é denotado e definido por 9S = ®(9D). Se v é uma parametrizagdo da
curva 0D, entdo o bordo de S é parametrizado por 95 = ®(y(1)).

Seja t 0 campo de vetores tangentes unitarios a curva 9S e bo campo de vetores unitdrios em
0S perpendiculares a 05 e tangentes a S, (apontando no sentido de S; veja o préximo desenho).

Definigdo 9.1. A curva S é orientada positivamente se it = £ x b.

ordo

Figura 9.1:

195
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Figura 9.2:

Exemplo 9.1.

[1] Seja S o paraboléide parametrizado por ®(z,y) = (z,y, 2> +y?), (z,y) € D onde D é o disco
unitéario; D = {(x,y) / 2* + y* = 1}, logo:

08 = ®(D) = {(z,y,1) /a* +y* = 1}.
O campo normal é T, x T), = (—2z, -2y, 1), o qual induz a orientagdo de S; parametrizamos

0D por:
v(t) = (cos(t),sen(t)), te[0,2x] e D(v(t)) = (cos(t),sen(t),1).

Logo, 05 é percorrido no sentido positivo em relagdo a normal de S.

Figura 9.3: Exemplo [1].
[2] Seja a porcdo de cilindro definida por S = {(x,y,2) /2*> +y*> = 1,0 < z < 1}. A fronteira
0S é formada por duas curvas disjuntas:

se escolhermos como vetor normal qualquer vetor proporcional a (cos(), sen(6),0), I'; é per-
corrida no sentido positivo e I'; em sentido negativo.
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Figura 9.4: Exemplo [2].

Teorema 9.1. (Stokes) Seja S uma superficie reqular orientada de classe C! tal que S = C é uma
curva fechada simples de classe C'* por partes orientada positivamente. Se F um campo de vetores de
classe C1, definido num aberto U tal que S C U, entdo:

Figura 9.5: Teorema de Stokes.

Se S esta contida no plano xy, nas condi¢des do teorema de Stokes, entdo, 7 = k.
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.
D

Figura 9.6:

Se consideremos o campo F = (F}, F»,0), entdo, rot(F) - k = % - %’}, e:

1A L e

um resultado andlogo ao teorema de Green.

O teorema de Stokes estabelece que o fluxo do rotacional de um campo de vetores F' de classe
C! através de uma superficie orientdvel S é igual ao trabalho (circulagdo) realizado por F ao
longo da curva 05, cuja orientacdo é compativel com a de S.

Exemplo 9.2.

[1] Calcule // rot(F)dS, onde S = {(z,y,2) € R® /o = —1 + 3>+ 22, x < 0} e 0 campo F é
5
definido F(z,y,2) = (v z,z ", —y).

Figura 9.7: Exemplo [1].

S pode ser parametrizada como gréfico da funcéo f(y,z) = —1 + y* + 2%; logo, S é orientavel;
D = {(y,2) € R*/y> + 22 < 1} e S = {(w,y,2) € R*/y?> + 22 = 1, = 0} pode ser
parametrizada pot y(t) = (0, cos(t), sen(t)), t € [0,27]. Pelo teorema de Stokes:

27
//rot(F)dS: F:—/ dt = —
S oS 0
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[2] Calcule ?{ y*dx + 22 dy + z® dz, onde C é o bordo do plano z + y + z = 1 no primeiro

o}
octante, no sentido anti-horério.

Figura 9.8: Exemplo [2].

2

Aplicamos o teorema de Stokes para F(z,vy, z) = (32, 2%, 22), entdao rot(F)(z,y, 2) = =2 (z, x, ).

Parametrizando S por:

d(z,y) = (v,y,1 -2 —y), (v,y)€[0,1] x[0,1]

com normal (1,1, 1), temos: rot(F(®(x,y))) - (1,1,1) = (0, —2z,2(x — 1)) - (1,1,1) = —2; seja
C = 0S; entao:

j{cF://Srot(F)dS:—2//SdS:—Q//Dd:cdy:_zA(D);

onde A(D) éadreadaregido D = {(z,y) /0 <2 <1,0<y<1—z}h

Figura 9.9: Regido D.

Logo:

1 1-z
j{F:—Q/ / drdy = —1.
C 0 JO

[3] Calcule ?{ (2zy 2z +2x)dx + 2 zdy + 2* ydz, onde C é a curva obtida pela intersecdo da
c

superficie z = /4 — 22 — y? com o plano = + y = 2, especificando a orientac¢do escolhida.
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Figura 9.10: Exemplo [3].

Nao é possivel aplicar o teorema de Stokes pois o bordo da superficie S, a curva C' ndo é
fechada. Seja v = C'U C, onde C é o segmento de reta que liga os pontos (0,2,0) e (2,0,0):

Figura 9.11: A curva .

A curva v é fechada e diferencidvel por partes, pois C' e (' sdo diferencidveis. Podemos aplicar
o teorema de Stokes a superficie S tal que 9S = ~:

}{F://Smtw as
7{}7:0.
gl

A curva C] pode ser parametrizada por p(t) = (2¢,2 (1 —¢),0), t € [0,1], logo:

O—j{ /F+/ . entdo /F:—/ F.
ot c ot

Calculando diretamente, F'(p(t)) - p/'(t) = —8t, entdo:

/F_ [ [

por outro lado, rot(F) = 0, logo:
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[4] Determine o fluxo do rotacional do campo de vetores F(z,y,2) = (y3,23,¢*) através da
superficie S = {(z,y,2) € R® /2? + y* + 22 = 2, 2% + y* < 1, z > 0}, com normal exterior.

Figura 9.12: Exemplo [4].

Devemos calcular [ [ rot(F)dS, aplicando o teorema de Stokes:

[ rottpras = ¢ F.

Onde 95 é a intersegao da esfera 2% +y*+2? = 2 com o cilindro z2 +y? = 1; logo, C é um circulo
de raio 1 centrado em (0, 0, 1) que parametrizamos por 7(t) = (cos(t), sen(t),1), t € [0,2 7] e:

//Srot(F) ds — }{CF: /0% (cosH (1) — sen (1)) dt = /Ozﬂ ot

9.2 Aplicacao: Lei de Faraday

Sejam £ = E(z,y,2,t) e H = H(x,y,2,t) campos elétrico e magnético, respectivamente, no

OH
tempo ¢. Partindo da terceira equagdo de Maxwell, na forma diferencial: rot(E) = ~ Se S

¢ uma superficie nas hip6teses do teorema de Stokes:

fgsE:/Lrot(E)dS:—//S%—iIdS.

H
Se H é de classe C, entéo/ 6_ ds = 2 // H dS; logo:
g Ot ot J)g

p-_9 //HdS.
s ot JJs

Esta igualdade é chamada de lei de Faraday. E ¢é a voltagem ao longo da curva 95 e
oS

/ / H dS é o fluxo magnético. Assim, a lei de Faraday afirma que a voltagem ao longo de
S

uma curva fechada é igual a menos a razdo do fluxo magnético através da superficie.
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9.3 Interpretacao do Teorema de Stokes

O teorema do valor médio para integrais de fun¢des de uma varidvel é valido em vérias varia-
veis. De fato.
Sejam K C R”" fechado, limitado e f : K — R continua; entdo existe P, € K tal que:

Se n=2, entdo // flz,y)dxdy = f(Py)ar(K), onde A(K) é a drea de K.
K

Se n=3, entdo /// flx,y,z)dedydz = f(Py)vol(K), onde é o volume de K.
K

Seja F' um campo de classe C! definido em A C R? que representa a velocidade de escoamento
de um fluido no ponto (z,y, 2) € A. Se a componente tangencial de F' ao longo de uma curva
fechada, é ndo nula, teremos contribui¢do para um movimento circulatério.

Sejam P € A ee > 0 (¢ pequeno). Denotemos o disco fechado centrado em P € A e raio ¢ por:
D.(P) ={R e A/|R - P| < e} eT o vetor tangente unitério a dD.(P); D.(P) é fechado e
limitado; entdo, pelo teorema do valor médio, existe P. € D, (P) tal que:

f{ F = // rot(F)dS = rot(F)(P.) e,
OD:(P) D.(P)

Seja 7i(P) o vetor normal unitario em P; logo:
_ 1 _
rot(F)(P) - #(P) = lim —— 7{ F)
OD:(P)

pois, P.Psec0. Logo, a componente rot(F) em qualquer direcio normal ¢ o limite da circu-
lagdo de F por unidade de area. Fixado P, o rot(F) é definido quando o limite anterior atinge
seu valor maximo, o qual ocorre quando o limite da circulagdo por unidade de area atinge seu
valor maximo (quando a drea tende a zero). Em Dinamica de Fluidos o rotacional de um campo
num ponto é dito vortice local.

Se S e S; sdo superficies tal que C' = 051 = 053, nas hipoteses do teorema de Stokes, entdo:

//Slrot(F)dS: C+F:— CF:—//SQTOt(F)dS

z

Figura 9.13:
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9.4 Caracterizacdo dos Campos Conservativos no Espaco

Teorema 9.2. Seja F' um campo de classe C1 definido em R?, exceto para um niimero finito de pontos.
Sdo equivalentes as seguintes condigdes:

1. j{ F = 0 para toda curva fechada de classe C por partes.
c

Py
2. / F independe da curva de classe C* por partes que liga Py e Ps.
Py

3. F é um campo conservativo.

4. rot(F) = 0.

Prova: 1 = 2. Sejam (' e C; curvas de classe 1 por partes ligando P; e Px:

i)

Figura 9.14:

Logo, C = C; U, é uma curva fechada; pela hipé6tese:

OZ%F:/ F+/ F
C ot .

entdo, |, o F=—] 5 F' e a integral independe do caminho escolhido.

2 = 3. Definamos F = (F, F», F3) tal que:

x y z
f(z,y,2) :/ F1(t,0,0) dt+/ Fy(z,t,0) dt—l—/ Fs(z,y,t)dt.
0 0 0

A fungédo f : R? — R é bem definida, pois as integrais s6 dependem dos pontos finais. Calcu-
lando diretamente, obtemos: V f = F’; logo F' é conservativo.

3 = 4. Inmediata.

4 — 1. Pelo teorema de Stokes:

féaSF -/ /got(F) as = 0.
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9.5 Teorema de Gauss

O teorema de Gauss, ou da divergéncia, relaciona a integral tripla sobre um sélido de R* com
a integral sobre a superficie formada pelo bordo do sélido. Intuitivamente, uma superficie é
fechada e limitada se separa o espaco numa parte interna e outra externa, como por exemplo o
elipséide ou a esfera. Uma supeficie fechada e limitada é bordo de um sélido no espaco.

Seja W C R? um sélido tal que OW = S seja uma superficie fechada e limitada. Por exemplo,
se W = {(z,y,2) € R? /2% + y?> + 22 < 1}, entdo OW = S? é a esfera unitaria.

Definicdo 9.2. 0W é dito orientado positivamente se o vetor normal a OW aponta para fora de W.

Z |

|
.

~
-

e mm e ————
- -
-

L . .

-
S

-
~

Figura 9.15:

Teorema 9.3. (Teorema de Gauss)

Seja W C R3 um sélido tal que OW = S é uma superficie fechada e limitada, orientada positivamente.
Se F um campo de vetores de classe C* definido no conjunto aberto U tal que W C U, entio:

//SFdS = ///Wdiv(F)da:dydz

Exemplo 9.3.

[1] Calcule // FdS,onde F(x,y,z) = (4z,—2y?,2?) e S é a superficie limitada por 2% +y* = 4
S
talque 0 < z < 3.
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Figura 9.16: Exemplo [1]

Seja 0 s6lido W = {(z,y,2) € R3 /2% +4? < 4, 0 < 2 < 3} é 0 s6lido limitado por um cilindro e
fechado por dois planos paralelos; denotemos por OW = S. Aplicaremos o teorema de Gauss:
div(F)(z,y,z) =4 —4y + 2%, logo:

//SFdS: ///W(4_4y+2z)dxdydz;

em coordenadas cilindricas, obtemos: div(F)(r,0,z) = 4 —4rsen(f) +2zcom 0 < r < 2,
0<6<27me0 <z <3;entdo:

FdS = (A4—4y+2z2)dedydz = e 2(4—47“sen(9)+22)7“drdzd0
5 w o Jo Jo

= 84m.

[2] Calule // FdS, onde F(x,y,2) = (y2%,22% 2% + y?) e S é a superficie definida por z =
S
x2+y2talque0 <z<l1.

Figura 9.17: Exemplo [2].

Nao podemos aplicar diretamente o teorema de Gauss, pois S ndo limita um sélido. Para
aplicar o teorema de Gauss, "tamparemos”o paraboldide com um disco de raio 1.



206 CAPITULO 9. TEOREMAS DE STOKES E GAUSS

Figura 9.18:

Seja W o sélido com normal (0, 0 ) 1) tal que OW = SUS;, onde S e a superficie parametrizada
por ®(z,y) = (z,y,1) tal que 22 + y? < 1. Pelo teorema de Gauss:

/// div(F d$dydz—//FdS+// FdS;.
S1
Note que div(F') = 0; logo, //FdS:—// FdS; e:
S S1

21 1
// FdS1=—// (332—|—y2)da:dy:—/ / r3drd =L,
S1 22 4y2<1 o Jo 2
T
Fds==I.
/S as =T

[3] Verificaremos que o fluxo do campo de quadrado inverso através de qualquer superficie
fechada e limitada, bordo de um sélido que contém a origem é 4 k 7. Veja o capitulo 4.

entao,

Notemos que o campo de quadrado inverso F nao é de classe C* em W, onde S = oW

Seja B. uma bola aberta centrada na origem de raio ¢ > 0 contida em W, denotemos por
Se = 0B.. O campo F' é de classe C' em W. = W — B,; aplicando o teorema da divergéncia,
onde OW, = SUS; e div(F

0—/// div(F da:dyclz-//FCZS—I—//EFCZS67

entao,
/ / Fds = / / Fds..
O vetor normal a S; é 7 _ Playz) P(ax y,z), onde P é o vetor posicdo, logo:
Pyl ~ e 0 F i

//Fds_ [ Fas: _//E[”;;p;y’y, | [P as
—2// dS. = 4k .
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Se (0,0,0) ¢ W, entdo o campo de vetores de quadrado inverso F é de classe C! em W; como
div(F) = 0, pelo teorema de Gauss:

[[ pas= [ auteyasapa: —o

9.6 Interpretacdo do Teorema de Gauss

Sejam F' um campo de classe C'! definido em A C R3, P € A, para £ pequeno, denotamos por
B. = B.(P)={R € A/||R — P|| < e} eS. = 0B.. Suponha que F representa a velocidade de
escoamento de um fluido no ponto (z,y, z) € A. Logo,

// FdS:/// div(F) dz dy dz.

Pelo teorema do valor médio, existe P. € B tal que:

/// div(F) dz dy dz = div(F)(P.) vol(B:);

entao:

div(F)(P.) = @ // Fds.

Aplicando limite:
— 1 a
Giol V(P = T — L F.
Z’U( )( ) EI—I}%) UOZ(Ba) ngs

div(F)(P) é o valor limite do fluxo por unidade de volume sobre uma esfera de centro P. Se
div(F)(P) > 0, entdo P é dito fonte pois o fluido "sai"de P e se div(F)(P) < 0, entdo P ¢ dito
poco, pois o fluido "entra"por P. (Veja a proxima aplicagdo).

9.7 Aplicacao

Seja 2 C R3 regido de tipo IV, como nas hip6teses do teorema de Gauss.

Consideremos x = (z,y,2) € Q, H = H(t,x) e p = p(t,x) tais que para cada ¢, H seja um
campo de vetores de classe C! em ) e p uma fungdo com valores reais de classe C'! em .
Dizemos que H e p possuem uma lei de conservagdo da massa quando:

0 ] ptoasas=— [

para toda regido 2 C R? de tipo IV, onde J = p H. Se p é uma densidade de massa ou carga e
H o campo de velocidade de um fluido, a defini¢do expressa que a variagdo da massa total em
(1 é igual a razdo com que a massa flui para o interior de 2. Note que:

d ap
%///dea:dydz—///gadxdydz.
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Se denotamos por div(.J) a divergéncia de J calculada para cada ¢ fixo, pelo teorema de Gauss:

//(,mJ: ///deu);
///Q [di”(‘]) +%} dx dy dz =0

para toda regido 2 C R3; entdo, (1) é equivalente a:

logo, (1) é equivalente a:

. op
(2) div(J) + 5= 0.

A equacdo (2) é chamada de continuidade. No caso em que a densidade seja constante; de (2)
temos que div(J) = 0.

Seja T' = T'(t,x) uma funcdo de classe C? que representa a temperatura de um corpo no instante
t; entdo F' = —VT é o fluxo do calor. A densidade de energia, isto é, a energia por unidade de
volume é cpy T, onde ¢ é uma constante chamada calor especifico e py a densidade de massa,
que consideraremos constante. Definamos o campo de vetores:

J=1F,

onde 7 é a constante de conductividade. O campo J é chamado fluxo de energia.
Afirmacdo: A energia se conserva, isto é, satisfaz (1) ou, equivalentemente (2).

De fato:
div(J) = div(—7 VT) = -1 A(T);

por outro lado:

dp 0 B oT
i a(cpo T) =cpo TR
Logo (2) é equivalente a:
or
(3) e o? A(T).

Onde 62 = -Z- é a constante de difusividade térmica.
€Po

A equagdo (3) é chamada equacdo do calor, a qual determina completamente a evolugdo da
conducgédo do calor num sélido.

Se T’ é estaciondria, isto é, ndo depende de t, entdo, temos a equagdo de Laplace:

A(T) = 0.
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9.8 Interpretacao da Divergéncia

Da equgdo (2), temos:
0
8—;’ = —div(J);
logo, a divergéncia é a taxa de variagdo da densidade do fluido num ponto.
Se div(J) > 0 num ponto, sua densidade diminui, ou seja, o fluido estd se expandindo.
Se div(J) < 0 num ponto, sua densidade aumenta, ou seja, o fluido esta se contraindo.

Se div(J) = 0 em todos os pontos, a densidade é constante, ou seja, o fluido permanece em
equilibrio.
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9.9 Exercicios

Teorema de Stokes

1. Determine o campo de vetores F'(z,y, z) tal que rot(F)(z,y,z) = (2,1,3). Determine a
circulacdo de F' ao longo do circulo de raio 1 no plano zy, centrado na origem, no sentido
que preferir:

(a) Calcule diretamente.

(b) Calcule utilizando o teorema de Stokes.

2. Considere o cilindro C = {(z,y,2), > + y> = 2,0 < z < 2}. Utilizando o teorema
de Stokes calcule o fluxo do campo de vetores F'(z,y,2) = (x,y, —2z) através de C no
sentido da normal exterior.

3. Calcule a circulagdo do campo de vetores F'(z,y,2) = (2y 2,0,z y) ao longo de W onde
W = {(z,y,2)/2®> +y* — 222 = 0,0 < 2z < 1}, no sentido que preferir.

4. Utilize o teorema de Stokes para calcular:
j{ (z4+y+ 6932) dr + (z — 2+ In(1 +y?)) dy + sen(2 2) dz,
c
onde C é parametrizada por y(t) = (cos(t), sen(t), sen(2t)), t € [0,27].

5. Calcule o fluxo do rotacional do campo F(z,y,z) = (—y?,z, 2%) através da intersegdo de
2?2 +y?> =1ey+ z = 2, com normal exterior.

6. Calcule:

(a) j{ zdx + (x+y)dy + (x +y + z)dz, onde C é a curva de equagdes paramétricas:
xC: asen(t), y = acos(t), z = a (sen(t) + cos(t)), 0 <t < 27.

(b) 7{ y? dx + 2* dy + 2% dz, onde C é o contorno do tridangulo de vértices (a, 0,0),
(OC:a, 0) e (0,0,a).

(0) j{ (y —2)dx + (2 —z)dy + (x — y) dz, onde C é a curva de interse¢do do cilindro
ciicular 2> +y*=1comoplanoz +z = 1.

(d) / / rot(F)dS, onde S é a porgdo do paraboléide z = 4 — 22 — y? intersectada pelo
s

plano zy.
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7. Sejam P, () e R fun¢des de classe C' 1 definidas num aberto de R?. Em que caso:

j{ P(z,y,2) dv + Q(z,y,2) dy + R(x,y,2) dz = 0,
c
para toda curva fechada C?

8. Considere a superficie S = {(z,y,2) € R3 /2 = /22 + y?; 1 < 2 < 3}. Calcule:

/ /S rol(F) dS,

9. Seja W o sélido limitado pelos paraboldides z = 22 +2y% e 2 = 12 — 222 — 3% Se
F(z,y,z) = (x,y, 2), calcule o fluxo para fora do campo F através da fronteira de V.

onde F(z,y,2) = (y 2z, —x 2, 2%).

Teorema de Gauss

1. Seja W o sélido limitado por 2?2 +y?> =4, 2 = 0e z = 3. Calcule o fluxo de F através da
superficie S = W, com campo de vetores normais exterior a .S, se:

@) F(z,y,2) = (z,y,2)
(b) F(z,y,2) = (—y,,0)
(c) F(z,y,z2) = (22,0, 2)
) Flo.y,2) = (4% 2, 22)

2. Suponha que W = S nas hipéteses do teorema de Gauss e que f é uma fungdo de classe
C?, harmonica sobre W. Verifique que:

J[ aradenas = [[[ oraats) P az dy -

3. ] Calcule o fluxo do campo de vetores:
F(z,y,2) = L (z,y,2)
Y z2 4+ y? + 22

através da superficie do s6lido W limitado pelas esferas 22 +y?+2? = 9e 22 +y>+2? = 16,
orientadas com sentidos opostos.

4. Calcule o fluxo do campo de vetores F(z,y,z) = (2x,—1,2) através da superficie do
tetraedro determinado pelo plano 2z + y + 3 z = 6 e pelos planos coordenados.

J[.Fas

onde F(xz,y,z) = (22,y?, 2%) e S é obordo do cubo @ definido por [1, 1] x[-1,1] x [-1, 1].
p

5. Calcule:
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6. Calcule o fluxo de F(z,y,2) = (2xy + z,y?, —x — 3 2) através da superficie do sélido W
limitado pelos planos coordenados e por 2 + 2y + z = 3.

7. Se F(z,y,2) = (z,y, 2), verifique que o fluxo de F através da superficie S de um sélido
qualquer W é o triplo do volume de W.

//S Fla,y,2)dS,

onde F(x,y,z) = (2x,y,22) e S é a fronteira da regido limitada pelo cilindro 2%+ = 16,
z=0ez=2.

8. Calcule:

1

Seja f(r,y,2) = —(——————:
ja f(z,y,2) o

(a) Verifique que f é¢ harmonica em R3, exceto na origem.

(b) Calcule / / grad(f)dS, onde S é a esfera de raio 1 centrada na origem.
s



Capitulo 10

COMPLEMENTOS DE CAMPOS DE
VETORES

Neste capitulo aprofundaremos alguns dos conceitos e teoremas ja estudados nos capitulos
anteriores, com acréscimos importantes nas aplicagdes. Para uma melhor compreensdo dos
topicos que trataremos, recomendamos conhecimentos bédsicos de Algebra Linear.

10.1 Introducao

Neste paragrafo apresentaremos os conceitos mais utilizados nos capitulos anteriores, do ponto
de vista da Algebra Vetorial. Todos estes resultados sdo, essencialmente, exercicios de deriva-
das e da regra da cadeia. Para detalhes, veja [VC].

Considere V o operador definido nos capitulos anteriores, em coordenadas retangulares:

onde {i, j, k} é a base canonica de R3. De forma anéloga, define-se para o R?.

Dos capitulos anteriores, sabemos que o operador V possui uma um cardter tanto vetorial
como diferencial, isto é, o operador atua sobre campos de vetores e fun¢des diferencidvéis. No
que segue do capitulo, todas as fun¢des e campos de vetores serdo definidos num conjunto
aberto do R? ou do R? e pelo menos devem possuir as primeira derivadas parciais, definidas

213
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no conjunto aberto. Entado, temos:

of - Of - Of »
Vs = grad(f) = i+ 25 R

oFy, 0F, O0OF3

F=divF =
\Y div 8:c+8y+82’

8F3 8F2 - 8F1 8F3 - E)FQ 8F1 —
F=rotF = - _ _ K
VX rot [&y 8,2}1 [8,2 8$]J+[8x 8y]

=¥ o
58| e
IR o

O operador V é linear; de fato, sejam f e g fungdes, F' e G campos de vetores e « e 3 constantes,
entao:
Viaf+Bg9)=aVf+BVyg,

V- (aF+p8G)=aV-F+V-G e
Vx(aF+pG)=aVxF+pVxG.

Segue diretamente das defini¢des:

Proposicao 10.1.

Sejam f uma funcéo real, F' e G campos de vetores definidos no aberto U C R?, entdo:

1. V(fg) =gV f+[fVg.
2.V (fF)=fV-F+Vf-F.
3.VX(fF)=fVXxF+VfxF=fVxF-FxVf{.
4. V- (FxG)=(VxF)-G—-(V-G)-F.

As provas destas identidades sdo essencialmente execicios de derivadas. De fato, vejamos a
identidade 2.:

0 0 0
V'(fF)Z%[fFl]+8—y[fF2]+&[fF3]
OF; OF: OF: 0 0 0
=f 8;+ 8y2+ a; +F16—£+F26—5+F38—§

—fV-F+Vf F
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A identidade 3:

VX (fF)=

of of | » of of | = of o |
—|—|:F3ay F282:|1—|—|:F1%—F3%:|J+|:FQ%—F18—2U k
=fVxF+V/fxF

De forma andloga, definamos o seguinte operador linear que possui caracteristicas semelhantes
as do anterior.

O operador de Laplace ou laplaciano, denotado e definido por:
A=V?’=V-V.

Seja f uma funcdo de classe C?, definida no aberto U C R3; entdo, em coordenadas retangula-
res:

Af:VQf:V-Vf:%Jr%Jr%,
isto é: Af = div grad(f). Andlogamente para n = 2.
Proposicao 10.2.
Sejam fe g funcdes de classe C? definidas num aberto U C R", entdo:
1. V- (fVg)=fAg+Vf-Vg.
2. V- (gVf)=gAf+Vg-Vf.
3. A(fg) =fAg+gAf+2Vf- Vg Emparticular

A(f2) =2fAF+2|VF*
O operador de Laplace é fundamental na Teoria do Potencial. A equagédo diferencial parcial:
Af =h,

é chamada equagao de Poisson, e no caso em que h = 0 é dita equacdo de Laplace; as solugdes
da equacgdo de Laplace sdo chamadas fun¢des harmonicas. A equagdo de Poisson e a equacdo
de Laplace possuem solugdes tinicas, dependendo das condigdes de contorno.
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Exemplo 10.1.

[1] A fungdo f(z,y,2) = ax + by + c z é claramente harmonica.
1

[2] A fungdo f(z,y,2) = ————= é harmonica. De fato:
Va2 +y? + 22
o x 1 22 —y? -2

or2 %_($2+y2+22)3/2_ (22 + 2 + 22)5/2’

0% f ol Y x4 2y - 2P
Oy? Oy | (x2 + y2 + 22)3/2 | o (22 + 2 + 22)5/2

?fr o z 1 —a? -yt 4222

022 0z | (a2 + 12+ 2P| (a2 +y? + 22)P2

logo, A f(z,y,z) = 0.

Seja F' = (Fy, F», F3) um campo de vetores de classe C?; entdo, denotamos e definimos:

AF = AF i+ AR+ AFK.

Exemplo 10.2.

[1] Considere o vetor posicdo F(z,y,2) =z i+ yj+ zKk.
Claramente A F(x,y,z) = 0.

[2] Considere o campo de vetores F(z,y, z) = 2221 + y% 22 + 22 22 K. Determine A F.
AF, =22+, AR =202+ e AF3=2(*+2%);

logo:

AF(z,y,2) =2 +2) i+ 202+ 22)j+2@% + 22k

Proposigao 10.3.

Sejam fe g fungdes reais, F e G campos de vetores de classe C? definidos no aberto U C R3,
entao:

1. V- (fVg—gV[f)=fAg—gAf.

22.Vx(VxF)=V(V-F)-AF.
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10.1.1 Aplicagdes
Identidades de Green

Como primeira aplicacdo, apresentaremos as chamadas Identidades de Green. Seja W C R?
uma regdo tal que OW = S nas hip6teses do teorema de Gauss. Sejam f e g fungdes de classe
C? e 11 0 vetor normal exterior a W, entdo

1. Primeira Identidade de Green:

//vag'ﬁdsz///W(fA9+Vf'Vg)da:dydz,

2. Segunda Identidade de Green:

//S(fw‘gvffﬁdS: ///W(ng—gAf)dxdydz.

De fato, a primeira identidade de Green sai de 1. da proposigao 10.2. De fato:

J1), - v dsais = [[[ 1009195 dsaya

aplicando o teorema de Gauss:

///WV-(ng)d:z:dydz://S(fvg) ads

Subtraido 1. de 2. da proposi¢do 10.2 e aplicando o teorema de Gauss, obtemos a segunda
identidade de Green.

As Equacdes de Maxwell

As equagdes de Maxwell sdao um sistema de equagdes que descrevem todos os fendmenos ele-
tromagnéticos cldssicos (ndo quanticos) e suas interagdes com a matéria:

V-D =p, Lei de Gauss
V-B=0 Lei de Gauss para o magnetismo
B
VxFE= _a8_t Lei de indugdo de Faraday
oD .
VxH=J+ 5 Lei de Ampere - Maxwell,

onde:

py € a densidade volumétrica de carga elétrica (unidade SI: coulomb por metro ctibico), ndo
incluindo dipolos de cargas ligadas no material.

B ¢é a densidade superficial de fluxo magnético (unidade SI: tesla), também chamada de indu-
¢ao magnética.
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D é o campo elétrico de deslocamento ou densidade superficial de campo elétrico (unidade SI:
coulomb por metro quadrado).

E é a intensidade de campo elétrico (unidade SI: volt por metro).
H é a intensidade de campo magnético (unidade SI: ampére por metro)
J é a densidade superficial de corrente elétrica (unidade SI: ampere por metro quadrado)

Como o vacuo é um meio linear, homogéneo e isotrépico (desprezando pequenas nao-linearidades
devido a efeitos quanticos). Caso ndo haja presenca de correntes ou cargas elétricas, obtém-se
as equagdes de Maxwell no vécuo:

1) V-B=0
2) V- -E=0

1 0F

B  VxB=Z%
1 0B
@ VxE=-C%0

onde E é o campo elétrico, B é o campo magnético e c a velocidade da luz no vacuo (em cgs).

De (4) temos:
1 0B
E)=—--V x —.
(5)  Vx(VxE) chat
Derivando (3) em relagéo a t:
%) 1 0°E

Por outro lado, temos (exercicio) que o operador V e a derivada em relagdo a ¢, comutam:

0 0B
aVXB—VXE

De (5), (6) e identidade 2, da proposicdo 10.3, temos:

1 9%F
AR =55

Esta é a equacdo da onda para o campo elétrico. Veja [VM].

10.2 Mudangas de Coordenadas

Como estudamos nos capitulos anteriores, a utilizagdo das coordenadas cartesianas nem sem-
pre sdo as mais adequadas para descrever algumas situagdes geométricas. Muitas vezes os
fendmenos estudados apresentam, por exemplo, simetrias, as quais ndo sdo claras em coorde-
nadas cartesianas. Neste paragrafo apresentaremos sistemas de coordenadas mais gerais que
os estudados anteriormente. Também apresentaremos as respectivas mudangas de base no es-
pago vetorial R®. As mudancas para R? ficam para exercicio. O linguagem e os conceitos que
utilizaremos neste pardgrafo sio da Algebra Linear bésica.
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Em geral, dadas uma mudanga de coordenadas:

= z(u,v,w)
y(u, v, w) (10.1)

= Z(“? ,U, w)?

[N
Il

tal que a matriz jacobiana é ndo singular, localmente, podemos resolver o sistema (10.1) de
forma tinica para u, v e w em fungdo de de z, y e z, isto é:

u =u(z,y,2)
v =,y 2)
w =w(zr,y,2).

Logo, a cada ponto (z,y, z) corresponde um tnico (u, v, w) e vice-versa.

10.2.1 Bases

Se fazemos v e w constantes , entdo o sistema (10.1) representa a equacdo paramétrica de uma
curva coordenada. De forma analoga, fazendo constantes as outras varidveis do sistema (10.1),
obtemos 3 curvas coordenadas. Note que estas curvas sdo regulares.

O sistema de coordenadas induzido pelas curvas coordenadas formam um sistema com uma
nova base ortonormal {€;,, ey, €y}, onde os vetores da base sdo os vetores tangentes unitarios
ds curvas coordenadas.

De fato, seja {;, f, E} a base candnica de R? e denotemos o vetor posigdo por:
R(u,v,w) = x(u,v,w) i+ y(u, v, w)j—l— z(u, v, w) K,

entdo a base {ey, €y, ey} é dada por:

o LOR L 1OR . 10R
Yohy, Oul Y hy O Y hy 0w’
onde:
OR OR OR
= |28 =28 hw:'%.

As quantidades h,,, h, e h,, sdo ditas fator de escala da base {€;,, €y, €y} em relacdo a base
candnica de R3. Nao é dificil ver que {ey, €y, €y} € uma base ortonormal de R3.

A anélise anterior ainda continua vélida se em vez de aplicada a descricdo de R? a utilizamos
para introduzir um sistema de coordenadas numa superficie. Veja o exemplo [2].

Exemplo 10.3.

[1] Coordenadas cartesianas. No caso em que a base é {;, f, 12}, temos:
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—

onde h, = hy = hy, =1,ex =1, € :j e”:l_{.

[2] Coordenadas toroidais. Considere a parametrizagdo do toro:

u(r,0,¢) = (a+rsen(¢))cos(d)
v(r,0,¢0) = (a+rsen(p))sen(d)
w(r,0,¢9) =rcos(p),

onde0<r<a0<60<271e0<¢ <. Logo, temos:

R(r,0,¢) = [a+ rsen(¢)] cos(0) i+ la+7sen(9)] sen(0)j + r cos(d) K.

Figura 10.1: Coordenadas no toro

Logo:
@R g > —
5 = sen(¢) cos(0) i+ sen(¢) sen(0)j + cos(¢) k,
OR - -
50 = —(a+rsen(¢)) sen(0)i+ (a+ rsen(¢)) cos(0)],
OR - o .
% = rcos(¢) cos(0)i+ rcos(p) sen(0)j — r sen(p) k.

Entdo, h, = 1, hg = a + r sen(¢) e hy, = r e a base do sistema é:

—

sen(9) 005(9) + sen(qb) sen(6) j + cos(9) k,
—sen(0) 1+ cos(0) ],

(
05()

—

cos(0) 1 + cos(¢) sen(8) j — sen(¢) k.

%l qbl =l
Il
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Equivalentemente:

—sen(0) cos(6) 0

{e}] {cos(@) sen(¢) sen(0)sen(¢p)  cos(¢) ]
€y | —
cos(0) cos(p) sen(0)cos(p) —sen(op)

R el

€

A transformacao inversa é:

0
sen(f) sen(p) cos(0)  sen(f)cos(p)| |e€p

|:cos(9)sen(¢)) —sen(0) cos( )cos((b)] |:e_}:|
cos(¢p) 0 —sen(¢p) .

L] )

€

Figura 10.2: O toro com seu sistema de coordenadas

10.3 Operador Nabla numa Base Arbitraria

Os operadores definidos anteriormente dependem do sistema de coordenadas escolhido. De
fato, na base ortonormal {€y,, ey, €y}, temos:

Gradiente
Laplaciano
e ot 7l ot v R bk A R b e

Seja I' = (F,, F,,F,), onde F,, = Fi(u,v,w), F, = Fy(u,v,w) e F, = F3(u,v,w) tal que
F = (Fy, F», F3), isto é, um campo de vetores na base {ey, €y, ey}
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Divergéncia
1 0 d 0
V.-F= RED [hy by By + % (7 by By ] + aw[h“h“Fw]
Rotacional
hu €4 hv e_{/ hw Cw
1
VxF:m % é% 8% = A(u,v,w) ey + B(u,v,w) ey + C(u,v,w) €y
hy By hy By hy F
onde:
1 0 d
A(u, v, w) e [% [hw F, ] - [hU Fv]],
1 0

ow
B(u,v,w):huhw [8w[h F) - 36 [ha F, ]}

0

v

2]

C(u,v,w) = ! [g[hva]

hy hy | Ou

Estes operadores sdo invariantes por mudancgas de coordenadas, isto é, em que o resultado
ao aplicar o operador, em qualquer tipo de coordenadas, sempre é o mesmo. Por exemplo, um
campo de vetores irrotacional em coordenadas retangulares, continua irrotacional em qualquer
sistema de coordenadas.

Exemplo 10.4.

[1] Coordenadas cilindricas parabélicas. Considere a seguinte parametrizagao:

2 2
ut — v
o(u,2) =
y(u,v,2) =uwv
z 72}72) )

onde u, v, z € R. Determine:

(a) A nova base.

(b) O gradiente, o laplaciano, a divergéncia e o rotacional neste sistema de coordenadas.
(c) Seja F(u,v,z) = vey + uey + ve,. Determine a divergéncia e o rotacional de F'.

I(z,y,2)
(a) Note que W

' = u? + v% # 0 se u ou v sdo ndo nulos. Consideremos:

u2—v2

2

R, 0, ) — { }mmzﬁ,
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logo:

Por outro lado temos que h, = h, = Vu?+v? e h, = 1. Logo, obtemos uma nova base
ortonormal {ey, €y, €, } definida por:

1

e_’ziuf—l—v', €y = —— vf—i—uj e ew=k
] S byl d "
Equivalentemente:

eu u v 0 i

ev| =|—-v u Of [j]-

e, 0 0 1 K

A transformacéo inversa é:

L ey
|
>
S |"

(b) Logo na nova base, temos:

L o 1 f4+_fﬁ

= k
vi ViZ 12 ou’ \/u2 +v2 Ov
1 [o%f  9%*f]  O°f
Af = u? + v? | u? * 81}2} * 022

1 [0, /5—— 0 0
VF:m_%[ u2+U2Fu]+%[ u2+U2F:| a—[(u +U) ]:|
1
~wraE i e [T R

Vu2 +v2e;, Vu?+v2e, k

u? + v2 ou ov 0z

VuZ+02F, Vu2+12F, F,
= A(u,v,2) €y + B(u,v,2) ey + C(u, v, 2) €.
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onde:

1 OF, 0F,

A = —
(u,’l},z) /7’“2—’—’(}2 8U 82 Y
Blu,v.z) - OF 1 OF,
u,v,2) = -
T 0z  VuZ+2 ou’
1 1 oF, OF,
C’(u,’u,z)—\/m T [uFU—vFu]—i—[au — 8’0] .
(c) Como F, = v, I\, =ue F, = v, temos:
2uv
Vo= (u2 + v2)3/2
Vuz +02e;, Vi +02e, k
1 B B 0 1 . u? —v?
VxF=— 9 9 oL g, WU o
u? 4 v Ou v Dz vu? + v? o (u? 4 v2)3/2 ez
vvVu2 +v2 uvuZ 402w

[2] Determine o gradiente, o laplaciano, e a divergéncia em coordenadas toroidais.

Lembremos que h, = 1, hg = a + 1 sen(¢) e hy = r e a base do sistema é:

— —
.

i = sen(¢) cos(0) 1+ sen(p) sen(0)j + cos(p) K,
0)1+ cos(6)],
cos(0)1 + cos(¢) sen(8) j — sen(¢) k.

Logo:

o . 10f . 10f .
V= ar e T a0% g

1 af ’f r 0°f Of hg O*f
Af—m (R—l-QTS@n(gf)))E—i—Thg?-l-h—gw-i- O<9(gf))a—¢)"|-78f¢2
Denotemos por F' = (F}, Fy, Fy), entao:
(2rsen(¢)+a)F, OF, r 0Fy OF,

V.F=

r hy or he 00
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10.4 Operador Nabla em Coordenadas Cilindricas

Considere a mudanca de coordenadas cilindricas. Se P = (z,y, 2) € um ponto no espago zyz,
suas coordenadas cilindricas sdo (r, 6, z), onde (r, ) sdo as coordenadas polares da projegao de
P no plano xy e sdo definidas por:

x = rcos(h),
y= rsen(f),
z= z,

ou, explicitamante r = Vii+y? z=ze:

arctg(%) se z,y >0,
=T+ arctg(%) se x <0,
27 + arctg(%) se x>0,y<0.

Se x = 0, entdo 6 = g quandoy > 0ef = 3% quando y < 0. Se z = y = 0, § ndo é definido.

Esta transformagdo ¢ injetiva no seguinte subconjunto:
{(r,0,2)/r >0, 00 <0 <by+2m, z € (—00,+00)}

Utilizando as coordenandas cilindricas {r, , z} obtemos que o vetor posicdo em R? é dado
por:

—

R(r,0,z) = rcos(0) f—i— rsen(@)f+ 2k,

logo:
aa—]j = cos(0)i+ sen(0)]
IR e e
59 =" sen(0)i+rcos(0)j
OR -
— =k
0z

Por outro lado temos que h, = h, = 1 e hy = r; logo, obtemos uma nova base ortonormal
{er, €p, €, } definida por:
6 =cos(0)i+sen(0)]

ey = —sen(0) i+ 608(0)5
e, -k
Equivalentemente:
€r cos(d) sen(f) 0 i
€| = |—sen(d) cos(®) 0| |
e, 0 0 1 k
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A transformagdo inversa é:

i cos(f) —sen(f) 0
j| = [sen(d) cos(0) 0| |ep].
k 0 0o 1

Exemplo 10.5.

[1] Escreva em coordenadas cilindricas o vetor posicao.

O vetor posicdo em coordenadas retangulares é F(z,y, z) = « f+yf+ 2 k; utilizando a mudanga
coordenadas cilindricas, temos:

— —

F(r,0,z) = rcos(9) [cos(0) a; — sen(0) ag| + r sen(0) [sen(f) a; + cos(0) ag| + zk = ray + z k.

1
[2] Seja 0 campo de vetores F(r,0, z) = — a;. Escreva F' em coordenadas retangulares.
r

Da mudanca de coordenadas cilindricas, temos:

2

cos(0) = E, sen(f) = y, r2 =22 + y2 e a, = cos(0)i+ sen(d) ], entdo:
r

r
F( ) 1 €T r+ Yy g
T,Y,2) = —ap = i .
Y rot a2 4y? x2+y2J
- - ,Q;‘Q —
[3] Seja F'(z,y,2) = yi+ 2j+ ———=—= k. Escreva F' em coordenadas cilindricas

V2 +y?
Utilizando a mudanca de coordenadas cilindricas, temos:

—

— sen(0) ay| + 1 cos(0) [sen(0) ay. + cos(6) ap] + r cos*(0) k
2(0) — sen®(0)) ap + r cos?(A) k.

F(r,0,z) =rsen(f) [cos(0)

= 2rsen() cos(0) ar + r (cos

10.4.1 Operadores
Considere a base {€;, €y, €, } de R3, entdo:

V—geﬁ—l—lgeﬁ—i-geﬁ
Tor " rae t T 9

O Gradiente

O gradiente de f em coordenadas cilindricas {r, 6, z} é dado por:

0 10 0
—fe_;—i-——fe?;—k ! &
or

V f(r,0,z) = 50 aez,

onde as derivadas sdo calculadas em (, 6, z).
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A Divergéncia
A divergéncia de F' em coordenadas cilindricas {r, ¢, z} é dada por:

1
V-F(r0,z) :;g[rFr] +

Vory  or,
r 00 0z’

onde F(r,0,z) = (F,, Fy, F.) e as derivadas sdo calculadas em (r, 0, z).

O Laplaciano
O Laplaciano de f em coordenadas cilindricas {r, 6, z} é dado por:

2 10 1 02 H?
_8f+ _fJr f+f

A0z =55 T 15 T o T g

onde as derivadas sdo calculadas em (7, 6, z).

O Rotacional

O rotacional de F' em coordenadas cilindricas {r, #, z} é dada por:

Uxp_L] 0 0 0
r| Jdr 00 0z
F. F, F,
_[LOF O0R) ., [0F OF]_ 1 Q[TF]_E)FT -
“r o0 oz | " ez or|° LV

onde F(r,0,z) = (F,, Fy, F.) e as derivadas sdo calculadas em (r, 0, z).

Exemplo 10.6.

[1] Seja f(x,y,2) = 2 + y* + 2%. Determine o gradiente e o laplaciano de f em coordenadas
cilindricas:

Passando a coordenadas cilindricas: f(r, 6, z) = r? + 22, entdo:

1of . Of

;%994‘&92:2?"9—;"‘2292

V f(r,0,z) = %e}—l—

0

2 2 2
Afr07) =g+ e LT 2

AR T A )

r Or  r2 002 022
1 S . . N

[2] Considere o campo de vetores F' (7,0, z) = €, + — ey + 2% ¢,,. Determine a divergéncia e o
r

rotacional de F'.
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1
Como F, =1, Fy = — e I, = 2%, temos:
T

10 10F, OF, 1
V'F(T,Q,z)—;g[rﬁ}]—l—;%—k 92 —T+22
€. rep Kk
| or 00 0z r

1 r=2 22

10.5 Operador Nabla em Coordenadas Esféricas

Considere a mudanca de coordenadas esféricas. Seja P = (z,y,z) um ponto no espago zyz.
Suas coordenadas esféricas sdo (p, 6, ¢) onde p é a distancia do ponto P a origem, 6 é o angulo
formado pelo eixo positivo dos z e 0 segmento de reta que liga (0,0,0) a (z,y,0) e ¢ é 0 angulo
formado pelo eixo positivo dos z e 0 segmento de reta que liga P a origem:

x = psen(o)cos(0)

y= psen(¢)sen(d)

z=pcos(9),
ondep = /22 +y?>+22>0,0<60<27e0 < ¢ <, oque define uma regido no espago ph¢.
Utilizando as coordenadas esféricas {p, 0, ¢} obtemos que o vetor posicdo em R é dado por:

—
.

R(p,0,) = pcos(0) sen(d) i+ psen(0) sen(¢)j + pcos(¢) k,

logo:
OR - - .
s = cos(0) sen(¢p) i+ sen() sen(¢) j + cos(¢) k
8&—? = —psen() sen(d)i+ pcos(9) sen(¢) ]

g—g = pcos(0) cos(p) i+ psen(0) COS(¢)5— psen(o) k

Por outro lado, h, = 1, hy = psen(¢) e hy = p; logo, obtemos uma nova base ortogonal
{e,, €y, e, } definida por:

— —
.

€, = cos(0)sen(¢p) i+ sen(0) sen(@)j + cos(¢) k
€ = —sen(0)i+ cos(0)]
e, = cos(f)cos(¢) i+ sen(6) cos(¢)j — sen() k.

Equivalentemente:

€ —sen(0) cos(0) 0

[e_;):| |:cos(0)sen(qb) sen(f) sen(¢p)  cos(¢)
cos(0) cos(¢p) sen(f)cos(p) —sen(¢p)

L ey

€
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A transformacdo inversa é:

cos(0) sen(¢p) —sen(f) cos(0)cos(d)]| [e,
= |sen(0) sen(¢) cos(@) sen(0)cos(d)| |€p]-
cos(¢p) 0 —sen(¢p) €5

L] )

Exemplo 10.7.

[1] Escreva em coordenas esféricas o vetor posicao.

O vetor posicdo em coordenadas retangulares é F'(z,y,z2) = f+yf+ 2 k; utilizando a mudanga
de coordenadas esféricas , temos:

F(p,0,¢) = pb,,.

1 =
[2] Seja o campo de vetores F'(p, 0, ¢) = Ssen(d) by. Escreva F' em coordenadas retangulares.
Da mudancga de coordenadas esféricas, temos:
x Y 2 2 2 a2 y Y Y x
cos(0) = , sen(f) = , 7 +y° = p° sen (¢p) e by = —sen(0)i+ cos(f)j; entdo:
(0) = oy sen(®) = Lo (4) (O)1+ cos(0)
F(z,y,z) = ! bp=-——2 i+ 2 3
T psen(9) 0T T2 T2t
10.5.1 Operadores
Considere a base {€,, €y, €;} de R?, entdo:
V—geﬁ—i- ! ge —1—136’
" 9p " psen(¢) 90" p g

O Gradiente

O gradiente de f em coordenadas esféricas {p, 6, ¢} é dado por:

of L of . 1of

Vf(p,0,0)= 8pep+mae €y + — 599 €%,

onde as derivadas sdo calculadas em (p, ¢, ¢)

A Divergéncia
A divergéncia de F' em coordenadas esféricas {p, 6, ¢} é dado por:

1 0
VF(p>07¢) Qap[ Fp]+

1 0Fy 1 0
psen(d) 00 * psen(0) dp [sen(9) Fo).

onde F(p,8,¢) = (F,, Fy, F) e as derivadas sdo calculadas em (p, 6, ¢)
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O Laplaciano

O Laplaciano de f em coordenadas esféricas {p, 0, ¢} é dado por:

0°f ,20f , 1 &f , cotg(0) Of 1 9f

A 0 = — — Y5 A o a . 9 9/ N\ an2
f(P7 7¢) 8/)2 p Op p2 8¢2 p2 B p2 sen2(¢) 902’

onde as derivadas sdo calculadas em (p, 0, ¢)

O Rotacional

O rotacional de F' em coordenadas esféricas {p, 0, ¢} é dado por:

b, psen(¢)bs pby
1 ) ) )
VS @) | 0 9%
F, psen(¢)Fy pFy
= A(p,6,¢) by, + B(p,0,6) by + C(p,6,¢) by,
tal que:
1 0 0
A(p,0,9) = 2 sen(d) [% [pFy) — a—¢[P5€”(¢) Fa]}
_1oF, 9O
B(p.0,¢) = p[(% 9 [pF¢]]
1 ) OF
C(p,0,0) = p5en(d) [8_/) [psen(¢) Fy| — a—ep]

onde F(p,0,¢) = (F,, Fy, Fy) e as derivadas sdo calculadas em (p, 0, ¢)
Exemplo 10.8.

[1] Seja f(z,y,z) = /2?2 4+ y? + z2. Determine o gradiente e o laplaciano de f em coordenadas
esféricas.

Passando a coordenadas esféricas: f(p, 0, ¢) = p?, entdo:

VH(0.0.0) = 5L 6 =205,
0? 20
A(p6,0) = G + = 5 =6

[2] Considere o campo de vetores F(p,0,¢) = p?e, + pcos(d) €y + psen(f) ;. Determine a
divergéncia e o rotacional de F.
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Como F, = p?, Fp = pcos(0) e Fy = psen(f), entdo:

=4 p+ cos(20) cosec(0)
e,  psen(d)e Pes
p  p?sen(p)cos(0) p*sen(d)

= 2cos(6) b_;, — 2sen(0) by + 2 cos(h) b;

10.6 Campos de Vetores Soleinoidais

10.6.1 Introducgao

231

Lembremos que um campo de vetores de classe C' é soleinoidal se sua divergéncia é nula; isto

é:
V-F=0.

Os campos de vetores soleinoidais e/ou irrotacionais desempenham um papel fundamental
em algumas 4reas aplicadas. Por exemplo, dado F' um campo de vetores de classe C''podemos

ter:

1. Solenoidal e irrotacional se: div F' = 0 e rot F' = 0, como, por exemplo, campos eletrosta-

ticos numa regido sem cargas.

2. Solenoidal e rotacional se: div F' = 0 e rot F' # 0, como, por exemplo, campos magnéticos

estaticos num condutor com corrente.

3. Nao solenoidal e irrotacional se: div F' # 0 e rot FF = 0, como, por exemplo, campos

eletrostdticos numa regdo com cargas.

4. Nao solenoidal e rotacional se: div F' # 0 e rot F' # 0, como, por exemplo, campos elétri-

COS NnumM meio com cargas com um campo magnético que varia no tempo.

Nos seguintes pardgrafos apresentaremos uma caracterizacdo dos campos soleinoidais seme-

lhante a caracterizagdo dos campos irrotacionais.
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10.6.2 Potenciais Vetoriais

Sabemos que dado um campo de vetores F' de classe C' tal que rot(F) = 0 isto significa, que
existe ¢ de classe C? tal que:
F=-V¢

e a funcdo ¢ é o potencial do campo F.

Definimos e denotamos o potencial vetorial A do campo F por:
F=VxA.
Notemos que este campo é solenoidal:
divF =V -(VxA)=divrot A=0.
O potencial vetorial de um campo néo é tinico. De fato:
Vx(A+VY)=VxA+VxVe=VxA,

para qualquer ¢ de classe C? O problema reciproco da existéncia do potencial vetorial de um
campo de vetores é verdadeiro. E o que assegura a préxima proposicao.

Proposicao 10.4.

Se F' é um campo de vetores solenoidal, isto é V - F' = 0, entdo existe um potencial vetorial A
de F.

Seja F' = (Fy, Fy, F3) e A = (A;, Ag, A3), entdo F' = V x A é equivalente a

8A3 8A2 .
By 0e
8A1 8A3 .
0 or
8A2 8A1 o
B oy v

Como ndo temos unicidade do potencial, faremos uma escolha arbitraria para apresentar o
potencial vetorial. Considere A; = 0 (outras escolhas podem ser feitas). Integrando o sistema

anterior: N

A2=/ Fzdx + ha(y, 2), A3=/ Fydx + hs(y, 2),

0 0
onde hy e hs sdo fungdes arbitrdrias independentes de z. Da primeira equagdo do sistema,

temos:
0A3 0As T OFy Ohs Ohs
2 Z — ——dx 4+ — - —=

Ay 0z v OT oy 0z’
sabendo que V - F' = 0 e integrando em relagao a z, temos:
8A3 8A2 8hB 8hQ
— - 2 =F — I — - =,
83/ B 1(33,% Z) 1(.1‘0,3/, Z) + 82/ Oz



10.6. CAMPOS DE VETORES SOLEINOIDAIS 233

y
Como hy e h3 sdo fungdes arbitrérias, escolnemos ho = 0e hg = / Fi(x0,y,2) dy e temos:
Yo

Ay = Fs(x,y,z)dx

o

Y T
A3:/ F1($07y7z)dy_/ FQ(xuyaz)d‘T’

Yo xo
As fungdes arbitrdrias ho e hz ndo sdo tnicas. Claramente a estas coordenadas podem ser

somadas constantes ou gradientes sem afetar o campo definido.

Exemplo 10.9.

Determine, se existir o potencial vetorial de F, se:
(1] F(a,y,2) = yitaj.

Calculemos a divergéncia de F*:
V-F =0,

o campo é solenoidal. Facamos A; = 0, entdo:

Ay =0
v x 2_ .2 .2 .2
Asz/ydy—/ pdr =2 "% N " %
Yo o 2 2
Logo:
A-Log
2 9y

onde consideramos xg = yy = 0.
[2] F(x,y,2) = cos(z)i+ (ysen(z) —y?)j+ 2y z k.

Calculemos a divergéncia de F*:
V- F = —sen(z)+sen(r) —2y+2y =0,

o campo é solenoidal. Fagamos A; = 0, endo:

T
As :/ 2yzdxr =2y z(x — x9)

zo

Az = /y cos(xo) dy — /x(y sen(z) —y*) dx = y cos(z) +y* (x — o) — yo cos(xo).

Yo o

Logo:

A=2yz(z—x0)j+ (ycos(x) +y* (x — z0) — yo cos(z0)) K.
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10.6.3 Caracterizacao dos Campos Soleinoidais

O seguinte teorema é andlogo ao da caracterizagdo dos campos conservativos via o conceito de
irrotacionalidade.

Teorema 10.1.

Seja I um campo de vetores de classe C'! definido num conjunto aberto. Sdo equivalentes:
1. F=V x A
2.V-F=0
3. //S F dS = 0 para toda superficie tal 90S = e S C W.

Observe que 1 < 2; do teorema de Gauss segue que 2 = 3. A reciproca que falta fica como
exercicio de pesquisa para os alunos.

10.7 Teorema de Helmholtz

A seguir apresentaremos uma versdo simplificada de um teorema muito utilizados na Teoria
do Eletromagnetismo, pois é comum conhecer a divergéncia e o rotacional de um campo, por
exemplo, o campo elétrico. Logo, o teorema a seguir nos permite expressar um campo por duas
quantidades conhecidas.

Primeiramente vejamos o seguinte lema:

Lema 10.1.

Todo campo de vetores é univocamente determinado por sua divergéncia e seu rotacional,
definidos em uma regido W C R?, sendo especificada sua componente norma a 9W.

De fato, suponha que existem F' e G campos de vetores tais que:

V- F=V-G em W
VxF=VxG em W
F-ai=G-01 em 0W,

onde 1 é o vetor normal unitario da 9W. Considere H = F — (; entao:

(1) V-H=0 em W
(2) VxH=0 em W
(3) H-ni=0 em 0W,

De (2) temos que existe ¥ tal que H = —V1), logo de (1) segue que:

0=V -H-V- -Vi=-Avy,



10.7. TEOREMA DE HELMHOLTZ 235

de (3), temos que:
0=H fi=Vy- i

Da primeira identidade de Green:

JI[ wavsiv o araya: = [| o) -sias— [[[ v ol acayaz <o

donde |V ¢|| =0;logo H =0e F = G.

Observacgio 10.1.

Suponhaque F = W + Gtalque Vx W =0eV -G = 0. Se V x W = 0, existe ¢ tal que

W =-V¢;se V-G =0,existe A tal que G = V x A; logo, sempre podemos supor que:
F=-V¢p+V xA.

O teorema de Helmholtz afirma que um campo de vetores de classe C? junto com algumas
condicoes de regularidade, sempre pode ser escrito com uma componente solenoidal e outra
irrotacional.

Teorema 10.2.

Todo campo de vetores é univocamente de terminado por sua divergéncia, seu rotacional, de-
finidos em uma regido W C R?, de volume finito:

F=-V¢p+VxA,

0 ek ),
o aff]

eR=|r—ri|, Yy =V-Fec=V x F. ¢ pode ser interpretado como uma fonte (densidade
de carga) e ¢ como circulagdo (densidade de corrente). Observe que —V ¢ é irrotacional e rot A
é solenoidal. A fungdo ) também é chamada fonte escalar e ¢ fonte vetorial. Caso a regido seja
R3, consideramos a seguinte hipétesis adicional:

lim R*¢(¥) =0, lim R*E#) =0 e lim F(7)=0.
r—4oo r—4oo

onde

E as integrais (1) e (2) que definem o campo F sdo integrais impréprias convergentes. Agora
apliquemos V - F' = —A ¢; logo, obtemos:
AF = -V F,
uma equagio tipo Poisson. E possivel provar que a solugio desta equacao é exatamente (1).
Por outrolado V x A = F + V¢, logo:
VXx(VxA)=VxF+Vx((V¢)= AA=-V xF,
que também é uma equacao tipo Poisson. A solugdo desta equagdo é exatamente (2).

No esbogo da prova do Teorema de Helmholtz se utiliza fortemente a existéncia de solugdes da
equacdo de Poisson. Existe bibliografia avangada, onde se prova que as hipéteses do Teorema
de Helmholtz sdo suficientes para obter a existéncia de solu¢des da equagado de Poisson.



236 CAPITULO 10. COMPLEMENTOS DE CAMPOS DE VETORES

Aplicacao

A equagao de Maxwell sobre a divergéncia da densidade do fluxo magnético V - B = 0 implica
em que o campo magnético é soleinoidal, logo B = V x A, onde A é chamado vetor potencial
magnético. Como antes, podemos escrever a lei de Faraday:

oB 0
ese o]

Logo, pelas propriedades do produto vetorial, podemos escrever:

V x [E—I—%} =0.

ot
0A . . I
Isto é, irrotacional, FE + o = —V ¢, ¢ é o potencial elétrico, e:
0A
E=-V¢— —.
Ve ot

Utilizando as relagdes que existem num meio homogéneo: D = c¢E e B = pH. A lei de

Ampere-Maxwell V x H = J + e pode ser reescrita:

0 0A
VXVXxA= ,uJ—I—,uz-:at[ Vo — &J

Utilizando a identidade V x V x A = V(V - 4) — A4, temos:

A 9¢
AA— A —
HE—5 02 —uJ — V[V +,u5at]
Como B =V x A, pelo teorema Helmholtz podemos escolher a divergéncia; se escolhermos:
99
A=—
v "o

o campo A fica definido. Esta escolha é chamada condi¢do de Lorentz. Utilizando a condicao de
Lorentz, nao é dificil obter a equa¢do de onda ndo homogeénea para o vetor potencial magnético:

9*A
AA—pe— o2 = J.
De forma anéloga, aplicando a divergéncia a F + %—t = —V ¢, temos:
Py _ o _ o4
29| -ve- 5]
A
=-V-Vo¢-— v%t =—A¢— Q[V Al
%
Donde obtemos: e
@b _Po
AO—ch G oz ¢’

que é a equagdo de onda ndo homogénea para o potencial elétrico.
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10.8 Exercicios

1. Escreva os seguintes campos dados em coordenadas cartesianas retangulares, em coor-
denadas cilindricas:

(@) F(x,y,z) = 221 — xI—i—yE

xTr —

() F(x,y,2) = " i.

2. Considere o campo magnético I’ gerado quando um fio infinito situado sobre o eixo dos
z é percorrido por uma corrente I, no sentido positivo do eixo dos z:

21 s o
F — 2 [—yi+zk
(z,y,2) c($2+y2)[ yi+zk|,
onde c é a velocidade da luz. Escreva o campo F' em coordenadas cilindricas.

3. Escreva os seguintes campos dados em coordenadas cilindricas, em coordenadas carte-
sianas retangulares:

(@) F(r,0,z) = e
(b) F(r,0,2) =1r?ep.

() F(r,0,z) =rer+1ey.

cos(@).

4. Calcule o laplaciano de f(r,0, z) =

5. Sejam f(r,0,z) =In(r)e F(r,0,z) = oK. Verifique que: Vf =V x F.
6. Sendo dado o campo de vetores F (1,60, z) = rcos(0) e, + r sen(0) €g, calcule V x F.

7. Considere o seguinte campo gravitacional no espaco gerado por uma particula de massa
M situada na origem:

GM > > =
F(.T,’y,Z):_ ($2+y2+2’2)3 [ZCl+yJ+zk],

onde G é a constante universal de gravitagdo. Escreva o campo em coordenadas esféricas.

8. Escreva o campo de vetores F'(x,y,z) =2y i— 2j + 32k em coordenadas esféricas.
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10.

11.

12.

13.

14.
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Em coordenadas esféricas, um campo elétrico gerado por uma carga elétrica () situada na
origem é dado por:

kQ
F(fC,Z/,Z) = Frp)

onde k é a constante de Coulomb. Escreva o campo em coordenadas retangulares.

ou
Exprima em coordenadas esféricas a equacado de transmissdo de calor: B = k AU, sendo
U independente de 0 e ¢.

. . ko
Determine o rotacional do campo F'(p, 0, ¢) = — 1), k constante.
P
Calcule a constante ¢ de modo que os campos admitam potencial vetorial.
(@) F(z,y,2) = (22 + cos(y))i—cyj+ (62 — e¥) k.
(b) F(x,y,2) =2czi+ (cos(z) —4y)j— (22 + ¢*) K.

Verifique se o campo F(z,y,z) = zi— 2yj—|— 2k admite potencial vetorial e, em caso
afirmativo, calcule-o.

Dado F(x,y,z) = 2 zi— yj— 2K, verifique que existe um campo A tal que V x A = F,
em caso afirmativo, calcule A.



Capitulo 11

APENDICE

11.1 Teorema de Green

Provaremos uma versdo particular do teorema de Green para regides chamadas elementares.
Para isto, consideraremos trés tipos especiais de regides do plano, que serdo definidas a seguir.

Regides de tipo I
D é uma regido de tipo I se pode ser descrita por:
D ={(z,y) eR*/a <z <b, ¢1(z) <y < do(z)},

sendo ¢; : [a,b] — R (i = 1, 2) fung¢des continuas tais que ¢;(x) < ¢a(z) para todo z € [a, b].

%

! ‘ | P1 ‘
a b a b

Figura 11.1: Regides de tipo L.

Regides de tipo 11
D é uma regido de tipo II se pode ser descrita por:
D={(z,y) eR*/c <y < d, 1(y) <z <a(y)},
sendo v; : [c,d] — R (i = 1, 2) fung¢des continuas tais que ¥ (y) < ¥2(y) para todo y € [c, d].

239
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Figura 11.2: Regides de tipo II.

Regides de tipo III

D é uma regido de tipo III se pode ser descrita como regido de tipo I ou de tipo II.

Qualquer destas regides é chamada elementar. As regides elementares sdo fechadas e limitadas.
Uma regido D C R? ¢ chamada simples se 9D = C é uma curva fechada simples. As fronteiras
das regides elementares podem ser orientadas positivamente da seguinte forma: Se D é uma
regido de tipo I:

C3
q C;
| |
1 + 1
1 Cl I
a D
Figura 11.3:
oDt = ClruCy uC; UC, Se D é uma regido de tipo II:
dl___ S
C’: C;
clo-_2
C

Figura 11.4:
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oDt =Ccfucfucyucy

Teorema 11.1. (Teorema de Green) Sejam U C R? um conjunto aberto, D uma regido simples,
orientada positivamente tal que D C U e F : U — R? um campo de vetores de classe C*t, com fungoes
coordenadas (F, Fy). Se C = 0D tem uma parametrizacio diferencidvel por partes e estd orientada
positivamente em relagdo a D, entdo:

- I Fe e

Prova : Escrevamos D como regido de tipo I:

D={(wy) €ER*/a<z <b ¢i(x) <y < dafa)},
sendo ¢; : [a,b] — R (i = 1, 2) fun¢des continuas tais que ¢1(z) < ¢o(x) para todo z € [a, b].

Seja C a curva parametrizada por v;(z) = (z,¢1(x)), a < z < be C3 a curva parametrizada
por v2(z) = (x, ¢2(x)), a < & < b. Provaremos que:

o
1 / Fda::—/ I gz dy.
W) oD p 0y

Pelo teorema de Fubini:

b ¢2(x)
—/ @dxdy:/ [/ —@dy} dx
p 0y a L@ Oy

pois 0Dt =CruUCy UC; UC, e

/ Fl—l-/ F1:O;
Co Cy

onde C é parametrizada por v2(x) = (b,y), ¢1(b) < y < ¢2(b) e C4 é parametrizada por
v4(2) = (a,y), d1(a) < y < d2(a).

De forma andloga, escrevendo D como regido de tipo II, prova-se que:

2) /8DF2dy_// o dwdy.

O teorema segue de (1) e (2).
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11.2 Teorema de Stokes

Teorema 11.2. (Teorema de Stokes) Seja F' um campo de vetores de classe C, definido num aberto

U tal que S C U; entdo:
// rot(F)dS = F

Provaremos o teorema para o caso em que S = G(f), onde z = f(z,y)) é de classe C2.

n

C 2 >

o

Figura 11.5:

Parametrizamos S por ®(x,y) = (z,y, f(z,y)) tal que (z,y) € D; logo:

0z 0z
(Dxx(by: (—%,—8—y,1)

Denotemos F' = (F, F», F3); entdo:

(1) //Tot )dS = //[ xy[——[-i‘Q( )[ ]+R(x,y)}dxdy,

OF; 8F2 OF,  OF; _OF, OF ,
onde P(z,y) = oy 0n , Qz,y) = 5 " a © R(z,y) = 5 9y’ sendo as derivadas

parciais calculadas em @(az y). Por outro lado:

7{ F:/Fldaj—l—ngy—i—ngz
oS C

Parametrizamos C por v(t) = (z(t),y(t), f(z(t),y(t))), t € [a,b], entdo:

dx dy dz
F F: F: dt.
@ j({as /[1 +2d+3dt]
z Ozdr 0z dy
2
Utilizando a regra da cadeia — I d + — By dt e substituindo em (2), obtemos:

0z 0z 0z
% |:F1+F3 :|d$+|:F2+F3 ]dy—f |:F1+F3 :|d$+|:F2+F3 ]dy
0s Ay o Ox Ay

0z 0z
:7{ [F1+F3 :|d$+|:F2+F3 ]dy
oD Ox Ay
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pois C é a projegao de C sobre o plano zy. Aplicando o teorema tipo Green a tltima integral:

d 0z 0 0z
ﬁsF—//D [% (F2+F3a—y)—a—y(F1+F3%):| d:cdy—//s rot(F)dS,

onde a ultima igualdade é obtida utilizando (1).

11.3 Teorema de Gauss

Provaremos o teorema de Gauss para sélidos definidos da seguinte forma: Seja W C R3.

Regido de tipo I
W é do tipo I se:
W= {(‘Tuyaz) € RB/(.’E,y) € D7 f1($7y) <z< f2($7y)}7

onde D é a regido elementar no plano, projegdo de W no plano zy e f1, fo : D — R continuas,
sendo f1 < fo.

d

Figura 11.6: Regido de tipo L.

Regido de tipo 11
W é do tipo II se:

W= {(:1:73/7 Z) € R3/(.T,Z) €D, gl($7z) <y< gg(.T,Z)},

onde D é a regido elementar no plano, projecdo de W no plano zz e g1, g2 : D — R continuas,
sendo g1 < go.
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Figura 11.7: Regiao de tipo II.

Regido de tipo III

W é do tipo III se:
W= {(x,y,z) € Rg/(y7 Z) € D7 hl(y7 Z) <z < hQ(yvz)}v

onde D é a regido elementar no plano, projecao de W no plano yz e hq, hy : D — R continuas,
sendo hi < ho.

Figura 11.8: Regido de tipo IIL

Regido de tipo IV
W é do tipo IV se é do tipo I, tipo Il ou tipo III.

Em qualquer dos casos anteriores, W é chamada regido elementar do espago. As regides ele-
mentares sdo conjuntos fechados e limitados em R?.

Alguns exemplos de regides elementares no espaco:
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Figura 11.10:

Teorema 11.3. (Teorema de Gauss) Seja W C R3 um sélido tal que OW = S é uma superficie fechada
e limitada, orientada positivamente. Se F é um campo de vetores de classe C1 definido no conjunto aberto

U tal que W C U, entdo:
// FdS:/// div(F)dx dy dz
oW w

Suponha que W é de tipo IV. Seja F = F1 i+ Fyj + F3 k; entdo div(F) =

OF: I
1+3 2+5’F3;
0z

It asavs =[] Gy s [J[ 55 e +/// i

Provaremos que / / LdS = / / / OFy dxdydz, onde L = (0,0, F3). Considerando W de
ow
tipo I, entdao: W = {(z,y, 2) € R3/wy ED filzyy) <z < folz,y)}e:

Ja(z,y)
// 8F3 dwdydz—// [/ %dz] dx dy
fi(zy)

_ / /D Fy(a,y, fale,y)) — Fs(e,y, fi(z,))) dz dy.
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OW = 51U 52U S3, onde: 51 = {(51373/7 f2($7y)) / (‘/1:73/) € D}/ Sy = {(‘/1:73/7 fl(xvy)) / (xvy) € D}
e S3 consiste de todos os segmentos de retas que ligam (z, y, fa(x,v)) e (x,y, fi(z,y)), (z,y) €
0D. Como a normal externa em qualquer ponto de S3 é perpendicular ao segmento de reta que
liga os pontos (z,y, f2(z,y)) e (z,y, f1(z,y)) e é paralela ao plano zy entdo seu produto interno
pelo campo L é zero. Logo, calculamos as integrais em 57 e Sa:

d

Sy é parametrizada como o gréfico de z = f3(z,y); entdo, o vetor normal ao gréfico é paralelo
ao vetor normal externo de W; portanto:

(1) //SlLdS //OOngy, ))[ gz, g; }dxdy

= //D Fy(z,y, fa(z,y)) dv dy.

Figura 11.11:

Sy é parametrizada como o grafico de z = fi(z,y); entdo, o vetor normal ao gréfico é paralelo
ao vetor normal externo de W, portanto:

@ ] Lds =~ J[ o o)) da

I
De (1) e (2), obtemos: / / LdS = / / / OFy dx dy dz. De forma anédloga prova-se que :
ow

i) Como W também é de tipo II, entdo:

//adeS // —da:dydz

ii) Como W também é de tipo III, entdo:

J[ was=[[[] 52 dvdya,

onde M = (F71,0,0).
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onde M = (0, F»,0). Logo,

// FdS:/ MdS+/ NdS+// Lds
ow ow ow ow
// @da:d dz —I—// @dxd dz +// —dacdydz
:/// div(F) dx dy dz.
w
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Capitulo 12

Solucodes

Capitulo I

1. a) (_67 17 0) b) (187 07 7) C) (_77 17 10) ) (
(—15,21,—12) i) (4,6, —7)j) (1,11, —11) k)
0) (—1,—6,4)

3.a)0 = arccos(‘/ngO) b) 6 = arccos(?"é—%Tﬁ) )l = arccos(_‘gﬁ) d) o= arccos(‘{g)

e)d = CWCCOS(\/W) £) 0 = arccos(= 2‘/5) g) 0 = arccos(@) h) 6 = arccos(‘%)

i)0 = arccos(ﬁ) o= arccos(@)

29,—1,-7) e) (0,—6,1) f) (5,—10,27) g) (4,2, —1) h)
(18,—16,5) 1) (3, —12,2) m) (—2,6,0) n) (—8, —23,1)

5. a) (5,6,7) b) (10 7 4) ¢) (2,0,2) d) (—25,11,—-1) e) (22,58, —1) f) (8, —3,-3) g) (—3,0,3) h)
(=5, =5, 10) i) (=2 2)j) (—2,2,20) k) (1,-2,-21) (-2,2,2) m) (—5,—-9,12) n) (—8,—1,6) o)
(5.3, —F)p) (~ g,;—%)
7. a) Y28 p) VIUIG o) ¥/561 ) VIOL

2 2 2 2
9. a) v37b) V373 ¢) V150 d) v/891 e) v/37 f) /854 g) V21 h) V44 i) v/810 ) V101 k) v1491) V85
m) /154 n) /216
11. P = (3,20,17)
18.a)dr+ 14y — 112+ 6=0b)2x —Ty+2—-21=0c¢)2z —y+22—-3=0d)y = —1
e)5r—5y—T72—21=0f)x—10y —2+29 = 0g) 380z + 33y — 102 = 0 h) 58z — 17y + 32 —47 =0

x(t) = —3 + 5t
15) A distancia é ,ae -3 _
\/ 2, a equagdo: { y(t) = 5—t
z(t) =2t

17. 22 +2y+2—7=019. 2 + 3y + 6y — 35 =0

Quadricas

1. a) elipsdide b) paraboléide circular c¢) hiperboléide de uma folha d) cone elitico e) para-
boléide elitico f) paraboléide hiperbdlico g) hiperboléide de duas folhas h) esfera de centro
(1,0,0) e raio 1 i) cilindro j) cilindro

3. a) elipse b) parédbola c) circulo 5. (9,-2,5) 7. 22 +4?> = 42?2 9. 22 + (2 —1)2 = 2y + 1
paraboldide

249
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Capitulo II

lLa)z=ty=2t+T;t € Rb)x =t—2,y =1t € Rc)x = 4cos,y = 4sen; t € [0,27]
dDrx=ty=tg*;te (0,m)e)z =1t y=2In;t>0f)x=2cos,y=3sen(t);t € [0,27] g)
r=3t+1,y=2t+1;t€[0,1]h)z =14 cos(t),y =2+ sen(t); t € [0,27]|1) z = —1 + 2cos(t),
y=1+2sen(t);t €[0,27]))x =t,y=1—1%t € RKk)x = +3cosh(t), y = 2senh(t); t € R1)
x=cos(t)/2,y=1/2 + sen(t)/2;t € [0,27]

3. a)%—l—%zlb)xQ—yQZaQC)xy:6d)a:2—2y—|—4e)( 22 +y?=4f) Jz+ y=18)
22 4 o2 :a2h)20x2—4:1:y+13y2 =2561) 22y? + 222 = a?y? = 1j) 222 +y—1=0

5. ) (—a,b) b) (asec(t)tg(t),asec?(t)) c) (—2sec?(t), —3cosec?(t)) d) (2,4t + 4)

e) (—2sen(t),2cos(t)) f) (4sen?(t)cos(t), —4cos3 (t)sen(t))

g) (B3h) — 19 h) (acos(t), bsec? (1))

i) (2cos(t) + 3sen(t),4cos(t) — 2sen(t)) j) (2cosh(t) — 3senh(t), 4cosh(t) + 2senh(t))

9. a) Fazery = £ b) v ) é ponto maltiplo
d) 7'(t) = (6at, 3a(t* — 1)), 7" (t) (6a Gat))

10. a) {x(t) - b) %é

2
y(t) :tQI:_—taQ, teR.

2(t) =23 =
11. a) Fazendo y = t x, obtemos: af(jlfg) b)
yt) = T t € R.

c) (0,0) ponto multiplo para t = 41/3, a curva é regular

@ (N < s T
12. b) e o T

15. Aplique o teorema do valor médio a cada fun¢do coordenada.
17. a) é de classe C! b) ndo é regular c) y = |z
19.t=1/2e(1/2,1/4,1/8)!

Capitulo IV

1. Divergéncia:

a)y>b) 1 +yc) 3z +y+axzd) yz? + 3zy’z — 3wy2? e) —sen(x) sen(y) + ycos(yz) f) 2e*cos(y) g)
3z + zy h) y?2 + doyz + 3292 i) ysen(zy) — zsen(yz) + wcos(xz)

Rotacional

a) (—x2,—1,2zx — 2zy) b) (2,1,22 — 1) 0) (2 — 2y, —2z + 43, yz — 3y?)

d) (—z2® — 23, 20y2 + y23, 9% 2 — 222) €) (2cos(yz) — zsen(z2),0, —zsen(zz) — cos(x)cos(y))

£) (0,0,2e"sen(y)) g) (zz,2z — 4z, —y)

h) (6zyz — 2zy?, 2y? — 3y%2, 2y 2z — 22y2) i) (ysen(yz) — zcos(xz), vsen(xy))

3. a) consevartivo: f(z,y,z) = 222 + 2y? + € + ¢ b) ndo consevativo c) ndo consevativo d)
consevartivo: f(x,y, z) = e’+2eY43e*+ce) ndo consevativo f) ndo consevativo g) consevartivo:
flx,y,2) =322y + 223 —yz +c

5. a) ndo é harmonica b) harmonica ¢) harmonica d) ndo é harmonica
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7. a)a:4b)a:4,b:2ec:—19.b)f(x,y,z):—W
11.m=3comk=1e (z,y,2) # (0,0,0) 13. b) Expande div F' > 0.

Capitulo V

1.a) 2b)4rc) 16v2/3d) — L e) e — 1f) 3Y2 9)4/5h) 6

3.a)—mb)—-4¢)0

5.

a) E independente do caminho; potencial f(z,y,2) = 23y + y* b) ndo é independente do
caminho; c) & independente do caminho; potencial f(z,y) = 2y> cos(z) + by;

d) e independente do caminho; potencial f(x,y, 2) = zy + xz + yz;

e) ¢ independente do caminho; potencial f(xz,y, z) = ytg(z) — ze*; f) & independente do cami-
nho; potencial f(z,y,2) = 2%z + €* + zy* + y>.

7. -37/3

Capitulo VI

1.2)12b) 12
3.a)1/3b) 128 ¢) abrr d) 1/10

5. (a) 0 b) 2

7. m = —1; curva ligando os pontos 91, 1) e (2,3): v/13/2 — v/2 (potencial \/22 + y2/y + ¢)
9.0

11. Aplique o teorema de Green

Capitulo VIII

L a) ¢(z,y) = (z,y,2), (x,y) €R*D) ¢(2,y) = (z,y,1 —2 —y), (v,y) € R?
) p(u,t) = (u,acos(t),asen(t)), (u,t) € R x [0,27]

d) ¢(u,t) = (u,3cos(t), sen(t)), (u,t) € R x [0, 2]

e) p(u,t) = (1 + 3cos(t), —2 + 3sen(t),u), (u,t) € R x [0, 27]

f) ¢(u,t) =

(cosh(u)cos(t), senh(u)sen(t), senh(u)), (u,t) € R x [0, 27]

g) ¢(u,v) = (xo + a sen(t)cos(s), yo + a sen(t)sen(s), zo + acos(s)), (u,t) € [0, 7] x [0, 27]
h) ¢(z,y) = (z,9,9°), (u,t) € R*0) ¢(t, 2) = (%,1,2), (t,2) € R?

) o(z,y) = (2,y,2%), (u,t) € R

k) ¢(u,v) = (@cas(u) sinh(v), %cosh( ), sen(u) senh(v)), (u,v) € [0,27] x R

D) p(u,v) = (?cos(u) sinh(v), \égsen(u) senh(v), cosh(v)), (u,v) € [0,27] x R

3.a) R — {(0,0,0)}, regularb) > = 1 — 22 — 42, regular ¢) & + y> = 1, regular

d) z =z + y, regular e) z = 2% + y?, regular

5. a) ¢(u,v) = ((a + beos(u))cos(v), (a + bcos(u))sen
b) ¢(u,v) = (u, cos(u) cos(v), cos(u) sen(v)), (u,t) € [

7. a) é regular b) 3 7(10v/26 + In( %ﬁg)) u.a.

(v),bsen(u)), (u,t) € [0,2x] x [0, 27]
0,27] x [0, 27|




252 CAPITULO 12. SOLUCOES

Capitulo IX

Teorema de Stokes

1. a) 3w, b) -3«

3. —4p

57

7. (P,Q, R) campo conservativo 9. 727

Teorema de Gauss

1.a)36m b)0c) 127w d) 0
3.475.09.b)4nr
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