AV3-MA 11-2012
Questdo 1. Sejam a, x ntimeros reais positivos, com /a < x. Pondoy = (x + £), prove que v/a < y < x.
UMA SOLUCAO

Primeiro notamos que x é maior do que £: /a < x significa s < x?,logo £ < x, usando que x é positivo. Como
é a média aritmética dos niumeros x e %, dos quais x é o maior, entdo y < x.
Outra maneira:
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Além disso, como a média aritmética de dois nimeros diferentes é maior do que a média geométrica e como a
2 . z . a -z :
média geométrica de x e { éigual a /4, resulta que y > /a.
Essa ultima desigualdade também poderia ser feita diretamente:

2 2

1 a 1 a 1
2 2 2

— ) — 4 —

y =" +2a+ 5)=(x"-2a+ 5 +4a) =a+ (x

2
1 )" >a.

a
X



AV3-MA 11-2012

Questdo 2. A imagem (ou conjunto de valores) de uma fungéo f : R — R é o conjunto f(R) cujos elementos sdo os
numeros f(x), onde x é qualquer nimero real.
Determine as imagens da fungdo afim f : R — R, f(x) = rx +s, e da fungdo quadratica g : R — R, g(x) =

ax? + bx + c. Discuta as possibilidades e justifique suas afirmagdes.
UMA SOLUCAO

Para a funcdo afim f, hd duas possibilidades: se r = 0 entdo f é constante e sua imagem é o conjunto {s}, com um

s6 elemento. A segunda possibilidade ocorre se r # 0. Entdo f(R) = R pois, dado qualquer y € R, existe x € R tal
que f(x) = y, ou seja, rx + s = y. Basta tomar x = >,
No caso da fungdo quadratica g(x) = ax? + bx + ¢, ha duas possibilidades para a imagem g(RR). Se a > 0 entdo
a imagem é a semirreta (intervalo infinito) [k, +00) e se 4 < 0 entdo f(R) = (—o0o, k|, onde k (em ambos os casos) é
igual a
b, dac—b?

g(—;) 4a

Justificando: se 2 > 0 entdo, tomando qualquer y € [k, +o0), ou seja, y > k, para achar x € R tal que f(x) =y,
devemos mostrar que a equagao ax?+bx+c= Yy, isto &, ax>+bx+c— y = 0, possui raizes reais. Isto ocorre se, e

o P . 2
somente se, seu discriminante b> — 4a(c — y) é maior do que ou igual a 0. Como y > 4”2 ab , isto sempre ocorre.

O que acabamos de mostrar foi que [k, +o0) C g(R). Para ver que g(R) C [k, +o0), basta observar que, em
virtude da forma canénica g(x) = a(x — m)? +k, quando a > 0 todos os valores g(x) sio maiores do que ou iguais
ak.

A discussdo do caso a < 0 é inteiramente analoga.
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Questdo 3. Uma torneira leva x horas para encher um tanque, outra leva y horas e uma terceira enche esse mesmo

tanque em z horas. Em quanto tempo as trés juntas encherdo o tanque?

UMA SOLUCAO

As trés torneiras separadamente, abertas durante uma hora, encherdo respectivamente as fraces %, % e % do

tanque e, abertas juntas, encherdo % + % + % do tanque. Logo, juntas, encherdo o tanque em
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horas.
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Questdo 4. Uma cultura de bactérias, cuja populacdo é medida pela drea que ocupa sobre uma superficie plana,

ficou 64 vezes maior apds 1 ano. Quantas vezes maior ela estava ap6ds 1 trimestre?

UMA SOLUCAO

Seja po a populagdo inicial. Ap6s decorrido o tempo t, a populagdo serd poa’ = p, onde a é uma constante maior
do que 1, determinada experimentalmente. Medindo o tempo em meses, temos p = poa'? = 64pg, apds 1 ano.
Quer-se saber o valor de p = poa®. De a'?py = 64pg temos a'2 = 64 e dai a® = v/64 = 21/2 ~ 2,83. Portanto, ap6s

um trimestre, a populacdo de bactérias estava 2,83 vezes maior do que a populagéo original.
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Questdo 5. Seja r o raio da circunferéncia sobre a qual estdo os vértices do triangulo ABC. Se a é a medida do lado
oposto ao angulo A, prove que sen A= % (dica: baixe, do centro da circunferéncia, a perpendicular a BC). Conclua

dai a Leis dos Senos.

UMA SOLUCAO

Seja O o centro da circunferéncia e seja P no segmento BC tal que OP é perpendicular a BC. E sabido que o
angulo BOC (angulo central da corda BC) é o dobro do angulo inscrito A (fato conhecido como o Teorema do
Angulo Inscrito). Como o tridngulo BOC é isésceles, entdo OP é bissetriz e, portanto, o angulo POC é exatamente
igual a A. Também pelo fato de BOC ser isésceles, OP é mediatriz, de forma que PC = % Sendo OC = r e OPC
triangulo-retangulo, segue que sen (A) = =2 g

O que acabamos de provar é que o seno do angulo em A dividido pelo comprimento do lado oposto ao vértice A
éigual a % O mesmo argumento se aplica a B ou a C, de modo que essa razdo (seno de um angulo dividido pelo

lado oposto) é constante. Essa é a Lei dos Senos.



