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Questao 1 [ 2,0 pt ]

Divide-se um arame de comprimento L em duas partes. Uma das partes estard destinada para construir
um quadrado e a outra parte para construir um triangulo equildtero. Qual é o comprimento de cada parte
para que a soma das dreas das figuras obtidas seja a menor possivel? E possivel encontrar uma divisao tal

que a soma das areas do quadrado e do triangulo equilatero seja maxima? Justifique.

Solugao

Denotemos por z o lado do quadrado e por y o lado do triangulo equildtero. A soma das areas das duas figuras é

3
A=a2® 4y, (1)
4
Seja L o comprimento do arame. Temos
L =4z + 3y,
de onde segue
_ L—dx @)
V=73
Substituindo (2) em (1), temos
4 2

Como z e y sao grandezas positivas, devemos ter
x € (0,L/4).

Note que a obrigatoriedade da divisao em duas partes impede que o intervalo da definicao de = seja fechado em
qualquer um dos extremos. Como A(z) é uma funcdo quadratica com coeficiente lider positivo, A(x) assume um

valor minimo em R no ponto

L 2BL AL
0 2(1_,_%) 9+4v3
9
Como
7\/& <£<:>74\/g <1
9+4v3 4 T 944y3

vemos que zg € (0,L/4). Logo z¢ é o ponto de minimo para A(z). Assim, os comprimentos que resultam em &rea
minima sao
V3 L — 4xg 3
ro=——72L, yo = = L.
9+4v3 3 9+4V3

O valor maximo deveria ser atingido em um dos extremos do intervalo, mas como ja observamos, nos extremos do

intervalo nao temos divisao do arame em duas partes. Logo nao hd uma divisao que nos dé uma area méaxima.



Questao 2 [ 2,0 pt ]

4

(a) Usando o fato de que z* = (2% + 1) — 1, mostre que

x2014 — ((.754 + 1) _ 1)503 i $2 _ [(.754 + 1) . q(x) + (_1)503] . x2

para algum polinémio g(z). Conclua que o resto da divisdao de 22°1* por z* 4+ 1 é —22.

(b) Determine o resto da divisdo do polinémio p(x) = 222 + 1525 + 92 — 2014 pelo polindmio d(x) =
4
=+ 1.

Sugestao para o item (b): Use o fato que o resto da divisao de py(z) + p2(z) por d(x) é igual & soma

r1(x) + ro(x) dos restos 1 (x) e ro(x) das divisdes de pi(z) e pa(z) por d(zx), respectivamente.

Solugao
(a) Usando a expansdo pelo Binémio de Newton, temos

1'2014 ((x + 1) o 1)003 x2

Z
503

503 0
( + 1)k(_1)003—k> . CU2

503 503
503 T 4 1 Z < > (1,4 T 1)k1(_1)503k> . 1,2

k=1
= (=1 + (" + 1)g(2)) - 2%,

isto é,

20201 4+ 152° 4+ 92 — 2014 = 2(22q(x))(* + 1) — 22 + 152(2* + 1) — 152 + 9z — 2014
= (22%q(z) + 15x)(x* + 1) — 222 — 62 — 2014.

Assim, o resto da divisdo de p(z) por z* + 1 é r(z) = —222 — 62 — 2014.

Questao 3 [ 2,0 pt ]

Seja f : RT — R uma funcao crescente tal que f(zy) = f(z) + f(y) para quaisquer x,y € R*. Mostre que
existe a > 0 tal que f(x) = log, x para todo z € R™.

Solugao

Teorema 8.8 do livro-texto.



Questao 4 [ 2,0 pt ]

Observagoes por longo tempo mostram que, apds periodos de mesma duragao, a populacao de uma cidade
fica multiplicada pelo mesmo fator. Sabendo-se que a populacdao de uma cidade era de 750 mil habitantes

em 1990 e 1 milhdo de habitantes em 2010, calcule:
(a) A populagao estimada para 2020;
(b) Em que ano a populacao da cidade alcangard a marca de 2 milhoes de habitantes?

Observagdo: Caso julgue necessario, use as igualdades aproximadas a seguir: In4 = 1,386, In3 = 1,098,
O = 1,154

Solugao

Denotemos por a o fator de multiplicacao e por P(t) a populac¢ao no ano ¢. Fixado um ano tg, temos
P(l + to) = aP(to), P(2 + to) = aP(l + to) = GQP(tU), cee ,P(?’L + to) = a"’P(tO).

Fazendo t = tg + n, temos
P(t) = a"" " P(t).

(a) Temos
1000 000 4
_2010—1990 _ 20 20 _ _ 2
P(2010) = a P(1990) = 1 000 000 = a=" x 750 000 = o~ = =20 000 3
Isto implica
Ina = i(1 4—1n3)
na = g (In n
1
=—(1 -1
20( , 386 ,098)
=0,0144.
Usando esses dados, temos
P(2020) = 202072000 p(2010) = @' x 1 000 000
= ()19 % 1000000 = e'%na1 000 000
eO144 51000 000 = 1 154 000,

isto é, a populagao em 2020 sera de 1 154 000 habitantes.

(b) Denote por ¢ 0 ano em que a populacao alcancard a marca de 2 milhdes de habitantes. Temos
P(t) =2 000 000 = a' 2" P(2010) = a'~2°*% x 1 000 000,

isto é,
qt=2010 _ o (t —2010)Ina = In 2.

Isto implica

£ = 2010+ 22 _ 9010+ 24 _ 9010 4 2693
- Ina 2lna 0,0144

Assim a populagao atingird 2 milhoes de habitantes no inicio de 2058.

~ 2010 + 48, 1.



Questao 5 [ 2,0 pt ]

Resolva a equacao

tg<1+x>+ tg(l—x) ™
arctg | —— arc = —.
2 2 4

1—
e = arctg (296) . Desta forma, temos a + 5 = % Calculando a tangente desse

Solucgao
+x

Denote por a = arctg

angulo e aplicando a formula da tangente da soma de dois angulos, temos

1=tg (Z) = tgla + )

_ tg(a) +tg(B)
1 —tg(a)tg(B)

() ()

() ()

1_1712’
4

isto é,
1 —a?

1-— =1=1-2°=0= 2= +1.

Note que isso implica (c, 3) = (F,0) ou (o, 8) = (0, §).



