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Prefacio

Este texto cobre o material para um curso de Algebra Linear ministrado para estudantes da area de
Ciéncias Exatas. O texto pode, mas ndo é necessario, ser acompanhado do programa MATLAB®*.

O conteddo é dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1 o conceito de vetor do R é introduzido
e ent3o s3o definidos os espacos vetoriais abstratos. Dependéncia Linear, conjunto de geradores e
base sdo definidos o mais geral possivel de forma a incluir espacos vetoriais que possuem uma base
infinita, como o espago dos polindmios, por exemplo. Splines sdo estudados neste capitulo como
uma aplicacdo dos conceitos apresentados.

No Capitulo 2 s3o estudados os espacos com produto interno, bases ortonormais e complemento
ortogonal. Contem também uma aplicagdo aos polindmios de Legendre e uma aplicacdo as séries
de Fourier.

O Capitulo 3 aborda transformacdes Lineares. Aqui é apresentada uma abordagem bastante
geométrica deste tema. A matriz mudanca de base aparece de maneira natural como a matriz

*MATLAB® é marca registrada de The Mathworks, Inc.
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viii Conteudo

da transformacao identidade em relacdo a duas bases. A matriz jacobiana de uma transformacgao é
apresentada como uma aplicagao ao tema. Aqui também é estudada a adjunta de uma transformacao
linear e é apresentada uma aplicagao ao problema de quadrados minimos.

O Capitulo 4 traz um estudo da diagonalizagdo de operadores, incluindo a diagonalizagdo de
operadores normais e auto-adjuntos e uma aplicacdo na identificacdo de cbnicas. A dltima sec¢do
traz a forma candnica de Jordan. Além de serem provados resultados sobre existéncia, é mostrado
também como se obtém uma base de autovetores generalizados em relacao a qual a matriz do ope-
rador esta na forma candnica de Jordan. Como aplicacbes sdo apresentados: calculo das poténcias
de uma matriz, funcdes de matrizes e Sistemas de equa¢bes diferenciais.

Os exercicios estao agrupados em trés classes. Os “Exercicios Numéricos”, que contém exercicios
que sao resolvidos fazendo calculos, que podem ser realizados sem a ajuda de um computador ou de
uma maquina de calcular. Os “Exercicios Tedricos”, que contém exercicios que requerem demons-
tracoes. Alguns sdo simples, outros sdo mais complexos. Os mais dificeis complementam a teoria
e geralmente s3o acompanhados de sugestdes. Os “Exercicios usando o MATLAB®" | que contém
exercicios para serem resolvidos usando o MATLAB® ou outro software. Os comandos necessarios
a resolucao destes exercicios sao também fornecidos juntamente com uma explica¢do rapida do uso.
Os exercicios numéricos sdo imprescindiveis, enquanto a resolucdo dos outros, depende do nivel e
dos objetivos pretendidos para o curso.

O MATLAB® ¢ um software destinado a fazer calculos com matrizes (MATLAB® = MATrix
LABoratory). Os comandos do MATLAB® s3o muito préximos da forma como escrevemos expressdes
algébricas, tornando mais simples o seu uso. Podem ser incorporados as rotinas pré-definidas,
pacotes para célculos especificos. Um pacote chamado gaal com func¢des que sdo direcionadas para
o estudo de Geometria Analitica e Algebra Linear pode ser obtido através da internet no endereco
http://www.mat.ufmg.br/ regi, assim como um texto com uma introducio ao MATLAB® e
instrucdes de como instalar o pacote gaal. Mais informacdes sobre o que o MATLAB® é capaz,
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Prefacio iX

podem ser obtidas em [3, 21].

No fim de cada capitulo temos um “Teste do Capitulo”, onde o aluno pode avaliar os seus
conhecimentos. Os Exercicios Numéricos e os Exercicios usando o MATLAB® est3o resolvidos apds
o dltimo capitulo utilizando o MATLAB®. Desta forma o leitor que n3o estiver interessado em
usar o software pode obter apenas as respostas dos exercicios, enquanto aquele que tiver algum
interesse, pode ficar sabendo como os exercicios poderiam ser resolvidos fazendo uso do MATLAB®
e do pacote gaal.

O programa MATLAB® pode ser adquirido gratuitamente na compra do livro “Student Edition
of MATLAB Version 5 for Windows" - Book and CD-ROM edition [21], por exemplo na Amazon.com
(http://www.amazon.com).

Gostaria de agradecer aos professores que colaboraram apresentando corregdes, criticas e su-
gestoes, entre eles Hamilton P. Bueno e Helder C. Rodrigues da UFMG e Antdnio J. Engler da
UNICAMP.

Histdrico

Julho 2004 Na pagina 84 o Exemplo 1.65 foi substituido pela Proposicao 1.11 com demonstracgao.

Julho 2003 Na péagina 35 foi definido espaco vetorial finitamente gerado. Foi acrescentado o
Exemplo 1.65 na pédgina 46. As Proposicdes 4.5 na pagina 327 e 4.20 na pégina 392 foram

reescritas, assim como as suas demonstracoes. Foram adicionados dois exercicios tedricos a
secao 4.1.

Junho 2002 Criado a partir da Parte Il do texto 'Geometria Analitica e Algebra Linear’ para ser
usado numa disciplina de Algebra Linear.
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Sugestao de Cronograma

Capitulo 1 SecGes 1.1 a 1.4 16 aulas
Capitulo 2 Secbes 2.1 e 2.2 12 aulas
Capitulo 3 Secdes 3.1 a 3.4 16 aulas
Capitulo 4 SecGes 4.1 a 4.4 16 aulas

Total 60 aulas
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Capitulo 1

Espacos Vetoriais

1.1 Definicao e Exemplos

Os vetores no plano sdo definidos por pares ordenados de niimeros reais e que vetores no espaco
s3o definidos por ternos ordenados de niimeros reais. Muito do que é estudado sobre vetores em
Geometria Analitica pode ser estendido para n-tplas de nimeros reais, em que n pode ser um
numero inteiro positivo.

1.1.1 Os Espacos R"




2 Espacos Vetoriais

Definicao 1.1. O espago R" (n é um inteiro positivo qualquer) é definido pelo conjunto de todas
as n-uplas ordenadas X = (zy,...,x,) de nimeros reais.

O conjunto R! ¢ simplesmente o conjunto dos niimeros reais. O conjunto R? é o conjunto dos
pares de niimeros reais e 0 R? é o conjunto dos ternos de niimeros reais.

No R? o terno de nlimeros (1, x5, 23) pode ser interpretado geometricamente de duas maneiras:
pode ser visto como um ponto, neste caso xj, T3 € x3 sdo as coordenadas do ponto (Figura 1.1),
ou como um vetor, neste caso x1, Iy e x3 sdo as componentes do vetor (Figura 1.2). Também no
R™ uma n-dpla pode ser pensada como um vetor ou como um ponto. Por exemplo, a quintupla
X = (1,-2,3,5,4) pode ser pensada como um ponto no R5, quando consideramos X como um
elemento do conjunto R®, ou como um vetor do R®, quando fazemos operacdes com X, como as
que iremos definir adiante. Vamos chamar os elementos do R"™ de pontos ou de vetores dependendo
da situacao.

Dois vetores V' = (vy,...,v,) € W = (wy,...,w,) no R" sdo considerados iguais se
vy = Wwi,...,v, = w,. As operacdoes de soma de vetores e multiplicacio de vetor por esca-
lar no R™ s3o definidas de maneira analoga ao que fizemos no plano e no espaco.

Definicao 1.2. (a) A soma de dois vetores V = (vy,...,v,) e W = (wy,...,w,) do R" é
definida por
VAW = (v +w,...,0,+w,); (1.1)

Algebra Linear e Aplicagoes Julho 2004



1.1  Espacos Vetoriais

Figura 1.1: Coordenadas (z,y, 2)

Figura 1.2: Componentes (z,v, 2)

Julho 2004
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4 Espacos Vetoriais

(b) A multiplicagao de um vetor V' = (vy,...,v,) do R™ por um escalar « é definida por

aV = (av,...,av,). (1.2)

O vetor nulo do R™ é denotado por 0 e é definido por 0 = (0,...,0). Se V = (vy,...,v,) é um
vetor do R", entdo o simétrico de V' é denotado por —V e é definido por =V = (—vy,..., —vy).
A diferenca de dois vetores no R" é definida por V —W =V 4 (—W). Se V e W s&o vetores do
R™ tais que W = oV, para algum escalar «, entdo dizemos que W é um muiltiplo escalar de V.

Um vetor V. = (vy,...,v,) do R™ pode também ser escrito na notacdo matricial como uma
matriz linha ou como uma matriz coluna:

U1
V= : ou V:[’Ul vn}.

Un

Estas notacbes podem ser justificadas pelo fato de que as operagdes matriciais

U1 w1 V1 + ws U1 vy
V+W= : + : = : , aV=a] =
Un Wn, Up + Wy Un QUp,
ou
V+W:[v1 vn]+[w1 wn]:[vl—i-wl vn—i-wn},
OzV:a[vl vn}:[avl own]

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2004



1.1  Espacos Vetoriais 5

produzem os mesmos resultados que as operacoes vetoriais
V4+W=(v1,...,00) + (w1,...,w0,) = (v1 + w1, ..., 0, +wy,),

aV = a(vy,...,v,) = (vy,...,auv,).

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de vetores e multi-
plicacdo de vetores por escalar no R".

Teorema 1.1. Sejam U = (uy,...,u,), V = (vy,...,v,) e W = (wy,...,w,) vetores do R" e «
e 3 escalares. Sdo vdlidas as seguintes propriedades:

(a) U+V =V +U; (e) a(BU) = (apf)U;

(b) U+V)+W =U+(V+W), (f) «(U+V)=0aU+aV;

(c) U+0=U; (g) (a+ B)U = U + pU,

(d) U+ (=U)=0; (h) U =U.

Demonstracao. Segue diretamente das propriedades da algebra matricial (Teorema 1.1 na pégina
10 de [23]). O

Julho 2004 Reginaldo J. Santos



6 Espacos Vetoriais

1.1.2 Espacos Vetoriais Abstratos

Podemos generalizar o conceito de vetores ainda mais. Vamos estabelecer um conjunto de
axiomas, os quais se forem satisfeitos por um conjunto de elementos, estes serdo chamados de
vetores. Os axiomas serdo escolhidos abstraindo-se as propriedades mais importantes de vetores no
R™. Assim, os vetores do R" satisfardao automaticamente estes axiomas.

Definicao 1.3. Dizemos que um conjunto V # @, munido de duas operagdes, uma soma e uma
multiplicacdo por escalar:

(0) SeV,W eV, entdso V+W eV,
(0') SeVeVeaeR (ouC), entdo alV €V,
é um espaco vetorial sobre R (ou C) se satisfaz os seguintes axiomas:
1) Paratodosos VW €V, V+W =W 4V,

2) Para todos os V,\IW,U € V, V+ (W +U) =(V+W)+U,

4) Para cada V € V, existe um elemento —V € Vtal que V + (=V) = (=V) +V = 0;

5) Para todo V € V e todos os escalares o e 3, a(BV) = (af)V;

(1)
(2)
(3) Existe um elemento 0 € V, tal que V+0=0+V =V, para todo V € V;
(4)
(5)
(6)

Para todos os V, W € V e todo escalar o, a(V + W) = oV + oW,

Algebra Linear e Aplicagoes Julho 2004



1.1  Espacos Vetoriais 7

(7) Para todo V €V e todos os escalares « e (3, (a + )V = aV + V;
(8) Paratodo V €V, 1V =V.

Julho 2004 Reginaldo J. Santos



8 Espacos Vetoriais

Os elementos de V sio chamados vetores. O vetor 0 é chamado vetor nulo e para cada
V €V o vetor —V é chamado o simétrico ou inverso aditivo de V. A diferenca de dois vetores
é definida por V. —W =V + (=W). Se V' e W sdo vetores tais que W = aV/, para algum escalar
«, entao dizemos que W é um miultiplo escalar de V.

Exemplo 1.1. Para n um ndmero inteiro positivo, o conjunto V = R™ com as opera¢des de soma
e multiplicagdo por escalar definidas em (1.1) e (1.2) é um espago vetorial sobre R, pelo Teorema
1.1 na pagina 5. Em particular R é um espaco vetorial sobre ele mesmo.

Exemplo 1.2. O conjunto dos niimeros complexos, C, com as opera¢des usuais é um espaco vetorial
sobre ele mesmo, mas é também um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 1.3. Segue das propriedades da algebra matricial, Teorema 1.1 na pagina 10 de [23],
que o conjunto M,,,, de todas as matrizes m X n com entradas que sdo nimeros reais (nimeros
complexos) com as operagdes usuais de soma e multiplicagdo por escalar é um espago vetorial sobre
R (sobre C).

Exemplo 1.4. Seja X um conjunto ndo vazio qualquer. Seja F(X;RR) o conjunto das fungdes reais,
f:X — R. Para f e g fungdes de F(X;R) e o um escalar definimos a soma f + g por

(f+9)(x)=f(x)+g(x), paratodox e X

Algebra Linear e Aplicagoes Julho 2004



1.1 Espacos Vetoriais 9

e a multiplicacdo de f pelo escalar a por
(a f)(x) = a f(z), paratodoz € X.

Vamos mostrar que o conjunto F(X;R) é um espago vetorial sobre R. Sejam f,g,h € F(X;R) e
«, [ escalares.

(1) (f +9)(x) = f(z) + g(x) = g(x) + f(x) = (g9 + [)(x), para todo z € X;

(2) [f +(g+n)(x) = fx) + (g+h)(z) = f(x) + (g(x) + h(x)) = (f(x) + g(x)) + h(z) =
(f +9)(@) + h(x) = [(f + g) + h](x), para todo z € X;

(3) Seja 0 a fungdo identicamente nula. (f + 0)(z) = f(x) 4+ 0(z) = f(x), para todo x € X;

(4) Dada a fungdo f definimos a fungdo —f por (—f)(x) = —f(x), para todo x € X. [f +
(—=N)(x) = f(x) + (= f(x) = 0= 0(x), para todo x € X;

(3) [(B)l(x) = a(Bf)(x) = a(Bf(z)) = (af) f(x) = [(f)f](x), para todo z € X;
(6) [a(f +9)l(x) = alf + 9)(z) = a(f(x) + g(z)) = af(x) + ag(z) = (af)(x) + (ag)(z) =

(af + ag)(z), para todo z € X;

(7) [(Oé + 5)f]3éx) = (a+ B)f(z) = af(z) + Bf(z) = (af)(z) + (Bf)(z) = [af + Bf](z), para
todo xr € X;

(8) (1f)(x) =1f(z) = f(z), para todo z € X

Julho 2004 Reginaldo J. Santos



10 Espacos Vetoriais

Variando o conjunto X obtemos varios exemplos de espaco vetorial.

Se X éiguala{1l,...,n}, entdo F(X;R) = R", pois podemos identificar cada vetor (x1,...,z,)
de R" com a fungdo f : {1,...,n} — R definida por f(1) = z1,..., f(n) = z,.

Se X é igual ao produto cartesiano {1,...,m} x {1,...,n}, entdo F(X;R) = M,,,, pois
podemos identificar cada matriz (a;;)m, com a fungdo f : {1,...,m} x {1,...,n} — R definida
por f(1,1) =aj,..., f(L,n) =ain, ..., f(m,1) = amni,..., f(m,n) = amm.

Exemplo 1.5. O conjunto R*™ das sequiéncias de nimeros reais, ou seja, o conjunto das listas
infinitas (z1,xa,...,Zy,,...) tais que x, € R, paran =1,2,3,..., com as operagdes

(1, @9, Ty o)+ (Y1, Y2, o3 Yny - o) = (@1 + Y1, T2+ Y2y oo, T+ Yny - - )
a(xy,Tay . Ty ) = (@, 09, ., ATy, )

é um espacgo vetorial sobre R. Pois R*® = F({1,2,3,...};R), jd que podemos identificar cada
seqiiéncia (x,), com a funcdo f: {1,...,n,...} — R definida por f(1) =z1,...,f(n) =z,,....

Exemplo 1.6. Seja P = R[¢] o conjunto dos polindmios sobre R em uma varidvel ¢, ou seja, o
conjunto das expressoes da forma

p(t) = ag+ait +agt’ + - +a,t" + ... :Zajtj,
jeN
em que existe um inteiro positivo n tal que a; = 0, para todo inteiro j > n e ag,as,...,a, € R. O

polindmio identicamente nulo é aquele em que a; = 0, para todo j € N.

Algebra Linear e Aplicagoes Julho 2004



1.1  Espacos Vetoriais 11

Sejam p(t) = ag+art+-- -+ amt™ + Za]tjeq bo+b1t+---+brtr+...:ijtj
JjeN JeN
dois polindmios quaisquer. A soma é definida por

p(t) +q(t) = (ao + bo) + (a1 + b))t + -+ (ap +bp)t" + ... = Z(aj + b))t

A multiplicagdo por um escalar « é definida por

ap(t) = (aag) + (aa))t + -+ + (a)t" + ... = Z(aaj)tj.

JjeN

Vamos mostrar que o conjunto P = R[¢] é um espaco vetorial sobre R.

Sejam p(t) = Z a;t!, q(t) = ijtj,r(t) = chtj e a, [ escalares.

(1) p(t) + Q(t) = Zajtj + ijtj = Z(aj + bj)tj = Z(bj —+ aj)tj = q(t) —l—p(t)
(2) p(t) + (q(t) +r(t) = Zaﬂfj + (Z bit! + cht]) = Z[aj + (b + ¢)]t) =
Z[(aj +b;) 4+ ¢;]t? = (Z a;t! + Z b,-tj) + Z cit? = (p(t) + q(t)) + r(t).

(3) Seja 0(t) o polinémio nulo.

pt) +0(t) = ait/ + Y 0 =) (a;+0)t/ =Y a;t! = p(t).

jeN jEN jEN JEN

Julho 2004 Reginaldo J. Santos



12 Espacos Vetoriais

(4) Defina o polindmio (—p)(t) = >_;cn(— aj)tj

p(t) + (—p(t) = Zagth —a;)t —Z j+ (—a))t =0t =0(t)

(5) a(Bp(t) = a(% Bat’) = %(aﬂaj)tj = (aB)p(t).
(6) a(p(t) +q(t) = (a;+ b))t/ = [aa; +b)]t = Z(aaj + ab))t!
2% aa,)t) + Eegejb fiq( t). -
(7) (a+B)p(t) = %;(aw)ajtj - %(aaﬁ%ag’)ﬂ - %(aa;-)tu%(ﬁaj)tj = ap(t)+5p(1).
(8) 1p(t) = jGZN(laj)tj = jGZNajtj = p(t).

Proposicao 1.2. S3o validas as seguintes propriedades em um espago vetorial V:
(a) 0V =0, para todo V em V;
(b) a0 =0, para todo escalar «;

(c) SeaV =0, entioa=00uV =0,

Algebra Linear e Aplicagoes Julho 2004



1.1  Espacos Vetoriais 13

(d) (=1)V = =V, para todo V' pertencente a V.

Demonstracdo. (a) Usando-se o axioma (2) de espago vetorial, temos que
OV 40V =(0+0)V =0V

Somando-se o simétrico de 0V ao primeiro e ao Ultimo membro e usando os axiomas (2) e
(4) temos que
(—(0V)40V)+0V =-0V+0V =0.

Aplicando-se novamente o axioma (4) no primeiro membro, chegamos a 0V = 0.
(b) Este item se prova de forma inteiramente andloga ao anterior, mas a partir de a0 + « 0.
(c) Se a # 0, entdo pelos axiomas (8) e (5) e pelo item (b), temos que

VZN/:(la)vzl( v)=lo=0

a a T a
(d) Usando-se os axiomas (8) e (7) e o item (a) temos que
(—V 4V =(-D)V+1V =(-1+ 1)V =0V =0

Somando-se —V ao primeiro e ao Ultimo membro e usando os axiomas (2), (4), (3) temos
que

O
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14 Espacos Vetoriais

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 419)

1.1.1. Determine o vetor X, tal que 3X — 2V = 15(X — U), para vetores V' e U fixos dados.

- 2Y =U :
U4y para vetores V' e U fixos dados.

_ 6.X
1.1.2. Determine o vetor X, tal que { 3X 4+ Y =

1.1.3. Verifique que o polindmio t* + 2t + 7 é combinacio linear (soma de miiltiplos escalares) de
t*+1let+3.

1.1.4. Verifique que a fung3o constante igual a 3 é combinag3o linear de g(t) = 5tan?t e h(t) =

cos?t’
1.1.5. Quais dos seguintes vetores sdo combinagdo linear de X; = (4,2,-3), Xo = (2,1,-2) e
X3 = (-2,-1,0)?
(a) (171a1); (C) (_27_171);
(b) (4,2,-6); (d) (-1,2,3).

1.1.6. Verifique se sdo espacos vetoriais os seguintes conjuntos:

a) O R? com a adigdo usual e a multiplicagdo por escalar definida por a(z,y) = (ax,0).

()
(b)
()
(d)

O R? com (z1,y1) + (2, y2) = (71 + 279, y1 + 2y2) e a multiplicagdo por escalar usual.

c) O R? com (x1,11) + (22, y2) = (y1 + Y2, 1 + x2) e a multiplicagdo por escalar usual.

d) O conjunto dos nimeros reais positivos, com =z +y = xy e ar = . Qual é o vetor

nulo?
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Exercicios Teoricos

1.1.7. Sejam X um conjunto n3o vazio e V um espaco vetorial. Mostre que, com as definicdes
naturais de soma e multiplicagdo por escalar de fungdes, o conjunto das fun¢des de XX em V,
F(X; V), é um espago vetorial.

1.1.8. Mostre que em um espaco vetorial o vetor nulo é (nico e para cada vetor V' o simétrico —V
também é dnico.

1.1.9. Prove que em um espaco vetorial V, X + W = X + U implica que W = U.
1.1.10. Em um espaco vetorial, «X = SX implica que o = 3?7 E se X # 07

1.1.11. Mostre que se V pertence a um espaco vetorial V e n é um inteiro positivo, entdo nV =
V +...+V (n parcelas).
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16 Espacos Vetoriais

1.2 Subespacos

Definicao 1.4. Seja V um espac¢o vetorial. Dizemos que um subconjunto W # @, de V é um
subespaco de V, se ele também é um espacgo vetorial com relagdo as mesmas operacdes definidas
em V.

Para verificarmos se um subconjunto de um espago vetorial é um subespaco ndo é necessaria a
verificacao dos oito axiomas além dos dois que definem a soma e a multiplicagao por escalar.

Teorema 1.3. Seja V um espago vetorial. Um subconjunto ndo vazio, W C 'V, é um subespaco
de V se, e somente se, as operagoes de soma e multiplicacdo por escalar estio bem definidas, ou
seja, se

(0) Se VW € W, entio V + W € W;

(0') Se V € W e« é um escalar, entdo oV € W;

Demonstracdo. Se W é um subespaco, entdo obviamente as (0) e (0') sdo satisfeitas. Suponha,
agora, que as condi¢des (0) e (0") sdo verificadas para W. Como W é um subconjunto de V, entdo
os Axiomas (1), (2), (5), (6), (7) e (8) da Definigdo 1.3 na pagina 6 sdo satisfeitos para os elementos
de W, pois sao satisfeitos para todos os elementos de V.
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1.2  Subespacos 17

Vamos mostrar que os Axiomas (3) e (4) sdo também satisfeitos, se (0) e (0') sdo verificados.
Para qualquer elemento V' de W, pela Proposicio 1.2, 0V = 0 e —V = (—1)V, ou seja, o vetor
nulo 0 e o simétrico de V' s3o miiltiplos escalares de V, que por (0') pertence a W. U

Exemplo 1.7. Se V é um espaco vetorial, entdo V é um subespago dele mesmo. E o subconjunto
formado apenas pelo vetor nulo, W = {0}, é claramente um subespaco de V. Assim, todo espa¢o
vetorial V 2 {0} possui pelo menos dois subespacos.

Exemplo 1.8. O conjunto R? ndo é um subespaco de R?, pois R? ndo é um subconjunto de R3.

Exemplo 1.9. Os subconjuntos A = {(z,y) e R* |2 >0,y > 0} e B={(z,y) e R* | zy > 0
nao sio subespacos de R?. Pois, para o primeiro, enquanto V = (1,1) € A, -V = (-1)V
(—1,—1) € A. Enquanto para o segundo, V' = (1,0),W =(0,—-1) € B, V+W = (1,-1) € B.

Exemplo 1.10. Seja V # {0} um espaco vetorial. Seja V' um vetor n3o nulo de V. Vamos mostrar
que o conjunto dos miultiplos escalares de V/,

W = {aV | @ é um escalar},

é um subespaco de V.
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18 Espacos Vetoriais

W V4+W

Figura 1.3: A={(z,y)e R?|z > 0,y > 0} Figura 1.4: B = {(z,y) € R? | zy > 0}
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z z
X1+X2 BX
X2
1 X
X y X y
Figura 1.5: Soma de vetores da reta X = Figura 1.6: Multiplicacdo de vetor por es-
aV calar da reta X = aV
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20 Espacos Vetoriais

(0) Sejam V; e V; elementos de W. Entdo existem escalares a; e ap tais que Vi = aqV e
Vo = asV. Logo

‘/1+‘/2:O[1V+O[2V:(041+C¥2)V

Assim, V| + V5 é um multiplo escalar de V' e portanto pertence a W.

(0') Seja W um elemento de W e 3 um escalar. Entdo existe um escalar « tal que W = aV.
Logo

W = B(aV) = (Ba)V.

Assim, SWW é um muiltiplo escalar de V' e portanto pertence a W.

Exemplo 1.11. Seja N = (a4, ...,a,) um vetor de R™ fixo. O conjunto definido por
W= {(x1,...,2,) ER" | ay21 + ... + apz, = 0}
é um subespaco de R".

(0) Se X = (z1,...,2,) e Y = (y1,...,yn) pertencem a W, entdo a1z + ... + apx, = 0 e
ayr + ...+ a,y, = 0 e portanto

X+Y=(x14+v1, T+ Yn)
também pertence a W, pois

ar(z1+y1) + .o an(@n +yn) = (@x + oo+ anzy) + (a1 + ..+ apyn) =0+ 0=0.
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Figura 1.7: Soma de vetores do plano Figura 1.8: Multiplicacdo de vetor por es-
ar + asy +azz =0 calar do plano a;x + asy + asz =0
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(0') Se X = (z1,...,x,) pertence a W, entdo
aX = (azy,...,azy,)
também pertence a W, pois

ai(axy) + ...+ ay(ax,) = a(arxy + ... + apz,) = a0 =0.

Por outro lado, suponha que o conjunto definido por
W= {(z1,...,2,) ER" |ayz1 + ...+ apz, = ¢}

seja um subespaco de R™, em que ¢ € um nimero real fixado.

Se W é um subespaco e X € W, entdo 0.X = 0 também pertence a W, ou seja, o subespaco
tem que conter a origem. Substituindo-se 0 = (0, ..., 0) na equag3o que define o conjunto, obtemos
que a10 4+ ...+ a,0 = ¢, ou seja, ¢ = 0.

Se N = (a1,...,a,) # 0, entdo W é chamado um hiperplano de R". Para n = 3 os
hiperplanos s3ao planos e para n = 2 os hiperplanos sao retas.

Exemplo 1.12. O conjunto das matrizes simétricas n X n:

W, ={AeM,, | A'= A}
e o conjunto das matrizes anti-simétricas n X n:

Wy ={AeM,,| A'=—-A}

sdo subespacos do espaco M,,,, das matrizes n X n, pois a soma de matrizes (anti-)simétricas é uma
matriz (anti-)simétrica (verifique!). O mesmo ocorre com a multiplicagdo por escalar.
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Exemplo 1.13. O conjunto P,, dos polindmios de grau (o maior indice j tal que a; # 0) menor
ou igual a n juntamente com o polinémio nulo é um subespaco do espago dos polindmios P. Pois,
a soma de polin6mios de grau menor ou igual a n é um polinémio de grau menor ou igual an e a
multiplicagdo de um polinémio por escalar é um polinbmio de mesmo grau.

Exemplo 1.14. Seja R(>) o conjunto das listas infinitas (21,2, ..., Z,,...) de nlimeros reais tais
que x; # 0 apenas para um niimero finito de indices i. R(>) é um subespaco de R*, pois a soma de
duas listas com um nimero finito de componentes n3o nulas é uma lista que também tem somente
um ndmero finito de componentes n3o nulas. O mesmo ocorre com a multiplicacdo por escalar.

Exemplo 1.15. Seja X um conjunto n3o vazio. O conjunto

W, ={f e FOR)| f(—z) = f(x) para todo z € X}
das funcgoes, f : X — R, pares e o conjunto

Wy ={f € FOGR) | f(—z) = —f(z) para todo z € X}

das fungdes, f : X — R, impares sdo subespagos, pois a soma de fun¢des (im)pares e a multiplicagdo
de uma fung¢3o (im)par por um escalar sdo também fun¢des (im)pares (verifique!).

Exemplo 1.16. O conjunto C°(I) das fungdes reais continuas, que sdo definidas no intervalo I,
é um subespaco do espago das fungdes reais F(I;R). Pois, a soma de fungdes continuas é uma
funcdo continua e o mesmo acontece com a multiplicagao de uma fun¢do continua por um escalar.
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24 Espacos Vetoriais

Exemplo 1.17. Seja C"(I), para n inteiro positivo, o conjunto das fung¢des reais que possuem a
n-ésima derivada continua no intervalo I. C"(I) é um subespago de C™([), para 0 < m < n. E
C>(I), o conjunto das fungBes que possuem todas as derivadas, é um subespaco de C"(I), para
todo n inteiro positivo.

Exemplo 1.18. Dados os ndmeros reais 7, < x5 < ... < Z,. Seja 8 o subconjunto de C?[z1, z,,]
formado pelas fungdes que sdo polindmios de grau menor ou igual a 3 em cada subintervalo [z, 241 1],
para k = 1,...,n — 1. Este conjunto é chamado de splines (cubicos) em [z, x,] com pontos
de quebra z,,... 2z, 1."

Vamos mostrar que o conjunto 8§ é um subespaco de C?[xy,z,]. Sejam f,g € 8 e & um escalar.
Entdo

(1) (1) (1), .2 (1) .3

ag’ +  ay’x +  ayx® + az x’, sex <z <y,
f(x) =
Cl(()nil) + agnil)x + agnil)x2 + ai(%nil)x?)v S€ Tp—1 S € S o
bél) 4 bgl)ﬂf + bgl)xQ + bgl)x?’, se 11 < x < Zo,
g(z) = : :

Y o Ve a2 4 bV se g < <y,

*A motivacdo para estudar este conjunto 8 vem do fato de que a equacdo da curva que descreve uma barra
eldstica que vai de z; a x,, sujeita a forcas externas localizadas nos pontos s, ..., x,_; satisfaz y(i") () = 0 nos
subintervalos (z;,z;41) e lim 3" (z) — lim y"/(x) proporcional a for¢a aplicada no ponto ;. O que leva a que

T—T;+ T—T;—

y(x) seja um polindmio de grau menor ou igual a 3 em cada subintervalo (z;,2z;4+1) com y”(x) continua no intervalo
[zla In]-
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Assim as fun¢des f e g sdo combinagdo linear de 4(n — 1) = 4n — 4 fungdes. Mas, os coeficientes
nao s3o independentes, pois f, g, f', ¢, f” e ¢” sdo continuas nos pontos de quebra s, ..., x, 1.

cél) + cgl)x + Cél)ﬁ + C§1)$3’ se r1 < x < I,
(f +9)(z) = : 3
cénil) + cgnfl)x + cénfl)ﬂl?Q + C:(snfl)xg’, Se Tp-1 S T X Ty,
@ _ G (4) - C _
emquec”’ =a” +b", parai=0,1,23e5=1,...,n—1.

(1) 1) (1) 2 1,3

Qaay + aa) T + aay'x” + Qas X, se I <z < 29,
(af)(z) = : :
aal™ + ad" Ve + add" V22 + el Va3, sew, g <<y,

sdo splines, pois f + g, af, (f +9), (af),(f +g)" e (af)” também si3o continuas nos pontos de
quebra o, ..., 2, 1.

Exemplo 1.19. Uma equacao diferencial é uma equacido envolvendo pelo menos uma das deri-
vadas de uma fun¢do y = y(t). Considere a equag¢do diferencial

y'(t) = ay(t), (1.3)

para a € R, a # 0.
Vamos determinar o conjunto solug¢do da equagdo (1.3). Em primeiro lugar, suponhamos que
a fungdo y : R — R seja solugdo de (1.3). Vamos supor também que a fun¢do ndo se anula em
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nenhum ponto. Assim sendo, como y € continua ela terd o mesmo sinal para todos os valores de
t € R. Assim (1.3) é equivalente a

Integrando-se membro a membro obtemos
In|y(t)| = at + k, para uma constante k € R.

Portanto,
y(t) = £eFe™ = ae®.

Vamos mostrar que toda solucdo é desta forma, ou seja, que n3o existem outras solucdes além
das ja encontradas. Seja y(t) uma solugdo qualquer de (1.3). Defina

2(t) = e "y(t).
Derivando z(t) obtemos,
() = (e7")y(t) + e "y (t) = —ae™"y(t) + ae™"y(t) = 0.

O que implica que z(t) é uma constante, ou seja, 2(t) = e *y(t) = a. O que implica que
y(t) = ae™. Portanto o conjunto solucdo de (1.3) é o conjunto

W = {ae” | a € R},

que é um subespaco de C*(R), pois é o conjunto dos midltiplos escalares da funcio f(t) = e
(Exemplo 1.10 na pagina 17).
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Exemplo 1.20. Considere a equac3o diferencial

any™ + an_1y™ TV + .+ ary +aoy = f, (1.4)
onde ag,...,a, e f s3o funces de t e y*), denota a k-ésima derivada de y. Esta equacdo é
chamada linear. Se as fungdes ayg, ..., a, forem constantes, dizemos que a equacdo é linear com

coeficientes constantes. Quando f é a func3o identicamente nula, a equagio é chamada linear
homogénea.
ay™ + any" Y+ L+ ary + agy =0, (1.5)

Vamos mostrar que o conjunto solucdo de uma equacgao diferencial linear homogénea com coefici-
entes constantes, W, é um subespago de C>°(R). Em primeiro lugar, W é n3o vazio, pois a fungdo
identicamente nula é uma solugdo de (1.5)

(0) Sejam y1(t) e y2(t) duas solugdes de (1.5). Vamos mostrar que y(t) = y;(t) +y2(t) é também
solugdo de (1.5).

an(y1 4 12)™ 4 an 1 (y1 +12) "V 4+ 4 ar (g1 4 ) + aolyr + 1) =
(any@ + @nflygnil) + . ay) +ayr) + (anyén) + anflyénil) + . Fays +agye) =

0+0= 0

(0") Sejam y(t) uma solugdo de (1.5) e av um escalar. Vamos mostrar que z(t) = ay(t) também
é solugdo de (1.5).

an ()™ + an-1(ay)" ™V 4.+ ar(ay) +aolay) =
(any™ 4+ an_y™ YV + 4 ay +agy) = ad=0
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1.2.1 Soma e Intersecao de Subespacos

Proposicao 1.4. Sejam W, e Wy dois subespagos de um espaco vetorial V. Ent3o:
(a) Wy N Wy é um subespago.

(b) W, UW, é um subespaco se, e somente se, Wy C W, ou Wy C W,

Demonstracdo. (a) Sejam V.W € W;NWy e v um escalar. Entdo, V.IW € W; e V,W € W,.
O que implica que V 4+ W e aV pertencem a W; e a W», ou seja, pertencem a W; N W,

(b) Por contradi¢cdo, suponha que exista V' € Wy, que ndo pertenca a Wy e W € W,, que ndo
pertenca a W;. Como a unido Wy U Wy, por hipdtese, é um subespaco, entdo U =V + W
pertence a unido W, UW,, ou seja, U pertencea Wi oua W,. SeU € Wy, entdioW =U—-V
pertenceria a Wy, contradizendo a hipdtese feita inicialmente. Agora, se U € W,, entao
V = U — W pertenceria a W, contradizendo a hipdtese feita inicialmente. O

Exemplo 1.21. O conjunto solugdo de um sistema linear homogéneo com m equagbes e n
incégnitas,

a;1ry + a12x9 + Ce + apr, = 0
a21r1 + G92X9 + Ce +  agnr, = 0
A1 1 + AmaTas + e + apnT, = 0
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onde a;; sao constantes reais, para i =1,...,m e j = 1,...,n, pode ser visto como a intersecao
de m subespacos de R", que s3o hiperplanos que passam pela origem (Exemplo 1.11 na pagina 20).

Exemplo 1.22. Considere os sistemas lineares

1 —2 3 x 0 1 -2 3 x 0
@) |2 46|]y|l=]0 b)) | =3 7 s||y|=]o0
'3 6 9] 0 2 4 6] | 0
1 -2 3 x 0
| -3 7 8||yl=1]0
| 4 1 2 z 0

Todos sdo sistemas homogéneos, portanto os conjuntos solucio s3o subespacos de R3.

(a) A solugdo geral do primeiro sistema é x =25 — 3t, y =s e z =t ou x = 2y — 3z, que é um

plano que passa pela origem, com vetor normal N = (1,—2,3) (verifique!);
(b) A solucdo geral do segundo sistema é x = —5t,y = —t e 2 =t que é a equacdo de uma reta
que passa pela origem, com vetor diretor V. = (=5,—1,1).

(c) A solugdo do terceiro sistema é x = 0,y = 0 e z = 0, que é somente a origem {0}.

O conjunto solugao de um sistema homogéneo também é chamado de espaco solucao do
sistema homogéneo.
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Definicao 1.5. Sejam W; e W, dois subespagos de um espaco vetorial V.

(a) Definimos a soma dos subespacos, W, + W5, como sendo o conjunto de todos os vetores
de V que sao soma de um elemento de W; com um elemento de W5, ou seja,

W; +W, = {‘/1+‘/v2|‘/1€W1€‘/2€W2}
= {V€V|V:V1+‘/2C0m‘/1€W1€‘/2€W2}

(b) Se o espago V € tal que
V:W1+W2 e
W, NW, = {0},

dizemos que V é soma direta de W, e W5 e denotamos por V=W, & W,.

Exemplo 1.23. Vimos no Exemplo 1.12 na pagina 22 que o conjunto das matrizes simétricas n x n:
W, ={AeM,, | A" = A}

e o conjunto das matrizes anti-simétricas n X n:
Wy ={4AeM,, | A" = —-A}

sao subespacos de M,,,,. Vamos mostrar que M,,,, = W, & W,. Seja A uma matriz qualquer n x n.
Sejam A; uma matriz simétrica e A uma matriz anti-simétrica a serem determinadas tais que

A=Ay + A, (1.6)
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Tomando a transposta da equac¢do (1.6) e usando o fato de que A} = A; e AL = — A, obtemos
At = Ay — Ay, (1.7)
Tomando-se a soma e a diferenca das equagdes (1.6) e (1.7) obtemos
A, = A4+ At e 24y = A— A,

ou seja, A; = 5(A+ A’) e Ay = 3(A — A"). Assim obtemos que a matriz A pode ser escrita como
a soma de uma matriz simétrica e uma anti-simétrica da seguinte forma:

A %(A+At> + %(A _an.

Assim, M,,,, = W;+W,. Além disso, se uma matriz A é ao mesmo tempo simétrica e anti-simétrica,
entdo A = A = —A* = —A. O que implica que A = 0. Ou seja, W; N W, = {0}.

Exemplo 1.24. Seja X um conjunto ndo vazio. Vimos no Exemplo 1.15 na péagina 23 que o
conjunto

W, ={f € FOR) | f(—z) = f(z) para todo = € X}

das funges, f : X — R, pares e o conjunto
Wy ={f € F(X;R) | f(—z) = —f(z) para todo z € X}

das fungdes, f : X — R, impares sdo subespagos. Vamos mostrar que F(X;R) = W, @& W,.
Seja f : X — R uma fungdo qualquer. Sejam f; uma fungdo par e f, uma fungcdo impar a serem
determinadas tais que

f(x) = (fi + f2)(z) = fi(z) + fa(x). (1.8)
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Calculando-se f(—z) usando a equagdo (1.8) e o fato de que fi(—z) = fi(x) e fo(—2x) = — fa(x)
obtemos

f(=z) = fi(z) — fa(z). (1.9)

Tomando-se a soma e a diferenca das equagdes (1.8) e (1.9) obtemos que
2fi(x) = f(x) + f(=x) e 2fa(x) = f(x) = fo(2),

ou seja, fi(x) = 3(f(z) + f(—x)) e folx) = 3(f(x) — f(—x)). Assim, toda funcdo f pode ser
escrita como a soma de uma fungdo par e uma fungao impar da seguinte forma:

F(@) = (@) + F(=2) + 3 (F@) — F(=)).

Ou seja, F(A;R) = Wy + Wy, Agora, se f € W; N'W,, entdo para todo z € X, f(x) =
f(=z) = —f(z), ou seja, f(z) = 0, para todo = € X. Portanto, f é a fun¢do identicamente nula
e Wl N Wg = {6}

Proposicao 1.5. Sejam W, e Wy subespacos de um espago vetorial V. Entdo:
(a) Wi + Wy é um subespaco que contém W, e Ws.

(b) V.= W, & W, se, e somente se, todo elemento V' € V se escreve, de modo tinico, como
somaV =V +V,, ondeV;, €¢ W, e Vo € W,.
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Demonstracao. (a) Vamos mostrar que Wy + W, é um subespaco.

(0) Sejam V=V + Vo e W =W, + Wy, onde Vi, W) € Wy e V,, Wy € W,. Entéo,

cWq ceWq
7\ 7\

lou N

V+W = (Vi+ Vo) + (Wi 4+ Ws) = (Vi +Wh)+ (Va+Wa).
(0') Sejam V =V + V5, onde V; € Wy e Vo, € Wy e o um escalar.

eWy €Wy
= =
aV=aVi+ V)= ali + al; .

Assim, pelo Teorema 1.3 na pagina 16, W; + W, é um subespaco.

(b) Suponhamos, em primeiro lugar, que V. = W; & W,. Entdo, W; N Wy = {0}. Sejam
Vi,Wy € Wy e Vo, Wy € W, tais que

Vi+Vo=W;+Ws.

Somando-se —W; — V5, obtemos

eW, cWso
——
Vi—-Wi=Wy—-V,.
O que implica que V; — Wy = W, — Vo € Wy N Wy = {0}. Logo, Vi = Wy e V, = W,

Por outro lado, suponhamos que todo elemento de V' € V se escreve, de modo tnico, como
soma V=V, +V,, onde V; € Wy e Vo € Wy. Seja Ve W; NW,. Vamos mostrar que
V =0. Mas,

EW, EW2 EW1 EW;

V=V + 0 =0 + V
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Ou seja, se V # 0, teriamos duas formas de escrever V' como uma soma de um elemento de
W, e um de W,. Logo, V =0e W,NW, = {0}. Portanto, como claramente W = W, +W,,
temos que W = W, & W,.

O

Na verdade W; + W, é o menor subespaco que contém W; e W, no sentido de que qualquer
subespaco que contenha W; e W, tem que conter W, 4+ W,. Deixamos para o leitor como exercicio
a verificacao deste fato.

Exemplo 1.25. Sejam W, o conjunto dos polindmios da forma p;(t) = a + at + at?, para a € R
e W, o conjunto dos polindmios da forma ps(t) = b+ ct, para b,c € R. Vamos mostrar que
Py = W, ® W,. Seja p(t) = a + Bt + yt? um polindmio qualquer de P,. Vamos determinar
p1 € Wy e py € W, tais que

D = p1+ p2.

Agrupando os termos de mesmo grau obtemos
a+ Bt +t* = (a+b) + (a+ )t + (a)t?,
que é equivalente ao sistema

+ b =
+ c

Q@ 8 9
=2 X 9

que tem solug¢do Unica a = v,b = a« — vy e ¢ =  — . Como todo elemento de P, se escreve
de maneira Unica como a soma de um elemento de W; e um de W,, entdo pela Proposicdo 1.5,
Py =W; & W,.
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1.2.2 Conjunto de Geradores

Definicao 1.6. Seja X um subconjunto n3o vazio de um espaco vetorial V.

(a) O conjunto [X] de todas as combinagdes lineares (somas de miiltiplos escalares) de vetores
de X, ou seja,
X] = {aaVi+...+ Vi | ;sdoescalarese V; € X, i =1,... ,k}
= {VeV|V=ayVi+...+a;V, com q; escalarese V; € X, i = 1,...,k}
é um subespago de V (verifique!) chamado de espago gerado por X.
(b) Quando [X] =V, dizemos que X é um conjunto de geradores de V. Assim, X é um
conjunto de geradores de um espaco vetorial V, se todo vetor V' de V pode ser escrito como

combinacao linear
V:ozl‘/1+...+oszk

de vetores Vi, ..., V} pertencentes a X.

(c) Se o conjunto de geradores X de um espago vetorial V tem um ndmero finito de elementos
dizemos que o espaco vetorial é finitamente gerado.

Observacao. A maior parte dos resultados que apresentaremos aqui refere-se a espacos vetoriais
finitamente gerados.
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Exemplo 1.26. Vamos verificar que os vetores V; = (1,1,0), Vo = (0,1,1), V3 = (1,0,1) e
Vi=(1,2,1) geram o R3. A equagio vetorial

21(1,1,0) + 22(0,1,1) + 23(1,0, 1) + 24(1,2,1) = (a, b, ¢) (1.10)

ou
(ZEl + xT3 -+ Ty, 21 —+ ) + 23’)4,%2 + T3 -+ ZE4) = (a,b, C)

é equivalente ao sistema de equagdes lineares

T + 23 + x4 = a
r1 + 29 + 21’4 = b s (111)
i) + xT3 + Ty =

Escalonando a matriz aumentada deste sistema

101 1ia 1 0 0 1=
110 2:0b obtemos a matriz 01 0 1 b
011 1:ic 00 1 092
Assim, o sistema (1.11) e a equagdo vetorial (1.10) possuem solu¢do (z, = a,z3 =
—b b+c— b—
L,xg _ otema o,r] = ardbzc «, para todo o € R). Portanto, V3, V5, V3

2 2

e V, geram o R3.

Exemplo 1.27. Os vetores £y = (1,0,...,0), Fy = (0,1,0,...,0),..., E, = (0,...,0,1) geram
o R™. Vamos encontrar um conjunto de geradores para o R”. Um vetor qualquer do R" é da
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forma V = (ay,...,a,) e pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um vetor para cada
parametro e cada vetor depende apenas de um parametro, obtendo A equacao

ou
z1(1,0,...,0)+ ...+ 2,(0,...,0,1) = (ar,...,a,)
ou ainda
(1, ..y xn) = (a1, ..., ay)
tem solucio 1 = ay, ..., T, = a,. Em particular os vetores 7 = (1,0,0), j= (0,1,0) e k= (0,0,1)
geram o R3.
Exemplo 1.28. Parai=1,...,mej =1,...,nseja I;; a matriz m X n cujo elemento na posi¢ao

1j € igual a 1 e os demais elementos sdo iguais a zero. Vamos mostrar que as matrizes F;; geram
o espago das matrizes m x n. Seja A = (a;;) uma matriz qualquer m x n. A equagdo

J]HEH + ...+ xlnEln + ...+ xmlEml + ...+ ImnEmn = A.

tem solu¢ao z;; = a;;. Assim toda matriz m x n é combinagdo linear das matrizes £;;, que portanto

geram M,,,. Em particular as matrizes F;; = {(1) 8] FEis = {O 1 } Es = {? S]e

FEyy = { 8 (1] ] geram o espaco das matrizes 2 x 2.

Julho 2004 Reginaldo J. Santos



38 Espacos Vetoriais

Exemplo 1.29. O conjunto X = {1,¢,t%,...,t",...} é um conjunto de geradores para o espaco
P = R[t], pois todo polindmio p(t) = ag + ... axt" = ag(1l) + a1(t) + ... + a,(t") é combinagdo
linear de elementos de X. Além disso, X,, = {1,¢,¢%,...,t"} é um conjunto de geradores para o

espaco P, pois todo polinémio de grau no maximo n é combina¢ao linear de elementos de X,,.

Observacao. O exemplo anterior mostra que um conjunto de geradores ser um conjunto infinito
nao significa que todo vetor do espaco tenha que ser escrito como uma “combinacdo linear infinita”
dos geradores do espaco. Em caso de divida dé uma olhada novamente na definicdo de conjunto
de geradores.

Exemplo 1.30. Vamos mostrar que as matrizes M; = { 1 (1) } = { i } M3 = { (1) (1) }
e M, = [ ; 1 } geram o espaco das matrizes simétricas 2 x 2. Seja M = [ Z lc) } uma matriz

simétrica qualquer. A equacdo matricial
ill'lMl —+ ZUQMQ -+ .1'3M3 + LE’4M4 =M

é equivalente ao sistema linear

X + 23 + x4 = a

r1 + 22 + 2$4 = b

1 + T + 2x4 = b’
To + T3 + T4y = cC
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que possui solugdo zq = 4= — o xy = =0 — o gy = = e 3y = q, para @ € R. Portanto,

My, My, M3 e My geram o espaco das matrizes simétricas 2 x 2.

Exemplo 1.31. Considere o sistema linear homogéneo AX = 0, onde

11 0 2
A= -2 -2 1 =5
1 1 -1 3

Ja vimos que o conjunto solu¢do de um sistema homogéneo é um subespaco. Vamos encontrar um
conjunto de vetores que gere este subespaco. Escalonando a matriz aumentada do sistema acima,
obtemos a matriz escalonada reduzida

110
001 —1:0
000 0:0
E assim a solucao geral do sistema pode ser escrita como
rn=—-a—20, x9=«, x3= [, x4 =3, para todos os valores de «, 3 € R,
ou seja, o conjunto solucio do sistema AX =0 é
W = {($1,l‘2,3§'3,l’4) = (_05 - 26,@,&,&) | Oé,ﬁ € R} .

Agora, um elemento qualquer de W pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um vetor
para cada parametro e cada vetor depende apenas de um pardmetro, obtendo

(—Oé - 267057675) = <—Oé,Oé,0,0> + (_2570767ﬁ) = Oé(—17 17070) +6<_2707 17 1) .
Portanto, X; = (—1,1,0,0) e Xo = (—2,0,1,1) geram W.
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Exemplo 1.32. Sejam W o espaco gerado por V; = (—=1,1,0) e V5 = (—1,0,1) e V o espaco
gerado por V3 = (1,0,—4) e V; = (0,1, —2). Devemos encontrar os vetores que sdo combinacdes
lineares de V; e V5 que sao também combinagdes lineares de V3 e V}, ou seja, devemos encontrar
vetores V' que satisfazem as duas equacdes:

Vo= oVt (112)
V = ZVs4+wl) (1.13)

Para isso, podemos resolver a equacgao
IEV1+?JV2:ZV3+7~UV4; ou

aVi + yVa + 2(=V3) + w(=V4) = 0.

Esta equacdo é equivalente ao sistema linear AX = 0, onde

-1 -1 -1 0
A= 1 0 0 -1
0o 1 4 2
100 —1:0
A forma escalonada reduzida da matriz aumentada [A[0]é | 0 1 0 2/3:0 | .Assim, a solugdo
001 1/30

do sistema linear é w = t,z = —t/3,y = —2t/3 e x = t, para todo ¢t € R. Substituindo-se z e y
em (1.12), obtemos que a intersecdo V N'W é formada por vetores da forma

2t 2
V=tVi- SV =1(Vi - 5Ve) = H(~1/3,1,-2/3)
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ou substituindo-se z e w em (1.13),
t 1
V= —§V§, +tV, = t(—§V3 + Vi) =1t(-1/3,1,-2/3).

Assim, a reta que é a intersecdo, VN'W, tem equacdo (z,y, z) = t(—1,3,—2), para todo t € R,
que é também um subespaco.

Exemplo 1.33. Dados os nimeros reais ©; < zo < ... < x,, igualmente espacados, isto é,
Tpy1 — g = (xp —x1)/(n—1), parak =1,...,n — 1. Seja 8§ o espago dos splines (ctbicos) em
[x1,x,] com pontos de quebra x5, ..., x, 1 (Exemplo 1.18 na pégina 24).

Seja f um elemento genérico de 8. Entao

a(()l) + Yz + dVa? 4 agl)x37 se 1 < ¥ < 1y,

f(a:) = :
(n—1) (n—1)

ag + a" 'z + aé"_l):z:z + a Yyl

Qg x-, Sexn_1§$§$n,

Assim a fungdo f é uma combinagdo linear de 4(n — 1) = 4n — 4 fun¢Bes. Mas, os coeficientes ndo
sdo independentes, pois f, f' e f” sdo continuas nos pontos de quebra x,,...,x, 1. Do fato de
que f, f’ e f” sdo continuas em x5 obtemos as equacdes

a(()l) - agl)xg + aél)xg + agl)xg — a((,Q) — a&g)xQ — a§2)x§ — a:(f)x;’ =0
oV + 20z, + 3aVa2 —  a? = 2a%2, — 3a22 = 0
2@51) + 3a§1)x2 - 2a§2) — 6a§2)x2 = 0
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Do fato de que f, f' e f” sdo continuas em x5 obtemos as equa¢des

aé2) + a§2):c3 + agz)xg + a§2)x§ — aés) — af’)xg — ag?’)xg
a?) + 2aé2)x3 + 3a§2)x§ — agg) — 2a§3)x3
2a52) + 3a§2)x3 — 2a§3)

V23 = 0
3022 = 0
6ag3)x3 = 0

Juntando os dois conjuntos de equagdes obtidos aos que podemos obter para os pontos de quebra
restantes obtemos um sistema linear homogéneo triangular superior com 3(n—2) = 3n—6 equagdes
e 4n—4 incégnitas. Como o sistema é triangular superior, entao ao escalonarmos a matriz do sistema
obteremos que a solugdo depende de (4n — 4) — (3n — 6) = n + 2 pardmetros. Assim podemos
escrever todo spline de 8§ como combinacdo linear de apenas n + 2 splines. Ou seja, podemos ter

um conjunto de geradores para 8 com apenas n + 2 splines.

Algebra Linear e Aplicacoes
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 423)

1.2.1. Considere os seguintes conjuntos de vetores. Quais deles s3o subespacos de R3?

(a) (z,y,2); tais que z = (e) (z,y,z2), tais que z = z = 0;
(b) (z,y, z), tais que z = = + y; (f) (x,y,2), tais que © = —z;

(c) (z,y,z2), tais que z > 0; (g) (z,y,z), tais que y = 2z + 1;
(d) (x,y,2), taisque z =0e zy > 0; (h) (z,v, 2), tais que 22 = 22 + 2.

1.2.2. Considere os seguintes conjuntos de vetores. Quais deles s3o subespacos de R*?

(a) (z,y,z,w), tais que . —y = 2;

(b) (z,y,2,w), taisque 2 =z =2y e w = x — 3y;
(¢) (z,y,z,w), tais que z = y = 0;

(d) (z,y,z,w), taisque z =0 e y = —w;

1.2.3. Verifique se os seguintes conjuntos sdo espacos vetoriais.

(a) O conjunto das fungdes f em C°[—1,1] tais que f(—1) = f(1).

(b) O conjunto de todas as fungBes continuas ndo decrescentes em [0, 1].

(c) O conjunto de todas as fungdes f em C°[—1, 1] tais que f(—1) =0 ou f(1) = 0.
(d) O conjunto de todas as fungdes f em C°[—1,1] tais que f(—1) =0e f(1) =0.
()

e) O conjunto de todos os polindmios de grau 3.

1.2.4. Seja A uma matriz n xn fixada. Determine se os conjuntos dados sdo ou ndo espacos vetoriais.
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(a) {B € M, | AB = BA}.
(b) {B € M, | AB # BA}.
(c) {B € M,,| BA=0}.

1.2.5. Seja X um conjunto n3o vazio. Mostre que para qualquer t, € X fixado, o conjunto

{f € FOGR) [ f(to) =0}
é um subespaco de F(X; R).

1.2.6. Sejam
Wl :{($,y,Z) €R3|$:y22}

o subespaco de R? formado pelos vetores que tém as trés componentes iguais e
Wy = {(ZE,y,Z) eRr? | Z:O}

o subespaco de R? formado pelos vetores que t8m a primeira componente igual a zero. Mostre
que R? = W, & W,.

1.2.7. Quais dos seguintes conjuntos de vetores geram o R*?

(a) {(1,0,0,1),(0,1,0, 0),( ,1,1,1),(1,1,1,0)};

(b) {(1,2,1,0), (1,1, - ),(0 0,0, 1)}

(c) {(6,4,-2,4), (2 0,0, 1),( ,2), (5,6, 3,2), (0,4, —2,~1)};
(d) {(1,1,0,0),(1,2,~1,1), (0, 0,1,1) (2,1,2,2)};
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1.2.8.

1.2.9.

1.2.10.

1.2.11.

1.2.12.
1.2.13.

1.2.14.

Encontre um conjunto de vetores que gera o espaco solucio do sistema homogéneo AX = 0,
em que

1 010 11 2 -1
(@) A=|12 3 1]; b) A=| 2 3 6 —2
21 31 -2 1 2 2
Considere os seguintes subespacos de R3: V = [(-1,2,3),(1,3,4)] e W =

[(1,2,—1),(0,1,1)]. Encontre a equagdo paramétrica da reta VN W. A notacdo [V1, V3]
significa o subespaco gerado por V; e V5, ou seja, o conjunto de todas as combinagdes lineares
de V} e Vi, (Sugestdo: revise o Exemplo 1.32 na pagina 40.)

Verifique que o espaco gerado pelo conjunto {sen®t,cos®t} é igual ao espagco gerado por
{1, cos 2t}

Encontre conjuntos geradores para os seguintes subespacos:
(a) {(a,b,c) € R®|3a — 5b+ 2¢c =0} (c) {pePs|p2) =0}

(b) {A € Mz | 3a11 = 2012} (d) {p € P3| p(2) =p(-1)}
Mostre que {2,¢ + 1,2+ 1,...,t" +1,...} é um conjunto de geradores para P = R|x].

Encontre um conjunto de geradores para o subespaco dos polindomios pares, ou seja, para o
subespa¢o dos polindmios p(t) que satisfazem p(—t) = p(t), para todo ¢ € R.

Exercicios Teoricos

Mostre que o conjunto dos quocientes de polinbmios chamado fracdes racionais,

R(t) = {% | p(t), alt) € RIf] q(t) # o} |
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1.2.15.

1.2.16.

1.2.17.

1.2.18.

1.2.19.

€ um espaco vetorial sobre R.

Mostre que um subconjunto ndo vazio, W, de uma espaco vetorial V é um subespaco se, e
somente se, V +alV pertence a W, para quaisquer vetores V' e W de W e qualquer escalar a.

Mostre que W, + W, é o menor subespaco que contém W; e W5 no sentido de que qualquer
subespaco que contenha W, e W5 tem que conter W + W,

Seja X um subconjunto n3o vazio de um espacgo vetorial V.
(a) Mostre que o conjunto, [X], de todas as combinagdes lineares
al‘/1+--~+akvk

de vetores V7, ...,V € X é um subespaco de V.

(b) Mostre que [X] é o menor subespaco de V que contém X, ou seja, se W é um subespago
de VeX CW, entdo [X] CW.

(c) Mostre que se X; e Xy sdo subconjuntos de um espaco vetorial V e X; C X, entdo
[X1] C [Xy].

(d) Mostre que se X; e Xy sdo subconjuntos de um espago vetorial V, entdo [X; U Xy| =
[X1] + [Xs].

Sejam X um subconjunto de um espaco vetorial V e Y um conjunto obtido de X substituindo-se
um de seus elementos V' por V + aU, para U € X e a € R. Mostre que [X] = [Y].

Mostre que {V3,...,Vi} subconjunto de um espaco vetorial Ve {V;, Vo —V;,... Vi, — Vi }
geram o mesmo subespaco de V.
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\

Figura 1.9: Os subespacos W,V e VW
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1.3 Dependéncia Linear

Definicao 1.7. Um subconjunto X n3o vazio de um espaco vetorial V é chamado conjunto line-
armente dependente (L.D.), se existe um ndmero finito de vetores Vi,...,V, € X e escalares
aq, ..., ndo todos nulos tais que

041‘/1+...+04ka26.

Neste caso dizemos que os elementos de X sdo linearmente dependentes (L.D.). Se o subcon-
junto X n3o é linearmente dependente, dizemos que ele é linearmente independente (L.1.).

Proposicao 1.6. Um subconjunto X ndo vazio de um espago vetorial V € linearmente independente
se, e somente se, qualquer subconjunto finito de X € linearmente independente.

Demonstracao. Pela definicdo dada acima, um subconjunto X de um espaco vetorial V é L.D. se,
e somente se, existe um subconjunto finito de X, V;,...,V, que é L.D. Portanto, X é L.I. se, e
somente se, ele ndo possui subconjunto finito L.D., ou seja, todo subconjunto finito de X é L.I. [

Exemplo 1.34. Um conjunto que contém o vetor nulo é L.D., pois o subconjunto {V; = 0} é tal
que o, V; = 0, para todo escalar ai, em particular para oy # 0.
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Exemplo 1.35. Um conjunto formado por um dnico vetor, {V;}, ndo nulo é L.1., pois z;V; = 0
é equivalente a 1 = 0 ou V; = 0. Mas, V; # 0; portanto x; = 0.

Exemplo 1.36. Um conjunto formado por dois vetores, {V;, 1,2} é L.D. se, e somente se, a equagdo
21Vi + x5V, = 0 possui solucdo nio trivial. Mas se isto acontece, ent3o um dos escalares x; ou x5
pode ser diferente de zero. Se z1 # 0, entdo Vi = (—zy/x1)Va e se x5 # 0, entdo Vo = (—x1/22) V7.
Ou seja, se {V4,V52} é L.D., entdo um dos vetores é mdltiplo escalar do outro.

Reciprocamente, se um vetor é muiiltiplo escalar do outro, digamos se V; = als, entdo 1V —
aVy = 0 e assim eles s3o L.D. Portanto, podemos dizer que dois vetores s3o L.D. se, e somente se,
um é um multiplo escalar do outro.

Por exemplo, o conjunto S = {Vi,V,}, em que V; = (1,0,1) e Vo = (0,1,1), é L.I., pois um
vetor nao é miultiplo escalar do outro.

Exemplo 1.37. Um conjunto formado por trés vetores, {V, V5, V3} é L.D. se, e somente se, a
equacdo 1,V) + x5V + w3V = 0 possui solucio ndo trivial. Mas se isto acontece, entdo um
dos escalares x; ou x5 ou z3 pode ser diferente de zero. Se x; # 0, entdo V; = (—xza/x1)Va +
(—x3/x1)V3, ou seja, o vetor V; é combinagdo linear de V; e V3. De forma semelhante, se xo # 0,
entdo V5 é combinagdo linear de V; e V3 e se x3 # 0, entdo V3 é combinag3o linear de V; e V5. Assim,
se trés vetores Vi, V5 e V5 de um espaco vetorial V s3o L.D., entdo um deles é uma combinacao
linear dos outros dois, ou seja, em deles é uma soma de miiltiplos escalares dos outros dois. No R?
temos que se trés vetores ndo nulos sdo L.D., entdo ou os trés sdo paralelos (Figura 1.12), ou dois
deles sdo paralelos (Figura 1.13) ou os trés sdo coplanares, isto é, sdo paralelos a um mesmo plano
(Figura 1.14).

Reciprocamente, se um vetor é uma combinac¢ao linear dos outros dois, digamos se V| = aV; +
BV3, entdo 1 V) —aVy — 3V3 = 0 e assim eles sdo L.D. Portanto, podemos dizer que trés vetores s3o
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N

Va

|41

S

Figura 1.10: Dois vetores linearmente de-
pendentes

X

X y

Figura 1.11: Dois vetores linearmente inde-
pendentes
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Vo
‘s
1% K4
X y
Figura 1.12: Trés vetores linearmente de- Figura 1.13: Trés vetores linearmente de-
pendentes (paralelos) pendentes (dois paralelos)

Julho 2004 Reginaldo J. Santos



52 Espacos Vetoriais

Figura 1.14: Trés vetores linearmente de- Figura 1.15: Trés vetores linearmente inde-
pendentes (coplanares) pendentes
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L.D. se, e somente se, um deles é uma combinac3o linear dos outros dois. No R?, se trés vetores
sdo L.l., entdo eles ndo sdo coplanares (Figura 1.15).

Exemplo 1.38. Trés ou mais vetores no R?, assim como quatro ou mais vetores no R? e mais de
n vetores no R™ s3o sempre L.D. Pois, nestes casos, o problema de verificar se eles sdo ou ndo L.I.
leva a um sistema linear homogéneo com mais incégnitas do que equacgdes, que pelo Teorema 1.6
na pagina 51 de [23] tem sempre solu¢do n3o trivial.

Exemplo 1.39. Sejam V; = (1,2,5), Vo = (7,—1,5) e V3 = (1,—1,—1) vetores do R3. Para
sabermos se eles sdo L.I. ou L.D. escrevemos a equagio

21(1,2,5) + 22(7, —1,5) 4+ x3(1, -1, —1) = 0. (1.14)

Esta equacdo vetorial é equivalente ao sistema linear

ry + Trg + x3 = 0
21’1 — X9 — X3 = 0 .
5.1'1 + 51’2 — X3 = 0
Escalonando a matriz aumentada deste sistema
1 7 1:0 1 0 —2/5:0
2 -1 —-1:0 obbtemos a matriz 0 1 1/5:
5 5 —1:'0 0 0 0:0

Assim a varidvel x5 pode ser uma variavel livre que pode, portanto, assumir qualquer valor. Con-
cluimos que o sistema acima e a equagdo vetorial (1.14) tém solug¢do ndo trivial. Portanto, V3, V5
e V3 sdo L.D.
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Exemplo 1.40. Considere os polindmios pi(t) = 1+ t2, po(t) =t +t? e p3(t) = 1+t +t>. Para
sabermos se eles s3o L.I. ou L.D. escrevemos a equacao

21(1+ 1) + 2ot +t*) + 23(1 +t +¢°) = 0 para todo t € R (1.15)
Agrupando os termos de mesmo grau obtemos
({L‘l + 133)(1) + (ZEQ —+ £L‘3)t + (iEl + ) + ZL‘3)t2 = 0 \V/t & R

Como um polindmio € identicamente nulo se, e somente se, todos os seus coeficientes s3o iguais a
zero, a equagdo (1.15) é equivalente ao sistema linear

1 + x3 = 0
T2 + T3 =
1 + Ty + T3 = 0

=}

Escalonando a matriz aumentada deste sistema

1 01:0 1
01 1 0 obtemos a matriz 0
11 1:0 0

o = O

O 1
0
1

o O O

Concluimos, entdo que o sistema acima e a equag&o vetorial (1.15) possui somente a solu¢do trivial
x1 = x9 = x3 = 0. Portanto os polindbmios pi, p2 € p3 sao L.I.

Exemplo 1.41. Vamos mostrar que as matrizes M; = [ 1 (1) } My = [ (1) 1 } e Mz = [ (1) (1) }

sao linearmente independentes no espaco das matrizes 2 x 2. A equag¢ao matricial

0 0
33’1M1—|—$2M2+.’L'3M3: |:O 0:|
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é equivalente ao sistema de equacoes lineares

Ty + z3 = 0

1 + X2 = 0

r1 + 22 0’
To + T3 = 0

que tem somente a solucdo trivial x1 = z9 = x3 = 0. Portanto, M, My e M;5 sdo linearmente
independentes.

Exemplo 1.42. Vamos mostrar que os vetores F; = (1,0,...,0), Es = (0,1,0,...,0), ..., E, =
(0,...,0,1) sdo L.I. A equagdo

pode ser escrita como

ou
(x1,...,2,) = (0,...,0),

que € equivalente ao sistema
1'1:0, ceey xn:O

Em particular os vetores i = (1,0,0), j= (0,1,0) e k= (0,0,1) sdo L.I.
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Exemplo 1.43. Parai = 1,...,m e j = 1,...,n seja F;; a matriz m X n cujo elemento na
posicdo ¢j € igual a 1 e os demais elementos sdo iguais a zero. As matrizes F;; sdo linearmente
independentes, pois a equagao

xllEll + ...+ xlnEln + ...+ xmlEml + ...+ xmnEmn = (_)

tem somente a solucao trivial 11 = ... =21, = ... = Ty = ... = T, = 0. Em particular as
. 10 01 0 0 0 0| .

matrizes E;; = {O O},Eu: {0 O]EQI: [1 O]eMQQ: {O 1} sdo L.I.

Exemplo 1.44. Vamos mostrar que o conjunto X,, = {1,¢,¢%,...,¢"} é um conjunto linearmente

independente no espago dos polinomios P. Vamos considerar a equa¢ao vetorial

Do lado esquerdo temos um polindmio cujos coeficientes sdo os escalares x, . . ., x,, € do lado direito
temos o polindmio nulo. Isto implica que os coeficientes do polindmio do lado esquerdo sdo todos
iguais a zero. Assim, todos os escalares sdo iguais a zero e a equacdo vetorial acima tem somente
a solugao trivial. Portanto o conjunto X,, é L.I.

Exemplo 1.45. O conjunto X = {1,¢,t2,...,t",...} é um conjunto linearmente independente no
espaco dos polindmios P. J& mostramos no Exemplo 1.44 que o conjunto X,, = {1,¢,¢%,...,t"} é
L.l. Pela Proposicao 1.6 na pagina 48 o conjunto X é L.I. pois todo subconjunto finito de X é um
subconjunto de algum X,, que é L.I.
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Exemplo 1.46. Seja Y um conjunto de polinémios {pg, p1,...,Pn, ...} tais que o grau de p, é n,
paran = 0,1,.... Vamos mostrar que Y é um conjunto linearmente independente. Para isso, vamos
mostrar em primeiro lugar que os subconjuntos Y,, = {po, p1,--.,Pn} sdo L.I. Podemos escrever
Pu(t) = aon + ant + ... + apat™, paran =10,1,2.... Precisamos resolver a equagdo

Topo + T1p1 + ... + Tppn = 0.
Agrupando-se os termos de mesmo grau obtemos
(agoxo + - - . + anoTy) + (1121 + .. + 1)t + . ..+ (Appxn)t" =0

que é equivalente ao sistema

apoTo + QAger1 + . + aogpxn, = 0
+ apjjry + ce + Ainly, — 0
ApnTn = 0
que tem somente a solucao trivial zg = ... = x,, = 0. Assim, os subconjuntos Y, de Y sao L.I.

Agora, pela Proposicdo 1.6 na pédgina 48 o conjunto Y é L.I. pois todo subconjunto finito de Y é
um subconjunto de algum Y,, que é L.I.

Exemplo 1.47. Considere o polinémio

gt) = (t —a)™ ... (t —ap)™ (t* + byt +c))™ ... (2 + bt + )™ € R[t],
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com a; € R distintos para i = ke (b;,c;) € R? distintos tais que bi2 — 4¢; < 0, para

=1,...,1. Considere os pollnomlos pw(t) =g(t)/(t—a;), paraj=1,....nei=1,..., ke

Pj(t) = ( )/(t* 4+ bit +¢;), paraj=1,...,m; ei=1,...,l. Vamos mostrar que o conjunto de
poI|n6m|os

{p117 o 7p1n1; ey DPk1y - ka‘nk7P117 o 7P1m17 s 7Pll7' .. 7F)lml7tPll> <o 7tlel}
é linearmente independente. Considere a combinagdo linear nula
k  n; I my L my
DO )+ YD B8Pyt + Y > yitPylt) =
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Isolando o termo «v,, pin, (t) obtemos

ni—1 k l m;
alnlplnl Z al]pl] Z Z O‘zypz] ) - Z Z(ﬁz] + Vijt)ﬂj (t>
=2 j=1 =1 j=1

O polinémio t — a; é um fator do segundo membro da equagdo acima, mas ndo é de py,, (t) o
que implica que oy, = 0 e assim o segundo membro € igual ao polinémio nulo. Se n; > 1, entao
dividindo-se o segundo membro por t —a; podemos isolar o termo vy (n,—1)P1(n,—1)(t)/(t —a1) e pelo
mesmo argumento anterior mostramos que O1(ny—1) = 0. Repetindo-se isso obtemos que a;; =0,
para j=1,...,n;ei=1,..., k. A combinagdo linear inicial agora tornou-se

l

> i(@-j + 7, Py (t) = 0.

i=1 j=1
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Isolando o termo (1, + Yim,t)Pim, (t) obtemos

ml—1 l

(Bums + Vi t) Prmy (8) = — > (Buj + 758) Py (8) ZZ (Bij + 7iit) Py (2).

7j=1 =2 j=1

O polinémio 2 + byt + ¢; € um fator do segundo membro da equacdo acima, mas n3o é de Py, ()
o que implica que (1, + Vim,t € 0 polindmio nulo e assim o segundo membro ¢é igual ao polindmio
nulo. Sem > 1, entdo dividindo-se o segundo membro por ¢, (t) podemos isolar o termo (31, —1)+
Yi(mi—1)t) Pimi—1)(t)/q1(t) e pelo mesmo argumento anterior mostramos que 31 (m,—1) + Vi(mi—1)1
é o polindmio nqu Repetindo-se isso obtemos que 3;; = v;; =0, paraj=1,...,myei=1,... L
Vejamos alguns exemplos:

(a) Se g(t) = (t —a)(t —b)(t — ¢), com a, b, c € R distintos, entdo os polindmios
pi(t) = (t =0)(t = ¢), pa(t) = (t = a)(t = ¢), ps(t) = (t — a)(t = b)
sao L.I.
(b) Se g(t) = (t — a)*(t — b)?, com a,b € R distintos, entdo os polinémios

pt)=(t—a)t=b7°  pt)=(=b)°  ps(t)=(t—a)’(t—b)
pat) = (t — a)*(t = b), ps(t) = (t —a)®

sao L.I
(c) Se g(t) = (t —a)*(t> + bt + ¢), com a,b,c € R e b*> — 4c < 0, entdo os polindmios
pi(t) = ({t—a) >+ bt+c), po(t) =t + bt +c, p3(t) = (t — a)?, pa(t) = t(t — a)?

s3o L.I.
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Teorema 1.7. Um subconjunto X ndo vazio de um espaco vetorial V € linearmente dependente se,

e somente se, X = {0} ou existem vetores distintos V, V1, ..., V}, em X tais que V' é combinacdo
linear de Vi, ..., V.

Demonstragdo. Seja X # {0}.
(a) Se X é L.D., entdo existem vetores V, V..., Vi em X tais que a equagdo
oV 4+ Vi +aVo+ ... +2Ve =0 (1.16)

admite solugdo ndo trivial, o que significa que pelo menos um z; é diferente de zero. Podemos
supor sem perda de generalidade que 2y # 0. Ent3o, multiplicando-se a equagdo (1.16) por
1/zo e subtraindo-se ({)Vi + ...+ (£&)V obtemos

Portanto, o vetor V' é combinacgao linear de Vi,..., V.
(b) Se existem vetores V, V1, ..., V, em X tais que V' é uma combina¢do linear de V1, ..., V}, isto
é, se existem escalares aq, . .., a4 tais que

aVi+...+a V=V,
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entdo somando-se —V a ambos os membros ficamos com

—V+aVi+...+a0,V =0. (1.17)

Isto implica que a equacdo zoV + 2;Vi + ... 4+ 21V, = 0 admite solugdo n3o trivial, pois o
coeficiente de V' em (1.17) é —1. Portanto, X é L.D. O
Exemplo 1.48. Considere as funcdes 1, cos 2t,cos?t,cos®t,...,cos"t,... A funcio cos 2t é com-

binacdo linear de cos®t e 1, pois
cos 2t = cos’t —sen’t = 2cos’t — 1,
o que implica, pelo Teorema 1.7, que elas sdo linearmente dependentes.

Exemplo 1.49. Sejam V; = (1,2,5), Vo = (7,—1,5) e V53 = (1,—1,—1) vetores do R3. Vimos
no Exemplo 1.39 na pdgina 53 que estes vetores sdo L.D. Vamos escrever um dos vetores como
combinacao linear dos outros dois. J4 vimos que a equac¢ao vetorial

Vi + Vo +a3V3 =0
é equivalente ao sistema linear

ry + 75(72 + x3 = 0
2[['1 — T2 — X3 =
51’1 + 5{L‘2 — X3 = 0

jen)

Escalonando a matriz aumentada deste sistema

17 1.0 1 0 —2/5:0
2 -1 —-1:0 obbtemos a matriz 0 1 1/5:0
5 o5 —1:0 0 O 0:0
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Assim a solu¢do da equagdo vetorial acima é z1 = (2/5)a, 9 = —(1/5)a e 23 = «, para todo
a € R. Substituindo-se os valores de x1, x5 € x3 na equacdo acima, ficamos com

(2/5)aVi — (1/5)aVs + aVy =0

Tomando-se a = 1, obtemos
(2/5)Vi = (1/5)Va + V5 = 0

multiplicando-se por —5 e somando-se 2V; + 5V3, temos que V5 = 2V; + 5V35. Observe que, neste
exemplo, qualquer dos vetores pode ser escrito como combinacdo linear dos outros. O préximo
exemplo mostra que isto nem sempre acontece.

Exemplo 1.50. Sejam V| = (—2,-2,2), V5 = (—3,3/2,0) e V3 = (—2,1,0). {V4, V5, V3} é L.D.,
mas V} ndo é combinagdo linear de V5 e V5 (Figura 1.13 na pégina 51).

1.3.1 Independéncia Linear de Funcoes

Exemplo 1.51. Dados numeros reais z1 < x93 < ... < x,, igualmente espacados, isto é, tais que
Tpr1 — X = (x, —x1)/(n—1), para k =1,...,n — 1. Defina os splines (Exemplo 1.18 na pégina
24)

p(t), emque t = (x — xp_3)/h se xp_3 < < Tp_2,

pa(t), emquet = (x — xp_2)/h sexp_o <z <xh_1,

qr(x) = B
pa(l —t), emquet=(r—xk1)/h sexp1 <zx<um,
pi(1—1t), emquet=(x—x,)/h sexr <z <oy,
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0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

Figura 1.16

y y
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
5 0 5 0
-0.2 -0.2
0 0.5 0 0.5
y y
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
7 0 7 0
-0.2 -0.2
0 0.5 0 0.5

: Funcgdes g, para k =1,

0.5 1

0.5 1

..., 6 no intervalo [0, 1] dividido em 3 subintervalos

Julho 2004

Reginaldo J. Santos



64 Espacos Vetoriais

para k=1,...,n+ 2, em que

1
pi(s) = 1 s,
3
pa(s) = 1— 2 (14 5)(1 —s)?
eh =z —xr = (x,—x1)/(n—1). Vamos mostrar que o conjunto de splines {qx | k = 1,...,n+2}

é linearmente independente.
Vamos considerar a combinacao linear nula dos splines gy,

n+2

Zaqu(x) = 0. (1.18)

Em cada intervalo [z, 241 1] somente as fungdes gy, qk+1, Grr2 € qrrs podem ser diferentes de zero,
e sao dadas neste intervalo por

a(z) = p(1—1),
Grv1(z) = p2(l—1),
Qrer2(z) = paft),
QGry3(w) = pi(?)

em que t = (x — xx)/h com h = x4 — x = (v, —x1)/(n — 1).
Derivando a equagdo (1.18) e substituindo nos pontos = = x; € x = x5 obtemos as equagdes

—%Oél + %@3 =0
eP) + =

|
NS
>
Q
N
|
(@]
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Figura 1.17: Funcdes g, para k = 1,...,6 no intervalo [0, 1] dividido em 3 subintervalos
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Juntando com as equacoes correspondentes aos pontos x3, ..., x, obtemos n equacdes que dao que
a1 =Q3=...=Qgy1, Pparak=1,...
Qg =Qqu=...=aQ9,, Pparak=1,...

Substituindo = x; e x = x5 na equagdo (1.18) obtemos as equagdes

—

ial + Qo+ i()ég =0
iag + Qa3 + 1064 =0

Como a3 = a; e ay = g, obtemos as equacdes

%al—l—ag:()
a1+%a2:0

o que did que a3 = ap = ... = ay,40 = 0. Portanto as fungdes gy, para k =1,...,n+ 2, sdo L.I.

Se as funcdes f1,..., f, € C"~V(J) forem tais que

fi(to) faolto) oo ulto)
Wife, ..o, ful(to) = det fl(:to) fz(:to) f"(fo) £0
A7) ) e A (1)
para algum ponto ¢y € J, entdo as fungdes fi,..., f, sdo linearmente independentes.
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Proposicdo 1.8. Sejam fi, ..., f, funcdes de C"~V)(J), ou seja, funcbes que possuem a derivada
de ordem n — 1 continua no intervalo J. Defina a fungdo W |f1,..., f.](t) no intervalo J por

fi(t) L) - fal®)

fi(#) faty - i)

Wfi,..., fal(t) = det

10 e e

chamada de wronskiano de f1,..., f,. Se existe um ponto ty € J tal que W|f1,..., fu](to) # 0,
entdo fi,..., [, sdo linearmente independentes.

Demonstracdo. Sejam fi, ..., f, funcdes de C"~1(J). Vamos considerar a equacio funcional
o1 fi(t) + ...+ 2, fn(t) =0(t) = 0, para todo t € J. (1.19)
Derivando a equagdo (1.19) 1,...,n — 1 vezes obtemos o sistema
361f1(t; +  wafelt) o+ xfult) =0

afV0) 4 w0 4+ o+ ) = 0

que pode ser escrito como A; X = 0, onde

A RO fa) 1
TG I (> I A () s
Ay = : : : € .
R () A e () NSO A () T
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Vamos supor que para algum ¢, € J,

Wi, fa](to) = det(Ay,) # 0.

Isto implica que a matriz do sistema € invertivel, de onde segue que para ¢, o sistema A;, X =

sé admite a solugdo trivial. Como a solugdo deve ser independente de ¢, entdo a equagdo (1.19) sé
admite a solug¢ao trivial.

o

O

Exemplo 1.52. As funcdes f1(t) = €', fo(t) = e* e f3(t) = €* sdo L., pois pela Proposicdo 1.8,
temos que

t 2t 3t

e’ e e 1 11
W[fl, fg, fg] (t) = det €t 262t 3€3t e W[fh fg, f3](0) = det 1 2 3 =2 7é 0.
et 4e? 9e¥t 1 49

Exemplo 1.53. Asfungdes fi(t) = cost, fa(t) = sent, f3(t) = cos 2t sdo L.l., pois pela Proposi¢do
1.8, temos que

cost sent cos 2t
Wlfi, fo, f3](t) = det | —sent  cost —2sen2t e
—cost —sent —4cos2t

1 0 1
W[fl, fg, fg](()) = det 0 1 0 =-3 7& 0.
-1 0 —4
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A reciproca da Proposicao 1.8 nao é verdadeira, ou seja, mesmo que para todo ¢ tenhamos
W (t) = 0, ndo significa que as solucdes dos sistemas A; X = 0 na demonstracio da Proposicio 1.8
sejam as mesmas para todo ¢, ou seja, nao significa que as funcoes sejam linearmente dependentes.
Vejamos o préximo exemplo.

Exemplo 1.54. Sejam fi(t) = t? e fo(t) = t|t].

Wit ) = dec | 3, 4l | <o

Apesar do wronskiano ser zero para todo t € R as fun¢des f; e f5 sdo L.l., pois uma funcdo nao é
mdltiplo escalar da outra. Parat > 0, fo(t) = fi(t) e parat <0, fo(t) = — f1(t).
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1.3.1.

1.3.2.

1.3.3.

1.3.4.

1.3.5.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 433)

Quais dos seguintes conjuntos de vetores s3o linearmente dependentes?

1,1,2 1) (1,0,0,2), (4,6,8,6),(0,3,2,1)};
1,-2,3,—1),(~2,4,-6,2)};

71,1,1) (2,3,1,2),(3,1,2,1),(2,2,1, 1) };
,2,—1,3),(6,5,—5,1),(2,—1,3,5)}.

a
b
C

(
(
(
(d

) {(
) {(
) {(1
) {(4
Para quais valores de a o conjunto de vetores {(3,1,0), (a® +2,2,0)} é L.D.?

Verifique se os polindmios seguintes s3o linearmente dependentes ou independentes.

(@) * —2t+ 3,22+t + 8, t* + 8t + 7
(b) > —1,t+1,t+2
Verifique se as fung¢des seguintes sdo linearmente dependentes ou independentes.
(a) t,cost,sent em C%[—m, 7).
(b) cost,1,sen?(t/2) em C*[—m, 7).
(c) 1,et +e7t et —et em C?[—1,1].

Verifique que as funcdes e’ cos 3t e e! sen 3t s3o solucdes linearmente independentes da equacio
diferencial y” — 2y’ + 10y = 0.
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1.3.6.

1.3.7.

1.3.8.

1.3.9.

1.3.10.

1.3.11.

Suponha que § = { X1, X5, X3} seja um conjunto linearmente independente de vetores de um
espaco vetorial V. Responda se T = {Y7, Y3, Y3} é linearmente dependente ou independente
nos seguintes casos:

@ YI=X1+Xo, Yo=X1+X3eY;=Xo+ Xy

b)) i=X1,Vo=X1+X5eYs =X, + Xy + Xs.

Para k = 0,1,...,n, seja pp(t) = t*¥ + t**1 + ... + " Mostre que o conjunto
{po(t),p1(t),...,pu(t)} é linearmente independente em P = R[¢].

Mostre que as fungdes fi(t) = teM, fot) = t2eM, ..., fiu(t) = tFeM, onde A € R, sdo
linearmente independentes.

Mostre que as funcdes f1(t) = et fo(t) = e, ..., fi(t) = ™!, onde A\q,..., \; € R, sdo
linearmente independentes se, e somente se, \; # \;, parai # jei,j=1,...,k.

Suponha que { X1, X5, ..., X,,} seja um conjunto de vetores do R" linearmente independente.
Mostre que se A é uma matriz n X n ndo singular, entdo {AX;, AX,,..., AX,,} também é

um conjunto linearmente independente.

Mostre que {2,¢ +1,t> +1,...,t" +1,...} é um conjunto de polindmios linearmente inde-
pendente.
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Exercicios usando o MATLAB®
Comandos do MATLAB®:
>> c1f limpa a janela grafica.

>> hold on segura o grafico atual de forma que o préximo grafico sera desenhado por cima
do atual.

>> subs(expr,t,a) substitui na expressdo expr a varidvel t por a.

>> axis([a,b,c,d]) define que sera mostrada uma janela no plano cartesiano que vai de
r=aax=bedey=cay=d.

Comandos do pacote GAAL:

>> plotf1(f, [a,b]) desenha o grafico da fun¢do f(z), em que f(z) é dada pela expressdo
f, no intervalo [a,b].

>> gk=splinel(k,x,nbp,a,b) calcula o spline

m(t), em que t = (x — xg_3)/h, sexy_3 <x < Tp_o,

pa(t), emquet = (x — x_2)/h, sexp o <x<xR_1,
() = _ A

pa(l —t), emquet= (v —x5_1)/h, sexp1 <z <z,

pi(1—1t), emquet=(x—xr)/h, sexr <z < T,
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para k=1,...,n+ 2, em que

pis) = 15
pa(s) = 1—2(14—3)(1—3)2

eh=2xp 1 —xr = (r,—x1)/(n—1) no ponto x para um intervalo [a,b] dividido em nbp-1
subintervalos e >> gk=splinel(k,X,nbp,a,b) calcula o spline g nos pontos dados pelas
componentes do vetor coluna X.

>> A=splinel(X,nbp,a,b) cria a matriz a;; = ¢;(X;), em que X é um vetor coluna, para
um intervalo [a,b] dividido em nbp-1 subintervalos.

nbp+2
>> plotsplinel(C,nbp,a,b) desenha o spline definido por Z Ceqr ().
k=1

1.3.12. (a) Defina os vetores Vi1=[1;2;3], V2=[3;4;5] e V3=[5;6;7]. Defina o vetor
V=randi(3,1). Verifique se V é combinacao linear de V1, V2 e V3.

(b) Defina M=randi(3,5). Verifique se os vetores definidos pelas colunas de M sdo com-
binac3do linear de V1, V2 e V3. Tente explicar o resultado.

(c) Verifique se V1, V2 e V3 sdo linearmente independentes. Se eles forem linearmente
dependentes, escreva um deles como combinacdo linear dos outros e verifique o resultado.

1.3.13. (a) Declare a varidvel t simbdlica com o comando >> syms t. Defina as varidveis p1=t~3/4
e p2=1-3* (1+t) *(1-t) "2/4. Desenhe os graficos das fun¢des p(t) = 1t e po(t) =
1—3(1+¢)(1—t)? no intervalo [0, 1] com os comandos
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(d)

>> clf

>> plotfl(pl, [0,11)
>> hold on

>> plotfi(p2,[0,1])

Observe que p1(1) = p2(0), pi(1) = ph(0) e pi(1) = p4(0). Verifique estas igualdades
analiticamente. Usando p; e uma translagdo de po defina um spline no intervalo [0, 2].
Use os comandos abaixo para desenhar o novo spline.

>> clf

>> plotfi(pl, [0,11)

>> hold on

>> plotfi(subs(p2,t,t-1),[1,2])
>> axis([0,2,0,1])

Observe que colando o spline anterior com uma translacdo da reflexdo deste spline em
relacdo ao eixo y obtemos um novo spline no intervalo [0,4]. Use os comandos abaixo
para desenhar o novo spline.

>> plotfl(subs(subs(p2,t,1-t),t,t-2),[2,3])
>> plotfl(subs(subs(pl,t,1-t),t,t-3),[3,4])
>> axis([0,4,0,1])

Considere os splines

p(t), emque t = (x — xg_3)/h, sexy_3 <1z < Tk_9,

pa(t), emque t = (x — xg_2)/h, sexy_ o<z <xR_q,
() = _ A

pa(l —t), emquet=(r—xk_1)/h, sexp1 <ax<uxy,

pi(1—1t), emquet=(x—uxr)/h, sexp<z<Tpe1,
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para k =1,...,n+2 em que pi(s) = 15°, pa(s) =1 —-2(1+3s)(1—s)>eh =
Tpy1 — 2 = (2, —x1)/(n — 1). Use os comandos abaixo para desenhar o spline ¢,
definidos no intervalo [0, 1] com pontos de quebra 21 = 0,20 = 1/3,23 =2/3 e x4 = 1.

>> I=eye(6);

>> plotsplinel(I(:,1),4,0,1)

Substitua k no comando abaixo por 2,3,4,5 e 6 para desenhar os splines 2, ¢3, ¢4, g5 €
6 -

>> plotsplinel(I(:,k),4,0,1)

Mostre que os splines q1, q2, g3, Q4, G5 € g¢ do item anterior sao linearmente independentes
usando os seguintes comandos.

>> X=[0,1/5,2/5,3/5,4/5,1];

>> A=splinel(X,4,0,1);
>> det (A)

Exercicios Teoricos

1.3.14. Sejam Vi,..., Vi1 vetores de um espaco vetorial V, tais que {Vi,...,V,} é linearmente
independente. Mostre que se V},1 ndo pertence ao subespago gerado por {Vi,...,V;}, entdo
{Vi,...,Vks1} é linearmente independente. (Sugestdo: Considere a equacdo z1V; + ... +
Zp41Vie1 = 0. Separe em dois casos: 1 =0 e 25,1 #0.)

1.3.15. Sejam V4, ..., V,, vetores de um espaco vetorial V. Mostre que um vetor V' € [V,...,V}]
pode ser escrito de maneira tinica como combinac¢ao linear de Vi,...,V,, se, e somente se,
Vi,...,V, sdo linearmente independentes.
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1.3.16. Sejam X e Y dois subconjuntos linearmente independentes de um espago vetorial V. Mostre
que X UY é linearmente independente se, e somente se, [X] N [Y] = {0}.

1.3.17. Seja V um espaco vetorial.

(a) Mostre que se X; C Xy C V e X; é linearmente dependente, entdo Xy é linearmente
dependente.

(b) Mostre que se X; C Xy C V e X5 é linearmente independente, entdo Xy é linearmente
independente.

1.3.18. Seja X um conjunto de polinémios em que quaisquer dois polindmios pertencentes a X tém
graus diferentes. Mostre que X é linearmente independente.
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1.4 Base e Dimensao

Ja vimos que, em um espaco vetorial V, um conjunto de geradores pode ser linearmente inde-
pendente ou linearmente dependente. Se o conjunto de geradores for linearmente dependente, entdo
existe um vetor no conjunto que é combinacao linear de outros elementos do conjunto. Entdo este
elemento ndo é necessario na geracao do espaco V. Portanto, um conjunto de geradores linearmente
dependente contem vetores que nao sdao necessarios para gerar V.

1.4.1 Base

Definicao 1.8. Um subconjunto B de um espaco vetorial V é uma base de V, se

(a) B é um conjunto de geradores de V e

(b) B é um conjunto linearmente independente.

Exemplo 1.55. Os vetores F; = (1,0,...,0), F; = (0,1,0,...,0),..., E, =(0,...,0,1) formam
uma base do R"™. Pois, vimos no Exemplo 1.27 na pagina 36 que Ei,..., E, geram o R" e no
Exemplo 1.42 na pégina 55 que F,, E,, ... FE, sdo L.l. Esses vetores formam a chamada base
candnica de R". Nocaso do R3, F, =i, By = j e Es = k.

Exemplo 1.56. Vamos determinar uma base para o espaco solugdo do sistema homogéneo

2$1 + 21’2 — T3 + T4 = 0
—r1 — To -+ 21‘3 + x4 = 0
ry + To — 2£L'3 — Xy = 0
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A matriz aumentada deste sistema é

2 2 -1 1:0
-1 -1 2 10
1 1 -2 -1:0

Resolvendo o sistema pelo método de Gauss-Jordan, transformamos a matriz aumentada na sua
forma reduzida escalonada, obtendo

1 10 1:0
001 1:0
0000:0

Portanto, o sistema dado é equivalente ao seguinte sistema:
T + X2 + x4 = 0
r3 + 14 = 0

cuja solucao é dada por
(xlax% x3,$’4) = (—Oé - 67 «, _ﬁaﬁ) )

para todos os niimeros « e 3 reais. Assim, o espaco solucdo do sistema é
V= {(_Oé_ﬁva7_ﬁaﬁ) | aaﬁ € R}

Agora, vamos determinar uma base para este subespaco. Qualquer vetor V' de V pode ser escrito
como uma soma de vetores de V, sendo um vetor para cada parametro e cada vetor depende apenas
de um parametro, obtendo

(_& - /6,067 _ﬁaﬁ) = (—OL,OC,0,0) + (_6707 _676)
= a(-1,1,0,0) + B(—1,0,—1,1)
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Assim, V; = (—1,1,0,0) e V5 = (—1,0,—1,1) geram V. Além disso, eles sdo L.I., pois se
Oé(—l, 17 07 0) + ﬁ(_la 07 _17 1) = (—Oé - 67 «, _67 6) = (07 07 07 0)7
entdo o« = 0 e § = 0. Portanto, V; e V5 formam uma base de V.

Exemplo 1.57. Seja V= {(a+c¢,b+c,a+b+2c)|a,b,c € R} um subespaco de R3. Qualquer
elemento V' de V pode ser escrito como uma soma de vetores de V, sendo um vetor para cada
parametro e cada vetor depende apenas de um parametro, obtendo

V=(a+ec,b+ca+b+2c) = (a,0,a)+(0,b,b)+ (c,c,2c)
= a(1,0,1) +b(0,1,1) + (1, 1,2).

Logo, definindo V; = (1,0,1), Vo = (0,1,1) e V3 = (1,1,2), entdo {V;, Vs, V3} gera V. Para
sabermos se {V1, V5, V3} é base de V, precisamos verificar se V;, V, e V3 sdo L.I. Para isto temos

que saber se a equacdo vetorial
2Vi+yVa+ 2V3 =0 (1.20)

sé possui a solucdo trivial, ou equivalentemente, se o sistema A X = 0 sé possui a solucio trivial,
onde A = [V V, V3]. Escalonando a matriz [ A|0], obtemos

10 1:0
01 1:0
00 0:0
A solu¢do de (1.20) é dada por t = —a,y = v e z = «, para todo a € R. Substituindo-se esta

solugdo em (1.20) obtemos
—aVi+aVy+aV3=0
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Tomando-se @ = 1 e somando-se V; — V5, obtemos V3 = V5, + V;. Assim o vetor V3 pode ser
descartado na geracao de V, pois ele é combina¢ao linear dos outros dois. Logo, apenas V; e V,
sdo suficientes para gerar V. Como além disso, os vetores V; e V5 sdo tais que um n3o é mdltiplo
escalar do outro, ent3o eles sdo L.I. e portanto {V;,V5} é uma base de V.

Exemplo 1.58. Parai=1,...,mej=1,...,nseja E;; a matrizm Xn cujo elemento na posi¢ao
1j € igual a 1 e os demais elementos sdo iguais a zero. As matrizes F;; formam uma base para o
espaco das matrizes m X n, pois mostramos no Exemplo 1.28 na pagina 37 que elas geram M,,,,, e
no Exemplo 1.43 na pagina 56 que elas sao linearmente independentes.

Exemplo 1.59. O conjunto X = {1,¢,#%,...,t",...} é uma base para o espaco P = R[t], pois j4
mostramos que todo polindmio é combinagdo linear de elementos de X (Exemplo 1.29 na pégina
38) e que X é um conjunto linearmente independente (Exemplo 1.45 na pagina 56). O conjunto
X, = {1,t,t* ...,t"} é uma base para o espaco P,, pois j& mostramos que todo polinémio de
grau no maximo n é combinac3o linear de elementos de X,, e além disso é um conjunto linearmente
independente, pois X,, C X.

Teorema 1.9. Um subconjunto B de um espaco vetorial V é uma base de V se, e somente se,
cada vetor de V se escreve de maneira tinica como combinacdo linear dos vetores de B.

Demonstracao. Em primeiro lugar, suponha que todo vetor V' de V seja escrito de maneira (nica
como combinac3o linear de elementos de B. Vamos mostrar que B é uma base de V. Como todo
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vetor é escrito como combinacg3do linear de elementos de B, basta mostrarmos que B é L.I. Sejam
Vi,...,V,, € B. Considere a equacgdo

eVi+ ...+ 2,V =0.

Como todo vetor X de V é escrito de maneira tinica como combinacdo linear de elementos de B,
em particular temos que para X = 0,

eVi+ . 42,V =0=0V 4+ ...+ 0V,

o que implica que z; =0,...,z,, = 0, ou seja, Vi,...,V,, sdo linearmente independentes. Como
Vi,..., V., sdo vetores quaisquer de B, entdo B é L.l. Portanto, B é base de V.

Suponha, agora, que B seja base de V. Seja V' um vetor qualquer de V. Se V € escrito de
duas maneiras como combinacdo linear de elementos de B, entdo podemos supor, sem perda de
generalidade, que existem vetores V1,...,V,, € B tais que

o Vi+.. + 2V =V=uVi+...+ynVn,

entao B
(x1 —y)Vi+ ...+ (T — Ym) Vi = 0.

Como B é uma base, entdo Vi,...,V,, sdo L.I. o que implica que 1 = ¥, ..., T, = Y. Portanto,
todo vetor V de V é escrito de maneira tinica como combinac¢3o linear de elementos de B. O

Teorema 1.10. (a) Se B = {V4,...,V,,} é uma base de um espagco vetorial V, entdo um
subconjunto de V com mais de m vetores é linearmente dependente.
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(b) Se B ={Vy,...,V,} e B' ={Wy,...,W,} sdo duas bases de um espaco vetorial V, entdo

m =mn.

Demonstracdo. (a) Seja {Wi,...,W,} um subconjunto de V, com n > m. Vamos mostrar
que {Wy,...,W,} é L.D. Considere a combinagio linear nula de Wy,... . W,

oWi + o Wo+ ... +2,W,, =0. (1.21)
Como {Vi,...,V,,} é uma base, qualquer elemento do espago pode ser escrito como com-

binacdo linear de Vi,...,V,,. Em particular,
Wj:ale1+a2jV2+...+amij:Zazjvi, parajzl,...,n. (122)

i=1
Assim, substituindo (1.22) em (1.21) e agrupando os termos que contém V;, parai = 1,...,m,
obtemos

(121 4+ ...+ az)Vi+ oo+ (a1 + - oo+ @) Vi = 0. (1.23)
Como {Vi,...,V,,} é base, Vi,...,V,, sdo L.I. e portanto os escalares na equagdo (1.23) sdo

iguais a zero. Isto leva ao sistema linear
AX =0,

onde A = (a;j)mxn. Mas, este é um sistema homogéneo que tem mais incégnitas do que
equagdes, portanto possui solugdo ndo trivial, (Teorema 1.6 na pégina 51 de [23]), como
queriamos provar.
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(b) Suponha por contradigdo que n > m. Pelo item anterior, segue que {W1,...,W,} éL.D., o
que é impossivel. O caso n < m pode ser tratado de forma andloga.
O

Exemplo 1.60. Segue do Teorema 1.10 e dos exemplos anteriores que mais de n vetores no R",
mais de n + 1 polindmios de P,, e mais de mn matrizes m x n sio linearmente dependentes.

1.4.2 Dimensao

Definicao 1.9. Dizemos que um espaco vetorial V tem dimensao finita se ele tem uma base
consistindo de um ndmero finito de vetores ou V = {0}. Se V # {0}, o ndmero de elementos de
uma de suas bases é chamado de dimens&o de V, denotado por dim(V) e dim({0}) = 0. Quando
um espaco nao tem dimensao finita, dizemos que ele tem dimensao infinita.

Exemplo 1.61. A dimens3o do R™ é n, pois como foi mostrado no Exemplo 1.55 na pégina 77,
E, = (1,0,...,0), B3 =(0,1,0,...,0), ..., E, =(0,...,0,1) formam uma base do R".

Exemplo 1.62. A dimens3o do subespago W = {(a + ¢,b+c,a+b+2¢) | a,b,c € R} de R? é
2 pois como foi mostrado no Exemplo 1.57 na pagina 79, os vetores V; = (1,0,1) e Vo, = (0,1,1)
formam uma base de V.
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Exemplo 1.63. O espaco M,,,, das matrizes m x n tem dimens3do mn, pois foi mostrado no
Exemplo 1.58 na pagina 80 que as matrizes £;;, que tem o elemento i, j igual a 1 e todos os outros
elementos iguais a zero formam uma base de M,,,,,.

Exemplo 1.64. O espaco P, tem dimensdo n + 1, pois como foi mostrado no Exemplo 1.59 na
pagina 80 o conjunto X = {1,z,...,2"} é uma base de P,,.

Proposicao 1.11. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita n. Se W é um subespaco de V,
entdo W € de dimensdo finita e dim(W) < dim(V).

Demonstracdo. Se W = {0}, entdo dim(W) =0 < n.

Caso contrario W contem um vetor ndo nulo Vi. Entdo {Vi} é um conjunto linearmente
independente. Seja W; o subespaco gerado por V;. Se W; = W, entdo {V;} é uma base de W e
dim(W) =1 < n.

Caso contrario acrescentamos vetores Vs, ..., V, de forma que {Vi,...,Vi} seja linearmente
independente. Pelo Teorema 1.10 (a) na pagina 81 k£ < n. Se {Vi,...,Vi} gera W, ent3o
{Vi,...,Vi} é uma base de W e dim(W) = k < n.

Caso contrario, seja Vi1 um vetor que pertence a W, mas n3o pertence ao subespaco
gerado por {Vi,...,Vi}. Entdo, o conjunto {Vi,..., Vi, Vii1} é L., pois caso contrdrio
Vi + ... + 241 Vieyr = 0, implicaria que 341 # 0 (por que?) e assim, V., seria combinacdo
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linear de Vi, ..., Vi, ou seja, Vi1 pertenceria ao subespaco Wy. Se {V;,...,Vi1} gera W, entdo
{Vi,...,Vkr1} é uma base de W e dim(W) = k + 1 < n pelo Teorema 1.10 (a) na pégina 81.
Pelo Teorema 1.10 (a) na pagina 81 este processo tem que parar, ou seja, existe um inteiro
positivo m < n tal que {Vi,..., Vi, Vis1,..., Vb é LI, mas {Vq,... . Vi, Virq, ..., Vi, V} é LD.
para qualquer vetor IV de W. O que implica que V' é combinacdo linearde {V7, ..., Vi, Vig1, ..., Vin}
(por que?). Portanto, {Vi,..., Vi, Vit1,..., Vin} é uma base de W e dim(W) = m < n. O
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Teorema 1.12. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita n > 0.
(a) Todo subconjunto de V linearmente independente que contém n elementos é uma base de V.
(b) De todo conjunto de geradores de V pode ser extraida uma base de V.
(c) Todo conjunto de geradores de V. com n elementos é uma base de V.
(d) Todo conjunto de geradores de V contém pelo menos n elementos.

(e) Todo subconjunto de V linearmente independente pode ser estendido a uma base de V.

Demonstracdo. (a) Sejam Vi,...,V,, vetores L.I. e seja V' um vetor qualquer do espago V.
Vamos mostrar que V' é combinacdo linear de Vi, ..., V,,. Considere a equagdo vetorial

oVi +xVo+ .+ 2,V + 2,V = 0. (1.24)

Pela Proposicdo 1.10 (b), V4,...,V,,V sdo L.D., pois sdo n + 1 vetores em um espaco de
dimensdo n. Ent3o a equagao acima admite solucdo nao trivial, ou seja, pelo menos um
x; # 0. Mas, x,.1 # 0, pois caso contrario, Vi, ..., V, seriam L.D. Entdo, multiplicando-se
a equagdo (1.24) por 1/x,1 e subtraindo (z1/x,1)Vi + (x2/@ni1) Vo + ... + (20 /Tpi1) Vi,

obtemos
V:—< al )m-...-( n )Vn.
Tnt1 Tni1
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(b) Seja B um conjunto de geradores de V. Se B é L.1., entdo B é uma base de V. Caso contririo,
B é L.D. e pelo Teorema 1.7 na péagina 60, um dos vetores de B é combinagdo linear dos
outros. Assim, o subconjunto de B obtido retirando-se este vetor continua gerando V. Se esse
subconjunto for L.l., temos uma base para V, caso contrario, continuamos retirando vetores
do subconjunto até obtermos um subconjunto L.I. e ai neste caso temos uma base para V.

(c) Se n3o fosse uma base entdo, pelo item anterior, poderiamos extrair deste conjunto uma base
com menos de n vetores o que é impossivel pela Proposicao 1.10 na pagina 81.

(d) Se existisse um conjunto de geradores com menos de n elementos, entdo poderiamos extrair
deste conjunto uma base com menos de n vetores o que é impossivel pela Proposicao 1.10 na
pagina 81.

(e) Seja B = {Vi,...,Vi} um conjunto de vetores linearmente independente. Se k = n, pelo
item (a), ndo ha o que fazer. Se k < n, entdo seja W, = [V4,..., V4], o subespaco gerado
por B. Seja Vi1 um vetor que pertence a V, mas n3o pertence a Wy. Ent3o, o conjunto
{Vi,..., V4, Vis1} é LI, pois caso contrdrio z1V; + ... + x4.1Vie1 = 0, implicaria que
Try1 # 0 (por que?) e assim, Vi, seria combinagdo linear de Vi,..., Vi, ou seja, Viiq
pertenceria ao subespago Wy. Se n = k + 1, entdo pelo item (a), {Vi,..., Vi, Vks1} é uma
base de V. Caso contrdrio, ou seja, se n > k + 1, entdo o mesmo argumento é repetido
para o subespaco W;.1 = [V4,..., Vi, Viy1]. Este processo pode ser continuado até que
um conjunto Vi, ..., Vi, Viiq,...,V, de vetores L.|. seja obtido. Neste caso, pelo item (a),
Vi, s Vi, Vieya, ..., Vi } € uma base de V.,

0l
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Exemplo 1.65. Vamos determinar uma base para o espaco W gerado pelas matrizes

2 3 3 3 -1 0 5 6
e R B I B I R ] |
Como por definicdo do subespaco, M, My, M3 e M, geram W, precisamos saber se elas s3o L.I.
Para isso, precisamos resolver a equacao

.TMl + yMg + ZM3 + U}M4 = 6 (125)

que € equivalente ao sistema linear

2 + 3y — 2z + bw =0
3r + 3y + 6w =0
-y + z - w=0
r — 3y + 4z — w =0
cuja solucdo é dada por z = —a— B,y = —a+ 3,2 = f e w = «, para todos «, 3 € R. Portanto,

as matrizes sdo L.D. Substituindo-se os valores encontrados de ,y, z e w na equagdo (1.25) temos
que
(—a = B)M; + (—a+ B) Mz + BM5 + oMy = 0.

Tomando-se « = 1 e 3 = 0 obtemos que —M; — My + My = 0 ou somando-se M; + Mo,
M, = M, + M,. Agora, tomando-se &« = 0 e 3 = 1 obtemos que —M; + My + M35 = 0 ou
somando-se My — My, M3 = My, — M,. Assim, as matrizes M3 e M, podem ser descartadas na
geracdo do subespaco W. Como as matrizes M; e Ms sdo tais que uma n3o é mdltiplo escalar da
outra, entdo elas sdo L.I. e formam, portanto, uma base para W.
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Exemplo 1.66. Vamos mostrar que os polindmios pi(t) = t2 + 1, po(t) = t* — 1 e p3(t) =t + 2
formam uma base de P,. Como sabemos que a dimensdo de P, é 3, basta mostrarmos que estes
polindmios s3o L.l. Para isso, precisamos resolver a equacao vetorial

s+ 1) +y(t* —1)+2(t+2)=0, VteR (1.26)
ou agrupando os termos de mesmo grau,
(z+y)t?+()t+(x—y+22)=0, VteR

Como o polindmio nulo tem todos os coeficientes iguais a zero, entdo (1.26) é equivalente ao sistema
linear
r + Yy =0
z =0
r — vy + 22 =0

que tem somente a solugdo trivial, x = y = z = 0. Portanto, pi, ps € p3 sao L.l. e como a dimensao
de P, é 3, pelo Teorema 1.12 (a), eles formam uma base de P.

Exemplo 1.67. Considere o polindmio
gt) = (t —a)™ ... (t —ap)™ (£ + byt +c1)™ ... (2 + bt + )™ € R[t],

com a; € R distintos para ¢ = 1,...,k e (b;,¢;) € R? distintos tais que b? — 4c; < 0, para
i=1,...,l. Sean=ny+...+np+2my + ...+ 2my; o grau de g(t). Considere os polinémios
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pii(t) = g(t)/(t —a;)?, para j =1,....n; ei = 1,...,k e Py(t) = g(t)/(t* + bit + ¢;)7, para
j=1,....m;ei=1,...,1. O conjunto de polindmios

{pllu"‘7pln17"’7pk17'"kank7pllu"‘)lela"‘7-Pll)"'7-lel)t-Pll7"'7t-lel}

é uma base para o espago dos polindmios de grau menor ou igual an — 1, P,_1, em que n é o
grau de ¢g(t), pois sdo n — 1 polindmios de grau menor que n que foi mostrado no Exemplo 1.47 na
pagina 57 s3o L.I. Vejamos alguns exemplos:

(a) Se g(t) = (t —a)(t —b)(t — ¢), com a, b, c € R distintos, entdo os polinémios
pi(t) = (t =0)(t =), pa(t) = (t = a)(t = ¢), ps(t) = (t — a)(t = b)
formam uma base de P,.
(b) Se g(t) = (t — a)*(t — b)?, com a,b € R distintos, entdo os polinémios

pit)=(t—a)t =07  pat) = (=07  ps(t) = (t—a)’(t —0)
pat) = (t — a)*(t = b), ps(t) = (t —a)®

formam uma base de P,.
(c) Se g(t) = (t — a)*(t* + bt + ¢), com a,b,c € R e b*> — 4c < 0, entdo os polindmios
pi(t) = (t—a)t>+bt+c), po(t) = >+ bt +c, p3(t) = (t —a)?, pa(t) = t(t — a)?

formam uma base de Ps.
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Vamos, agora, provar um resultado interessante sobre a dimensao da soma de subespacos.

Proposicao 1.13. Sejam W, e W, subespacos de dimensao finita de um espaco vetorial V. Entdo

dim(W; + W) = dim(W;) + dim(Wy) — dim(W; N'W,).

Demonstracao. Seja By = {Uj,...,Ux} uma base de W; N W,. Estenda-a a uma base B, =
{Ur,...,U,V1,...,V;} de Wy e a uma base By = {Uy,...,Us, Wy,...,W,} de Wy. Vamos
mostrar que B = {Uy,...,Ux, Vi,..., Vi, Wi, ..., W,} é base de W; + W,. Vamos mostrar em
primeiro lugar que B é um conjunto L.I. Considere a combinag¢3o linear nula

Ui+ ..+ apUc+ BiVi+ oo+ BV + Wi + ...+, W, = 0. (1.27)
Somando-se —y, Wy — ... —,W,, temos que
ol e
Ui+ ..o+ apUp + Vi + oo 4 BuVip = =Wy — . — Wy
O que implica que —y, W — ... —~,W, € W; "W, e portanto se escreve como combinagdo linear
de Uy, ..., Uy, ou seja, existem escalares x1, ..., x; tais que
—’}/1W1 — ... ’)/pr = [L’1U1 + ... —{—l'kUk
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Somando-se v W; + ... + v,W,, temos que

Wi+ . W+ U+ .+ 2 Uy =0

Dai segue que 1 = ... =z =7 = ... = 7, = 0, pois By = {Uy, ..., Ug, Wy,...,W,} é uma
base. E assim, substituindo-se os valores de 71, ...,7, em (1.27) obtemos uma combinaggo linear
nula de By = {Uy,..., Uk, Vi, ..., Viu}, 0 que implica que

ar=...=aq =0 =...= 0, =0. Assim, B é um conjunto L.I. Como além disso, todo
vetor de W; + W, se escreve como combinacao linear dos vetores de B, entdo B é uma base de
W, + W, de onde segue o resultado. O

Exemplo 1.68. Seja V um espaco de dimensdo n. Sejam W; e W, dois subespacos de V com
dim(W,) =n — 1. Se Wy ¢ Wy, entdo dim(W; N Wy) < dim(W,). Aplicando-se a Proposi¢do
1.13, podemos afirmar que V. = W; + W,. Além disso, se dim(Ws) = 1, entdo V = W; & Ws.
Por exemplo, se V = R", W; é igual a um hiperplano e W, é igual ao subespaco gerado por um
vetor V' ¢ Wy, entdo R" = W; & W,.

Exemplo 1.69. Em virtude do exemplo anterior, se Wy for igual a um subespaco gerado por um
polindmio de grau n, entdo P, =P, 1 & W.
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1.4.3 Aplicacao: Fracoes Parciais

Vamos mostrar, usando Algebra Linear, que o procedimento usado no célculo para integrar
fracOes racionais que se baseia na decomposicao em fracoes parciais sempre funciona.
Considere a fragcdo racional

F(t) = %

em que f(t) e g(t) sdo polinémios de R[t] com grau de f(¢) menor do que o grau de g(t) e vamos
supor que g(t) possa ser decomposto da seguinte forma:

gt) = (t —a)™ ... (t —ap)™ (t* + byt +c)™ ... (2 + bt + )™,

com a; € R distintos para ¢ = 1,...,k e (b;,c;) € R? distintos tais que b? — 4¢; < 0, para
i=1,...,1.
Vamos mostrar que existem escalares

alla-"aalnla"'7ak’17-"aaknkvﬁlla-"vﬂlmla-"7ﬁl1a"'7ﬁlmla’ylly-'-771m17"'77lmltaisque
1t 5y Syt

P — B + 7 1.28

®) g(t) ;J=1 t—al ;g (62 4+ bt + ¢;)7 (128)

Multiplicando-se a equacdo acima por ¢(t) obtemos

E n; I my L my
=D > aupy) + > Y BuPut)+ DY wtPy(h), (1.29)

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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em que p;;(t) = g(t)/(t —a;)?, paraj=1,....,n; ei=1,....k e Py(t) = g(t)/(t* + bit + ¢;)7,
paraj=1,....,m;ei=1,...,[l. Mostramos no Exemplo 1.67 na pagina 89 que o conjunto

{plla"‘7pln17"'7pk17'"kank7P117"‘7P1m17"‘7-Pll7"'7-lel7t-PllJ"'7t-lel}

é uma base para o espaco dos polindmios de grau menor ou igual an—1, P,,_1, em que n é o grau de
g(t). Como o grau de f(t) é menor do que o grau de g(t), entdo f(t) pertence a P,,_; e assim existem

escalares Q11ye ooy Alpgy e oo s OFL, - e ,Oz]mk,ﬁll,. .. ,517”1,. .. ,5[1, R ,ﬂlml,’yn,. s Vmas - es Vimy
que satisfazem a equagdo (1.29) e portanto também a equagdo (1.28).
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1.4.4 Aplicacao: Interpolacao por Splines

Dados nlmeros reais 1 < x93 < ... < T, igualmente espacados, isto é, tais que z; 1 — T =
(xp, —x1)/(n—1), para k =1,...,n — 1. Defina os splines (Exemplo 1.51 na pagina 62)

m(t), emque t = (x — xp_3)/h sexp_3 <z < Tk,

pa(t), emquet = (x —xp_2)/h sexp o<z <wh1,
() = _ — (g —

pa(l —t), emquet=(r—xk1)/h sexp1 <zx<um,

pi(1—1t), emquet=(x—xi)/h sexr <z < Ty,

para k=1,...,n+ 2, em que

pl(S) = -8,

3 2
pa(s) = 1— Z<1+8)(1 —5)

e h=apy1 —x, = (v, — 21)/(n — 1). Mostramos no Exemplo 1.51 na pagina 62 que o conjunto
de splines {qx | k = 1,...,n + 2} é linearmente independente. Isto mostra que a dimens3o do
espaco de splines (cibicos) com n pontos de quebra igualmente espagados é maior ou igual a n + 2
(Teorema 1.12(e) na pagina 86).

Por outro lado, no Exemplo 1.33 na pagina 41 vimos que podemos escrever todo spline do espaco
de splines (cubicos) com n pontos de quebra, 8§, como combinag3o linear de apenas n + 2 splines.
Ou seja, podemos ter um conjunto de geradores para & com apenas n + 2 splines. Isto mostra
que a dimens3o do espaco de splines (clbicos) com n pontos de quebra é menor ou igual a n + 2
(Teorema 1.12(b) na pégina 86). Isto nos permite concluir que a dimens3o do espago de splines
(ctbicos) com n pontos de quebra igualmente espagados, 8, é n + 2.
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Proposicao 1.14. A dimenso do espago de splines (ctibicos) com n pontos de quebra igualmente
espacados, S, é n + 2.

Assim cada fun¢do f € § tem uma Unica representacdo como uma combina¢3o linear (Teorema
1.9 na pagina 80)

n+2
flx) = cig;().
j=1
Usando a base {qx | k =1,...,n+ 2} o problema de encontrar uma fun¢do de S que se ajusta
a um conjunto de pontos (z1,¥41), .., (Tni2, Yni2) toma a forma

n+2

chqj(l'i) =f(z;), i=1,...,n+2
j=1
ou
AX = B,

em que a matriz A é definida por a;; = g;(x;), o vetor B é dado por b; = y; e X é o vetor dos
coeficientes ¢, para 4,5 =1,...,n+ 2.

Exemplo 1.70. Considere o seguinte conjunto de dados

x| —1]0[1[2]3
y| 141370
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45

ab

35

3k

25
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15F
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Figura 1.18: Ajuste dos dados do Exemplo 1.70 por splines dividindo-se o intervalo [—1, 3] em dois
subintervalos
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Dividindo-se o intervalo [—1, 3] em dois subintervalos e usando a base {q¢1, 42, g3, ¢4, g5 }, © problema
de encontrar um spline

f(x) = c1qu () + caga() + c3g3(z) + caqa(x) + c5¢5()
que melhor se ajusta ao conjunto de pontos (—1,1), (0,4), (1,1), (2,3), (3,0) toma a forma

c1qr(x;) + caqa(x;) + e3q3(w) + caqu(y) + c5qs(xi) = f(x), 1=1,2,3,4,5

ou
AX = B,

em que a matriz A é definida por a;; = ¢;(z;), B por b; =y; e X por z; =c¢j, parai=1,...,5,
7 =1,...,5. Neste caso

- L i

L1 1 0 0

123 23 1 1 1

32 32 32 32 4 Co

A=|0 + 1 Y o], B=|1]|, X=|a|,
0 L1 2 2 1 3 Cy
32 32 32 32 0 es
1 1
0 0 7 1T 7 ]

Os coeficientes c; obtidos resolvendo o sistema linear sdo

¢ =—103/3, ¢ =95/9, c3=-35/9, ¢, =9, c5=—289/9
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1.4.1.

1.4.2.

1.4.3.

1.4.4.

1.4.5.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 444)

Quais dos seguintes conjuntos de vetores formam uma base para o R*?
(a) {(17 07 07 1)7 (07 17 07 0)7 (17 17 17 1)7 <O7 17 17 1)}'
(b) {(17 _17 07 2)7 (37 _17 27 1)7 (1a Oa 07 1)};
(c) {(0,0,1,1),(~1,1,1,2),(1,1,0,0),(2,1,2, 1) };

Encontre uma base para os seguintes subespacos do R3:

(a) Todos os vetores da forma (a,b,c), onde b = q;
(b) Todos os vetores da forma (a, b, c), onde a = 0;

(c) Todos os vetores da forma (a — b, b+ ¢,2a — b+ c¢).
Encontre as dimensdes dos seguintes subespacos do R*:

(a) Todos os vetores da forma (a,b,c,d), onde d = a + b;
(b) Todos os vetores da forma (a,b,c,d), onde c=a—bed=a+0b;

(c) Todos os vetores da forma (a + c¢,a — b, b+ ¢,—a + b).
Determine os valores de a para os quais {(a?,0,1),(0,a,2),(1,0,1)} é uma base do R?.

Encontre os valores de \ tais que o sistema homogéneo (A — A\I,,)X = 0 tem solu¢do n3o

trivial e para estes valores de \, encontre uma base para o espaco solucao, para as matrizes
A dadas:
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00 1 11 -2
@A=|1 0 -3 |; € A=| -1 2 11|;
01 3 0 1 -1
(2 2 3 4 (12 3
02 3 2 0 -1 3 2
by A=1yg o1 1| A=1y o 3 3
0001 0 0 0 2

1.4.6. Sejam V; =(2,1,3), Vo = (3,—1,4) e V3 = (2,6,4).

(a) Mostre que Vi, V5 e V3 sdo L.D.

(b) Mostre que Vi e V; sdo L.I.

(c) Qual a dimensdo do subespaco gerado por Vi, V5 e Vi, [V, Vo, V).
(d)

d) D& uma interpretacdo geométrica para o subespaco V7, Vs, V3].

1.4.7. Dados Vi = (1,1,1) e Vo = (3, —1,4):

(a) Os vetores V; e V5 geram o R3? Justifique.

(b) Seja V3 um terceiro vetor do R?. Quais as condicdes sobre V3, para que {V7, V5, V3} seja
uma base de R3?

(c) Encontre um vetor V3 que complete junto com V; e V5 uma base do R3.

1.4.8. Seja W o subespaco de R* formado pelos vetores V = (z,, 2) tais que = + 2y + 4z = 0.
Obtenha uma base {V}, Vs, V3} de R? tal que V; e V5 pertencam a W.
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1.4.9. Mostre que os polindmios 1,¢ — 1,¢> — 3t + 1 formam uma base de P,. Exprima o polindmio
2t2 — 5t + 6 como combinacdo linear dos elementos desta base.
1.4.10. Em C°[—m, 7], encontre a dimens3o do subespaco gerado por 1, cos 2t, cos® t.
1.4.11. Seja W, o subespago de P3 que consiste de todos os polinémios p(t) tais que p(0) = 0, e seja
W, o subespaco de P3 dos polindmios ¢(t) tais que ¢(1) = 0. Encontre bases para
(a) Wy;
(b) Wa;
(C) W1 N Wg.
1.4.12. Determine uma base e a dimens3o de cada um dos subespacos de M,,,, abaixo:
(a) Matrizes simétricas.
(b) Matrizes anti-simétricas.
(c) Matrizes de traco igual a zero.
(d) Matrizes que tém a primeira linha igual a dltima coluna.
(e) Matrizes em que a soma dos elementos da primeira linha é igual a soma dos elementos
da dltima coluna.
1.4.13. Para a € R fixado, determine a dimensao do subespaco de P,, definido por

W ={p € P, |pla) = 0}.
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1.4.14.

1.4.15.

1.4.16.

1.4.17.
1.4.18.

Se Vi, V5 e V3 sdo vetores de um espacgo vetorial V e W é o subespaco gerado por V, V5 e
V3, entdo dimensao a de W € igual a 37

Suponha que { X3, Xs,..., X,,} seja uma base do R". Mostre que se A é uma matriz n X n
ndo singular, entdo {AX;, AXy, ..., AX,} também é uma base de R". E se A for singular?

Mostre que se V e W sao subespacos de dimensdao 2 de um espaco vetorial de dimensao
3, entdio VNW £ {0}. O mesmo seria verdade se estes fossem subespacos de um espaco
vetorial de dimensdo 4?7 (Sugestdo: x1V] + xoVo = y1 W1 + 4o Wo € VW se, e somente se,
T Vi 4+ xVo — yy Wi — yoWo = 0.)

Mostre que {2,t + 1,2+ 1,...,t" +1,...} é uma base para P = R[t].

Mostre que {t?,t*,... %" ...} é uma base para o subespaco dos polinémios que satisfazem
p(—t) = p(t), para todo t € R.
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Exercicios usando o MATLAB®
Comandos do pacote GAAL.:
>> A=randi(m,n) cria a matriz m X n com entradas inteiras e aleatdrias entre —5 e 5. >>
A=randi(m,n,p) cria a matriz m X n com entradas inteiras e aleatdrias entre —p e p.
>> A=splinel(X,nbp,a,b) cria a matriz a;; = g;(x;), se X=[x1,...,xn], para um intervalo
[a,b] dividido em nbp-1 subintervalos.
nbp+2
>> plotsplinel(C,nbp,a,b) desenha o spline definido por Z Ceqr ().
k=1
1.4.19. Defina A=randi(3,2)*randi(2,5,2). Verifique se as colunas de A s3o linearmente inde-
pendentes. Se elas forem linearmente dependentes, escreva trés das colunas de A como com-
binac3do linear das outras duas.
1.4.20. Defina a matriz A=randi (4,3) *randi(3,5,2). Considere o subespaco gerado pelas colunas
de A. Extraia das colunas de A uma base para este subespaco.
1.4.21. Defina a matriz A=randi (4,2). Verifique que as colunas de A s3o L.I. Considere o conjunto
formado pelas colunas de A. Complete este conjunto até obter uma base do R*.
1.4.22. (a) Defina a matriz A=randi(4,3)*randi(3,5,2). Considere o subespaco gerado pelas

colunas de A. Obtenha uma base para este subespaco, cujo primeiro vetor é a soma das
duas primeiras colunas de A.
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(b) Defina a matriz B=A*randi(5,2). Sejam V1, V2 as colunas de B, complete a uma base
do subespaco gerado pelas colunas de A.

1.4.23. (a) Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleatdrias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

(b) Use o MATLAB® para tentar encontrar um spline com 3 pontos de quebra cujo gréfico
passa pelos pontos cujas coordenadas sdo dadas pelas linhas da matriz P (veja o Exemplo
1.70 na pagina 96). O comando A=spline1(P(:,1),3,-5,5) cria a matriz cuja coluna
j € ¢;(P(:,1)). O comando C=A\P(:,2) resolve o sistema linear AX=P(:,2). Se ndo
conseguiu, repita o item anterior. Por que pode n3o ser possivel?

(c) Desenhe os pontos e o spline com os comandos
clf, po(P), plotsplinel(C,3,-5,5).

(d) Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.

Algebra Linear e Aplicagoes Julho 2004



1.4 Base e Dimensao 105
Exercicios Tedricos
1.4.24. Seja P,, o subespaco dos polindmios de grau menor ou igual a n.

(a) Mostre que existe um subespaco W, de P, tal que P = P, & W,,.

(b) Seja W3 um subespaco de P,. Seja {po,...,pr} uma base de Wj e
{po, .- PksPkst,---,Pn} uma base de P,. Mostre que {po,...,pn, "L, 2" 2 ..}
é uma base de P.

(c) Mostre que existe um subespago W, de P, tal que P = W3 & W,.

1.4.25. Seja X um conjunto infinito. Para cada a € X, seja f, : X — R a fungdo tal que f,(a) =1
e fu(z) =0, se  # a. Mostre que o conjunto § C F(X;R) formado por estas fungdes é
linearmente independente. Mostre ainda que G ndo gera F(X; R).

1.4.26. Sejam W; e W, subespacos de dimens3o finita. Seja V. =W; + W,. Mostre que V é soma
direta de W, e W, se, e somente se, dim(V) = dim(W;) + dim(Ws).

1.4.27. Sejam W; e W, subespacos de um espaco vetorial V.

(a) Seja V.=W; & W,. Se By é uma base de W; e By é uma base de W,, mostre que
BiNBy =@ e By UBy é uma base de V.
(b) Reciprocamente, se B, e B, sdo bases disjuntas de W, e Wy, respectivamente e B; UB,
é uma base de V, mostre que V =W; & W,.
1.4.28. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Mostre que se W, é um subespac¢o de V, entdo

existe um subespaco Wy, tal que V. =W; & W,.
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Teste do Capitulo

1. Determine uma base e a dimensdo de cada um dos subespacos abaixo:

(a) Das matrizes n x n que tém a primeira linha igual a dltima linha.

(b) Das fung¢des que possuem a segunda derivada identicamente nula.

2. Mostre que {1,#3,¢5,...,t>""1 ...} € uma base para o subespaco dos polinémios que satis-
fazem p(—t) = —p(t), para todo t € R.

3. Mostre que y1(t) = e, yo(t) = te* sdo solugdes linearmente independentes da equacdo
diferencial " — 2\y’ + A%y = 0.

4. Seja S = {po,p1,---,Pn} um conjunto de polindmios tais que o grau de py € igual a k, para
k=0,...,n. Mostre que § é uma base para o espaco dos polinémios de grau menor ou igual
an.
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Capitulo 2

Espacos com Produto Interno

2.1 Produto Escalar e Norma

2.1.1 Produto Interno
Produto Escalar em R"

Vimos que podemos estender a soma e a multiplicacdo de vetores por escalar para o R™. Podemos
estender também os conceitos de produto escalar e ortogonalidade.
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Definicao 2.1. Definimos o produto escalar ou interno de dois vetores X = (z1,...,2,) €
Y =(y1,...,yn) € R™ por

X.Y:gjly1+m2y2+...+l‘nyn:inyi-
i=1

Exemplo 2.1. Sejam V = (1,-2,4,3,5) e W = (5,3, —1,—2, 1) vetores do R®. O produto escalar
entre V e W é dado por

V- = (1)) + (=2)3) + (4)(=1) + 3)(=2) + (5)(1) = —6.

Sao validas as seguintes propriedades para o produto escalar de vetores do R”.

Proposicao 2.1. Se X,Y e Z sdo vetores de R" e o € um escalar, entdo
(a) ( X+Y)- Z=X-Z+Y-Z;
(b) (aX) Y =a(X -Y)=X-(aY),
(c) X - Y=Y X;
(d) Se X e R", X #£0, entdo X - X > 0.
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Demonstracao. Escrevendo os vetores como matrizes colunas, o produto interno de dois vetores
X1 Y1
X = : eY = : pode ser escrito em termos do produto de matrizes como XY = X'Y.

Tn Yn
Sejam X,Y,Z € R" e a € R. Usando as propriedades da &lgebra matricial (Teorema 1.1 na
pagina 10 de [23]), temos que

) X - Y4+2)=X'(Y+2)=XY+X'Z=X-Y+X-Z,

(b) a(X -Y) = a(XY) = (aX")Y = (aX)'Y = (aX) - Y; a outra igualdade é inteiramente
analoga;

() X -V =XY =XY)=Y'X=Y-X; pois X'Y é uma matriz 1 x 1 que é igual a sua
transposta.

(d) Se X = (1,...,2,) #0, entdo x; # 0, para algum j. Entdo

X-X:xf+...+x7212x§>0.

Produto Interno

O conceito de produto escalar pode ser estendido n3ao somente ao R™, mas também a espacos
vetoriais abstratos.
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Definicao 2.2. Seja V um espaco vetorial. Um produto escalar ou interno em V é uma fungao
que associa a cada par ordenado de vetores V' e W em V um escalar denotado por (V, W) satisfa-
zendo os seguintes axiomas:

(a) Paratodos os V,W, U € V, (V + U W) = (V,W) + (U, W);
(b) Para todos os V., W € V e todo escalar a, (aV, W) = a (V,W);

(c) Paratodosos V,W €V, (VW) = (W, V), em que a barra significa o conjugado, ou seja, se
a = a+ib € C, entdo @ = a—ib. Assim se (V, W) é um niimero real, entdo (V, W) = (W, V).

(d) Paratodo VeV, V #£0, (V,V) > 0.

Se esta definido um produto interno em V, dizemos que V é um espaco vetorial com produto
interno.
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Observe que se o conjunto de escalares é o conjunto dos nimeros reais, entdo o axioma (c) é
equivalente a dizer que para todos VW € V, (VW) = (W, V).

Exemplo 2.2. Segue da Proposicdo 2.1 que (V, W) =V -W, para todos V, W € R™ é um produto
interno.

Exemplo 2.3. Seja V = C" o espaco vetorial sobre C das n-tplas de nimeros complexos. Vamos
mostrar que definindo

(X,Y) = Zxkyk, para todos X = (z1,...,2,),Y = (y1,...,yn) € C"
k=1

temos um produto interno.
Por exemplo, se X = (1,i) e Y = (1 +14,2), entdo
(X,V)=1(1+4)+i2=1—i+2i=1+1.
Sejam XY, Z € C" e a € C.

n n

(@) (X+ZY) =) (me+2)T = > _ (@l +2T) = Y b+ Y 2kl = (X, Y) +(Z2,Y);

k=1 k=1

(b) (aX,Y) Zaxkyk—az:xkyk—a X,Y);

= Zxkgk = Z$kyk = Zykfk = (Y, X
k=1 k=1 k=1
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(d) Seja X #0, ( Za:ka:k Z]azkl2>0.
k=1

Exemplo 2.4. Seja V = €%a, b] o espaco vetorial das funcdes reais continuas f : [a,b] — R.
Vamos mostrar que definindo

b
(f,9) = / f(t)g(t)dt, para todas as fungdes f,g € C°a, b

temos um produto interno em V.
Por exemplo, se f(t) =t, g(t) = ' € €°[0, 1], entdo

[1) /01 eldt = 1.
Sejam f, g,h € €%a,b] e o um escalar.
(a) (f+g.h) = [ (F(t) + g@)h()dt = [} f(h(t)dt + [ g(OOh(t)dt = (f,h) + (g, h).
(b) (af.g) = [, af(hg(t)dt = a [ f)g(t)dt = a(f,g).
(c) = [T fg(t)dt = [P TOgdt = [* fB)g(t)dt = [P g(t)f(H)dt = {g. ), pois as

funcoes sao reais € 0 conJugado de um numero real é igual a ele mesmo.

1
(f,g9) = / te'dt = te'
0

(d) Se f # 0, entdo, como f é continua, existe um subintervalo de [a,b], onde f? é limitada
inferiormente por um niimero maior do que zero. Assim, (f, f) = f: f(t)3dt > 0.

Algebra Linear e Aplicagoes Julho 2004



2.1 Produto Escalar e Norma 113

Exemplo 2.5. Seja V = €%([a,b],C) o espago vetorial sobre C das fun¢des continuas f : [a,b] —
C, definidas em [a, b] e tomando valores complexos. Vamos mostrar que definindo

(f,g) = /bf(t)%dt, para todas as fungdes f, g € €°([a,b],C)

temos um produto interno em V.
Por exemplo, se f(t) =t,g(t) = e = cost +isent € C°([0,27], C), entdo

21 . 21 ) —2mi —omi —27mi
(f,g9) = / tettdt = / te "dt = —/ se’ds = —se® + / e’ds = 2mi
0 0 0 0 0

Sejam f, g, h € €%([a,b],C) e a um escalar.

(2) (f +9,h) = [J(F(t) + g(1) ff h(t)ydt + [} g(O)h(E)dt = (£, h) + (g, h).
(b) (af.g) = [} af(®)g(t)dt = a [} f(£)g(t)dt = a (f,g).

o) (o9 = [T F(Dg(hde = [ F(e)g@0yde = [7 g()) Tt = (g, 1).

(d) Se f # 0, entdo, como f é continua, existe um subintervalo de [a,b], onde |f|* é limitada
inferiormente por um ndmero maior do que zero. Assim, (f, f) = fab |f(t)|?dt > 0.

A partir dos axiomas de produto interno podemos provar outras propriedades.
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Proposicao 2.2. Seja V um espaco com produto interno. Sdo validas as seguintes propriedades:
(a) Para todos os V,W. U € V, (VW +U) = (V,IW) + (V,U),
(b) Para todos os V,WW €V e todo escalar o, (V,aW) = a(V,W);

(c) (V,V) =0 se, e somente se, V =0,

Demonstracao. Sejam V,W,U € V e a um escalar.

(@) (VW +U)y=(W+UV)=(W,V)+{(UV)=(V,IW)+(V,U),

(b) (V.aW) =(aW,V) = a (W, V) = a(W,V) = a(V,W);

2.1.2 Norma

Assim como o produto interno pode ser estendido ao R”™ e a espacos vetoriais quaisquer, a nocao
de norma ou comprimento de um vetor pode ser estendida ao R" e a espacos vetoriais quaisquer.
Vamos definir a norma de um vetor ja em um espaco vetorial qualquer.
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Definicao 2.3. Seja V um espacgo vetorial com produto interno. Para todo vetor V' € V, definimos
a norma de V' denotada por ||V|| como sendo

VIl = V{V. V).

Exemplo 2.6. Seja V = €°[—1, 1] com o produto interno

1
(f,9) = / f(t)g(t)dt, para todas as fungdes f,g € C°[—1,1].
—1

Sejam f(t) =1, g(t) =t e h(t) = cosnt. Entdo

(@) [IfI[P=(f.f) = [!, 1dt = 2. Assim, ||f]| = /(. ) = V2.
| =2/3 Assim, gl = \/(5,9) = V273

(b) 19l = (g,9) = [, 2dt = £

! 1 [7 1 [7 1,
() |Ih])? = (h,h) = / cos? Tt dt = —/ cos’sds = — [ (1 +cos2s)ds = —(s| +

1 m 2 J_.

—Tr

1 ™
5senzs‘ ) =1. Assim, ||h]| = /Tl By = 1.

Proposicao 2.3. Seja V um espaco vetorial com produto interno.
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g (_),'

(b) Para todo vetor V € V e para todo escalar o, ||aV]|| = |a]||V]|;
(c) Para todos os vetores VW €V, | (V. W) | <||V||||W]| (Desigualdade de Cauchy-Schwarz);

(d) Para todos os vetores V.W €V, ||V + W || < ||V|| + ||W|| (Desigualdade triangular);

Demonstracdo. (a) Decorre da Definicdo 2.2 na pagina 110 (d) de produto interno e da Pro-
posicdo 2.2 na pagina 114 (c).

b) [Vl = v/ (aV,aV) = \/]a? (V. V) = |al\/(V,V) = |a] [[V]].

(c) A norma de V. — AW é maior ou igual a zero, para qualquer escalar A. Assim,
0 <[V =AW|PP=(V =AW,V = AW) = [[V|? = AW, V) = X (V. W) + [A?||W]]*.

Tomando

(V,W)
A:
W12
ficamos com
V,W) (W, V) [(v,w) )2 (Vo) |
0<||IV|? < W,V V., W) + 4 wWl|? V||? .
I ||WH2< ) — HW|!2< )+ W W= =[V]]" - G

Logo, [V- W[ < [[V]|[IW]].
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(d) Pelo item anterior temos que

VAW = (VW VHW) = (V,V) +(V,IW) + (W, V) + (W, W)
[VIPP + 2R (V, W) + ||[W]|?

VI]?+ 21 (VW) |+ [[W]?

IVII*+ 2V W] + W]

(VI =+ 13

IA A CINA

Tomando a raiz quadrada, segue o resultado.
O

Podemos, agora, estender o conceito de angulo entre vetores para elementos de um espaco
vetorial com produto interno. Definimos o angulo entre dois vetores nao nulos VV e W como
sendo o nimero real # entre 0 e 7 tal que

(V.W)
VI

cosf =

Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposicdo 2.3 (c)) que o adngulo € estd bem definido,
pois
[ (VW) L < IVIHIW

implica que
< VM
VI
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Exemplo 2.7. Seja V = C°[—1, 1] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [—1,1] em R com
o produto interno definido por

(f,9) = /_1 f(t)g(t)dt.

Vamos calcular o angulo entre ¢3 e t.

(3, 1) 1, thdt 2/5 V2

cosf =

3 - 1/2 172
T ™ ([ )™ ()™ VEVER B
Assim o angulo entre t3 e t é

1
6 = arccos = ~ 23°.

2.1.3 Ortogonalidade

Vamos, agora, estender a espagcos com produto interno o conceito de ortogonalidade.

Definicao 2.4. Seja V um espaco vetorial com produto interno.

(a) Dizemos que um subconjunto n3o vazio X de V é ortogonal se para todo par V e W de
elementos distintos de X, (V, W) = 0. Neste caso dizemos que os elementos de X sdo vetores
ortogonais.
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(b) Dizemos que um subconjunto ndo vazio X de V é ortonormal se X é um conjunto ortogonal
consistindo de vetores unitarios, isto é, vetores cuja norma € igual a 1.

Exemplo 2.8. Considere o R?® com o produto interno usual

<(’01,U2, Ug), (wl,wg, W3)> = V1w + Va2W2o + V3ws.

O conjunto
{Wr=(1,1,1),Wy = (=1,1,0), W3 = (—-1,—-1,2)}
de R3 ¢ ortogonal (verifique!).
WAl = (W, W) =12+ 12+ 17 =3,
WalP = (Wa, Wa) = (=1)* +1° +0° = 2,
Ws[* = (Ws, Wa) = (=1)* + (=1)* +2° = 6.

“Dividindo" cada vetor pela sua

norma obtemos

1 1 I 1 1
S [ B S VRV
1 1 I 1
U2 - WW :E(—l,l,O):(—E,E,O),
G = e Lol L2
W T TR VB G

que formam um conjunto ortonormal.
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Exemplo 2.9. Seja L um nimero real maior que zero. Seja V = €°[—L, L] o conjunto das funcdes
continuas do intervalo [—L, L] em R com o produto interno definido por

(f,9) = /_L f()g(t)dt.

Vamos mostrar que o conjunto

Tt 27t 27t nmt nmt

mt
{1,Cos—,sen ,COST,SGHT,...,COST,SQHT,...}

L L
é ortogonal. Como as fungdes do conjunto, exceto a primeira, sdo fungdes cujas primitivas sdo
periddicas de periodo igual a 2L/n, entdo a integral de —L a L destas fungdes € igual a zero e
portanto elas s3o ortogonais a funcao constante 1.

nrt mmt L nmt  mmt L [T
cos —,sen — ) = cos —sen ——dt = — cosnssenmsds
L L L L L T
L ™
= o [sen (m +n)s + sen (m —n)slds = 0
™ —T

—T

Para m # n temos que

nmt mmt L nmt mmt L [T
COS —, COS —— = COS — cos ——dt = — cos ns cos msds
I L L T

L ™
= 5 [cos(m + n)s + cos(m — n)s|ds
™ —Tr

—T
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L ™ ™
= 2 0m n)sen (m+n)s 4—1— 727T(m_n)sen (m—n)s = 0,
nmt mrt L nmt  mmt L [T
<sen T,sen T> = /L sen Tsen Tdt = ;/ﬂ sennssenmsds
L ™

= 5 [— cos(m 4+ n)s + cos(m — n)s|ds =0
L "

Vamos calcular as normas dos elementos do conjunto.

L
P = = [ d-o

L
t t t L t
||cos%||2 = <cos%,cos%>:/Lc082%dt
L [7 L [T
= — / cos® nsds = Py / [1 + cos2ns|ds = L
T J . TJ .
t t t L t
Hsemn%H2 = <senn%,senn%> :/_Lsen2 n%dt
L [T L [T
= —/ sen’nsds = — / [1 —cos2ns|ds = L
T ) . 2 J_.
Assim o conjunto
( 1 1 mt 1 mt 1 2nt 1 2mt 1 nmt 1 nmt )
——, —=C0S —, —=sen —, — C0s —, ——=seNn sen
V2L'VL  L'VvL  L'VL o LVL

—_— . cos , ,
L VL L’VL L

é ortonormal.
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Exemplo 2.10. Seja L um ndmero real maior que zero. Seja V = €°[0, L] o conjunto das funcdes
continuas do intervalo [0, L] em R com o produto interno definido por

(f.g) = /0 f(t)g(t)dt.

Vamos mostrar que os conjuntos

mt 2wt nnt mt 2wt nmt
{1,COSZ,COST,...,COST,...} e {senf,senf,...,senT,...}

sao ortogonais.

t L t L [ L m
<1, cos ﬂ> = / cos %dt = — / cosnsds = —senns| =0
0 0

L T nmw 0

Para m # n temos que

nrt mmt L nrt mmt L [™
COS —,C08 —— ) = cos T cos —dt = — cos n.s cos msds
0 0

L L L T
L ™
= — [ [cos(m +n)s+ cos(m — n)s|ds
2m Jo
L ™ L ™
= _— _— — = O
2W(m+n>sen(m+n)so—|—2W(m_n)sen(m n)sO :
nrt mmt L nmt  mmt L [T
sen —,sen — ) = sen —sen ——dt = — sen ns sen msds
L L 0 L L T Jo
L ™

= — [ [—cos(m+n)s+ cos(m —n)sjds =0
2 Jo
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Vamos calcular as normas dos elementos dos conjuntos.

[11]]?

T2
leos 2T

t
[[sen 2|2

L

Assim os conjuntos

(1,1>:/0Ldt:L

nmt nmt / L nmt dt
COS ——,CO0S —— ) = cos” ——
L’ L 0 L

L [T L [
— / cos’nsds = — [ [1+ cos2ns|ds = L/2
T Jo 2m Jo

nmt nmt / Lo nnt dt
sen ——,sen — ) = sen” ——
L’ L 0 L

L [T L [T
—/ sen’nsds = — [ [1 — cos2ns|ds = L/2
T Jo 2m Jo

{1 2 Tt 2 27t 2 nmt }
—=,1/ 708 —, ]/ 7 COS —, ..., 4/ COS—,... e
\/E’ L L’V L L’ "V L L’

sao ortonormais.

Tt 2 27t 2 nmt }
nL,\/Lsen 7 ,...,\/Lsen 7o
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Exemplo 2.11. Seja L um nidmero real maior que zero. Seja V.= C°([—L, L],C) o espaco vetorial
das fun¢Bes continuas do intervalo [—L, L] com valores complexos munido do produto interno

(f.g) = / s

Vamos mostrar que o conjunto

inwt nﬂ-t TLT('t

{eT :cosT—i—isen 7

|n ez}
é ortogonal.

inmt immnt L intt immwt L 0 ) . L e )
<6 L ,e L > = e L e L dt=— eMeimsdg = — ez(n—m)sds
—L ™ ™

L
mi(n —m)

=0, sen#m.

Vamos calcular as normas dos elementos do conjunto.

inmt inmt inTt L inmt  inmt L g — L i
—_— In7TE nmi 1 -
le | = <6L,€L>: el el dt =— e"einsds = — lds = 2L.
L ™ ™

—T —T

Assim o conjunto

1 inme 1 not 1 nmt
eL = cos +1 sen |neZ}

V2L veL L V2L L

€ ortonormal
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2.1.4 Projecao Ortogonal

Em um espago com produto interno podemos definir a projecao ortogonal de um vetor V' sobre
um vetor ndo nulo W por

: v W>>
projy V' = ( wW.
v V][>

Observe que a projecdo ortogonal de um vetor V' sobre um vetor ndo nulo W é um miiltiplo
escalar do vetor . Além disso temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.4. Seja' V um espaco vetorial com produto interno. Seja W € V um vetor nio nulo.
Entao, V' — projy,V é ortogonal a W, para todo vetor V € V.

Demonstracao. Precisamos calcular o produto escalar de V' — projy, V' com W:

(V.W)
W[

(V= projy V, W) = (V. W) — {projy, V, W) = (V, W) — ( ) (W, W) =0,
pois por definicdo ||W|| = /(W,W). Portanto, V' — projy;, V' é ortogonal a W. O

Observe que se W é um vetor nao nulo, entdo para todo vetor V,

V = (V —projy V) + projy, V.
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Assim, pela Proposicao 2.4, V' pode ser escrito como uma soma de dois vetores ortogonais:
V —projV e projy 'V,
sendo o segundo vetor um muiltiplo escalar de W.

Exemplo 2.12. Seja V = €%[—1,1] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [-1,1] em R
com o produto interno definido por

1
(1) = | st
-1
Vamos determinar a projecdo de t3 em t.

e By @y [Lthdt 25
(rojit*)(1) = e t = T M

3t
3

Podemos escrever t> como uma soma de duas funcdes ortogonais:

sendo que g t € um multiplo escalar de t.
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Proposicao 2.5 (Teorema de Pitagoras). Seja V um espaco com produto interno. Sejam
V,\W € V. SeV e W sédo ortogonais ((V,W) = 0), entdo

IV + WP = [[VI]* +[[W]]*

Demonstracao. Sejam V. W € V.
VWP =(V+W,V+W)=(V,V)+ (VW) + (W, V) + (W, W) = [[V[]* + |[W]?,
pois (V, W) = (W, V) = 0. O

Exemplo 2.13. Seja V = C°[—1, 1] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [—1,1] em R
com o produto interno definido por

0= [ rogtoyi
As fungdes f(t) =1 e g(t) =t sdo ortogonais, pois
o)== [ =0
Vamos verificar o Teorema de Pitdgoras para f(t) =1 e g(t) = t.

1 1 9 8
LA+ lglF? = NP+ [l = (1) + ) = [ des [ Par—242 =2

-1 1
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1 1

I ol =l = e = [ (e olde= 30| =

—1 -

Proposicao 2.6. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Seja W € V um vetor nio nulo.
Entado a projecdo de V-em W é o multiplo escalar de W que é mais “proximo” de V' no sentido de
que € a solucdo do problema
min ||V — X||.
X=aW

Demonstracdo. Seja X um miltiplo escalar qualquer de W. Pelo Teorema de Pitdgoras (Pro-
posicdo 2.5) temos que

IV = X[ = [[(V = projy V) + (projyV = X)|I2 = IV = projy VI + [[proj V — X|1%, (2.1)
pois V' — projy, V' é ortogonal a projy, V' — X que é um miiltiplo escalar de W.
Variando X como miiltiplo escalar de W, vemos de (2.1) que o minimo de ||V — X]||? ocorre
somente para X = projyV/, ja que ||projy,V — V||*> permanece fixo em (2.1) quando variamos X
como muiltiplo escalar de . Portanto,

anin [V = X]|| = |V = proj, V]|

0l
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Exemplo 2.14. Seja V = €%[—1,1] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [—-1,1] em R

com o produto interno definido por
1
(o) = | oo
-1

No Exemplo 2.12 na pagina 126 vimos que

3
proj,t* = =~ t
by

Assim, 2 t é o miiltiplo escalar de ¢ que estd mais “préximo” de ¢* no sentido de que |[t® — at|| =

1 1/2
(/ (t* — at)th) é minimo.
-1

Proposicao 2.7. Seja V um espago vetorial com produto interno. Seja X um subconjunto de V
de vetores ortogonais ndo nulos.

(a) Entdo o conjunto X € linearmente independente (L.1.).

(b) Se V' pertence ao espaco de todas as combinagées lineares de elementos de X, ou seja, se
V € [X] (espaco gerado por X), entdo existem W1, ..., W, € X tais que

V= Z HWH2
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Demonstracdao. (a) Sejam Vi, ...,V vetores quaisquer de X. Considere a equagdo vetorial

oVi+ .. 42V =0. (2.2)

Fazendo o produto escalar de ambos os membros de (2.2) com V;, i = 1,...,k e aplicando

as propriedades do produto escalar, obtemos
r (Vi, Vi) + .o+, (Vi, Vi) + .o 4+ 2 (Vi Vi) = 0. (2.3)
Mas, (V;,V;) =0, se i # j. Assim, de (2.3) obtemos que
zil [Vil[* = 0.

Mas, como V; # 0, entdo ||V;|| # 0 e assim z; = 0, parai = 1..., k. Portanto o conjunto X
é L.l

Seja V € [X]. Entdo existem vetores W7y, ..., W, € X e escalares ay, ..., a, tais que

=1

Fazendo o produto escalar de V' com W, para j = 1,...,n, obtemos que

(V,W;) = <Z OéiWi;Wj> = ZOéz‘ (Wi, W;) = O‘j“WjHQ-
i=1 i=1

Assim,

aj = para j=1,...,n.
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Substituindo-se este valor de «; em (2.4) obtemos o resultado.

Exemplo 2.15. Vimos no Exemplo 2.8 na pagina 119 que o conjunto {W; = (1,1,1),W, =
(—1,1,0), W5 = (=1, —1,2)} de R? é ortogonal com relagdo ao produto interno usual

((v1,v2,v3), (w1, w2, w3)) = V1w + Vowy + V3ws.
Segue da Proposicdo que o conjunto {Wi, W,, W3} é L.I. Como a dimens3o do R? é igual a 3, entdo
este conjunto é uma base do R? (Teorema 1.12 na pégina 86). Podemos assim escrever qualquer
vetor V = (z,y,z) € R? facilmente como combinacdo linear de W;, W, e Ws5. Por exemplo, se
V =(1,2,0), entdo
((1,2,0),W1) =3, ((1,2,0),Ws) = -1, ((1,2,0),W3) = —3.

([WAl]? = (Wi, W) =3, |[Wal]® = (Wa,Wa) =2, [|Ws||? = (W5, W3) =6.

Assim,
<<17270)7W1> <<17270)7W2> <<17270)7W3>
V=(1,20) = 220Uy oy Wa + W,
(1,2,0) W T e e e
1 1
- 1W1—§W2—§W3
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2.1.5 Coeficientes de Fourier

Definicao 2.5. Seja X um subconjunto ortogonal de um espaco vetorial com produto interno

V. Para todo V € V chamamos de coeficientes de Fourier de VV em relacdo a X os escalares
(V,Uy)
UM

para U, € X.

Exemplo 2.16. Seja L um nidmero real maior que zero. Seja V. = CY([—1, 1], C) o espaco vetorial
das fung¢Ges continuas do intervalo [—1, 1] com valores complexos munido do produto interno

1
()= | fog
-1
Vamos calcular os coeficientes de Fourier da fungdo f(t) = e’ em relagdo ao conjunto ortonormal
€ = {"™ = cosnwt + isennnt | n € Z}.

Os coeficientes de Fourier da fungdo f(t) = e’ sdo dados por

<€t71> _ l/letdt:e_e_l

112 2.4 2
<€t eimrt> 1 /1 e 1 /1 » 1 1 p 1
7‘— - inmt Jt — — (1 ”m)tdt _ (1—inm)t
|einmt[|2 2).,°° 2/).,° 2 (1 —inm)© o
1 1 —inmT —(1—inm 1 <_1)n(6 B 6_1>(1 + 7’L7TZ)
~ 2(1—inm) (e — ) = 2 14 n?r? » paran70.
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Exemplo 2.17. Existe uma relacdo entre os coeficientes de Fourier de uma fungdo f € C°[—L, L]
em relagdo ao conjunto

B { 1 Tt 7t 27t 2mt nmt nmt }
= — . sen — — . sen —, ... — . sen —, . ..
, COS L,se L,cos 7 ,se 7 , COS 7 , se 7

do Exemplo 2.9 na pagina 120 e os coeficientes de Fourier da funcdo f em relacdo ao conjunto

inmt Tl?'['t Tlﬂ't

C={ez :cosT+isen 7 |neZ}
do Exemplo 2.11 na pagina 123.
<f76me> 1 t
Sejam ¢, = ————" os coeficientes de f em relacdo a B, ag = s > a, = M e
lle”2 ][ 11> || cos nrt| |2
t .. . - [ .
b, = M os coeficientes de Fourier de f em relacdo a €. No Exemplo 2.9 na pagina 120
||sen nrt||?
vimos que
nmt nmt
1|]> = 2L —IP=L e —IP=L
I =2z, Jleos ™| lsen 21|
e no Exemplo 2.11 na pagina 123 vimos que ||e"T"||2 = 2L. Assim,
(f.1)
Co = T35 — Qo (25)
|1
<f>emTﬂ> 1
Cn = —q— = — (f,cosnnwt+ isennnt
e oY >

1 1
= 57 (f,cosnmt) — Zﬁ (f,sennmt)
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= 5 (eoesp ~ Toonagp ) ~3n = n#0 0o
Cp = %(an +ib,) =¢,, mn>0. (2.7)

Assim, de (2.5) e (2.6) segue que
ap = cy, ap,=2R(c,) e b,=—-2%c,), paran>0. (2.8)

Ou seja, ag = ¢, a, € igual a 2 vezes a parte real de ¢, e b, é igual a —2 vezes a parte imagindria
de ¢,, para n > 0.

Exemplo 2.18. Segue das relacdes (2.8) e do Exemplo 2.16 que os coeficientes de Fourier de
f(t) =e' € €°[—1,1] em relagdo ao conjunto

{1, cos wt,sennt, cos 2wt sen 27t . .., cos nwt,sennmwt, ...}
sao dados por
0 = <et, 1> =cy= 1(e —e),
¢ 2
(=D"(e—e™)

ay, = <et, cos n7rt> = 2R(c,) =

1+ n2n2
I B B (=) e —e Ynn
by, = (e sennmt)=—-23(c,) = 5
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 469)

2.1.1. Sejam X = (1,1,—2) e Y = (a,—1,2). Para quais valores de a, X e Y sdo ortogonais em
relacio ao produto interno usual de R3?

2.1.2. Sejam X = (1/4/2,0,1/v/2) e Y = (a,1/+/2,—b). Para quais valores de a e b, o conjunto
{X,Y} é ortonormal em relacdo ao produto interno usual de R3?

2.1.3. Considere o conjunto
B={W,=(1,-1,1),Wy =(1,1,0), W3 = (—1,1,2)}.
(a) Mostre que o conjunto B é ortogonal em relacdo ao produto interno usual de R3. Este

conjunto é uma base de R3? Por que?

(b) Determine um conjunto ortonormal de vetores € = {Uy, Uy, U3} formado por miiltiplos
escalares dos vetores do conjunto B.

(c) Escreva o vetor V = (2,1,0) como combinagdo linear de Wy, Wy e Wi,
(d) Escreva o vetor V = (x,y, z) de R* como combinacio linear de W, Wy e Wi.

2.1.4. Seja V = C%—1, 1] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [—1, 1] em R com o produto
interno definido por

(f,9) = /_11 f(t)g(t)dt.

(a) Mostre que o conjunto {1,¢,¢%,...,t" ...} n3o é ortogonal.

(b) Mostre que f1(t) =t e fo(t) = t* sdo ortogonais e verifique a validade do Teorema de
Pitdgoras para fi(t) =t e fo(t) = t2
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c) Calcule a pro'ec;éo de t5 em t. Fac;a um esboc;o dos gréficos de t5 (S pI‘O' t5 no mesmo
) g Jt
sistema de coordenadas.

(d) Escreva t°> como uma soma de dois polindmios ortogonais p;(t) e po(t) sendo py(t) um
multiplo escalar de ¢.

(e) Determine o angulo 6 entre ¢ e t°.

2.1.5. Considere o subconjunto B = {1,¢,t? — %} do espago V = C°[—1, 1] das fun¢des continuas
do intervalo [—1,1] em R.

(a) Mostre que o conjunto B é ortogonal em relagdo ao produto interno

(f.9) = /_1 f(t)g(t)dt.

Este conjunto é uma base do subespaco P dos polindmios de grau menor ou igual a 27
Por que?

(b) Determine um conjunto ortonormal de fun¢cdes € = {qo, ¢1,¢2} formado por miiltiplos
escalares dos vetores do conjunto B.

(c) Escreva o polinémio 1 + ¢ + t* como combinacio linear dos elementos de B.

(d) Escreva o polinémio a + bt + ct* como combinag3o linear dos elementos de B.

Exercicios usando o MATLAB®

Comandos do MATLAB®:
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>> syms t diz ao MATLAB® que a varidvel t é uma varidvel simbélica.
>> f=expr define uma fung¢do através da expr que deve ser uma expressao na variavel
simbdlica t definida anteriormente.
Comandos do pacote GAAL:
>> proj(g,f,a,b) calcula a projecdo de f(t) em g(t) com relacdo ao produto interno
b
(r9)= [ st
>> plotfproj(f,prj,a,b) desenha as fungdes f e prj(k), para k variando de 1 até o
tamanho do vetor prj, no intervalo [a,b].
2.1.6. Seja V= €°([—1,1],C) com o produto interno
1 _
(o) = | soaa
-1
Seja C3 = {e™ | n =0,1,2,3}. Calcule os coeficientes de Fourier da funcdo f(t) = e’ —ae*,
(a = 662__6;2) em relacio a Cs.
2.1.7. Seja V = €°[—1,1] com o produto interno

(f,9) = /_1 f(t)g(t)dt.
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2.1.8.
2.1.9.

2.1.10.

2.1.11.

2.1.12.

Seja Bs ={1, cos t,sen rt, cos 2nt, sen 27t, cos 3wt, sen 3wt }. Calcule os coeficientes de Fou-

rier da fungdo f(t) = e’ — ae% (=5 6_12) em relagdo a B.

Exercicios Tedricos
Mostre que se (X, V) = (X, W) para todo vetor X, entdo V =W,

Mostre que se V' é ortogonal a Wy, ..., Wj, entao V é ortogonal a qualquer combinacao linear
de Wl,...,Wk.
Mostre que o conjunto de todos os vetores de V (espago com produto interno) ortogonais a

um dado vetor V, {X € V| (X, V) =0} é um subespago de V.
Sejam V e W vetores de um espagco com produto interno V. Prove as identidades polares:

(@) (V,W) = 1 ([[V+ W] = ||V = W]|*), se o conjunto de escalares é o conjunto dos
nimeros reais.

(b) (VW) = 1 ([[V+WI2 = ||V =W[]?+4]|V + iW|]> = i|][V — iW]]?), se o conjunto
de escalares é o conjunto dos niimeros complexos.

(Sugestdo:  desenvolva os segundos membros das igualdades acima observando que
WVH+W[P=V+WV+W)e||V-W|2=(V-WV-W))

Prove a lei do paralelogramo para vetores V' e W de um espaco com produto interno V:

IV +WIP+|[V =W =2(|VI*+ ||W]]?).

(Sugestdo:  desenvolva o primeiro membro da igualdade acima observando que
V+W[P=V+W,V+W)e||V-W|2=(V-WV-W))
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2.1.13. Seja {Uy,...,U,} uma base ortonormal de R". Se A =[U; ... U, | é uma matrizn X n

cujas colunas s3o os vetores Uy, ..., U,, entdo A é invertivel e A~! = A’ (Sugestdo: mostre
que A'A=1,.)

2.1.14. (Identidade de Parseval) Seja X um subconjunto ortonormal de um espago com produto interno
V. Se V,W € [X], entdo existem vetores Uy, ..., U, € X tais que

n

(VW) = (VU3 (U3, W)

(Sugest3o: use a Proposicdo 2.7 na péagina 129.)
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\

projy V.

Figura 2.1:

v

14 V —projy V'

projy V' w

Projecao ortogonal do vetor V' sobre o vetor W

Algebra Linear e Aplicacoes
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-1
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Figura 2.2: t* e a projegdo de t* em ¢, (proj,t*)(t) = 2t
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2.2 Bases Ortonormais e Subespacos Ortogonais

2.2.1 Bases Ortonormais

Seja V um espaco vetorial com produto interno. Dizemos que B é uma base ortogonal, se B
é uma base de V que é ortogonal. Dizemos que B é uma base ortonormal, se B é uma base de
V que é ortonormal.

Exemplo 2.19. A base candnica do R", que é formada pelos vetores F; = (1,0,...,0), Fy =
(0,1,0,...,0),..., E, =(0,...,0,1) é uma base ortonormal do R" com relagcdo ao produto interno
usual

(V1 ..y 00), (W1, ..y wy)) = viwy + ...+ VW,

Vamos mostrar a seguir, que a partir de uma base qualquer de um espago com vetorial com
produto interno podemos encontrar uma base ortonormal com a propriedade de que o primeiro vetor
da nova base seja um multiplo escalar do primeiro vetor da base antiga. Nas Figuras 2.4 e 2.5 vemos
como isto é possivel no caso em que o espaco é o R®. Antes precisamos de um resultado que é uma
generalizacao da Proposicao 2.4 na pagina 125.

Proposicao 2.8. Sejam Wy, W, ..., W, vetores ortogonais nao nulos de V, entdo para qualquer
vetor V', o vetor V. — projy, V — ... — projy, V € ortogonal a Wy, parak =1,...,n.
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ViV

Figura 2.3: V —projy, V —projy, V' € ortogonal a W, e a 1,
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Demonstracao. Vamos calcular o produto interno de V' — projy,V — ... — projy, V' com W,
para j =1,...,n, e ver que da zero.

—~ —~ (V. W, V. W;
<v = > proj, V. Wj> = v = Y S W) = (v = Sl v w) —o,
k=1 k=1 J

pois (W, W;) =0, se j # k. O
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Teorema 2.9. Seja {Vi,...,V,,} uma base de um espaco com produto interno V. Entdo, existe
1

uma base {Uy,...,U,} de'V que € ortonormal e tal que U, = (m) V1.
1

Demonstracao. Usaremos o chamado processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt para
construir uma base ortogonal. Depois “dividiremos” cada vetor da base encontrada pela sua norma,
de forma a obtermos vetores ortogonais de norma igual a um.

(a) Sejam
Wl = ‘/1 )
Wy = Vo —projy,Va,
Wi = V3 —projy, Vs —projy,Vs,
W, = Vu—projy, Vo —projy, Vo ... — projy, _ Va.

Pela Proposicdo 2.4 na pagina 125, segue que W, é ortogonal a W, e W # 0, pois V; e V5
sao L.I. Assim, W7 e W5 formam uma base ortogonal do subespaco gerado por V; e V5. Agora,

supondo que Wy, ..., W,,_1 seja uma base ortogonal do subespaco gerado por Vi,..., V1
segue da Proposicio 2.8 que W, é ortogonal a Wy, ... , W, _;. W,, # 0, pois caso contréario, V,,
pertenceria ao subespaco [Wy, ..., W, 4] = [V4,...,V,_1]. Como Wy, ..., W, sdo ortogonais

nao nulos, pela Proposicao 2.7 na pagina 129, eles sdo L.I. e portanto formam uma base do
subespaco W.
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(b) Sejam, agora

1 1 1
0= (e )W o= (i ) W o = () W
C ) T ) W,

Assim, {Uy,...,U,} é uma base ortonormal para o subespaco W.

Exemplo 2.20. Seja V = R? com o produto interno usual
((v1,v2,v3), (W, wp, w3)) = vViws + Vawy + Vzws.

Considere a base formada pelos vetores V; = (1,1,1), Vo = (0,0,1) e V3 = (1,0,0). Vamos
encontrar uma base ortonormal para V cujo primeiro vetor seja multiplo escalar de V. Sejam

W, = ‘/1:(]-7171)

<‘/27W1>
[ ]2
Wi = V3 —projy, Vs — projy, Vs

<‘/37W1>) <<‘/3)W2>>

— V- W, — %

’ (HW1H2 ' Wl ) "

-1/3, 1 12 1 1

o3 3y =l

1 12
3753

1
-(1,1,1) =

Wy = Va—projy, Vo=V, — ( 3

)le(o,o,n—

1
-(1,1,1) —

= (1,0,0) —
(77)3
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V3
&
Wo =
W1 =V ;
l 1 %{’rOJW1V2
prOjW1V2 o Vo

Figura 2.4: W, = Vi e W) = Vo—projy, Va

W3 =
Va—proju, V3
—projus,Va

Wa

—
“projyy,Vs

proj W1V3

projyy, V3 +projy, V3

Figura 2.5: W3 = V3—projy, Va—projy, Vs
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Como [[W1]| = V3, [|[Wa]| = /2/3, |

|| = 1/v/2, temos que

R VG I

U, = = (X2, X2 VY

AT R R
1 V6 V6 V6

U, = Wy =(——=, ———, —

2|W|(6 63
1 V2 V2

Uy = ——Wy= (-, —=,0).

AT R

Exemplo 2.21. Seja V = €°[0,4] o conjunto das funcdes continuas do intervalo [0,4] em R com

o produto interno definido por
4
() = [ rgteras
0

Sabemos que {1,¢,t ... t"} é uma base de P,, o espaco dos polindmios de grau menor ou igual
an,paran=20,1,2,.... Para cada n, P, pode ser visto como um subespaco de V.

Vamos determinar uma base ortonormal para P,. Para isto vamos aplicar o processo de ortogo-
nalizacdo de Gram-Schmidt a base {1,¢,¢%}.

pO(t) - 17
. <t>p0> fO tpo dt
t) = t— (proj, t)(t)=1t— t) = t
pi(t) (proj,,t) (t) ||p0||2po() NI po(t)
4
tdt
= t—f04 P
J, dt 4
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<t27p0> (t) . <t2,p1>

palt) = ¢ = (projy,t’) (1) = (projy,#*) () = #* = T TR
_ 2 f4 t2po(t)dt M
- fo po(t))?dt Fiotoya ™ fo pi(t))2dt pi(?)
= 2 _ fo 4t2dt _ f04t2<t — 2)dt (t—2)
Jo dt Jo (t—2)%dt
. 64/3  64/3 o
=t —T—ﬁ(t—m_t —16/3 — 4(t — 2)

= t*—4t+8/3=(t—2)2—4/3

Vamos calcular as normas dos polinomios encontrados

pollP = (po,po) = /H»ﬁéﬁai

pil> = (p1,p1) / /04(t—2) = (1/3)(t — 2) ( =16/3
Ip2ll* = (P2, p2) /( /04[(t—2)2—4/3]2dt
) ‘ - 8/9)(t—2)‘ (16/9)t§—
Assim os polinamios
wlt) = Tl = ;
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— 1 \/g_ —
Q1(t) - ||p1||p1<t> 4 (t 2)
1 35,

s3o tais que {qo(t) = 1/2,q1(t) = (V3/4)(t — 2),q2(t) = (3v/5/16)(t*> — 4t 4 8/3)} é uma base

ortonormal de P,.
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Y Yy Yy
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 o 0 . 0 .
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
0 2 4 0 2 4 0 2 4
Figura 2.6: Polindmios ortonormais em relagdo ao produto interno (f,¢g) fo t)dt obtidos

aplicando-se o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt aos polinémios 1,1, t2
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2.2.2 Aplicacao: Polinbmios de Legendre

Exemplo 2.22. Seja V = €°[—1,1] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [—1,1] em R
com o produto interno definido por

(f.9) = /_1 f()g(t)dt.

Vamos aplicar o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt a base B, = {1,¢,...,t"} do
subespaco das fun¢bes polinomiais de grau menor ou igual a n, que podemos identificar com P,,.

po(t) = 1,
e g o) [ttt
n(t) = = (profyt) (1) =t = 11 tpo(t) ™
= t—f‘lftdtzt—ozt
J-,dt
p(t) = t*— (projpotz) (t) — (projpth) (1)
o 2 <t2,p0> . <t27p1>
IR T e
oSS Pro(ydt S ()t
= =g ———plt) - 7l
f,l(po(t))zdtp g f,l(pl(t))thp g
) f_itzdt— f_llt2tdt p 23 o, 1
Jopdt [ et 2 3

Algebra Linear e Aplicacoes

Julho 2004



2.2 Bases Ortonormais e Subespacos Ortogonais 153

Se continuarmos desta forma n&do encontraremos uma férmula para todo p,(t). Vamos encontrar
uma tal férmula de outra maneira. Para isso defina

dn
n(t) = —
n(t) o

(a) O conjunto {¢, | n=0,1,...} é ortogonal. Com efeito, se m < n, entdo

m m m 1 m
<Qn7 Qm> - <Qn7 Z aktk> = Z 073 <Qn7 tk> = Z ak/ qn(t)tkdt - Z ako = O,
k=0 k=0 k=0 1 k=0

kwn

dtk

(b) Como dim(P,,) = n + 1, entdo, pela Proposi¢do 2.7 na pagina 129, qo, ..., g, formam uma
base de P,. Assim, se p € P,_1, entao

n—1 n—1
<p> Qn> = <Z Ly, Qn> = Z 673 <qk7 Qn> = 0. (210)
k=0 k=0

Como, também, py, ..., p, formam uma base ortogonal de P,,, entdo pela Proposicao 2.7 na
pagina 129 temos que

- 1)™ (2.9)

pois se, w,(t) = (t* — 1)", ent3o se anulaemt =41, parak=0,1,...,n— 1.

n

— Z <qn7pk> <Qnapn>

Lk = .
2 el P Tl P

Ou seja, ¢, € um mudltiplo escalar de p,,. Comparando os coeficientes dos termos de grau n
em p, e q, concluimos que

n!

Pn = @qn-
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Portanto os polindmios p,, que s3do obtidos aplicando-se o processo de ortogonalizacdo de Gram-
Schmidt aos polinémios {1,¢,t%,...,t", ...} s3o dados por

n! d"

pu(t) = m%(ﬂ -1 (2.11)

Esta é conhecida como férmula de Rodrigues.
k

d"wy,
Vamos, agora, calcular ||p,||. Seja w,(t) = (t* — 1)". Ent3o dtwk se anula em ¢ = +1, para
k=0,1,...,n— 1. Por isso, integrando-se por partes varias vezes temos que
1 1 1 2
d"w,, d"w (n!)
S—ldt=(2n)! [ (1-)"dt=(2n)! [ (1—t)"(1+1)"dt = ——2*"T".
[ = e [ a-era= e [ oo =gt

Usando este resultado e (2.11) obtemos
2 n n n
(D) = n! /1 d"w, d Wn 4y _ n! \* (n!)? o2l _ 22n+1(plyd
(2n)! _y dtm o dtr (2n)!) 2n+1 (2n + 1)[(2n)!)?

gy V22" (nl)?
||pn|| = <pnapn> = \/27174-—1(2%)' (2.12)

Assim,

n(p)2
Dividindo p,, por (2(71))‘ , obtemos um polinémio com norma mais favoravel
n)!
(2n)! L dv,,
P,(t) = ——=p.(t) = —(*=1)" 2.13
()= o) = o g @~ 1) (213)
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2
P, = . 2.14
1Pl = /5 (214)

Os polinémios P, paran = 0, 1,2, ... sdo chamados polindmios de Legendre e aparecem também
no estudo de certas equacdes diferenciais.

que possui norma dada por

po(t) =1 Py(t) =1

pn(t) =t Pi(t) =t

pa(t) =1* — 3 Bty =221

pa(t) =1 — 31 Pyl = 2F 11
pt)=t"—2?4+ 2 Pyt) =211 — D24 3

ps(t) =t° — 213+ > ¢ Pi(t) =91 -2+ By

pe(t) =t — D'+ 22 — o | B(t) =15 — 30 ¢ 4 18 ¢ — =

2.2.3 Complemento Ortogonal

Se V é um vetor nio nulo de R?, o conjunto dos vetores que s3o ortogonais a 1/, é um plano
que passa pela origem e tem V' como vetor normal. Neste caso dizemos que o plano é o subespago
ortogonal a {V'}.

Definicao 2.6. Seja 8 um subconjunto n3o vazio de um espagco com produto interno V. O com-
plemento ortogonal de §, denotado por 8, é o conjunto de todos os vetores de V que s3o
ortogonais a todo vetor de 5. Ou seja,

§$t={XeV|(X,Y)=0paratodo Y € §}.
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1 y 1 y 1 y
05 05 0.5
0 % 0 X 0 X
-05 -05 -05
-1 -1 -1
Z1 0 1 Z1 0 1 21 0 1
1 y 1 y 1 y
05 05 0.5
0 X 0 X 0 X
-05 -05 -05
-1 -1 -1
Z1 0 1 Z1 0 1 Z1 0 1

Figura 2.7: Polinémios de Legendre P, (t), paran=1,...,6
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O conjunto 8+ é um subespaco, mesmo quando § n3o o é.

Proposicao 2.10. Seja § um subconjunto ndo vazio de um espago vetorial com produto interno.
Ent3o, o conjunto 8+ é um subespaco.

Demonstracao. Vamos verificar as propriedades (0) e (0') do Teorema 1.3 na pagina 16.
(0) Sejam X; e X, vetores de 8. Entio,

(X1 4+ X2,Y)=(X1,Y)+ (X5,Y)=04+0=0, paratodoY €8.
(0') Seja X € 8+ e a um escalar. Entdo,

(aX)Y)=a(X,Y)=a0=0, paratodoY €38.

Exemplo 2.23. Se § = {0} C V, entdo 8t = V. Se § =V, entdo §+ = {0}.
Exemplo 2.24. Seja 8 = {V} CR", em que V = (ay,...,a,) # 0. Entdo, (V, X) = ajz1+...+

ApXy € assim
St ={X = (21,...,2,) ER" | 121 + ... + apz, = 0},

que é um hiperplano que passa pela origem.
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Exemplo 2.25. Seja § = {Vi,...,V,,} < R™ onde Vi = (ai1,..-,010), -,V =
(@m1,-- -, Qmn). Entdo o complementar ortogonal de § é o espaco solugdo do sistema linear ho-
mogéneo

8t ={X eR"|AX =0}, onde A= (aij)mxn

Se 8§ = W é um subespaco de dimens3o finita, além de W+ ser um subespaco, ¢ vélido o seguinte
resultado.

Proposicao 2.11. Sejam W um subespaco de dimensao finita de um espaco vetorial com produto
interno V.e W+ o seu complemento ortogonal. Ent3o:

V=WaeW: e (WHt=wW

Demonstracdo. Vamos, em primeiro lugar, mostrar que V. = W @ W+. Para isso, vamos mostrar
que todo vetor de V se escreve como soma de um elemento de W com um de W+ e que WNW+ =
{0}. Seja Wy,..., W, uma base ortogonal de W. Seja V' um vetor qualquer de V.

Defina W = projy, V +...+projy, V. Pela Proposicdo 2.8 na pagina 142, o vetor U = V - W
é ortogonal a Wy, para k = 1,...,n. Logo, U é ortogonal a todo vetor de W e portanto U € W+.
Assim, V=W +U,comW € We U € W+

Além disso, se V€ WN W+, entdo (V,V) = ||V||> =0. Portanto V =0 e WN W+ = {0}.
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Vamos mostrar, agora, que (W+)+ = W. Todo elemento de W claramente pertence a (W)=,
Assim, W C (W)L, Falta mostrar que (W)t C W. Seja V € (W1)+. Entdo, V = W + U,
onde W e WeU e WL, Assim,

0=(V,U) = (W +U,U) = (W,U) +(U,U) = (U,U) = |U]]*.
Conseqlientemente, U = 0. Assim, V € W e (W1)+ C W. Portanto, (W+) = W. O
Seja W um subespaco de dimensio finita de um espago vetorial com produto interno V. Dado
um vetor V € V, em virtude da Proposicao 2.11 existe uma unica decomposi¢ao
V=Vi+V, comVieWel,ec W

O vetor V; é chamado projecao ortogonal de V' no subespaco W e é denotado por projyV/, ou
seja,

projwV = V.
Se {Wy,...,W,} é uma base ortogonal de W, entdo decorre da demonstragdo da Proposi¢do

2.11 que

projwV = projy, V + ... + projy, V|,
ou

. (V. W) (V. Wa)

projwV = ——=Wi+ ...+ ——= W, |
v [ ]2 [[Wal[?

(WAL (Wl

Lembramos que

(Wh,..., W),

sao os coeficientes de Fourier de V' em relagdo ao conjunto

Julho 2004 Reginaldo J. Santos



160
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Figura 2.8: Complementos ortogonais

V=W+U

Figura 2.9: Decomposicao de um ponto X =
Y+Z comY ecW, Zc W

Algebra Linear e Aplicacoes
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Exemplo 2.26. Seja V = €°[0,4] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [0,4] em R com

o produto interno definido por
4
(o) = | g
0

Vamos calcular as projecdes da fungdo f(t) = v/t € V nos subespacos Py, P; e P,, dos polindmios
de grau menor ou igual 0, 1 e 2, respectivamente. Do Exemplo 2.21 na pagina 148 temos que
{qo(t) = 1/2} é base ortonormal de Py, {qo(t) = 1/2,¢.(t) = (v/3/4)(t — 2)} é base ortogonal de
Pre {q(t) = 1/2,q:(t) = (V3/4)(t — 2), q2(t) = (3v/5/16)(t> — 4t 4 8/3)} é base ortogonal de
P,. Vamos calcular as projecdes de v/t nos polindmios o, ¢1 € go.

(projqox/%) (t) = Vo) q0> (/ Vigo(t) dt) Qo(t) = (1/4) / Vidt = 1/6)%

goll?
. . <\/_7Q1> . o 4 _ _
(pqul\/E) 0 = el = < /0 ﬂql(t)dt) 0 (t) = (3/16) ( /0 (t 2)\/¥dt> (t—2)
— (3/16) ((2/5)1;% Y oa/3) 2) (t—2) = (3/16)(32/15) (t — 2) — %(t—Q)
. . <\/_ Q2>
(proia V) @) = e (/f%d)()
= (45/256) ( — 4t +8/3)dt | (t* — 4t + 8/3)
—  (45/256) (2/7 % — 4(2/5)t = S+ (8/3)(2/3) t2 4) (t* — 4t + 8/3)

= (45/256) (2°/7 —2°/5+27/9) (t* — 4t +8/3) = —ﬁ (t* — 4t + 8/3)
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Assim as projegdes nos subespacos Py, P; e P, sdo dadas por

. _ 4
(projs, ) (1) = (projo, Vi) (1) = 5
(projfp \/7?) (t) = (proj \/¥> () + <proj \/Z> (t) = 2 + 2 (t—2)= gt+ Ll
1 q0 q1 3 5 5 15
(prois,vE) (1) = (proj, V) () + (proi, vE) (1) + (proj,, V) (1)
4 2 1 1 24 12
= 4+ (t—-2)—— (t*—4t = ——t2 4 —t 4 —.
352 g HRA U VU T LT
t [ 2+ E[ L+ + 2] Vi
1.5000 | 1.1333 1.2107 1.2247
2.0000 | 1.3333 1.4286 1.4142
25000 | 1.5333 1.6107 1.5811
3.0000 | 1.7333 1.7571 1.7321
3.5000 | 1.9333 1.8679 1.8708

Exemplo 2.27. Seja V = €Y[—1,1] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [—1,1] em R
com o produto interno definido por

(fi9) = /_1 f(t)g(t)dt.

Para cada n > 0, seja W,, o subespaco gerado (conjunto das combinagdes lineares) pelas fungdes

1,cosmt,senrt, ..., cosnnt,sennnt.
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1.5 15 1.5 /

0.5 0.5 0.5
0 X 0 X 0 b
-05 -05 -05
0 2 4 0 2 4 0 2 4

Figura 2.10: Projecdes da fungdo f(t) = v/t nos subespacos P,, dos polinémios de grau menor ou
igual an, paran =20,1,2.
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Vamos calcular a projecdo da fungdo f(t) = e’ no subespaco W,,. J& mostramos no Exemplo 2.9 na

pagina 120 que B = {1, coswt,sent, ..., cosnnt,sennnt, ..., } é um conjunto ortogonal. Assim,
t1) (e, cosmt) (€', sen 7rt)
) (1) = % : t o sen it + .
(proju, €') (t) e + Tcos 722 CosT Ten 7] senmt +

(€', cos nt) (€', sen nrt)

t t.
|| cos nrt||? cosnmt + ||sennt||? sen T
Assim,
(projy, €') (t) = ao + Z ay, cos kmt + Z by sen kt,
k=1 k=1
Em que ag,ai,...,a, € by,...,b, sdo os coeficientes de Fourier de ¢! em relacio ao conjunto B,
que ja calculamos no Exemplo 2.18 na pagina 134.
<€t7 1> 1 -1
ag = =c==(e—e ),
[IL]]? 2
t Lkt -1 k -1
” (€', cos 7T>:2§R(ck):< )i(e—et)
|| cos kmt||? 1+ k22
k41 -1
b — (€', sen krt) — _9%(cy) = (- (e —ekr
||sen kmt||? 1+ k2m?

Exemplo 2.28. Seja V = €%[—1,1] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [—1,1] em R
com o produto interno definido por

(f,9) = /_1 f(t)g(t)dt.
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0 X 0 X 0 X
-1 -1 -1

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

3 y 3 y 3 y

Figura 2.11: Proje¢des da fungdo f(t) = e’ nos subespagos W,, das combinagdes lineares das fun¢des
1,cosmt,sennt,..., cosnnt,sennnt, paran =0,...,5.
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Seja P,, o espaco dos polindmios de grau menor ou igual a n, paran =0,1,2,.... Vamos calcular a
projecdo da funcdo f(t) = e’ € V em relagdo ao subespaco P,,. Para isso precisamos de uma base
ortogonal de P,,. J&4 mostramos no Exemplo 2.22 na pagina 152 que os polindmios de Legendre P,
formam uma tal base. Assim,

<f7PO> <f7pn>

projp, f =projp f+ ...+ projp f = WP(HL...—{— WPn.
De (2.13) e (2.14) na pégina 155 temos que
1P = 2n2+ 1
(P = 2n1n! /_ 11 o dci:" (12— 1)ndt = ;173!" /_ 11 e (12 — 1)t
_ % n (Z) (1) _11 12k etdt

D" (n> e 2k ok |t
- 5 (1) (S ap (B s
217 prs k = J
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B O R0

k=0 j=1
—1)"
= (2 )‘ (ane — bye™t)
"n!

em que

- 50

k=0 j=1
- 2%\
- Sy ()
k=0 j=1
Assim a proje¢ao da fun¢io f(t) = €' no subespaco P, é dada por
] - 3 - eta Pm
(PTOJ:pnet) (t) = Z (pIOJPmet) (t) = Z <HP H2> P,(t)
m=0 m=0 m
~ (=1)m(@2m+1) .
n;) 2m—1m! ((J, € e ) ( )

2.2.4 Distancia de um Ponto a um Subespaco

No R3 a distancia de um ponto Py a um plano 7 : ax + by + cz + d = 0, é definida como a
menor distancia entre P, e um ponto P do plano. Escrevemos:

dist(Py, ) = min [|Po — P
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Figura 2.12: Projecdes da fungdo f(t) = e’ nos subespacos P, dos polinémios de grau menor ou
igual an, paran =20,1,2.
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Esta distancia é atingida para um ponto () tal que Py — ) é perpendicular ao plano. Assim,

dist(Py, m) = rlgleiEHPo — Pl| =P — Q],

onde () € 7 é tal que Py — () é perpendicular 7.
A mesma coisa ocorre com subespacos de dimensao finita de um espaco vetorial com produto
interno V. Sejam W um subespaco de V e V' € V. Definimos a distancia de V a W como

dist(V, W) = min [V — X||.
S

Teorema 2.12. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Seja W um subespaco de di-
mensao finita de V. ParacadaV € V

&MWWUZ%%W“%WPﬂW—WMWWIVWWP—WmMWV

Demonstracdo. Pela Proposicio 2.11, V= W @& W+. Seja VV € V fixo. Entio, existe uma (nica
decomposicao de V' como
V=W+U,

onde W = projwyV € We U =V — projyV € WL, Seja X um vetor qualquer de W. Pelo
Teorema de Pitdgoras (Proposigdo 2.5 na pagina 127) temos que

IV = X[ =[[(V=W)+ (W = X)|P = [V = W[+ W - X", (2.15)
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Figura 2.13: Ponto em um subespaco W mais Figura 2.14: Distancia de V' a um ponto X
préximo do ponto V' qualquer do subespaco W
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poisV —W=UcWteW -XecW.
Variando X em W, vemos de (2.15) que o minimo de ||V — X||? ocorre somente para X = W,
ja que ||[W — V||? permanece fixo em (2.15) quando variamos X em W. Portanto,

min [V — X[ = [V — projy V|| = V[[VIP ~ [lprojuV[[%

A dltima igualdade segue novamente do Teorema de Pitdgoras (Proposicdo 2.5 na pagina 127). [

Exemplo 2.29. Seja V = €°[0,4] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [0,4] em R com
o produto interno definido por

(f,9) :/0 f(t)g(t)dt.

Vamos calcular a distancia da fun¢do f(t) = v/t € V aos subespacos Py, P; e Py, dos polindmios
de grau menor ou igual 0, 1 e 2, respectivamente.

dist(f,Pn) = min [[f — gl| = [|f — projs, f| = \/HfH2 — [Iprojy, f1I>.

VIR = (Vi Vi) = /4tdt =38

0
Vimos no Exemplo 2.26 na pagina 161 que

(prois, v2) (1) =
(projT1 \/z_f) t) = —t+ B

) 1 24 12 1 24 696

W

3
2. 8
5
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Vamos calcular o quadrado das normas das projecoes

16 64
|[projp, VE|[* = dt
o 9 J, 9
179 8\ 2 1722
s VE|2 = t dt =
oo vViP = [ (24 )@= 2
1 [ 24 696 9792
i VI = — t— 2 ) = 2
tprof VEII* = 15 | (( 5) 25) 1225

Assim as distancias de v/t aos subespacos Py, P; e P, sio dadas por

64 22

aist(VE,Bo) = IV — [Iproja, Vil = /s = — = %=

1722 22

. _ 2 _ 2 = —
dist(v't, 1) \/H\fll [[proje, V> = 1/8 225 15
9792 2v/2
. _ 2 o . 2 — _ =
stV ) = \IIVAR ~ [lproig, VIR = [~ 1002 = 22,

Exemplo 2.30. Seja f(t) = e’ € €°[—1,1]. Para cada n > 0, seja

W,, = [1,cosnt,sent, ..., cosnnt,sennnt|.
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Figura 2.15: Distancia de f(t) = +/t aos subespacos dos polindémios de grau menor ou igual a
0,1,2,3.
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Vamos calcular dist(f,W,). J& mostramos no Exemplo 2.9 na pagina 120 que B =

{1,cost,sent,... cosnt,sennt,...,} é um conjunto ortogonal.
(dist(f, W) = [[fII* = lIproj fII* = D (IPr0icos kmef11” + [[PrOjsen re f11*)
k=0
(f, 1?2 = (f,coskmt)®  (f, senkmt)’
||f||2_ 2_2( 2+ 2)
[11]| " || cos kmt|| ||sen kt||
= |IfIP* = 2a5 = > _(af +b}),
k=0
em que ag, - .., 0y, b1, ..., b, sdo os coeficiente de Fourier de f em relacao ao conjunto B, que ja
calculamos no Exemplo 2.18 na pagina 134:
1
ag = ¢y = 5(6 —e ),
(1)
“ (cn) 1+ n?n?
(=1)" (e —e)nn

by = —28(cn) = 1 + n272

Como
2 ' 2t P —e?
AP = ) = [ ear ==
-1
entao
e2—e? 1 " le—e )2 ErPe—e1)?
dist(f, W,))* = ——— —(e—e ')’ =
(dist(f, W,)) 5 2<€ e ) ; (1 + k272)? + (1 + k272)2
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e? —e? w1 1
R Gt R D re

k=1

Exemplo 2.31. Seja f(t) = e' € €°[—1,1]. Seja P, o espaco dos polindmios de grau menor ou
igual a n, paran = 0,1,2,.... Vamos calcular dist(f,P,). Para isso precisamos de uma base
ortogonal para P,. Ja mostramos no Exemplo 2.22 na pdgina 152 que os polinémios de Legendre
Py, ..., P, formam uma tal base. Assim,

(dist(f,Pn))? = |IfI* — Z||prOJme||2 11" - Z<<|f|}aiﬁ>)’

De (2.14) na pagina 155 temos que

2
1Pl = 5=
No Exemplo 2.28 na pagina 164 mostramos que
_1ym
(f, Pn) = %(ame —bpe )

em que
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Figura 2.16: Distancia de . oA
f(%) — ¢ a0 subespaco gerado por Figura 2.17: Distancia de f({) = ¢’ ao
1/v/2,cos7t,sent, . .., cosnmt,sen nnt subespaco P,
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Como , , ,
e? —e”
IR = (7. 5) :/ ar =
-1
Entao,
. —~ (2m+1) _
(dlSt(fJ T’H,))Q - 5 22m 1 m' ame - bme 1>2

2.2.5 Aplicacao: Séries de Fourier
Convergéncia
Definicao 2.7. Uma seqiiéncia de vetores {f,,} = {fo, f1, f2,- - fm,- ..} de um espa¢o vetorial

de fungdes com produto interno V converge para um vetor f de V se

Tim ||~ fl] = 0.

Neste caso escrevemos lim f,, = f.

m—00

Proposicao 2.13. Se uma seqiiéncia de vetores { f,,} de um espaco vetorial de funcées com produto
interno 'V converge para um vetor f de V, ent3o este vetor € tnico.
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Demonstracao. Vamos supor que lim f,, = fe lim f,, = g, entdo pela desigualdade triangular
m—0o0 m—0o0
temos que

Passando ao limite obtemos que ||f — g|| = 0 o que implica que f = g. O

Proposicao 2.14. Se uma seqiiéncia de vetores { f,,} de um espaco vetorial de funcées com produto
interno V converge para um vetor f de V, entdo para todo vetor g de V a seqliéncia de nimeros
reais {{fm,g)} converge para (f,q). Ou seja, se lim f,, = f, entdo

m—0o0

lim (fn, 9) = lim_fm,g).

m—0o0

Demonstracao. Seja f = lim f,,. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que
m—00

| (fm:9) = (L0 | = [ (o = £ 00 | < I — flIllg]]-

Passando ao limite obtemos que lim | (f,,9) — (f,9) | = 0. O que implica que lim = (f,g). O
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e}

Definicao 2.8. Uma série de vetores E fm de um espaco vetorial de fun¢des com produto
. m:0 . . - . - .

interno V converge para um vetor f de V se o limite da seqliéncia das somas parciais converge para
f, ou seja,

n=0

O seguinte resultado é uma consequéncia imediata da Proposi¢cdo 2.13.

o0

Corolario 2.15. Se uma série de vetores g fm de um espaco vetorial de funcées com produto

m=0
interno V converge para um vetor f de 'V, entdo, para todo vetor g de V,

Z <fm7.g> = <Z fm7g> .

m=0

O préximo resultado é uma generalizagdo da Proposicdo 2.7 na pagina 129.
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Proposicao 2.16. Seja V um espaco vetorial de fungbes com produto interno. Seja

[e.9]

{90, 91,92, -+ Gn, - - -} um subconjunto de V de vetores ortogonais ndo nulos. Se [ = Z CmGm,

m=0
entao
Cr = (f,gm2>’ param =0,1,2,...
|| gim|
(e}
Demonstracao. Seja f = Z ¢m9m- Fazendo o produto escalar de f com g, paran=0,1,2...,
m=0
obtemos que
(e} o)
<f7 gn> = <Z Cmgmvgn> = Z Cm <gmagn> = CannHZa
m=0 m=0
pois como os vetores g, sdo ortogonais (g, g,) = 0, se m # n. Assim,
Cn = <Hf’9|7’12>, paran=0,1,2...
dn

Séries de Fourier

Exemplo 2.32. Seja L um ndmero real maior que zero. Seja V = €°[0, L] o conjunto das funcdes
continuas do intervalo [0, L] em R com o produto interno definido por

(f.9) = /0 f(t)g(t)dt.
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Ja mostramos no Exemplo 2.10 na pagina 122 que o conjunto

mt 2rt nmt
{1,cosf,cosf, L COS 3

é ortogonal. Também calculamos as normas dos seus elementos.

(1,1) = /OLdt:L

t t g t L [T L [7
cos , COS AL / cos? gt = = / cos® nsds = — / [1 + cos2ns|ds = L/2
L L 0 L 0 27 Jo

Assim, pela Proposicdo 2.16, para toda funcdo f € CY[0, L] que possa ser escrita como a série
a > mmt
— _—
f(t) = 5 +Zamcos 7
m=1
teremos que os coeficientes da série serdo dados por

, cos 1t 2 [t t
Ay = T|fcos—m—”L||2:Z/ f(t)cosmTﬁdt7 param=20,1,2,...
I 0

Exemplo 2.33. Seja L um ndmero real maior que zero. Seja V = €°[0, L] o conjunto das funcdes
continuas do intervalo [0, L] em R com o produto interno definido por

(frg9)= /0 f(t)g(t)dt.
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Ja mostramos no Exemplo 2.10 na pagina 122 que o conjunto

{ Tt 27t nmt }
sen —,sen —. ....sen —. . ..
L’ L b b L )

é ortogonal. Também calculamos as normas dos seus elementos.

t t L t L (7 L ["
sen ﬂ, TRALE / sen? 10t = —/ sen’nsds = —/ [1 — cos2nslds = L/2
L L ; L T Jo or J,

Assim, pela Proposi¢o 2.16, para toda fungdo f € €°[0, L] que possa ser escrita como a série

> mmt
t) = E bm )

teremos que os coeficientes da série serdo dados por

<f,senm—”t Q/L mmnt
by, = ~—~—L L _Z t)sen ——dt, param=1,2,...
benzep = T J, JOsen Tl param

Exemplo 2.34. Seja L um niimero real maior que zero. Seja V. = CP[—L, L] o conjunto das
funcdes continuas por partes do intervalo [—L, L] em R com o produto interno definido por

(f,g9) = /L f(t)g(t)dt.

Ja mostramos no Exemplo 2.9 na pédgina 120 que o conjunto

{1 7t 7t 2rt 2mt nmt nmt
CcOs —, sen COS — ., 8en —. ..., COS —, Sen —, .
) ) ) L ) L b ) L b L )

7 T .}
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é ortogonal. Também calculamos as normas dos seus elementos.

(1,1) = /Ldt:2L

-L
nmt nmt Lo nrt L Mm L [T
<cos 7008 > /_Lcos 7 dt W/_WCOS nsds o /_W[ + cos 2ns|ds

t t g t, L [T L ("
sen ﬂ’ sen U\ / sen? gt = = / sen’nsds = — / [1 — cos2ns|ds = L
L L _L L s 2 J_,

—T

Assim, pela Proposicdo 2.16, para toda fungdo f € CY[—L, L] que possa ser escrita como a série
a - mmt - mmt
f(t) = 50 —l—mzlamcos% —i-mzlbmsen%,

teremos que os coeficientes da série serdo dados por

, cos Tt 1 [F t
1 _
f,sen mmt 1 [t mt
= <||S@1—m_WtL||2:Z/Lf(t)S€ant’ param = 1,2, (247
i _

As séries dadas no Exemplo 2.34 s3o chamadas de séries de Fourier, as do Exemplo 2.32
de séries de Fourier de cossenos e as do Exemplo 2.33 de séries de Fourier de senos. Elas
aparecem no estudo de certas equacgdes diferenciais.
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Observe que as somas parciais da série de Fourier de uma fun¢do f s3o projecoes da funcao f
no subespaco

W, = [1,cosnt,sent, ..., cosnrt,sennmt],
ou seja,
ag - mrt - mrt .
— + Qpy, COS —— + bysen —— = (pro t).
2+ 3 meon 3 sen 7 = (oo ) ()
Na Proposicao 2.16 na pagina 180 fizemos a suposicao de que a série Z CmJm CONvergia para
m=0

a funcdo f. Vamos considerar o problema inverso. Dada uma funcdo f € CP[—L, L] podemos
calcular os coeficientes a,, e b,, usando (2.16) e (2.17) e nos perguntar se a série obtida converge
ou ndo. O teorema seguinte, cuja demonstragdo pode ser encontrada por exemplo em [14], afirma
que para toda fun¢do f continua por partes em [—L, L] (ou seja, o conjunto das fun¢cdes “que sdo
continuas em todos os pontos de [—L, L] exceto possivelmente em um nimero finito de pontos e
os limites laterais existem em cada ponto do intervalo [—L, L]), a série de Fourier de f converge.
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Teorema 2.17. Seja L um ndmero real maior que zero. Para toda fungdo f pertencente ao espaco
das funcbes continuas por partes, CP'[—L, L], a série de Fourier de f

ag > mrt > mat
5 —l—mzlamcosT —l-mzlbmsenT,
em que

1 [r t

Ay = Z/Lf(t)cosm%dt param=0,1,2,...
1 [k t

b = Z/_Lf(t)sen%dt, param =1,2,...

converge para f na norma || f|| = (f_LL(f(t))zdtf.

Se uma funcdo f € CP°[—L, L] é par, isto &, f(—t) = f(t), para todo t € [~L, L], e pode ser

escrita como a série
oo o
ag n Z mmt n b mmt
= — Ay, COS —— E mSen ——
2 L L’
m=1 m=1

ent3o os coeficientes obtidos no Exemplo 2.34 s3o dados por:

mmnt

1 L
Ay = —/ f(t) Cos—dt /f cosTdt param=20,1,2,...

by = /f sen—dt—O param =1,2,.
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ou seja, os coeficientes b, sdo iguais a zero e os a,, sao iguais aos dados no Exemplo 2.32.
Analogamente, se uma fungdo f € CP°[—L, L] é impar, isto é, f(—t) = f(t), para todo
€ [—L, L], e pode ser escrita como a série

ag > mmt > mmt
= — + m COS —— b,,sen ——,
ent3o os coeficientes obtidos no Exemplo 2.34 s3o dados por:

1 [k t
Ay = —/ f(t)cos%dt:() param=20,1,2,...

t o t
by, = / f(t) senm—ﬂdt / f(t)seanﬂdt, param=1,2,...
0

ou seja, os coeficientes a,, sdo iguais a zero e os b,, sdo iguais aos dados no Exemplo 2.33.

Para as fung¢des f que sdo continuas por partes em [0, L] podemos prolonga-las de forma que
elas se tornem par ou impar no intervalo [—L, L] (verifique!). Assim, segue da observagdo que
fizemos anteriormente, que as séries de Fourier de cossenos e de senos de f s3o séries de Fourier
dos prolongamentos par e impar de f, respectivamente. Este raciocinio estende o resultado anterior
para séries de Fourier de senos e de cossenos.
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Corolario 2.18. Seja L um nimero real maior que zero. Para toda fungdo f pertencente ao espaco
das funcées continuas por partes, CP° [0, L], as séries de Fourier de cossenos de f

ag > mmt
— + Ay COS ——,
y T2 amen T
e de Fourier de senos de f
mmt
Z b,sen ——

em que
2 [F t
Ay = Z/ f(t)cosm—ﬂdt param=0,1,2,...

2
by, = —/f sen—dt param=1,2,.

N

convergem para f na norma ||f|| = <fOL(f(t))2dt> .

Exemplo 2.35. Seja L um nimero real maior que zero. Considere a funcao f(fg) : [0, L] — R dada
por
1, secL <t<dL,

) _ - i < <
L. (1) { 0. caso contrario, para c e d fixos satisfazendo 0 < ¢ < d < 1.
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y y y
1 1 1 JANIVA
05 05 05
0 5 0 5 0 7 4
0 05 1 0 0.5 1 0 0.5 1
y y y
. NN . PPN 1 NN
05 05 05
0 v} VA" 0 Y VA 0 Y 7%
0 05 1 0 05 1 0 05 1

Figura 2.18: A fung¢do f : [0,1] — R definida por f(t) = 1, se t € [1/4,3/4] e f(t) = 0, caso
contrério e as somas parciais da série de Fourier de cossenos de f, paran =0,2,6,10, 14,18

Algebra Linear e Aplicagoes Julho 2004



2.2 Bases Ortonormais e Subespacos Ortogonais 189

y y y
1 1 /\ 1

0.5 0.5 0.5

0 % 0 % 0 \](
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
y Yy Y
. NN . . DAL
0.5 0.5 0.5
0 X 0 \J \/ x 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.19: A fung¢do f : [0,1] — R definida por f(t) = 1, se t € [1/4,3/4] e f(t) = 0, caso
contrério e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, paran=1,...,6
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15( 15( 15 vy
1 1 1 AN A
0.5 0.5 0.5
0 X 0 X 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
15( y 15( 15 vy
NI AN B VA NPNONNT R B 1S A
05 0.5 05
0 X 0 X 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.20: A fungdo f(t) = 1 em [0, 1] e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, para
n=13,57911
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7 o= . 0 ;.
Vamos calcular as séries de Fourier de senos e de cossenos de fc(d). Para a série de cossenos temos
que

2 dL 2 dL
cL cL

2 dL

t 2 [ t 2
Un = 7 f()cos%dt L/CL cos%dt ——sens

mmnd
, param=12,...

mmc

cL

Assim a série de Fourier de cossenos de f é

o0
senmnd — sen mmnc mrt
g CoS .
m L

2
fc(g)() —O+ZamcosT:(d_c)+;

m=1 m=1

L : ~ : 0
Observe que a série de Fourier de cossenos da fungdo constante igual a 1, fo(l), tem somente o
primeiro termo diferente de zero que é igual a 1.

Para a série de senos temos que param = 1,2, ...,

2 [ t 2 [ t 2 mmd
by = — f(t)sen %dt L/CL sen%dt ——coss|

cL

Assim, a série de Fourier de senos de fc(g) é dada por

o0
mmt 2 cosmme — cosmmd mmt
E bpsen — = — E sen

T m L
m=1
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~ . 0 , . ~ s .
Observe que para a fungdo constante igual a 1, fél) os termos de indice par s3o iguais a zero e neste
[ 0) .
caso a série de senos de fél) é dada por

0 41 (2m — 1)7t
fo(l)(t>:_22m_1sen I

v
m=1

Exemplo 2.36. Considere a fungdo fc(;) : [0, L] — R dada por

para c e d fixos satisfazendo 0 < ¢ < d < 1.

f(l)(t) _ t, seclL <t<dL,
cd 0, caso contrario,

o . 1 s o
Vamos calcular as séries de Fourier de senos e de cossenos de fc(d). Para a série de cossenos temos
que

) dL 9 dL ) )
= = Hdt == | tdt=L(d® -
w =7 [ sea=7 [ (@~ )
2 [ mt 2 [ mmt 2L [
m = = —dt = tcos —dt = —— d
a I/, f(t) cos 7 L/CL cos — - /m7rc s cos sds
2 mmd
= —5— (ssens+coss)
m=m mmc

Assim a série de Fourier de cossenos de f é

mmd
(ssens + coss)

e mmt
5 CcoS
m L

Ld2 2y 2L &
0= 3+ Y w2 - HEZD 25

v
m=1
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y y y
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 < 0 s 0 s
-0.2 0.2 0.2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.21: A fungdo f(t) = t em [0, 1] e somas parciais da série de Fourier de cossenos para
n=20,1,3
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Observe que para a fungdo fc(;)(t) =t para0 <t <1, féi), os termos de indice par s3o iguais a
zero e neste caso a série de cossenos de féi) é dada por

(1) L AL & 1 (2m — )7t
H==—-—
Para a série de senos temos que param =1,2, ...,
2 dL t 2 dL t 2L mmd
by, = /), f(t)sen %dt 7 /CL tsen %dt - /Wrc ssen sds
2L mmd
= o (—scoss +sens) .

Assim, a série de Fourier de senos de fc(;) é dada por

mmd
mat 9 & (—scoss +sens) it
Z bysen — = — MTE sen
T e m L
Observe que para a fungdo f(t) =1¢, para 0 <t <1, féi), temos que
2L —1)m+Har
by, = — (—cosmm) = =V™2k
mm mm
e neste caso a série de cossenos de féi) é dada por
mnat 2L <= (=1 mrt
bpsen — = —
Z sen - Z sen —
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0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

Figura 2.22: A fungdo f(t) =t em [0, 1] e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, para

n=1,...,6
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0.4
0.2

0.5
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Com os coeficientes das funcdes destes dois exemplos podemos determinar as séries de Fourier de
varias funcdes que sdo combinacdes lineares delas. Isto por que os coeficientes das séries dependem
linearmente das func¢des, ou seja,

am(af + B9) = aan(f) + Ban(g) € am(af+B89) = aay,(f) + Ban(g).
Por exemplo, a funcao

ot se0<t<L/2
f(t){ L—t selLj2<t<L

pode ser escrita como " o "
1 0 1
f= fOL/2 + LfL/QL - fL/QL'
Assim os coeficientes a,, e b,, podem ser calculados como
1 0 1
() = am(f) + Lam(F1hr) = am(fihr)
1 0 1
bn(f) = bl f) + Lbm(Fh 1) = bun(fis 1)
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Coeficientes das Séries de Fourier de Funcoes Elementares
2 [ mmt mmnt
f:0,L] - R Ay = — [ f(t)cos ——dt f sen —dt
L J, L
f(o)(t) _J 1, se cL <t<dL ap = 2(d—c) - b2 oes mrd
cd 0, caso contrdrio Wm = -=sens " m mme
ag = L(d* — ) b -
f(l)(t) = t, se cL<t<dL A = " mmnd
cd 0, caso contrdrio mad 2L

2L (ssens + cos s)

mmc

(—scoss +sens)

m2m2
mmc
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Espacos com Produto Interno

2.2.1.

2.2.2.

2.2.3.

2.2.4.

2.2.5.

2.2.6.

2.2.7.

2.2.8.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 476)

Use o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt para encontrar uma base ortonormal para
o subespaco de R* que tem como base {(1,1,—1,0),(0,2,0,1),(—1,0,0,1)}.

Use o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para transformar a base do R3
{(1,1,1),(0,1,1),(1,2,3)} em uma base ortonormal do R3.

Encontre uma base ortonormal para o subespaco de R?® que consiste de todos os vetores
(a,b,c) taisque a +b+c¢=0.

Encontre uma base ortonormal para o subespaco do R* que consiste de todos os vetores
(a,b,c,d) taisque a —b —2c+d=0.

Encontre uma base ortonormal para o espaco solucdo do sistema homogéneo

r +y — 2z =0
2 + y + 2z = 0.

Considere as retas (z,y, z) = t(1,2,-3) e (z,y,2) = (0,1,2) + s(2,4, —6) em R3. Encontre
a equacao geral do plano que contem estas duas retas e ache uma base ortonormal para este
plano. Complete esta base a uma base ortonormal de R?.

Ache as equacdes dos planos em R? ortogonais ao vetor (2,2,2), que distam v/3 do ponto
(1,1,1). Estes planos s3o subespagos de R*? Caso afirmativo, encontre uma base para eles.

Seja W o subespaco de R?® gerado por V = (1,—1,1). Encontre uma base para W+ e dé
uma interpretacdo geométrica para W e W+,
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2.2.9. Seja V = C%—1, 1] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [—1, 1] em R com o produto

interno definido por
1
~ [ rwga
—1

(a) Sabendo-se que {po(t) = 1} é base ortogonal de Py, {po(t) = 1,pi(t) = t} é base
ortogonal de P; e {po(t) = 1,pi(t) = t,pa(t) = t> — 1/3} é base ortogonal de P,
calcule as projecbes de v/t + 1 nos polinémios pg, p1 € ps.

(b) Calcule as proje¢des da fungdo f(t) = Vt+ 1 € V nos subespagos Py, Py e Py, dos
polindmios de grau menor ou igual 0, 1 e 2, respectivamente.

2.2.10. Seja V = €Y[0,4] o conjunto das funcdes continuas do intervalo [0,4] em R com o produto

interno definido por
4
(o) = | rrgteras
0

(a) Determine uma base ortogonal para os subespacos

Wy ={pePsy|p(0)=0} e W3={pePs;|p0)=0}
em que P, é o espaco das funcdes polinomiais de grau menor ou igual n.

(b) Calcule a projecdo da funcdo f(t) = v/t € V nos subespacos W, e Wi.

Seja V = €%0,1] o conjunto das fungées continuas do intervalo [0,1] em R com o produto
interno definido por (f, g) fo t)dt. Determine as proje¢des das fungdes dadas em
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relacao aos subespacos

W, =[1,cosnt,...,cosnnt] e V, =[sennt,..., sennnt].
[0, se0<t<1/2
2211 f(0)=1 \ Hijpcicl

, sel/4<t<3/4,

1
2:2.12. f(t) = 0, caso contrario,

0, s,e0<t<1/2
t, sel/2<t<1,

[t se 0 <t<1/2
2218 S0 =1 |} e1j2<i<1
¢, se0<t<1/4
1/4, sel/4a<t<3/4
1—t, se3/d<t<l1

2.2.15. f(t) =

{
{
2.2.13. f(t) = {
{
|
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y y y

0.8 0.8 0.8

06 0.6 06

0.4 0.4 0.4

0.2 0.2 0.2
0 X 0 X 0 X

-0.2 -0.2 -0.2
0 0.5 1 0 05 1 0 05 1

Figura 2.23: A fungdo f : [0,1] — R, dada por f(t) =tset € [0,1/2]e f(t) =1—tset e [1/2,1]
e somas parciais da série de Fourier de cossenos para n = 0, 2,6
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y y y

0.8 0.8 0.8

06 0.6 06

0.4 0.4 0.4

0.2 0.2 0.2
0 X 0 X 0 X

-0.2 -0.2 -0.2
0 0.5 1 0 05 1 0 05 1

Figura 2.24: A fungdo f : [0,1] — R, dada por f(t) =tset € [0,1/2]e f(t)=1—tset € [1/2,1]
e somas parciais da série de Fourier de cossenos paran =1,3,5
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Figura 2.25: Projecdes da fungdo f(t) = v/t + 1 nos subespagos P,, dos polindmios de grau menor
ou igual an, paran =0,1,2.
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25( y 20y 25( vy
2 15 2
15 15
1
1 1
05 0.5 05
0 X 0 X 0 X
05 05
0 2 4 0 2 4 0 2 4

Figura 2.26: Projecdes da funcdo f(t) = +/t nos subespacos W, = {p € P, | p(0) = 0} e
W; = {p € P3| p(0) =0}
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y y y
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 > 0 > 0 >
-0.2 -0.2 0.2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.27: A fungdo f : [0,1] — R definida por f(t) = ¢, se t € [0,1/4], f(t) = 1/4, se
t€[1/4,3/4] e f(t) =1—t, set € [3/4,1] e somas parciais da série de Fourier de cossenos para
n=0,1,2
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y y y
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 > 0 > 0 >
-0.2 -0.2 0.2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.28: A fungdo f : [0,1] — R definida por f(t) = ¢, se t € [0,1/4], f(t) = 1/4, se
t e [1/4,3/4] e f(t) =1—t, set € [3/4,1] e somas parciais da série de Fourier de senos para
n=13>5
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1 1 T 1 N
0.5 0.5 0.5
0 s 0 0
0.5 1 0.5 0.5
1 e 1 TESS 1 &S
0.5 0.5 0.5
0 % 0 0
0.5 1 0.5 0.5
Figura 2.29: A fungdo f : [0,1] — R definida por f(t) = 1, se t € [1/2,1] e 0, caso

contrério e as somas parciais da série de Fourier de cossenos de f, paran =0,1, 3,
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Y] Y] y
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 X 0 X 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
Y] Y] Y
1 1 1
0.5 0.5 0.5
IRV x 0 Ny, x 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.30: A fung¢do f : [0,1] — R definida por f(t) = 1, se t € [1/2,1] e f(t) = 0, caso
contrério e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, paran =1,2,3,5,6,7
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Figura 2.31: A fungdo f : [0, 1] — R definida por f(t) =t,set € [1/2,1] e f(t) = 0, caso contrario

e as somas parciais da série de Fourier de cossenos de f, para n = 0,

,3,5,6
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Figura 2.32: A fungdo f : [0, 1] — R definida por f(t) =t,set € [1/2,1] e f(t) = 0, caso contrario
e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, paran =1,2,3,4,5,6

Algebra Linear e Aplicacoes

Julho 2004



2.2

Bases Ortonormais e Subespacos Ortogonais 211

Exercicios usando o MATLAB®
Comandos do MATLAB®:

>> V(i)=[] elimina a componente i do vetor V.
>> syms t diz ao MATLAB® que a varidvel t é uma varidvel simbélica.

>> f=expr define uma fung¢do através da expr que deve ser uma expressao na variavel
simbdlica t definida anteriormente.

>> prj=sum(p(1:k)) soma as componentes de 1 a k do vetor p=[p1;...;pn].
Comandos do pacote GAAL:

>> proj(g,f,a,b) calcula a projecdo de f(t) em g(t) com relacdo ao produto interno

(f.9) = / f(t)g(t)dt.

>> p=plegendre(n,a,b) calcula os n primeiros polinémios
2t —a—0
n(t) = Pn - |
Q= (220

em que P,(t) é o polinémio de Legendre de grau n. Assim, s3o validas

2
2n +1

(Qn,Qm) =0, sem#n e ||Qu| =
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2.2.16.

em relacdo ao produto interno

(f,9)= / f(t)g(t)dt.

>> p=plegendre(n) faz o mesmo que >> p=plegendre(n,-1,1).

>> plotfproj(f,prj,a,b) desenha as fungdes f e prj(k), para k variando de 1 até o
tamanho do vetor prj, no intervalo [a,b].

>> h=heaviside(t) é a funcdo que vale 0 se t < 0 e vale 1 se t > 0.

Seja V = CY[—1, 1] com o produto interno

(f,9) = /_1 f(t)g(t)dt.

Considere a funcio f(t) = ¢! — ae?, (o« = 55—). Seja

e2—e~

W,, = [1,cosnt,sent, ..., cosnnrt,sennmt|.

(a) Calcule projyy. f, paran =0,1,2. Faca os gréficos de f e das projecGes.

(b) Seja P,, o espago dos polinémios de grau menor ou igual a n, para n = 0,1,2,....
Calcule projy f, para n = 0,1,2. Faga os graficos de f e das projecdes.

(c) Discuta se é melhor projetar f em W,, ou em P,,.
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1 y 1 y 1 y
= N /\ ///_\\
/
0.5 / \ 0.5 // \ 05~ \
0 % 0 X 0 X
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
“1 0 1 “1 0 1 “1 0 1

Figura 2.33: Projecdes da funcdo f(t) = e' — ae®, (a = e ) nos subespacos W,, das com-

e?—e2

binacdes lineares das funcbes 1, cos wt,sennt,...,cosnnt,sennnt, paran = 0,1, 2.
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1 y 1 y 1 y
L— //\
05— N 05— \ 0.5 // \
0 < 0 X 0 X
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
21 0 1 Z1 0 1 21 0 1

Figura 2.34: Projecdes da funcdo f(t) = ¢! — ae®, (a = %) nos subespacos P,, dos polinémios
de grau menor ou igual a n, paran =0,1, 2.
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Figura 2.35: Distancia de

fit)y = e — ae®, (a = :2__66__12) Figura 2.36: Distancia de f({) = €' —
ao subespaco gerado por ae? (a = :2__6;12) ao subespaco P,
1/\/5, cosmt,sent,...,cosnmt,sen nmi
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2.2.17.

2.2.18.

2.2.19.

2.2.20.

2.2.21.

2.2.22.

2.2.23.

Exercicios Teoricos

Mostre que se W7y, ..., W} sao vetores nao nulos ortogonais e X = ayWi+...4+a; Wy, entao
X =projy, X + ...+ projy, X.

Sejam Vi, ..., V} vetores linearmente dependentes. Mostre que, aplicando-se o processo de

ortogonalizacdo de Gram-Schmidt aos vetores Vi, ..., V), se obtém um vetor W; que é nulo,

para algum ¢ = 1,... k. (Sugestdo: Seja V; o primeiro vetor tal que V; € [V4,..., V4] =

(Wi, ..., W;_1] e use o exercicio anterior.)

Seja W um subespago de um espaco vetorial com produto interno V gerado pelos vetores

Vi,...,Vi. Mostre que V € W+ se, e somente se, V é ortogonal a V;, parai=1,...,k.

Sejam W; e Wy subespagcos de um espaco vetorial com produto interno V. Mostre que
(W; + W)t = Wi NWi e que (W, N Wy)t = Wi + Wi

Sejam § e §, subconjuntos de um espaco vetorial com produto interno V. Mostre que 8y C §
implica que 8+ C 85

(Desigualdade de Bessel) Seja {Ui,...,U,} uma base ortonormal de um subespagco W de

um espaco vetorial com produto interno V. Mostre que ||V]|? > Z [(V,U))|>, YV €V.
j=1

Seja V = €°[—1, 1] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [—1, 1] em R com o produto
interno definido por

(f,9) = /_1 f(t)g(t)dt.

Algebra Linear e Aplicagoes Julho 2004



2.2 Bases Ortonormais e Subespacos Ortogonais 217

Prove a seguinte férmula de recorréncia para os polindmios p,,(t) que sdo obtidos aplicando-se

o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt aos polinémios {1,¢,¢2 ... t"}:
n2
Pnt1(t) = tpu(t) — (2n+ 1)(2n — 1>pn—1(t)'
Para isso siga os seguintes passos:
(a) Pela Proposicdo 2.7 na pagina 129, tp,(t) pode ser escrito em termos de py, . .., Pni1.

n+1

tpn(t) = Z nkPi(t), (2.18)
k=0

{tpn(t), pe(t)) _ (pa(t), tp(t))

[Ipx|[? lpell>
Os coeficientes a,,, = 0, para k < n — 1, pois neste caso tpi(t) € P, e da mesma
forma que em (2.10) p, é ortogonal a todo polindmio de P,, ;. O coeficiente «,,, = 0,
pois t(p,(t))* é uma fungdo impar. O coeficiente a,(,+1) = 1, pois os coeficientes de
grau n + 1 nos dois membros de (2.18) s3o iguais a 1. Mostre que

onde ay,;, =

(n(8), tpo1 (D)) a@-vnllpal® _ lpall® n’

Hpnle2 B ||pn71H2 B Hpnfluz B <2n+ 1)(2n - 1)

Qp(n-1) =

(2.19)

(b) Substituindo-se os valores de «,; encontrados no item anterior, em (2.18), obtenha a
férmula de recorréncia que dd o polindmio p,,.1 em funcao de p,, e p,_1
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2.2.24. Seguindo os mesmos passos do exercicio anterior mostre a seguinte férmula de recorréncia
para os polinémios de Legendre:

2n +1 n

Pria(t) = n+1 tPn(t) - n-+1

Pn—l (t)

2.2.25. Seja V = €°[a,b] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [a,b] em R com o produto
interno definido por

b
(f.g) = / f(t)g(t)dt.

(a) Mostre que os polindmios Q,(t) = P,(2-2=%) so ortogonais e que ||Q,|| = ,/ﬁ,
em que P,(t) s3o os polinémios de Legendre, paran =0,1,2,...

(b) Mostre que o conjunto

27t 27t 2nmt 2nmt

{1, cos ,...,cosb_a,senb_a,...}

é ortogonal.
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Capitulo 3

Transformacoes Lineares

3.1 Definicao, Exemplos e Propriedades

3.1.1 Definicao e Exemplos

Lembramos que uma funcao f de um conjunto A em um conjunto B, f: A — B, é uma
regra que associa a cada elemento do conjunto A, um tnico elemento do conjunto B. O conjunto
A é chamado dominio e o conjunto B é chamado contradominio. O subconjunto de B formado
pelos elementos b € B tais que f(a) = b, para algum a € A é chamado (conjunto) imagem de
f. Para todo elemento a € A, f(a) é chamado a imagem de a por f. Dizemos também que f
leva a em f(a).

219
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Definicao 3.1. Sejam V e W espacos vetoriais. Uma fungdo 7' : V — W é uma transformacao
linear se

T(aX) =aT(X)| e [T(X+Y)=T(X)+T(Y), (3.1)

para todos X,Y € V e todos os escalares a.
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Exemplo 3.1. Sejam V e W espacos vetoriais. A funcdo O, que leva todo vetor de V no vetor nulo
de W, ou seja, O(X) = 0, para todo X € V, é claramente uma transformac3o linear e é chamada
a transformacao linear nula. Também a transformacao identidade, /, de V em V que leva
todo vetor de V nele mesmo, ou seja, I(X) = X, para todo X € V é uma transformag3o linear.

Exemplo 3.2. Sejam P,, P, : R?* — R? as fun¢des que levam todo vetor nas suas proje¢des em
relagdo aos eixos x e y, respectivamente, ou seja, P,(x,y) = (z,0) e Py(z,y) = (0,y), para todo
par (z,y) € R?. Deixamos para o leitor a verificagdo de que P, e P, sdo transformagdes lineares.

Exemplo 3.3. Sejam R,, R, : R? — R? as fun¢des que levam todo vetor nas suas reflexdes em
relagdo aos eixos = e y, respectivamente, ou seja, R,(z,y) = (z,—y) e Ry(z,y) = (—x,y), para
todo par (z,y) € R Deixamos para o leitor a verificagdo de que R, e R, sdo transformagdes
lineares.

Exemplo 3.4. Considere a funcdo, P,, que faz a projecdo ortogonal de todo vetor do plano numa
reta que passa pela origem r : (z,y) = t(a,b), ou seja, P, : R? — R? dada por

Pa9) = projp ) = S )

Ou seja,

a? ab ab b?
Pl =\ arpm* T oy mant T orn?)

Esta transformac3o é um caso particular daquela que é tratada no Exemplo 3.6.

Exemplo 3.5. Considere a funcdo, R,, que faz a reflexdo de todo vetor do plano numa reta que
passa pela origem 7 : (z,y) = t(a,b), ou seja, R.(z,y) é tal que 2P.(z,y) = (z,y) + R.-(z,y).
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Assim,
Rr(xay) = 2P7’(x7y> _ (l’,y)
a? — b? n 2ab 2ab n b? — a?
T T .
a? + b? 2+ 020 @+ b2 @+ 027

Esta transformacdo é um caso particular daquela que é tratada no Exemplo 3.6.

Os quatro ultimos exemplos sdo um caso particular do que é apresentado no préximo exemplo.

Exemplo 3.6. Considere a transformacdo 71" : R™ — R™, dada por

I a;ry+ ...+ A1nTn
TX)=T 3::2 _ | - .:' T @ontn ,  para todo X € R",
:v-n Am1T1 + . + Qynn
que pode ser escrita como
a;;  aig - Qin T
Ty =| o BT —ax
Am1 Am2 - Amn Tn

em que A = (a;j)mxn. Segue das propriedades da dlgebra matricial, Teorema 1.1 na pagina 10 de
[23], que T' é uma transformagio linear. Pois,

T(X4+Y)=AX+Y)=AX+AY =T(X)+T(Y),
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T(aX)=A(aX) =aAX = aT(X),

para todos X,Y € R" e escalares a.
Em termos de matrizes, as projecdes nos eixos x e y podem ser escritas como

)=l o] l0] a0 =10 V0]

as reflexdes em relagdo aos eixos x e y, como

=l S =)= D)

a projegdo ortogonal e a reflexdo em relagdo a uma reta r : (z,y) = t(a,b), como

a? ab a’—b? 2ab |
P xr | 22 a2 x R x| CF0° a2+b? x
T - ab b2 ’ T - 2ab b2 —a?
y a2+b2 112 +b2 y y a2 +b2 a2+b2 y

Exemplo 3.7. Defina D : C'[a,b] — €°[a, b] por

D(f) = f (a derivada de f), para toda funcio f € C![a,b].
D & uma transformag3o linear pois
D(f+g9)=(f+9)=f+g =D(f)+ D),
D(af) = (af) = af = aD(f).

para todas as fungdes f, g € C'[a,b] e todos os escalares a.
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Exemplo 3.8. Seja T : €°[a,b] — C'[a, b] definida por
T(f)(z) = / f(t)dt paraa <z <b, para toda fungdo f € C%a,b).
T é uma transformacdo linear pois

T(f +g)(x) = / (f + 9)()dt = /x(f(t)+g(t))dt

raf@ = [ @ni= [
= o f@®)dt=a(T(f)(2)) = (T(f))(z),

a

para a < x < b, todas as fun¢des f, g € C%a, b] e todos os escalares a.

3.1.2 Propriedades

Segue da Definicao 3.1 que toda transformacao linear 7' : V — W leva o vetor nulo de V no
vetor nulo de W. Pois, se X é um vetor qualquer de V, entdo

T(0) =T X) =0T(X) = 0.
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Segue também da Definicao 3.1 que uma fungdo 7" : V — W é uma transformacdo linear se, e
somente se, T'(aX + YY) = oT(X) + BT (Y'), para todos os vetores X,Y € V e todos os escalares
a e 3. Pois, se T' é linear, entao

T(aX + BY) = T(aX) + T(BY) = aT(X) + BT(Y).

Por outro lado, se T é uma fungdo tal que T'(aX + Y) = oT'(X) + ST (Y), para todos os vetores
X,Y €V e todos os escalares a e 3, entao fazendo a« = 1,5 = 1 e depois § = 0 segue que T é
uma transformacao linear.

Sejam T : V — W e S :V — W duas transformagdes lineares. Vamos mostrar que a soma
delas também é uma transformacao linear.

(T+8S)(aX +38Y) = T(aX +5Y)+ S(aX +8Y)
= oI'(X)+BT(Y)+aS(X)+8S(Y)
= ao(T(X)+5(X)) +6(T(Y) + 5(Y))
= a(T+8)(X)+p(T+ 9)(Y)

E facil ver que para qualquer escalar «, a transformacdo a/I" é também uma transformacao linear.
Assim, o conjunto das transformagdes lineares de V.em W, denotado por L(V; W), é um subespago
do espago das fungdes de V.em W, F(V; W) (Exercicio 1.1.7 na pagina 15). Portanto, o conjunto
L(V; W) é um espago vetorial. Quando W é o conjunto de escalares (R ou C), que vamos denotar
por K, o conjunto L(V;K) é também denotado por V* e é chamado o espaco dual de V. Os
elementos de V* sdo chamados funcionais lineares de V.

SeT :V — W é uma transformacio linear e B é uma base de V, entdo todo vetor V € V
pode ser escrito como combinacdo linear de vetores de B, ou seja, existem vetores V;,...,V,, € B
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e escalares oy, ..., a, tais que
n
V=aVi+...4a,V,, = E o; Vi
=1

Entdo .
:T<Zaz‘/;> ZTCVZ i Zaz
=1

Por outro lado, se U : V — W é outra transformacdo linear tal que U(V)) = T'(V)) para todo
V\ € B, entdo aplicando-se o raciocinio acima, temos que

UV)=T(V), paratodoV €V.

Ou seja, U =T. lIsto prova o seguinte teorema.
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Teorema 3.1. SejamV e W espacos vetoriais. Uma transformacdo linearT : V — W € totalmente
caracterizada pelos seus valores em uma base de V. Ou seja, se B é uma base de V e uma funcdo
T esta definida para valores em ‘B,

T(Vy) =W,, paratodoV, € B.

Entdo, existe um dnica transformacao linear definida em todo espaco V, T' : V — W, tal que
T(Vy) = W), para todo V) € B.

Exemplo 3.9. Seja Ry : R? — R? a transformacdo linear definida na base canénica por (Figura
3.9)

Ro(Ey) = cos@ By +sen Ey = (cos @, sen 0)
Ry(E) = —senf Ey + cosf Ey = (—senb, cos ).

Assim, como (z,y) = x(1,0) + y(0,1) = zE; + yF>, entdo
Ro| | = 2Ro(E))+yRo(Es) = x| 0 | 4y| 7500
0 - o\b1) T Yhelbe) = sen Y1 cost
B cosf —send x
| senf  cosf y

Segue da linearidade, que Ry faz uma rotacdo de um angulo 6 em todo vetor X = (x,y) € R%
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Pois, se escrevemos X = (z,y) = (rcosa, rsena), entdo

Ry(X) = Ry(rcosa,rsena) = rRy(cosa,sen )
= r(cosacosf — senasend,cosasent + senacosb)
= r(cos(a+0),sen (o + 0)) = (rcos(a+ 0),rsen (a + 6)).

Seja T': R™ — R™ uma transformacao linear tal que

1 a1 0 a19 0 A1n
0 921 1 929 . A2n
T . | = _ , T ] = _ , ., T | =
; ; ; ; 0
0 Am1 0 Am2 1 Qmn
Sejam X = (z1,...,m,) um vetor qualquer do R" e E; = (1,0,...,0),FEy =

(0,1,0,...,0),...,E,=(0,...,0,1). Como X =x1E; + ...+ z,E,, entdo

a11 a1n
a21 A2p,
T(X) = o1/ T(E)+...+2,T(E,) =2 _ + ...+,

am1 Amn

a;; a2 - A1n T

Q21 Q22 A2n T2

pr— p— AX’
am1 Am2 Amn T,
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em que as colunas de A sdo T'(E,),...,T(E,), ouseja, A=[T(E,)...T(E,)], com T(E;), para
1 =1,...,n escritos como matrizes colunas. Isto prova o seguinte resultado.

Proposicao 3.2. Seja T : R" — R™ uma transformagao linear. Entdo, T € dada por
T(X)=AX, paratodoX €R",
em que A = (Qij)mxn = [T(E4) ... T(Ey,)]|, com T(E;), parai=1,...,n, escritos como matrizes

colunas e £y = (1,0,...,0), Ey = (0,1,0,...,0),..., E, = (0,...,0,1). A matriz A é chamada
matriz da transformacdo 7' (em relagdo as bases candnicas).

Exemplo 3.10. A matrizes de uma transformac3o linear pode ser obtida rapidamente aplicando-se
a transformacdo nos vetores da base candnica. Por exemplo, as matrizes das projecdes nos eixos x
e y podem ser obtidas

R P R PGS R P

as matrizes das reflexdes em relacao aos eixos z e v,

| R(Ey) R.(Ep) | = { é _(1) } ;[ Ry(E) Ry(BE,) | = { _(1) [1) 1 :
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as matrizes da projecdo ortogonal e da reflexdo em relagdo a uma reta r : (x,y) = t(a,b), como

a? ab

[ (B Pu(Ey) | = [ s el

a? +b2 a? +b2

a?—b2 2ab
| Ro(E1) R.(En) | =| i &ik
ZiE iR

e a matriz da rotacao de um angulo 6,

[ Ro(Ey) Rye(E») | = { cosf —send } |

sen f cosl

3.1.3 Aplicacao: Matriz Jacobiana

Dizemos que uma fung¢do F': R® — R™ é diferenciavel em um ponto X, € R" se existe uma
transformacdo linear Ty, : R — R™ tal que

lim H—;IH (Txy(H) — F(Xo+ H) + F(X,)) = 0. (3.2)

Este limite é uma generalizagcdo do limite de fungdes reais, significa que para todo € > 0, existe
T Tx,(H) — F(Xo+ H) + F(X

um ¢ > 0, tal que |[|H|| < ¢ implica que T (H) <HFOIH ) (Xo)ll < €. No caso em
que m = n = 1, a transformacg3o linear é T'x,(H) = F'(Xo)H, para todo H € R. Vamos supor
que a funcdo F seja diferencidvel em X, e vamos determinar a matriz da transformacdo linear
Tx, em relagdo as bases candnicas de R", B, e de R™, B’. Para isto, vamos calcular o limite
(3.2) segundo o caminho H = hE;, para j = 1,...,n, h > 0, em que E; = (1,0,...,0), By =
(0,1,0,...,0),...,E, =(0,...,0,1) sdo os vetores da base candnica de R", B.

1 _
Jim - (T, (hEj) = F(Xo + hEj) + F(Xo)) = 0.
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Como T, é uma transformacdo linear, obtemos
.1
Calculando-se o limite (3.2) para o caminho H = hE;, para h < 0, obtemos

1
TX()(E]‘) = hll%l_ E (F(XQ + th) - F(X())) .

Assim, a fung¢do F'(X) = (F1(X),..., F,(X)) é tal que F;(X) tem derivadas parciais em X, para
1=1,...,ne

oF
— (X

2 (%)
Tx,(Ej) = :
oF,,
&xj
Portanto a matriz da transformacao linear T'x, em relagdo as bases candnicas de R", B, e de R™,
B, é

(Xo)

8F1 aFl
8_:131(X0) B (Xo)

[Tx, )3 = : :

OF,, oF,,
X, o

0xy (Xo) o0z,

Esta matriz é chamada matriz jacobiana da funcdo F' em X,.

(Xo)
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3.1.1.

3.1.2.

3.1.3.

3.1.4.

3.1.5.

3.1.6.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 487)

Seja T' : R? — R? uma transformag3o linear para a qual sabemos que T'(1,1) = (2,-3) e
7(0,1) = (1,2).

(a) Determine T'(3, —2);

(b) Determine T'(a,b).

Determine a transforma¢do T : R?* — R? tal que T'(1,1) = (3,2,1) e T(0,—2) = (0,1,0).
Encontre 7°(1,0) e 7°(0,1).

Determine expressdes para as transformacdes lineares P, P,., P, : R® — R3, que sdo
projecdes nos planos xy, yz e xz, respectivamente.

Considere o plano 7 : z + 2y + 3z = 0. Encontre expressdes para as seguintes transformacdes
lineares:

(a) A projecdo ortogonal no plano 7, Py : R® — R3.
(b) A reflexdo em relagdo ao plano 7, R, : R? — R3.

Determine expressdes para as transformacdes lineares R, /3., R /3, € Ry/3. que sdo rotagdes
de 7/3 em relagdo aos eixos x,y e z respectivamente.

Considere a reta r : (z,y,2) =t(1,1,1).

(a) Seja P, : R® — R3 a projecdo ortogonal na reta r. Encontre uma expressio para
P.(x,y,2).

(b) Seja R, : R® — R? a reflexdo em relacdo a reta 7. Encontre uma expressio para
R.(z,y,z).
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3.1.7.

3.1.8.

3.1.9.

3.1.10.

3.1.11.

Existe uma tnica reflexdo S do plano que transforma o ponto (5,0) no ponto (3,4). Determine
a equacgdo para o eixo da reflexdo S. Verifique que ele passa pela origem. Calcule a matriz
(em relag3o a base canénica de R?) da reflexdo S.

Exercicios Teoricos

Considere o plano 7 : ax +by+cz = 0. Encontre expressdes para as seguintes transformacdes
lineares:

(a) A projegdo ortogonal no plano 7, P, : R? — R3.

(b) A reflexdo em relagdo ao plano 7, R, : R? — R3.

Determine expressdes para as transformagdes lineares Ry ., Ry, R . : R? — R3, que sdo
rotacoes de 6 em relacdo aos eixos x,y e z, respectivamente.

Considere aretar : (x,y, z) = t(a, b, c). Encontre expressdes para as seguintes transforma¢des
lineares:

(a) A projecdo ortogonal na reta r, P, : R® — R3.

(b) A reflexdo em relagdo a reta r, R, : R® — R>.
Seja V um espaco vetorial de dimens3o finita. Seja B = {V4,...,V,,} uma base de V. Mostre
que B* = {f1,..., fn} C V* definido por fi(V;) = 0,5, parai,j = 1...,n, em que J;; é o

delta de Kronecker (0;; =0, se i # j e §;; = 1) é uma base de V*. Esta base é chamada
base dual de B.
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L—T ///
] fise
L = | 4= N
= L—1
T | laberpy o) ST (Y)
T | L WL
pEE B =T(0) =0
L p= | 1
L—T ul L—1
=T /// // )
pEE g Ay
////
L
v W

Figura 3.1: Transformagdo Linear T : V. — W
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Py(X)

Figura 3.2: Projecao no eixo x

Figura 3.3: Projecao no eixo y
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Ra(X)

Figura 3.4: Reflexao em relacdo ao eixo x

Figura 3.5: Reflexdo em relacao ao eixo y

Algebra Linear e Aplicacoes
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Figura 3.6: Projecao na reta r

2P, (X)=

X+ Ry (X)

R(X)

Figura 3.7: Reflexdao em relacdo a reta r
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Ro(X)

Figura 3.8: Transformacdo rotacdao de um
angulo ¢

Algebra Linear e Aplicacoes

Transformacoes Lineares

Ry(By) B2
-0 Ro(E1)
2 >
o 4] é
—sen 0 cos® E;

Figura 3.9: Transformacdo rotagcdo sobre
os vetores E; e Fy
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3.2 A Imagem e o Nicleo

Definicao 3.2. Sejam V e W espacos vetoriais. Seja T': V — W uma transformac3o linear.

(a) O nicleo de T é definido pelo conjunto

N(T) = {X € V| T(X) = 0}.

(b) A imagem de T é definida pelo conjunto

IT)={Y e W |Y =T(X), para algum X € V}

(c) A dimensdo do nicleo de 7' é chamada de nulidade de 7" e a dimens3o da imagem de 7" é
chamada posto de 7.

Exemplo 3.11. Sejam O : V — W a transformacao linear nula e I : V — V a transformacao
identidade. Entdo N(O) =V, J(O) = {0}, N(I) = {0} e J(/) = V.

Teorema 3.3. Sejam V e W espacgos vetoriais. SejaT : V — W uma transformagéo linear. O
nicleo, N(T'), e a imagem, J(T') sdo subespacos de V e de W, respectivamente.
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T T
| 1| = =

] E/ L T\(\X)

/: »// — . L }
T 0 0 N(T) o
/j 1 T E | ~
I \4 w i 7 \% w

Figura 3.10: N(7) = {0} Figura 3.11: N(T') # {0}
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Demonstracao. Para mostrar que um conjunto é um subespaco precisamos mostrar as propriedades
(0) e (0') do Teorema 1.3 na pagina 16. Vamos mostrar em primeiro lugar que o nticleo de 7" é um
subespaco.

(0) Se X1, Xy € N(T), entdo T(X1) = T(Xs) = 0. Logo, T(X1 + X5) = T(X1) + T(Xs) =
0+0=0, ou seja, X; + Xy € N(T);

(0') Se X € N(T) e o é um escalar, entdo T'(aX) = aT(X) = a0. Logo, aX € N(T);
Vamos mostrar, agora, que a imagem de 7' é um subespaco.
(0) Se Y1,Y, € I(T), entdo existem X, Xy € V tais que T'(X;) = Y] e T(Xy) = Y, Seja
X = X1 + XQ. Entéo, T(X) = T(Xl + XQ) = T(Xl) ‘I"T(XQ) = Yi + Yé LOgO,
Y1+ Y, € IT).

(0') Se Y € J(T) e a é um escalar, entdo existe X € V tal que T(X) =Y. Como T ¢ linear,
entdo T'(aX) = aT(X) = aY. Logo, aY € I(T).

O

Exemplo 3.12. A imagem de um funcional linear ndo nulo f : V— R é R, pois {0} e R s3o os
tinicos subespacos do espaco vetorial R.
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Proposicao 3.4. Seja T : V — W uma transformacdo linear. Se {Vi,...,V,} é uma base de V,
entdo a imagem de T € gerada por T'(V1),...,T(V,).

Demonstracao. Seja W € J(T'). Entdo, existe V € V tal que (V) = W. Como {V1,...,V,} é

base de V, existem escalares a,...,q, taisque V =a; Vi + ...+ a,V,,. Assim,
W=TV)=T (Z aM> = aT(Vi).
i=1 i=1
Ou seja, T'(V1), ..., T(V,,) geram I(T). O

Exemplo 3.13. Vamos considerar as proje¢des nos eixos x e y (Figuras 3.2 e 3.3 na pagina 235)

gHN AR

Geometricamente vemos que o niicleo de P, é o eixo y, o niicleo de P, é o eixo x, que s3o os pontos
que sdo levados pelas transformagdes na origem. Vemos também que a imagem de P, é o eixo z,
pois todos os pontos sdo levados por P, no eixo x. Analogamente, a imagem de P, € o eixo y.

Exemplo 3.14. Vamos considerar as reflexdes em relagdo aos eixos x e y (Figuras 3.4 e 3.5 na

B GRS REEh(A]
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Geometricamente vemos que o nlicleo de R, e o niicleo de R, sdo iguais a origem, pois é o (nico
ponto que é levado na origem pelas transformacdes. Vemos também que as imagens de R, e de
R, sdo iguais a R?, pois todo ponto (z,y) é imagem do ponto (x,y) refletido pelas respectivas
transformacoes.

Exemplo 3.15. Consideremos a projecdo ortogonal e a reflexdo em relacdo a uma reta r: (x,y) =
t(a,b) (Figuras 3.6 e 3.7 na pagina 237)

a? ab a’—b> 2ab
plT || @2 @2 x R Y| = | a2 aZ+82 x
r - 2 T - 2__ 2 .
y ab b Yy ’ y 2ab b°—a Y
a2+b2 a2+b2 (Z2+b2 a2+b2
Geometricamente vemos que o nicleo de P, é a reta s : (x,y) = t(—b,a), perpendicular a reta r
que passa pela origem, pois os pontos sobre a reta s sdo exatamente os pontos que sao levados por
P, na origem. Vemos também que a imagem de P, é a prépria reta r, pois todos os pontos do R?
sdo levados na reta r. Geometricamente vemos que o nucleo de R, é a origem, pois é o Unico ponto

do R? que é levado na origem. Vemos também que a imagem de R, é o R?, pois todo ponto (z,y)
é a imagem do ponto (x,y) refletido por r.

Exemplo 3.16. Geometricamente vemos que a rotacdo de um angulo 6 (Figura 3.8 na péagina 238)
n | || cos 0 —senf x
Ly | | senf  cosb Yy

tem ntcleo igual a origem, pois é o tnico ponto que é levado na origem por Ry. Vemos também que
a imagem de Ry é igual ao R?, pois todo ponto (x,y) é a imagem do ponto (x,y) girado de —0.
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Exemplo 3.17. Considere a transformacdo D : Cl[a,b] — €%[a, b] definida por
D(f) = f" (aderivada de f), para toda funcdo f € C'[a,b].

Vamos mostrar que a imagem de D ¢ igual & €%[a, b]. Seja g € C°[a,b]. A funcdo f(z) = [ g(t)dt
esta bem definida, pois g é continua. Além disso,

o) = ([t =sms ([ s~ [ g =sm s ([ o)
= ggg(f)=g(x)

pelo Teorema do Valor Médio para integrais. O nicleo de D é igual ao conjunto das fungdes
constantes em [a, b].

Exemplo 3.18. Seja T : C%a, b] — C'[a, b] definida por
T(f)(z) = / f(t)dt paraa <x <b, para toda funcdo f € €%a,b).

A imagem de T é igual ao conjunto da fungdes g € C'[a,b] tais que g(a) = 0. Pois para toda
funcdo g € @a,b], com g(a) =0, a fungdo f = ¢’ é tal que

T(f)(x) =T(g")(x) = /x g'(t)dt = g(x) — g(0) = g(x),

pelo Teorema Fundamental do Célculo. O nicleo de T é formado somente pela fun¢do nula. Pois,
T(f) = 0 implica que [” f(¢t)dt = 0, para todo = € [a,b]. Assim, &L ([* f(t)dt) = f(z) = 0.
Portanto, f é identicamente nula em [a, b].
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Exemplo 3.19. Seja T': R™ — R™ uma transformacao linear. Pela Proposicao 3.2 na pagina 229
a transformacdo 7' é dada por

T(X)=AX, paratodo X € R",
onde A = (aij)mxn = [T(E1)...T(E,)], com T(E;), para i = 1,...,n escritos como matrizes
colunas e £y = (1,0,...,0),Ey = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1). Assim, o nicleo de T

é o espaco solucio do sistema homogéneo AX = 0 e a imagem de T é o subespaco gerado pelas
colunas de A, chamado espaco coluna de A.

3.2.1 Espaco Linha e Espaco Coluna de uma Matriz

Definicao 3.3. Seja A uma matriz m x n.

(a) O subespago de R™ gerado pelas linhas de A é chamado espacgo linha de A, ou seja, o
conjunto de todas as combinacdes lineares das linhas de A.

(b) O subespago de R™ gerado pelas colunas de A é chamado espaco coluna de A, ou seja, o
conjunto de todas as combinacdes lineares das colunas de A.

Os espacos linha e coluna de uma matriz sdo diferentes, em geral, mesmo se a matriz é quadrada,
como mostra o préximo exemplo.
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Exemplo 3.20. Considere a matriz
11
A= {0 ! }
O espago linha de A é o subespago gerado pelo vetor (1,1), enquanto o espago coluna de A é o
subespago gerado pelo vetor (1,0).

Apesar dos espacos linha e coluna de uma matriz serem diferentes, em geral, eles possuem
sempre a mesma dimensao.

Teorema 3.5. Seja A uma matriz m x n. O espaco linha e o espaco coluna de A possuem a
mesma dimensao.

Demonstracao. Seja R a forma escalonada reduzida da matriz A.

(a) Vamos mostrar que o espag¢o linha de A é igual ao espago linha de R.
A matriz R é obtida de A aplicando-se uma seqiiéncia de operagdes elementares as linhas de
A. Assim, toda linha de R é uma combinagdo linear das linhas de A. Ent3o, o espaco linha
de R esta contido no espac¢o linha de A. O mesmo argumento mostra que o espaco linha de
A esta contido no espaco linha de R. Portanto, eles s3o iguais.

(b) Vamos mostrar que a dimensdo do espago coluna de A é igual a dimens&o do espago coluna
de R. A dimensao do espago coluna de uma matriz é igual ao ndmero maximo de colunas L.I.
As colunas de A, s3o L.I. se, somente se, o sistema AX = 0 tem somente a soluc3o trivial.
Mas, a solucido deste sistema é a mesma do sistema RX = 0. Assim, as colunas de A s3o
L.l. se, e somente se, as colunas de R sdo L.I. Analogamente, r colunas de A sdo L.I. se, e
somente se, as colunas correspondentes de R sdo L.I.
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Pelo item (a) a dimensdo do espaco linha de A é igual a dimens3o do espago linha de R e pelo item
(b) a dimens3o do espaco coluna de A é igual a dimens&o do espaco coluna de R. Portanto, basta
provarmos o teorema para a matriz escalonada reduzida R. Agora, a dimensdo do espaco linha de
R é igual ao niimero de linhas ndo nulas, pois estas sdo linearmente independentes (verifique!). A
dimensao do espaco coluna de R é igual ao nimero de pivos, pois as outras colunas sao combinagao
linear das colunas dos pivés e podem, portanto, ser descartadas para gerar o espa¢o coluna de R.
Portanto, a dimens3o dos dois espacgos sao iguais. O

Posto de uma Matriz

Definicao 3.4. Seja A uma matriz m x n. O posto de A é a dimensido do espaco linha ou do
espaco coluna de A, ou seja, é o nimero maximo de linhas e colunas L.I. da matriz A.

1 2 -1 1
Exemplo 3.21. Considere amatrizA= |2 4 -3 0
1 2 1 5
12 0 3
A forma escalonada reduzida da matriz A éamatrizR= | 0 0 1 2 [. As linhas nao nulas de
0000
R, Vi =(1,2,0,3) e V5 = (0,0,1,2), formam uma base para o espago linha de A. Portanto, o

posto de A é igual a 2.
Quanto ao espaco coluna, sejam Wy, Wy, W3 e Wy as colunas de A. Sejam Uy, Us, Us e Uy
as colunas de R. As colunas sem pivos podem ser descartadas na geracdo do espaco coluna de R,
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pois elas sdo combinacdo linear das colunas dos pivés. As colunas correspondentes de A podem,
também, ser descartadas na geracdo do espaco coluna de A, pois os mesmos escalares que fazem
a combinacao linear nula de Wy, Wy, W3 e Wy, fazem a combinacgao linear nula de Uy, Uy, Us e Uy.
Assim, Wy = (1,2,1) e W3 = (—1,—3, 1) formam uma base para o espaco coluna de A.

3.2.2 Injetividade e Sobrejetividade

Dizemos que uma funcao f : A — B é sobrejetiva se, para todo b € B existe a € A tal que
f(a) = b, ou seja, se a imagem de f é igual a B. No caso em que f é uma transformagdo linear,
obtemos como consequéncia da Proposicao 3.4 o seguinte resultado.
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Corolario 3.6. Seja T : V — W uma transformacdo linear. Seja {Vy,...,V,} base de V. T é
sobrejetiva se, e somente se, T'(V1),...,T(V,) geram W.

Exemplo 3.22. Todo funcional linear ndo nulo f : V — R é sobrejetivo, pois {0} e R sdo os tnicos
subespacos do espaco vetorial R.

Exemplo 3.23. As reflexao em relagdo a uma reta que passa pela origem e a rotacdo sao sobrejetivas
enquanto a projecBes ortogonal em uma reta que passa pela origem n&o sdo sobrejetivas (Exemplos
3.15 e 3.16 na pégina 243).

Exemplo 3.24. A transformacdo D : C'[a,b] — €%[a, b] definida por
D(f) = f" (aderivada de f), para toda funcdo f € C'[a,b]
é sobrejetiva (Exemplo 3.17 na pagina 243).

Exemplo 3.25. A transformacio T : C%a,b] — C'[a, b] definida por
T(f)(x) = / f(t)dt paraa <z <b, para toda funcdo f € C%a,b]

nao é sobrejetiva, pois a imagem de T € o conjunto das fungdes g € C![a, b] tais que g(a) = 0
(Exemplo 3.18 na pagina 244).
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Dizemos que uma fun¢do f : A — B € injetiva, se f(x) = f(y) implica que = = y.

Teorema 3.7. Seja T : V — W uma transformacdo linear. Entdo, T € injetiva se, e somente se,

N(T) = {0}.

Demonstracdo. Suponha que T' é injetiva. Seja X € N(T'). Entdo, como T € injetiva, T'(X) =
T(0) implica que X = 0.

Agora, suponha que N(T') = {0}. Se T(X) =T(Y), entdao T(X —Y) =0, ou seja, X =Y €
N(T). Como, N(T) = {0}, entdo X —Y =0, ou seja, X =Y. O

Exemplo 3.26. A reflexdo em relacdo a uma reta que passa pela origem e a rotagdo s3o injetivas
enquanto a projecdo ortogonal em uma reta que passa pela origem nao € injetiva (Exemplos 3.15 e
3.16 na pagina 243).

Exemplo 3.27. A transformacdo D : C'{a,b] — €°[a, b] definida por
D(f) = f' (aderivada de f), para toda fungio f € C'[a,b]

nao ¢ injetiva, pois N(D) é o conjunto das fungBes constantes (Exemplo 3.17 na pégina 243).

Algebra Linear e Aplicagoes Julho 2004



3.2 A Imagem e o Nicleo 251
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Figura 3.12: Transformacao linear injetiva Figura 3.13: Transformacao linear nao in-

(N(T) ={0}) jetiva (N(T') # {0})
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Exemplo 3.28. Seja T : C°a, b] — C![a, b] definida por
T(f)(x) = / f(t)dt paraa <z <b, para toda fungio f € C%a,b]

é injetiva, pois N(T') = {0} (Exemplo 3.18 na pégina 244).

Teorema 3.8 (da Dimensao do Niicleo e da Imagem). Seja T : V — W uma transformagdo
linear. Se V tem dimens3o finita, entdo a soma da dimensdo do niicleo de T com a dimensdo da
imagem de T é igual a dimensao de 'V, ou seja,

dim(N(T)) + dim(3(T)) = dim(V).

Demonstracdo. Vamos supor que 1 < dim(N(7")) < dim(V). Sejam Vi,...,V, vetores de
V, que formam uma base para o nicleo de 7. Vamos estendé-la a uma base de V. Sejam
Vptis ..., Vy vetores de V tais que Vi, ..., V,, Vi1, ..., V,, formam uma base de V. Vamos mostrar
que T'(V,41), ..., T(V;,) formam uma base da imagem de 7'. Para isso, precisamos mostrar que eles
geram a imagem de 7' e que sao L.I.

Pela Proposicdo 3.4 na pagina 242, T(V,41),...,T(V,) geram a imagem de T, pois
TVi) = ... = T(V,) = 0. Vamos mostrar que T(V,41),...,T(V,,) sdo linearmente in-
dependentes. Considere a combinagao linear nula:

pr+1T(‘/ZD+1) + R l’nT(Vn) = (_)
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Pela linearidade de 7' segue que
T(xps1Vps1 + ... +2,V,) = 0.

Mas isto implica que z,41V,41 + ... +2,V,, € N(T'). Assim, existem escalares vy, ..., y, tais que
Tpi1Vpr1 + ...+ 2,V =i Vi+ ...+ 4,V,. De onde segue que

ylvl"""'"“ypvp_xpﬂv};ﬂ—---—:CnVn:(_).

Como Vi,...,V, é base de V, entdo y1 = ... = ¥y, = Tpy1 = ... = z, = 0, ou seja,
T(Vps1),...,T(V,) sdo L.1.

Portanto, a dimensdo da imagem de 1" é igual a diferenca entre a dimensao de V e a dimensao
do ntcleo de A, de onde segue o resultado. O

Em geral, uma transformacgao linear pode ser injetiva sem ser sobrejetiva e sobrejetiva sem ser
injetiva. Entretanto, se a dimensdo do dominio for igual a dimensdo do contradominio temos o
seguinte resultado, que é uma consequéncia imediata do Teorema 3.8 da Dimensao do Niicleo e da
Imagem.

Corolario 3.9. Seja T : V — W uma transformacdo linear entre espacos de dimensio finita.
Suponha que dim(V) = dim(W).

(a) SeT € sobrejetiva, entdo T' € injetiva.

(b) Se T € injetiva, entdo T' € sobrejetiva.
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Se uma transformacdo linear T : V — W ¢ injetiva e sobrejetiva, entdo T é chamada iso-
morfismo. Neste caso, dizemos que os espacgos vetoriais V e W s3o isomorfos. Se existe um
isomorfismo que leva o espaco vetorial V de dimensao finita em W, entdo, pelo Teorema 3.8 da
Dimensdo do Nicleo e da Imagem, dim(V) = dim(W). A reciproca também é verdadeira como
mostra o préximo resultado.

Teorema 3.10. SejamV e W espacos vetoriais de dimensdo finita. V € isomorfo a W se, e somente
se, dim(V) = dim(W).

Demonstracao. Depois da observagdo feita acima, basta provarmos que se dim(V) = dim(W),
entdo V e W sdo isomorfos. Sejam B = {Vi,...,V,,} e € = {W4,...,W,} bases de V e W,
respectivamente. Pelo Teorema 3.1 na pagina 227, existe uma transformacao linear 7' : V. — W,
tal que T'(V;) = W;, parai = 1,...n. Pela Proposicdo 3.4 na pagina 242, a imagem de 7" é gerada
pelos vetores T'(V1),...,T(V,,) e assim

WT) = [T(VL),...,T(V,)] = [Wh,...,W,] = W.

Ou seja, T é sobrejetiva. Pelo Teorema 3.8 da Dimensdo do Niicleo e da Imagem, T é também
injetiva e é portanto um isomorfismo. O

Deste teorema segue que todos os espacos vetoriais de dimens3o n sdo isomorfos ao R"™. Segue
também deste teorema que para termos uma transformac3o linear entre dois espacos vetoriais de
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dimens3o finita, V e W, injetiva e n3o sobrejetiva ou sobrejetiva e ndo injetiva temos que ter
dim(V) # dim(W).

Corolario 3.11. Seja V um espago vetorial. V € isomorfo ao R™ se, e somente se, dim(V) = n.

Exemplo 3.29. O espaco P,, é isomorfo a R"*! e o espaco M,,,,, é isomorfo a R"™.
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3.2.1.

3.2.2.

3.2.3.

3.2.4.

3.2.5.

3.2.6.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 489)

Seja P a transformagdo de R® em R3, definida por P(z,y,2) = (z,4,0). Se a imagem de
uma reta r, por P, é um ponto, entdao quais sdo as equacoes paramétricas da reta r?

Seja T : R?* — R3 uma transformacio linear dada por T'(z,y,2) = (2,2 — y, —2).

(a) Encontre uma base para o niicleo de T.
(b) Encontre uma base para a imagem de T'.

(c) Descreva geometricamente o niicleo e a imagem de 7.

Discuta como o posto de A varia com t.

11 ¢ t 3 -1
@A=|11¢ 1 b)A=| 3 6 —2
t 11 1 -3 —t

Seja D : P3 — P53 o operador de derivagdo D(p) = p’. Determine uma base para o nticleo de
D e para a sua imagem.

Seja T': V — R5 uma transformacio linear.

(a) Se T é sobrejetiva e dim(N(T")) = 2, qual a dimenséo de V?

(b) Se T é sobrejetiva e injetiva, qual a dimensdo de V?
Dé exemplos de transformacdes lineares 7' : R? — R3 tais que

(@) N(T) = {(z,y,2) e R*| 2 = —a},
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(b) I(T) = {(z,y,2) e R®|z = y}.
3.2.7. D& um exemplo de uma transformacgdo linear T : R? — R? tal que N(T) = J(T).
3.2.8. Defina T : P, — P, por T(p) = p+p'. Mostre que T' é um isomorfismo.
Exercicios Tedricos
3.2.9. Sejam X = [z1...2,]" e Y = [y1...y,|" matrizes m x 1 e n X 1, respectivamente. Seja
A = XY Mostre que se X # 0, entdo {X} é uma base para o espaco coluna de A. Qual o
posto de A?
3.2.10. Mostre que se A é uma matriz, m x n, de posto igual a 1, entdo existem matrizes X =
(1. 2" eY =[y1...y, ", mx1enxl, respectivamente, tais que A = XY*. (Sugestio:
Tome X tal que {X} é uma base para o espaco coluna de A.)
3.2.11. Seja A uma matriz n X n de posto 1. Mostre que
(a) A? = (tr(A))A.
(b) A™ = (tr(A))" A, paran =2,3,...
(Sugestdo: use o exercicio anterior)
3.2.12. Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente. Mostre que AB pode ser escrita
como uma soma de p matrizes de posto igual a 1.
3.2.13. Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente. Seja C' = AB. Mostre que:

(a) O espago coluna de C' esta contido no espago coluna de A.
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(b) O espago linha de C' esta contido no espaco linha de B.
(c) posto(C') < min(posto(A), posto(B)).

(d) Se as colunas de A e B s3o linearmente independentes, entdo as colunas de C' também
sao linearmente independentes.

(e) Se as linhas de A e B s&o linearmente independentes, entdo as linhas de C' também séo
linearmente independentes.

(f) Se as colunas de B sdo linearmente dependentes, entdo as colunas de C' também sdo
linearmente dependentes.

(g) Se as linhas de A sdo linearmente dependentes, entdo as linhas de C' também sdo
linearmente dependentes.

3.2.14. Seja A uma matriz m xn. Se P e () s3o matrizes invertiveis m X m e n X n, respectivamente,

entdo A, PA e AQ possuem o mesmo posto. (Sugestdo: Se A = [A;... A, ], entdo
PA=[PA, ... PA,]. Mostre que Ay,..., A, sdo L.I. se, e somente se, PA;,..., PA, sdo
L.1.)

3.2.15. Seja A uma matriz m x n. Mostre que

(a) O posto de A é igual a p = min{m,n} se, e somente se, o determinante de uma
submatriz p x p é diferente de zero.

(b) O posto de A é igual ao maior inteiro positivo r tal que alguma submatriz r x r de A
possui determinante nao nulo.

3.2.16. Determine o niicleo e a imagem do operador linear definido no Exercicio 3.1.9 na pagina 285.
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3.2.17.

3.2.18.

3.2.19.

3.2.20.

3.2.21.

3.2.22.

Considere o plano 7 : ax + by + cz = 0.
(a) Determine o niicleo e a imagem da proje¢do ortogonal no plano 7, P,. Responda se P,
é sobrejetiva e se € injetiva.
(b) Determine o nicleo e a imagem da reflexdo em relagdo ao plano 7, R,. Responda se
R, é sobrejetiva e se é injetiva.
Considere a reta r : (z,y, 2) = t(a, b, ).
(a) Determine o nicleo e a imagem da projecdo ortogonal na reta r, P,. Responda se P, é
sobrejetiva e se € injetiva.
(b) Determine o nicleo e a imagem da reflexdo em relagdo a reta r, R,. Responda se R, é
sobrejetiva e se € injetiva.

Seja f : R® — R um funcional linear.

(a) Mostre que existem escalares a, b, ¢ tais que f(x,y,z) = ax + by + cz.
(b) Descreva geometricamente todas as possibilidades para o niicleo de f.

Sejam T : V — W uma transformagio linear e B = {V;,...,V,,} um conjunto de vetores de
V. Mostre que se C = {T'(V1),...,T(V,)} é L., entdo B também o é.

Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita. Seja 7' : V — W uma transformacgdo linear.
Mostre que T € injetiva se, e somente se, dim(J(7")) = dim(V).

Seja T : V — W uma transformacdo linear. Mostre que 1" é injetiva se, e somente se,
a imagem de todo conjunto de vetores linearmente independente é um conjunto de vetores
linearmente independente.
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3.2.23.

3.2.24.

3.2.25.

3.2.26.

3.2.27.

Sejam T': V — W uma transformagio linear. Suponha que dim(V) = dim(W). Mostre que
T é injetiva se, e somente se, a imagem por 1" de uma base de V é uma base de W.

Seja A um escalar. Considere o operador diferencial D — A\I : C*°(R) — C*(R), dado por
(D —X)(f)=f"— Af, para todo f € C*(R).

(a) Mostre que o niicleo de D — \I tem dimensdo 1. (Sugestdo: Mostre que {e*} é uma
base para o nicleo de D — A\I que é a solucdo da equacgdo diferencial y' — Ay = 0. Veja
Exemplo 1.19 na pagina 25)

(b) Mostre que D — A é sobrejetivo. (Sugestdo: Mostre que a equagdo diferencial ' — \y =
f tem solugdo para todo f € C®(R). Sejam w(t) = f(t)e ™ e W(t) = [, w(s)ds,
Mostre que y(t) = W (t)eM é solucdo.)

Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita. Seja 7' : V — W uma transformacao
linear. Mostre que o posto de T' é igual ao posto da matriz [T]$, onde B e € bases de Ve W,

respectivamente. (Sugest3o: mostre que nulidade de T é igual a nulidade da matriz [T]%.)

Mostre que se V € V é tal que f(V) = 0, para todo funcional linear de V, entdo V = 0.
(Sugestdo: se V # 0, complete a uma base de V defina um funcional n3o nulo que ¢é diferente
de zero em V)

Definimos o espaco bidual de V por V** = L(V*;R), onde V* = L(V;R) é o espaco dual
de V. Seja V um espaco de dimensdo finita. Considere a funcdo £ : V — V** que associa a
cada vetor V € V o elemento £(V) = V** € V** tal que V**(f) = f(V), para todo f € V*.
Mostre que £ é um isomorfismo. (Sugestdo: mostre que £ é linear e que N(&) = {0}.)
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3.2.28. Seja V um espaco vetorial de dimens3o finita. Dada uma base ¥ = {f1,..., f,} do espago
dual V*, mostre que existe uma base B = {V,...,V,} de V tal que B* = F, onde B* =
{91,...,9,} é a base dual de B, ou seja, definida por ¢;(V;) = J;;, onde ¢;; é o delta de
Kronecker. (Sugestdo: use o isomorfismo do exercicio anterior.)

3.2.29. Seja f um funcional linear ndo nulo de um espaco vetorial V.

(a) Mostre que existe um vetor U € V tal que f(U) = 1.

(b) Mostre que V. = N(f) @ [U]. (Sugestdo: resolva a equagio V = W + zU, com
W e N(f).)
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3.3 Composicao de Transformacoes Lineares

Sejlam T : V - UeS : U — W transformacdes lineares. A composicao de S com T,
denotada por ST é a funcao de V em W definida por

(ST)(X) = S(T(X)), paratodo X € V.

Proposicao 3.12. SeT :V — U e S : U — W s3o transformacoes lineares, entdo a composicdo
ST :V — W é uma transformagdo linear.

Demonstracao. Sejam X;, X, € V e a, [§ escalares.

(ST) (X1 + 0Xs) = S(T(aXy+ 5X3)) = S(aT(Xy) + fT(X3))
= aS(T(Xy)) + BS(T(X3)) = a(ST)(X1) + B(ST)(Xz)

Podemos, agora, provar outras propriedades da algebra das transformacoes lineares.

Proposicao 3.13. Sejam S,T e U transformagdes lineares com dominios e contra-dominios apro-
priados. Entao,

(a) S(TU) = (ST)U;
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(b) S(T+U)=ST+SU e(S+T)U=SU+TU
(c) a(TU) = (oT)U =T(aU);
(d) IT =TI =T, onde I é a transformacdo identidade.
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Demonstracao. Seja X pertencente ao dominio de U.
() S(IU)(X) = S((TV)(X)) = S(T(U(X))) = ST(U(X));
(b) Pela linearidade de S temos que

ST+ U)(X) = S(T'+U)(X)) =S(T(X)+U(X))=S5(T(X)) +SU(X))
= ST(X)+ SU(X) = (ST + SU)(X);

A outra igualdade é inteiramente andloga a anterior e deixamos como exercicio.

() a(ST)(X) = aS(T(X)) = (aS)(T(X)) = (aS)T(X) e
a(ST)(X) = aS(T(X)) = S(aT(X)) = S(aT)(X).

(d) A demonstragdo deste item é simples e deixamos como exercicio.

3.3.1 Matriz de uma Transformacao Linear

Definicao 3.5. Seja B = {V4,...,V,} uma base de um espaco vetorial V. Todo vetor V € V
se escreve de maneira Gnica como combinagdo linear de Vi,...,V, (Teorema 1.9 na pagina 80),
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ou seja, existem escalares ay,...,a, tais que V.= a1V + ... + a,,V,,. Definimos o vetor de
coordenadas de IV em relagdo a base (ordenada) B = {V},...,V,,}, por
(631
Vie=|
an

As coordenadas de um vetor V' em relacdo a base B sdo os escalares que aparecem quando
escrevemos V' como combina¢do linear dos vetores da base B. Assim, [Vi]g = Ei,[Valz =
Ey ... [Va]s = E,, em que E,..., E, sdo os vetores da base candnica do R". Pois, V; =
oVi4+...+1Vi+ ... 40V, parai=1,...,n.

Sejam B = {Vq,...,V,} e € = {W4,...,W,,} bases dos espacos vetoriais V e W, respectiva-
mente. Seja T : V — W uma transformacdo linear. Sejam

X1 a1 12 A1in

X2 21 a22 Q2n,
Vie=| |, OWle=| |, T0le=| 7|, ... TWVe=

T am1 Am2 Amn

TV) = T(xVi+...+x,V,) =TV + ...+ 2,T(V,)
= :cl(aHWl —+ ... am1Wm) + ...+ xn(alnwl + ...+ amnWm)
= (l‘lall + ...+ a:naln)Wl + ...+ (l’laml + ...+ xnamn)Wm.
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Como escrevemos o vetor T'(V') como combinagio linear dos vetores da base €, entdo os escalares
sdo as coordenadas de T'(V') em relacdo a base €, ou seja,

ayry + ...+ Ty ay; Qg - Q1n T
T(V)e = Qa21%1 + . .:. + aonn _ a:21 Qoo+ -+ a?n :1::2 _ AV,
Am1T1 + ... + QnTy Am1  Gmy " ar‘,m xn
emque A=[[T(V)]e ... [T(Vn)]e]. Esta matriz é chamada matriz da transformacao linear

T em relacdo as bases B e C e é denotada por [T]$, ou seja,

115 =[1T(W)]e ... [T(V)le]-

Isto prova o seguinte resultado, que é uma generalizacao da Proposicao 3.2 na pagina 229.

Teorema 3.14. Sejam B = {V1,...,V,} e € = {W4,...,W,,} bases dos espacos vetoriais V e
W, respectivamente. SejaT : V — W uma transformacdo linear. Entdo, a matriz m X n

713 =[[T(We - [T(V)le],

€ tal que
[T(V)]e = [T1%[V]s, paratodo vetorV €V.

Aqui [V]5 € o vetor de coordenadas de V' em relacdo a base B, [T'(V')]e € o vetor de coordenadas de
T(V) em relacdo & base € e a matriz [T|S = [ [T(Vi)]e ... [T(Vy)]e | é matriz da transformagcdo
linear T' em relagdo as bases B e C.
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Exemplo 3.30. Seja D : P3 — P, a transformagdo que associa a cada polinémio p(t) a sua deri-
vada p/(t). Sejam B = {1,t,t* 3} e € = {1,¢,t*}. Vamos determinar a matriz da transformac3o
linear D em relacao a estas bases. Para isto, vamos escrever o resultado da aplicacao de D em cada
elemento de B como combinacdo linear dos elementos de C.

D(1) = 0 = 0(1)+0() +0(t?)

D) = 1 = 1(1)+0(t) +0(t?)

D(t*) = 2t = 0(1)+2(t) +0(t?)

D(t®) = 3t = 0(1)+0(¢t) + 3(t?)

Assim,

0100
D)z =[ [DMW)]e [D®)]e [D(E*)]e [D(E)e]=|0 0 2 0
0003

Vamos, agora, usar a matriz obtida para calcular D(p) para um polindmio p(t) = ag + aix + asx® +
azz3. Claramente [p]g = [ ag a1 as az |'. Assim,

01007]% ay
[D(p)le=[Dl3lpls =0 0 2 0] | " | =] 2a
0003]|”2 3as

3

Portanto, D(p) = ay(1) + 2az(x) + 3az(z?), como j4 sabfamos.
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Quando a transformagdo linear é a transformagdo identidade Iy : V — V, definida por Iy(X) =
X, para todo X € V, entdo aplicando o resultado anterior (Teorema 3.14) a esta transformacio,
obtemos uma relacdo entre os vetores de coordenadas de um vetor X em relacdo a duas bases.

[X]e = [[v(X)]e = [Iv]3[X]z = P[X]s,

em que P = [[Vi]e...[V.]e] é chamada matriz mudanca de base de B para C.

Corolario 3.15. Sefam B = {Vy,...,V,,} eC = {Wy,..., W, } bases de um mesmo espago vetorial
V. Entdo, Para todo X €V,

[X]e = [Iv]5[X] 5,

em que P = [Iy]§ = [[Vi]e. .. [Vi]e| € a matriz da transformac3o linear identidade Iy : V — V em
relacdo as bases C e B.
Exemplo 3.31. Sejam B = {E; = (1,0), Ey = } e C= 1,1), Vo = (1,—1)} bases
do R?. Como B é a base candnica, temos que | [ . Vamos encontrar [(z,y)]e.

(@ 9e = ][z, y))»

Para determinarmos [Ig:]$ = [ [File [E2)e | diretamente precisamos saber escrever £y e Fy em
termos da base C. Para isto precisamos resolver as equacdes:

Ey=xVi+yVe e FEy=xVi+ylhs.
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Temos que resolver dois sistemas lineares que tém a mesma matriz A = [ V; V5 |. Como a matriz
A é invertivel e é ficil encontrar a inversa de uma matriz 2 x 2 (ver por exemplo Exemplo 2.20 na
pagina 123 de [23]), podemos obter as solucdes dos sistemas como A™'E; e A~'E,. Como

c-(0 4] - )

lelf = [ Bie [Bade] = (4B 47 B2 = 12 12 ).

entao

Portanto

Y

(ele=Ulsieala= | 1o 5| [ 0] = Eime ]

Teorema 3.16. Sejam T : ' V — U e S : U — W transformagbes lineares. Sejam B =
Vi,... .V}, €={Uy,...,U,} eD ={W1,...,W,,} bases de V,U e W respectivamente. Ent3o,

[ST]3 = [SIE[T]5-

Ou seja, a matriz da composicdo de duas transformagées lineares € o produto das matrizes das
transformagdes lineares.
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Demonstracdo. Sejam A = [S]F, B = [T]$ e C = [ST]3. Vamos mostrar que C' = AB.
p p
(ST)(V;) = S(T(V;) =5 (Z bijk:> = b S(Us)
k=1 k=1

P m V4 m m P
N b S = 3 S b= 3 (z b> W,
k=1

i=1 k=1 =1 =1 k=1

Mas, por definicao da matriz de uma transformacao linear

(ST)(V)) = 3 W

p

Como os vetores Wy, ..., W,, sdo L.l., entdo ¢;; = E a;rby;, ou seja, C' = AB, como queriamos
k=1

provar. 0

Exemplo 3.32. Vamos determinar a expressdo da transformac3o linear que faz uma rotacdo de um
angulo 6 no sentido anti-hordrio em torno de um eixo que passa pela origem e tem a direcido e o
sentido dados por um vetor unitario U = (a, b, c). Seja € = {U;,U,,Us}, em que

Uy = U=(a,b,c)
b a
U, = (— , ,0
’ ( Vvaz + b2 Va? + b2 )
ac be
U. - - y 7Va2+b2
’ ( Vaz+ b2 a? b2 )
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E facil verificar que esta é uma base ortonormal, ou seja, uma base em que os seus vetores sao
unitdrios mutuamente ortogonais. Além disso, temos que

Ry(Uy) = Ui = (a,b,c)
Ry(Uzy) = cosOUs +senfUs = (

—bcosf —acsenf acosf — besen 6 \/msen@
a2 + b2 a2 + b2 ’
bsenf — accosf —asent — beccosb
, Va2 + b%cosb).
a? + b2 a? + b2 )

Y

Ry(Us) = —senfOUs;+ cosOUs = (

Y

Se B = {E, Es, E3} é a base canbnica de R?, entdo
Rou(X) = [Ro(X)]s = [Rou]5[X]5
Podemos escrever Ry = Ry Igs € assim
[Ro.v|3 = [RouIws]s = [Roue [ns)5
Agora,
[Rovle = [ [Rou(U1)]s [Rou(Us)]s [Rou(Us)ls ] = [ Row(Ur) Row(Uz) Rows(Us) ],
(By,Ur) (B2, Ur) (E3,Un)

[Irs]5 = [ [Erle [Bale [Bsle ] = | (B, Us) (B, Us) (Es,Up) | =[UL Uy Us ],
(Er,Us) (E2,Us) (E3,Us)
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3

pois como as bases B e € sdo ortonormais, pela Proposicao 2.7 na pagina 129, E; = Z (E;, U U;
=1

3
e Uj = Z <UJ,EZ> E; = ((Uj7E1> ) <Uj7E2> ) <Uj7E3>)' Assim,
=1

Rou(X) = [Rou)elX]e = [ Roy(Ur) Roy(Uz) Roy(Us) [[ Uy Uy Us I'X.

Mas,
[ Rowy(Un) Roy(Us) Ror(Us) J[ Uh Uz Us | =
i —bcosf —acsenf  bsent —accosf 1T a b c T
, 8cos 9a2——il_)cb:en 0 —a sena;j bbc2 cos 6 b a 0 _
Va2 + 2 Va2 + b2 \/aZZr b? \/a2bJ(r: 2
| ¢ Va2 +b%send Va2 +b2cosf | __\/a2+b2 _\/a2—|—b2 ,a2—|—62_

a*(1 —cosf) +cosf ab(l —cosf) — csenf ac(l —cosf) + bsend ]|
ab(l — cosf) + csen®  b*(1 — cosf) +cosh be(l —cosh) —asend
ac(l —cosf) —bsen® be(l —cosf) +asent  *(1 —cosf) +cosf |

que é a matriz de Ry em relagao a base candnica. Finalmente,

x a*(1 —cos) +cos® ab(l —cosf) —csenf ac(l — cosf) + bsen 6 x
Rou | y | = | ab(l —cosf) +csenf b*(1 —cosf) + cosf  be(l — cos) — asend Yy
2 ac(l —cosf) —bsend be(l —cosf) +asen  *(1 — cosb) + cos b 2
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3.3.2 Invertibilidade

Dizemos que uma transformacao linear 7' : V — W € invertivel se, existe uma funcao U : W —
V tal que TU = Iy e UT = Iy. A fungdo U ¢ dnica (verifique!) e denotada por T!.

Proposicao 3.17. Seja T : V — W uma transformacdo linear invertivel. Entdo, T~' : W — V €
também uma transformacao linear.

Demonstracdo. Sejam Y;,Y; € W e o, 3 escalares. Sejam X; = T71(Y}) e Xy = T71(Y>).
Entao,

T-YaY; + fYs) = T YaT (X)) + BT(Xs) = T-HT(aX, + 5Xz))
= aXi+ Xy = ol (Y1) + 8T (Ya)

o que prova que 7! é uma transformac3o linear. ]

Lembramos que uma fungdo f : A — B é invertivel se, e somente se, € injetiva e sobrejetiva.

Teorema 3.18. Sejam B = {V1,...,V,} e € = {W4,...,W,,} bases dos espacos vetoriais V e
W, respectivamente. Uma transformagdo linear T : V.— W € invertivel se, e somente se, [T ]% é

invertivel. Além disso, se T é invertivel, entdo [T~ = ([T]%) L.
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Demonstracao. Suponha, em primeiro lugar, que T' € invertivel. Entdo 7" é injetiva e sobrejetiva,
o que implica, pelo Teorema da Dimensao do Nicleo e da Imagem 3.8 na pagina 252, que n =
dim(V) = dim(W) = m. Além disso, existe uma transformac3o linear, T, tal que TT ' = Iy e
T'T = Iy. Assim,

L = [W]g = [T'T]5 = [T e[T)5.

Portanto, a matriz [T é invertivel e ([T]5)~! = [T71]3.
Suponha, agora, que A = [T]$ é uma matriz invertivel. Ent3o, A é uma matriz quadrada

e dim(V) = n = m = dim(W). Vamos mostrar que N(T)) = {0}. Seja V € N(T'). Entdo,
[T(V)]e = A[V]g = 0. Como A é invertivel, entdo [V]g = 0. O que implica que V' = 0. Assim
T é injetiva (Teorema 3.7 na pagina 250) e como dim(V) = dim(W), entdo pelo Corolario 3.9 na
pagina 253 segue que T' é também sobrejetiva e portanto invertivel. O

Quando a transformagio linear é a transformacio identidade Iy : V — V, definida por Iy(X) =
X, para todo X € V, entdo aplicando o resultado anterior (Teorema 3.18) a esta transformacio,
obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.19. Sefam B ={Vy,...,V,,} eC = {Wy,... , W, } bases de um mesmo espaco vetorial
V. A matriz mudanca de base P = [Iy]$ € invertivel e

P~ = ([Iv]5) ™ = [W]E
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Exemplo 3.33. Seja T': Py — P, definida por T'(p) = p+p' +p”, para todo p € Py, onde p' e p”
denotam a primeira e a segunda derivada de p, respectivamente. Vamos verificar se T' é invertivel.
Seja B = {1, x,2*}. Vamos determinar a matriz de 7" em relacdo a B. Para isto, vamos escrever o
resultado da aplicacdo T em cada elemento de B como combinagdo linear dos elementos de B.

T1) =1 = 1(1) + 0(z) + 0(z?)
Tx) = xz+1 = 1(1) + 1(z) + 0(z?)
T(2?) = 22+20+2 = 2(1)+2(z) + 1(2?)

Assim, a matriz de 7" em relacdo a B é

11 2
Tz=[[TW)]s [T(@)s [T@*))s]=]0 1 2
001
Esta matriz é invertivel e assim pelo Teorema 3.18 a transformacao linear T é invertivel e
1 -1 0
TR = =0 1 -2
0o 0 1

Vamos determinar uma expressdo para 7. Seja p(z) = ap + ayx + asx? um polindmio qualquer
de Py. Entdo, [p|s = [ap a1 az]’ e pelo Teorema 3.14 na pagina 266, temos que

1 -1 0 ap ap — aq
[T_l(p)]ﬂs = [T_I]%[P]B =10 1 =2 ar | = | a1 —2a
0 0 1 as [25))

Portanto, T~ '(p) = (ag — a1) + (a1 — 2a9)x + azz?.
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3.3.3 Semelhanca

Corolario 3.20. Sefam B = {V4,...,V,} eC = {W,,..., W, } bases de um espaco vetorial V. Se
T :V — V é uma transformacao linear, entdo

[71é =P T]35 P.
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Demonstracao. Pelo Teorema 3.16 na pdgina 269 temos que
(716 = [IW]5[T]3[Iv]E.

Mas pelo Coroldrio 3.19 na pégina 274 a matriz P = [Iy]|} é invertivel e P~! = [Iy]§. De onde
segue o resultado. O

Uma transformacao linear de uma espaco vetorial V nele mesmo é chamada um operador linear.
Sejam A e B matrizes n X n. Dizemos que B é semelhante a A se existe uma matriz invertivel
P tal que B = P~*AP. Observe que com esta terminologia o Corolario 3.20 pode ser estabelecido
da seguinte forma:

Se T : V — V é uma transformagio linear, B = {V;,...,V,} e C = {Wy,..., W, } sdo bases de
V, entdo [T]$ é semelhante a [T]5.

O trago de uma matriz quadrada A, denotado por tr(A), é definido como sendo a soma dos
elementos da sua diagonal principal. Como tr(AB) = tr(BA) (Exercicio 1.1.25 na pagina 28 de
[23]), entdo

tr(P~1AP) = tr(A).

Assim, em virtude do Corolario 3.20, se V é um espaco vetorial de dimens3o finita, podemos definir
o traco de um operador linear 7' : V — V como sendo

tr(7) = tr([T13),

onde B é uma base de V.
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De forma analoga, como det(AB) = det(A) det(B) = det(BA) (Teorema 2.14 na péagina 116
de [23]), entdo
det(P~'AP) = det(A).

Assim, em virtude do Corolario 3.20, se V é um espaco vetorial de dimens3o finita, podemos definir
o determinante de um operador linear 7" : V — V como sendo

det(T) = det([T]3),
onde B é uma base de V qualquer.

Exemplo 3.34. Vamos obter uma express3o para a reflexdo na reta r : y = 2z, R, : R? — R?
usando o Coroldrio 3.20. Vamos escolher uma base do R?, tal que a avaliacdo de R, nos elementos
desta base seja facil de se obter. Por exemplo, € = {V; = (1,2), V2 = (—2,1)}.

Rr(‘/Z) = Rr<_2>1) = <2a_1) = 01/1_1‘/2

Assim,
1 0
B=[R]¢= {0 . ]

A matriz mudanga de base, da base C para a base canénica B = {(1,0), (0,1)} é dada por
1 =2
P:[JRz]gz[Q 1]

Pelo Coroldrio 3.20, a matriz A = [R,]% ¢ obtida através da equagdo matricial

A= [R5 = [Ielg[R, ¢l Ir2] 5 = PBP™".
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Vamos enunciar uma versdo mais geral do Coroldrio 3.20, cuja demonstracdo € inteiramente
analoga e deixamos como exercicio para o leitor.

Corolario 3.21. Seja T : V — W uma transformacio linear. Sejam B = {V1,...,V,,} e B’ =
{V/,...,V!} bases de V e C = {Wy,... W, } eC ={W],..., W/} bases de W. Entao,

T]% = PHT]3Q,

onde P é a matriz mudanga de base de €' para C e (), de B’ para B.

3.3.4 Aplicacao: Equacoes Diferenciais Lineares

Vamos fazer uma aplicacao ao estudo das equac¢des diferenciais lineares homogéneas com coefi-
cientes constantes, ou seja, equagdes da forma

"+ an g™+ ay +agy = 0,

onde ag,...,a,_1 € R.

Proposicao 3.22. Sejam S,T : V — V operadores lineares, tais que N(S) e N(T') tém dimensao
finita.
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(a) Entdo, dim(N(ST)) < dim(N(S)) 4+ dim(N(T)).
(b) Se T é sobrejetivo, entdo dim(N(ST)) = dim(N(S)) + dim(N(T)).

Demonstracao. Seja {V1,...,V,} base do nicleo de T'. Seja {W,...,W;} base de N(S)NI(T).
Estenda-a a uma base do niicleo de S, {W;,..., W, }, r > . Sejam Ul,.. U, tais que T'(U;) =
Wl, .o ,T(Ul) - VV[

(a) Vamos mostrar que Vi, ..., Vi, Uy,..., U, geram o nicleo de ST
Seja V€ N(ST). Entdo, T (V) € N(S) NI(T). Assim, existem escalares «, ..., o tais que

T(V) = a1W1 + ...+ OélVVl.

Como Wy =T(Uh),..., W, =T(U,), entdo

TV —ayUy — ... — ) =0.
Logo, V —a Uy — ... — oqU; € N(T') o que implica que existem escalares (3, . .., [ tais que
V—-—oUi—...— U, =06Vi+...4+ 6.V
Portanto, Vi,..., Vi, Uy, ...,U; geram o nicleo de ST. De onde segue o resultado.

(b) Se T é sobrejetivo, entdo N(S) NI(T) = N(S) e assim I = r. Vamos mostrar que
Vi,...,Vi,Up, ..., U; sdo L.I. Considere a combinac3o linear nula

aVi+. . oV U +...+yU =0. (3.3)
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Como Vi,..., Vi € N(T), entdo aplicando-se T' ficamos com

yWi+...+yW =0.

Como Wy, ..., W;sao L.I., entdo y; = ... = y; = 0. Substituindo-se os valores de yi, ...,y
em (3.3) e usando o fato de que Vi, ..., V) também s3o L.l., obtemos que z; = ... = 2, =0
eVi,...., Vi, Uy, ..., U; sdo L.I. De onde segue o resultado. O

Corolario 3.23. Seja D : C®°(R) — C*(R) o operador de derivacdo, D(f) = [, para todo
f €C®R). Sejap(D)=(D—MI)...(D—\,JI). Entdo, dim(N(p(D))) = n.

Demonstracao. Pelo Exercicio 2.24 na pagina 260 dim(N(D — A\,,I)) = 1. Podemos escrever
p(D) = q(D)(D = Anl),

onde ¢(D) é de ordem n — 1. Vamos supor que o resultado seja verdadeiro para n — 1, ou seja, que
dim(N(¢(D))) =n — 1.

Como, pelo Exercicio 2.24 na pagina 260 (D — A, I) é sobrejetivo, entdo pela Proposicdo 3.22
segue que

dim(N(p(D))) = dim(N(g(D))) + dim(N(D — N\, 1)) = (n—1)+ 1 =n.

0l
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Corolario 3.24. O espaco solucdo de uma equagao diferencial linear homogénea com coeficientes
constantes é um subespaco de C*°(R) de dimensdo n.

Demonstracao. Seja a equacgao diferencial linear homogénea com coeficientes constantes dada por
v+ apay” Y+ ay +ay =0, (34)

onde ag,...,a,_1 € R. Considere o polinémio auxiliar p(t) = t" + a, "' + ... + ag. Seja
p(D) : €® — C> o operador definido por p(D)(y) = y™ + a, 1y Y + ... + a1y + apy. O
conjunto solugdo da equagdo diferencial (3.4) ¢ igual ao niicleo do operador p(D). Vamos mostrar
que dim(N(p(D))) = n.

Pelo Teorema Fundamental da Algebra o polinémio p(t) =t" + a,_1t"' + ... + ag é fatoravel
da forma p(t) = (t — A1) ... (t — \,), em que Ay, ..., \, sdo raizes reais ou complexas de p(t).

(a) Se as raizes sdo reais, entdo a solu¢do da equagdo diferencial (3.4) é o nicleo de p(D) =
(D —MI)...(D— M\.I) que pelo Coroldrio 3.23 tem dimens&o n.

(b) Se p(t) tiver raizes complexas, entdo pelo mesmo raciocinio empregado no item anterior, o
conjunto solugdo da equacido (3.4) tem dimensdo n em C*(R; C). Agora, as raizes complexas
aparecem aos pares, sendo uma o conjugado da outra. e(®*? pertence ao niicleo de (D —
(a+iB)1), el pertence ao niicleo de (D — (av—i3)1) e e cos Bt e e**sen 3t sio funcdes
linearmente independentes que pertencem ao nicleo de (D — (a + i3)I)(D — (o — iB3)1).
Assim, o nticleo do operador formado por cada par de raizes complexas tem dimensdo 2 em
C>*(R). Portanto, também neste caso a dimensdo do espaco solu¢do de (3.4) é igual a n.

0l
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 492)
3.3.1. Seja T': R? — R? a transformac3o linear dada por T'(z,y) = (2z + y,x — 3y), para todo
(z,y) € R% Seja C = {(1,1),(1,2)}. Determine [T]S.
3.3.2. Seja D : P; — Py definida por D(p) = p/, a derivada de p, para todo p € P;. Seja
€ ={1+t1—t}. Encontre [D]S.
3.3.3. Seja T': R?® — R3 definida por T'(X) = AX, para todo X € R?, onde
3 —1 =2
A=10 0 =2
0 0 -1
Sejam V; = (1,0,0),V5 = (1,2,0) e V53 = (0, —2,1).
(a) Encontre a matriz mudan¢a de base de € = {V;, V5, V3} para a base canbnica B =
{E17 EQa ES}:
(b) Use a matriz obtida no item anterior para determinar a matriz B que representa 7' com
relagdo a base {V1, V4, Vi3}.
3.3.4. Seja T': Py — Py a transformacio linear dada por T'(p)(t) = tp'(t) + p"(t).

(a) Encontre a matriz A que representa T' com relacdo a B = {1,¢,t*}.
(b) Encontre a matriz B que representa T' com relagdo a C = {1,¢,1 + t?}.
(c) Encontre a matriz P tal que B = P7'AP.
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3.3.5.

3.3.6.

3.3.7.

(d) Se p(t) = ag + ait + az(1 + t2), calcule T"(p).

Considere a reta r : (z,y,2) = t(1,1,1). Sejam B = {E), Es, F3} a base candnica do
R3 e € = {U,,U,,Us} a base ortonormal de R? definida por U; = 1/v/3(1,1,1), Uy =
1/\/5(_17 170> € U3 = 1/\/6(_17 _172)

T

(a) Seja P, : R® — R? a projecio ortogonal na reta r. Encontre [P,]$ e [P,]
e
e

(b) Seja R, : R?® — R? a reflexdo em relagdo a reta r. Encontre [R,]S e [R,]

L)

Considere a reta r : (z,y,2) = #(1,1,0). Sejam B = {F1, Ey, F3} a base canénica do R e
@ = {U,,U,,Us} a base ortonormal de R? definida por U; = 1/v/2(1,1,0), U, = (0,0,1) e
Us = 1/v/2(1,-1,0). Seja Ry, : R® — R3 a transformagio linear, que é uma rotacio de
um angulo de /2 em torno da reta r. Determine [R;/2,]$ € [Rx/2,] 5.

Para cada uma das transformacoes lineares T" verifique se T' é invertivel e calcule a inversa,
T se ela existe.

Q)
'ﬂ
el
|
%,
o
R
=
o
)
e
e
=

r,y,z) = (xr+2y+ 2,9+ 2z 2).
p)=p=2p —p".

)= (a+b+c)+ (a+20+c)t+ (a+ 20)t?
p) = (p(=1),p(0), p(1)).

(a)

(b) T : Py — Py definida por T’
(c) T :R® — P, definida por T
(d)

—

a,b,c

—~
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Exercicios Teoricos

3.3.8. Determine a matriz do operador D : P, — P,, definido por D(p) = p/, para todo p € P,,, em
que p’ é a derivada de p, em relagdo a base {1,¢,2 ... t"}.

3.3.9. Seja Y = (a,b, c) € R3. Determine a matriz do operador linear T': R?* — R3, definido por

T(X):T(x,y,z):XxY:(det[g z],—det{z j},det[z ZD

em relacdo a base candnica.

3.3.10. Seja ¢ uma constante diferente de zero. Uma transformac3o linear 7' : R?2 — R? dada por
T(x,y) = (cx,y), para todo (z,y) € R? é chamada expansdo ao longo do eixo z se ¢ > 1
e contracao ao longo do eixo 7 se 0 < ¢ < 1. Uma transformac3o linear 7’ : R? — R?
dada por T'(x,y) = (x,cy), para todo (z,y) € R? é chamada expansdo ao longo do eixo
y se ¢ > 1 e contracao ao longo do eixo y se 0 < c < 1.

Uma transformacio linear T : R? — R? dada por T'(z,y) = (z+cy,y), para todo (z,y) € R?
¢ chamada cisalhamento ao longo do eixo . Uma transformacio linear 7' : R? — RR?
dada por T'(z,y) = (x,y + cx), é chamada cisalhamento ao longo do eixo y.

(a) Mostre que a matriz elementar que corresponde a trocar duas linhas é a matriz de uma
reflexdo em relacao a reta y = .

(b) Mostre que a matriz elementar que corresponde a multiplicar uma linha por um escalar
nao nulo é a matriz de uma expansao, ou a matriz de uma contragdo, ou a matriz de
uma reflexdao em relacdo a um dos eixos coordenados, ou um produto de uma matriz de
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3.3.11.

3.3.12.

3.3.13.

3.3.14.

uma reflexdo em relacdo a um dos eixos coordenados por uma matriz de uma expansao
ou contracao.

(c) Mostre que a matriz elementar que corresponde a somar a uma linha um mdaltiplo escalar
de outra é a matriz de um cisalhamento ao longo de um dos eixos coordenados.

(Sugestdo: veja no Exemplo 1.16 na pégina 53 de [23] as matrizes elementares 2 x 2 e compare
com as matrizes das transformagdes definidas acima.)

Mostre que se T : R? — R? é uma transformac3o linear invertivel, entdo 7' é uma composicdo
de expansGes, compressdes, cisalhamentos e reflexdes. (Sugestdo: use o fato de que toda
matriz invertivel é o produto de matrizes elementares e o Exercicio 3.3.10.)

Seja A uma matriz triangular superior n X n com todos os elementos da diagonal iguais a
zero. Mostre que A™ = 0. (Sugestdo: considere o operador 7' : R™ — R™ cuja matriz na
base candnica é igual a A e determine a matriz de 7".)

Seja T : V — W uma transformagio linear. Sejam B = {V4,...,V,} e B' = {V/,....V!}
bases de Ve C={Wy,...,W,,} e &' = {W],..., W/ } bases de W. Mostre que

[T]% = PT]3Q,
onde P é a matriz mudanga de base de €’ para C e ), de B’ para B. (Sugestdo: siga a
demonstragdo do Corolario 3.20 na péagina 276.)

Seja B = {Vi,...,V,} uma base de um espago vetorial V. Seja P uma matriz n X n invertivel.

Mostre que C = {W,..., W, } é uma base de V, onde W; = Zpij\/i, paraj =1,...,n.
i=1
Assim, P é a matriz mudanca de base de B para C.
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3.3.15. Sejam T : V —-U e S: U — W transformagdes lineares. Suponha que os espacos vetoriais
V,U e W s3o de dimensdo finita. Sejam A e B matrizes tais que o produto AB esta definido.
Mostre que

(a) posto(ST) < posto(S). (Sugestdo: mostre que J(ST) C I(T).)
(b) posto(AB) < posto(A). (Sugestdo: use o item anterior.)

(c) posto(AB) < posto(B). (Sugestdo: use o fato de que o posto de uma matriz é igual
ao de sua transposta.)

(d) posto(ST) < posto(T). (Sugestdo: use o item anterior.)

f
(g) D& um exemplo em que posto(T") = posto(.S) > posto(ST).

)
(e) Se S é injetiva, entdo posto(ST) = posto(T).
(f) Se T é sobrejetiva, entdo posto(ST) = posto(S5).
)

3.3.16. Sejam W; e W, subespacos de um espaco vetorial V tais que V = W; & W,. Defina o
operador linear P : V — V, projecao em W, paralelo a W, da seguinte forma: todo vetor
V € V se escreve de maneira tnica como soma V =V, + V5, com V], € W, e V, € W,.
Define-se entdo P(V) = V;. Mostre que J(P) = Wy, N(P) = W, e P? = P.

3.3.17. Mostre que se P : V — V é um operador linear tal que P?> = P (operador idempotente),
entdo P é uma projegdo. (Sugestdo: Sejam W, = J(P) e Wy = N(P). Para todo V € V,
V =(V—-PV))+ P(V). Mostre que (V — P(V) € N(P) e que se W € J(P), entdo
P(W)=W.)

3.3.18. Suponha que um espaco vetorial, V, admita uma decomposicdo em soma direta
V=W, d...5W,, isto é,
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(i) W, (Wy + .. 4+ W,y + Wiy + ...+ W) = {0}, parai=1,... k.

Parai=1,...,k, seja P, : V — V definida da seguinte forma. Seja V' € V. V se escreve de
maneira tnica como V =V + ...+ Vi, com V} € Wy, ...V, € W,. Entdo, P(V) =V,.
Mostre que

(a) P2 =P, parai=1,...,k.

(b) P+ ...+ P, =1.

(c) PiP; = O, a transformagdo linear nula, se i # j.
3.3.19. Sejam P, ..., P, : V — V operadores lineares tais que

(i) PA+...+P. =1

(ii) P,P; = O, a transformac3do linear nula, se i # j.

Mostre que

(a) PP=P, parai=1,...,k.

(b) V=W, & ... W, onde W, =IJ(P;), parai=1,... k.

(c) SeV =Vi+.. +Vi, comV; € Wy, ... Vi, € Wy. Entdo, P(V) =V, parai =1,... k.
3.3.20. Sejam W, ..., W, subespacos de um espaco vetorial V.

(a) Seja V=W; @& ... W, Se B; é uma base de W;, para i = 1,...,k, mostre que
BiNn..NB,=@eB,U...UB, é uma base de V.
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3.3.21.

3.3.22.

3.3.23.

(b) Reciprocamente, se B; é base de W;, para i = 1,...,k, com By N...N By = @G e
BiU...UB, base de V, mostre que V=W; & ... d W,.

Seja P : V — V um operador idempotente (P> = P) de um espaco de dimens3o finita.
Mostre que

(a) Existe uma base B tal que a matriz de P em relagdo a B, A = (a;j)nxn, € tal que
apn =...=a, =1 eosdemais a;; = 0, onde r = posto(P).

(b) O trago de P € igual ao seu posto.

Um operador T' : V — V é chamado nilpotente se 7" = O, a transformacao linear nula,
para algum n € N. Seja 7" um operador nilpotente. Mostre que existe um vetor V # 0 tal
que T(V) = 0.

Seja T : V — W uma transformacdo linear. Seja {Vi,...,V,} uma base do nicleo de T
Mostre que o conjunto de todos os vetores X € V que sdo solugdo da equagdo T'(X) = W,
para W € J(T") é o conjunto dos vetores da forma Xy + oq Vi + ..., V,, em que X, é uma
solugdo particular de T'(X) = W.
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1 7 '*;\\E*ﬂa )
0 T_j S\z(ﬁ)‘%iﬁ
vV U W

Figura 3.14: Composicao das Transformagdes Lineares T :V —-Ue §: U — W
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Figura 3.15: Rotacdo de um angulo ¢ em
torno de um eixo determinado pelo vetor U
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Figura 3.16:

Ry 7(Us)

~ Uy

y

Rou(Ur), Roy(Us) e

Julho 2004

Reginaldo J. Santos



292 Transformacoes Lineares

3.4 A Adjunta

Proposicao 3.25. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno. Seja f
um funcional linear sobre V, ou seja, uma transformagéo linear de V no conjunto de escalares (R
ou C). Entdo existe um tnico vetor W € V tal que

f(V)y={(V.W), paratodoV €V.

Demonstracao. Seja gy : V — R(ou C) a fungdo definida por gy (V) =(V, W), paratodo V € V.
Segue das propriedades do produto interno que gy é um funcional linear. Seja B = {Uy,...,U,}
uma base ortonormal de V. Entado, pela Proposicao 2.7 na pagina 129,

W = (W,U) Uy + ...+ (W, U,) Uy.

Mas, f(Uy) = gW(Uk) se, e somente se, f(Ug) = (U, W) ou (W, Uy) = f(Uy).
Assim, seja W = Zf Uy)Uy. Ento,

n

gw(U;) = (U;, W) = <Uj7 > Zf Uk) (Uj, Uy) = f(Uj).

k=1

Ou seja, f e gy sdo iguais nos elementos da base B. Logo, pelo Teorema 3.1 na pagina 227, temos
que f(V) = gw (V)= (V,W), para todo V € V. 0
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Exemplo 3.35. Seja f : R” — R um funcional linear. Ent3o, existe uma matriz A = [a; ... a,],
1 x n, tal que
X1 Ty
fX)=f1| + | =4AX=[a an
Ty Tn,

Neste caso, o vetor
W= f(E\)Ey+ ...+ f(Es)Es = a By + ...+ an By = (aq, ..., ap)

é tal que f(X) = (X, W).

Definicao 3.6. Seja 7' : V — W uma transformac3o linear entre espacos vetoriais com produto
interno. Uma fungdo 7% : W — V é chamada a adjunta de T se,

(T(V),W)=(V,T*(W)), paratodosV € Vel € W. (3.5)
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Simbolicamente, a equagdo (3.5) esta dizendo que temos que “colocar” % em T', quando “pas-
samos” T para o outro lado do produto interno.

Proposicao 3.26. SejaT : V — W uma transformacdo linear entre espacos vetoriais com produto
interno. Se T' tem uma adjunta, T* : W — V, entdo ela € uma transformacao linear e é a tnica
que satisfaz (3.5).

Demonstracao. Vamos mostrar em primeiro lugar que se T é adjunta de 7', entdo ela é uma
transformacdo linear. Sejam Wy, W, € W e «, § escalares. Seja V' € V qualquer.

(V,T*(aWy + pW3)) = (T(V),aW; + [W3)
= a(T(V), W)+ B(T(V), W)
= a(V,T*(Wh)) + B(V, T*(Wy))
= (V,aT* (W) + BT*(Ws))
De onde segue que

(V, T*(aWy + W) — (aT*(Wh) + BT*(W3))) =0, para todo vetor V €V,

em particular para V. = T*(aW; + W) — (aT*(Wy) + BT*(Ws)). O que implica que V' = 0.
Portanto, T*(aW; + BWs) = oT*(Wy) + BT*(W3), como queriamos provar.
Seja U : W — V uma transformacao linear tal que

(T(V),W) =V, T*(W)) =(V,;UW)), paratodosV € VelW € W.
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Entdo, (V,T*(W)—-U(W)) = 0, para todos V € Ve W € W. Isto implica, tomando V =
T*(W) —U(W), que T*(W) — U(W) = 0, para todo W € W. De onde segue que T* =U. [

Teorema 3.27. Seja T : V — W uma transformacdo linear entre espacos de dimensao finita
com produto interno. Entdo T' possui adjunta T™*, ou seja, existe uma unica transformagdo linear
T : W — V que satisfaz

(T(V),W)=(V,T*(W)), paratodosV € VeW cW.

Demonstracdo. Seja W € W. Seja g : V — R(ou C) a fungdo definida por gw (V) =
(T(V), W), para todo V € V. Segue das propriedades do produto interno e da linearidade de
T que gw é um funcional linear.

Pela Proposi¢do 3.25 existe um tnico V' € V (que depende de W) tal que

gw (V) ={(T(V), V) =(V,V'), paratodoV €V.

Seja T* : W — V a fungdo definida por 7%(W) = V', para todo W € W. J4& mostramos que T™* é
nica e é uma transformacao linear. O

Para determinar a adjunta de uma transformacdo linear T' sé precisamos da matriz de 7" em
relacdo a bases ortonormais.
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Proposicao 3.28. Sejam B = {Vi,...,V,} eC={Wy,...,W,,} bases ortonormais de V e W,
respectivamente. Se T : V — W é uma transformagdo linear, entdo

[T)% = A, onde[Al;; =ay; = (T(V;),W;), parai=1,....mej=1,...,n.

Demonstracdo. Seja A = (a;j)mxn @ matriz definida por a;; = (T'(V;), W;). Pela Proposi¢do 2.7
na pagina 129, para o vetor T'(V}), temos que

T(V;) =Y (T(V;),W;) Wi

=1

Entdo, [T'(V})]e = : . Como [T)§ = [[T(V)]e .. [T(Vn)]e], entdo [T]G = A. O

Proposicao 3.29. Sejam B = {Vi,...,V,} eC={Wy,...,W,,} bases ortonormais de V e W,
respectivamente. Se T : V. — W é uma transformacdo linear e A = [T|$,, entdo

[T*]g:B, onde [B]U :bij :aji, paraz': 1,...,7’1, ej: 1,...,m.
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Demonstracdo. Pela Proposicio 3.28 a matriz B = [T*]% é dada por

bij = (T*(VV]-),VD = <Vz‘>T*(VVj)> = (T(V,-),Wj) = ji
]

Exemplo 3.36. Seja T': R” — R™ uma transformacdo linear. Ent3o existe uma matriz A, m x n,
tal que
T(X)=AX, paratodo X € R".

Como a base candnica do R™ é uma base ortonormal, entdo a adjunta 7% : R™ — R"™ é dada por
T*(Y) = A'Y, paratodoY € R™.

Podemos, agora, provar mais algumas propriedades da dlgebra das transformacdes lineares.
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Proposicao 3.30. Sejam S e T transformacées lineares com dominios e contra-dominios apropri-
ados. Entao,
(a) (S+T) =5"+T* (b) (1) =aT*; (c)(ST)" =T*S*;, (d)T™=T;, (e) [*=1.

Demonstracao. Para provar estas propriedades vamos usar o fato de que duas transformacdo
lineares T, Ty : V. — W s3o iguais se (W, T1(V)) = (W, T5(V)), para todos V€ Ve W € W.

@) (Vi (S+T)y (W) = (S+T)(V),W) = (S(V), W) + (T(V), W) = (V,5*(W)) +
(V.T* (W) = (V.§"(W) + T*(W) = (V. (5" + T*)(W).

(b) (V: (aT)*(W)) = {(aT)(V), W) = a({T(V),W) = a(V.T*(W)) = (V. (@T")(W)).

(c) (Vi (ST)*(W)) = ((ST)(V), W) = (S(T(V)), W) = (T'(V), 5*(W)) = (V, (T"5")(W)).

(d) (T=(V), W) = (W, T=(V)) = (T*(W), V) = (V, T*(W)) = (T(V), W).

(e) Este item é simples e deixamos como exercicio para o leitor. O

Teorema 3.31. Sejam T : V — W uma transformacdo linear entre espagos vetoriais com produto
interno de dimensao finita. Entio

() N(T) = J(T*)* e V = N(T) @ I(T*).
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(b) N(T*) = J(T)* e W = N(T*) @ (T).

Demonstracdo. (a)
Mas, (T'(V), W)
Portanto, N(T') =

Um vetor V' € N(T') se, e somente se, (T'(V), W) =0, para todo W € W.
= (V, T*(W)) = 0, para todo W € W se, e somente se, V € J(T*)*.
I(T*)* e V=N(T)®I(T*), pela Proposicdo 2.11 na pagina 158.

(b) Basta aplicar o item anterior a 7* e usar o fato de que 7** =T,

3.4.1 Aplicacao: Problema de Quadrados Minimos

Muitos problemas, quando modelados, levam a sistemas lineares A X = B, que s3o inconsis-
tentes (isto é, ndo possuem solug¢do), apesar dos problemas que os originaram requererem solug3o.
A inconsisténcia vem com frequéncia devido a erros experimentais na matriz B. Uma forma de
resolver esta inconsisténcia € resolver o problema de quadrados minimos associado, ou seja,

min ||A X — B||*.

Apesar de n3o ser esta a Unica forma de resolver a inconsisténcia, pode-se mostrar que se 0s erros
em B forem ndo viciados e os b; tiverem a mesma variancia (fixa), entdo a solu¢do do problema de
quadrados minimos é a que tem a menor variancia dentro de um certo conjunto de “solugdes”.

O teorema seguinte é a chave para a solu¢do do problema de quadrados minimos.
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I(T™)

=l

T*

N(T™)

Figura 3.17: Subespagos N(77),3(7™), I(T") e N(T™)
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Teorema 3.32. Seja A uma matriz m x n. O problema de quadrados minimos:
min ||AX — B|[?
€ equivalente a resolver o sistema linear consistente
A'AX = A'B,

chamado de equacoes normais.

Demonstracdo. Seja T': R” — R™ a transformac&o linear definida por T'(X) = AX, para todo
X € R™. O problema de quadrados minimos

min ||AX — B|[?
pode ser escrito como
min [|[Y —B|*> e Y =AX.
Y eIT)

Um vetor X € R" é solugdo deste problema se, e somentese, B—Y = B—AX € J(T)* (Teorema
2.12 na pagina 169). Mas, pelo Teorema 3.31, J(T')+ = N(T™). Assim, X ¢ solu¢do do problema
de quadrados minimos se, e somente se,

AY(B - AX)=0.
Ou seja, a solugdo do problema de quadrados minimos é a solug3o do sistema linear
A'AX = A'B.
O
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Figura 3.18: A solu¢ao de quadrados

minimos

|
|
L—T gl
|
|
LT X | 1 | 2; 2|
|+
|
L] /// B ‘?
|+
L—T l
L1 ///
|+
// —
L] ///
|
L—T |
// // ul
|
T ol
L] ///
|
|
L—T ul
L
R"™ R™

/

Figura 3.19: Reta que "melhor” se ajusta

a quatro pontos
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Exemplo 3.37. Vamos determinar a reta de equagdo y = ax + b que melhor se ajusta aos pontos
P = (—3,6),P2 = (0,4), Py = (1,0) e Py = (2,2) no sentido de quadrados minimos, ou seja, tal

que Z — ax; — b)? seja minimo. Substituindo-se estes pontos na equacdo da reta obtemos o

—3a +
a —+
2a +

3

0

1

2

segumte sistema

> o o o
|
OO O

Para este sistema temos que A = e B = . Para encontrar a solu¢do de quadrados

— =
N O = D

minimos deste sistema temos que resolver as equacdes normais A'!AX = A'B. Neste caso,

ta | 140 tn | —14
aas[10] e apo[ ]

Assim a solu¢do de quadrados minimos é X = [—-13]", oua=—-1,b=3. Aretay=—x+3 éa
reta procurada.

Exemplo 3.38. Vamos determinar a parabola de equacdo y = ax?+bx +c que melhor se ajusta aos
pontos P, = (—2,0), P, = (—1,2),P3 = (1,2) e P, = (2,10) no sentido de quadrados minimos,
4

ou seja, tal que Z@Z — ax? — bx; — c)? seja minimo. Substituindo-se estes pontos na equacdo da
=1
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parabola obtemos o seguinte sistema

4a

4a

4
. 1
Para este sistema temos que A = 1

4

— 2D
- b
+ b
+ 2b

++ 4+
O O O O

-2 1
-1 1
11
2 1

e B

NN O

10

NN O

10

Para encontrar a solucao de

quadrados minimos deste sistema temos que resolver as equacdes normais A'AX = A'B. Aqui,

34 0 10
ATA = 0 10 0 e
10 0 4

A'B =

Escalonando a matriz aumentada [A* A| A’ B] obtemos que a solu¢do de quadrados minimos é X =
121, oua=1,b=2ec=1 Ey=2?+2x+1¢éaequacio da pardbola procurada.

Exemplo 3.39. Vamos determinar o circulo de equacio 22 +3? = az + by + ¢ que melhor se ajusta
aos pontos P, = (—2,0), P, = (0,2), P; = (1,—3) e P, = (3, 1) no sentido de quadrados minimos,
4

ou seja, tal que Z(xf +y? — aw; — by; — ¢)* seja minimo. Substituindo-se estes pontos na equacdo

i=1
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y y
Figura 3.20: Pardbola que “melhor” se Figura 3.21: Circulo que “melhor” se
ajusta a quatro pontos ajusta a quatro pontos
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do circulo obtemos o seguinte sistema

—2a + ¢ = 4
+ 26 + ¢ = 4
a — 3b + ¢ = 10
3a¢ + b + ¢ = 10
-2 01 4
) 0 2 1 4 -
Para este sistema temos que A = 1 _3 1 e B = 10 |- Para encontrar a solucao de
3 11 10
quadrados minimos deste sistema temos que resolver as equacdes normais A'AX = A'B. Aqui,
14 0 2 44
AtA = 0 14 0 e A'B=1 20
2 0 4 14

Escalonando a matriz aumentada [A’A| A’ B] obtemos que a solucdo de quadrados minimos é X =
[18/13 —6/7 82/13]*, ou a = 18/13,b = —6/7 e ¢ = 82/13. A equagéo do circulo procurado é
2?4y —(18/13)x+(6/7)y = 82/13. O centro do circulo Py = (9, yo) € o raio r sdo obtidos pelas

equagdes a = 2x0,b = 2yo e 1% = c+ af + y3. Assim, zg = 9/13,y0 = —3/Ter = /32 =~ 2,6.
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3.4.1.

3.4.2.

3.4.3.

3.44.

3.4.5.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 501)

Seja T : R™ — R™ uma transformag¢do linear definida por 7'(X) = AX, para todo X € R".
Determine uma base para cada um dos seguintes subespagos J(7*), N(T"),I(T") e N(T™), para
cada uma das seguintes matrizes.

4 -2 1000
1 3 0111
@5 ®) o011
3 4 112 2

Seja W o subespaco de R?® gerado por V = (1,—1,1). Encontre uma base para W+ e dé
uma interpretacdo geométrica para W e W+,

Seja W o subespaco do R* gerado pelos vetores V; = (1,0,—2,1) e V5, = (0,1,3,-2).
Encontre uma base para W+.

Encontre a equacao da pardbola qfe melhor se ajusta aos pontos dados no sentido de qua-
drados minimos, ou seja, tal que Z(yz — az? — bx; — c)? seja minimo:

(a) Pr = (—2,1), Py = (—1,2), Py = (1,0) e P, = (2,7).
(b) P, =(-2,1),P,=(—1,3),P;=(1,3) e P, = (2,11).

Encontre a equacgao do cfrcmilo que melhor se ajusta aos pontos dados no sentido de quadrados

minimos, ou seja, tal que g (23 + y? — ax; — by; — ¢)* seja minimo:

(a) Py = (—2,0), Py = (0, 1), Py = (1,—2) e Py — (2,1).
(b) Pl = (—2,1),P2 = (—1,—2),P3 = (O,l) S P4 = (2,0)
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3.4.6. Encontre a solugdo de quadrados minimos dos seguintes sistemas:

(a)

= 4

r + 2y = 3 -z + y = 10 _iiyiz 9
2c + 4y =2 (b)g 2z + y = 5 (o) 4

—r - 2 = 1 x — 2 = 20 -y =

x + z = 2

Exercicios usando o MATLAB®

3.4.7. (a)

(b)

3.4.8. (a)

Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleatérias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use o MATLAB® para encontrar os coeficientes a, b, c e d da fun¢do polinomial p(z) =
ax® + bx? + cx + d que melhor se ajusta aos pontos dados pelas linhas da matriz P, no
sentido de quadrados minimos, ou seja, tal que > (y; —ax? —bx? — cx — d)? seja minimo.
A matriz A=matvand(P(:,1),3) pode ser util na solucdo deste problema, assim como
a matriz B=P(:,2).

Desenhe os pontos e o grifico do polindmio com os comandos

clf,po(P), syms x, plotfl(a*x”~3+b*x"2+c*x+d, [-5,5]), onde a,b,c e d sido os
coeficientes ja encontrados. Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.

Use o comando P=randi(6,2), para gerar 6 pontos com entradas inteiras e aleatérias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use o MATLAB® para encontrar os coeficientes a,b,c,d e e da conica de equacio
2?2 + axy + by? + cx + dy + e = 0, cujo grafico melhor se ajusta aos pontos dados
pelas linhas da matriz P, no sentido de quadrados minimos, ou seja, tal que Z(xf —
ar;y; — by? — cx; — dy; — e)? seja minimo. As matrizes M=matvand (P,2), B=-M(:,1)
e A=M(:,2:6) podem ser (teis na solucdo deste problema.
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(c) Desenhe os pontos e a cnica com os comandos
clf,po(P), syms x y, plotci(x"2+a*x*xy+b*xy~2+c*kx+d*y+e,[-5,5],[-5,5]),
onde a,b,c,d e e sdo os coeficientes encontrados no item anterior. Desenhe os ei-
xos coordenados com o comando eixos.
Exercicios Tedricos
3.4.9. Sejam T, S : V — W transformacdes lineares entre espacos vetoriais com produto interno.
Mostre que se
(T(V),IW)=(S(V),W), paratodosV € Vel € W, entdo T = S.
3.4.10. Seja W um subespaco de um espaco vetorial com produto interno V, gerado pelos vetores
Vi,...,Vi. Mostre que V € W+ se, e somente se, V é ortogonal a V}, parai=1,...,k.
3.4.11. Seja T : V — W uma transformac3o linear entre espagos vetoriais com produto interno.
(a) Mostre que N(T*T') = N(T);
(Sugestdo: se T*T'(V) =0, entdo T'(V) € I(T) N N(T*).)
(b) Mostre que se T é injetiva, entdo T*T é invertivel.
(c) Mostre que J(T*) = I(T*T).
(d) Mostre que se T' é sobrejetiva, entdo 7T é invertivel.
3.4.12. Sejam A uma matriz m x n com colunas linearmente independentes e B uma matriz m x 1.

Mostre que neste caso, a matriz A’ A é invertivel e que vale a seguinte férmula para a solucio
do problema de quadrados minimos, min ||AX — B||?,

X = (A'A)'A'B.
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3.4.13. Sejam B ={V4,...,V,} e C={Wy,...,W,} duas bases ortonormais de um espaco vetorial
com produto interno V real.

(a) Mostre que a matriz mudanca de base de B para C é

P = (pij)nxn, em que p;; = (V;,W;), parai,j=1,.

(b) Mostre que (V;,V;) = > (Vi, W) (V;, Wi).
k=1
(c) Mostre que P é uma matriz ortogonal, ou seja, que P~! = P!, (Sugestdo: mostre que
PtP =1,)

3.4.14. Seja T : V — V um operador linear em um espaco com produto interno.

(a) Mostre que se W é um subespaco de V tal que T(W) € W, para todo W € W,
entdo T*(V) € W, para todo V € W+, (Sugestdo: tome V € WL e mostre que
(W, T*(V)) =0, para todo W € W.)

(b) Mostre que se TT* = T*T, entdo ||[T(V)|| = ||T*(V)||, para todo vetor V € V.
(Sugestdo: use o fato de que ||[T(V)||*> = (T(V),T(V)).)
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Teste do Capitulo

1. Seja F': R® — R? uma aplicac3o linear tal que F(E,) = E,+E,, F(E,) = Ey e F(E3) = E,
em que {E}, Ey, E3} é a base candnica do R3.
(a) Ache F(z,y,z), onde (z,y,2) € R3.
(b) Ache uma base para N(F'), uma base para a J(F') e suas dimensdes.

(c) Diga se F' é injetiva, sobrejetiva e isomorfismo.

2. Dé um exemplo de um isomorfismo 7" : R? — R? diferente da identidade do R3. Prove que é
isomorfismo.

3. Dé um exemplo de uma transformacdo linear T sobrejetiva e n3o injetiva. Prove que é
sobrejetiva e n3do injetiva.

4. Considere o plano 7 : x +y + 2z = 0. Sejam B = {E, F», E3} a base canénica do R? e € =
{U,,U,,Us} a base ortonormal de R? definida por U; = 1/v/3(1,1,1), Uy = 1/4/2(—1,1,0)

e Us =1/v6(—1,-1,2).
(a) Seja P, : R? — R3 a projecio ortogonal no plano 7. Encontre [P,]§

e
(b) Seja R, : R? — RR? a reflexdo em relagdo ao plano 7. Encontre [R,]S e [R,]3.
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Capitulo 4

Diagonalizacao

4.1 Diagonalizacao de Operadores

4.1.1 Motivacao: Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares

Vamos considerar o problema de encontrar as funcées que ddo a evolucdo das populacdes de
duas espécies, S; e S5, convivendo em um mesmo ecossistema no tempo ¢ > (0. Vamos denotar as
populagdes das espécies S; e S, em um instante ¢ por z1(t) e xo(t), respectivamente.

Inicialmente vamos supor que a taxa de crescimento da populacdao de uma espécie nao depende
do que ocorre com a outra espécie e que esta taxa é proporcional a sua populagdo existente (ou

312
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equivalentemente que a taxa de crescimento relativa é constante). Ou seja, vamos supor que

A0 = S0 = an)

B0 = D)= dnalr)
dt

em que a,d € R. Temos aqui um sistema de equacdes diferenciais, ou seja, um sistema de equagoes
que envolvem derivadas das fun¢des que sdo incégnitas. Neste caso as duas equagdes sdo desaco-
pladas, isto é, podem ser resolvidas independentemente. A solugdo do sistema é x1(t) = x1(0)e™ e
75(t) = 29(0)e®, para t > 0 (Exemplo 1.19 na pagina 25).

Vamos supor, agora, que as duas populacdes interagem de forma que a taxa de crescimento da
populacdo de uma espécie depende de forma linear ndo somente da sua populacdo existente, mas
também da populacdo existente da outra espécie. Ou seja, vamos supor que

Zi(t) = axi(t) + baa(t)
zy(t) = caq(t) + dao(t)
Por exemplo, se os individuos de uma espécie competem com os da outra por alimento (a,d > 0 e
b,c < 0), ou os individuos da espécie S; sdo predadores dos da outra (a,b,d > 0 e ¢ < 0). Neste
caso a solucdo de uma equacdo depende da outra. Podemos escrever este sistema na forma de uma
equacao diferencial matricial
X'(t) = AX (), (4.1)
/
em que X'(t) = { x,l(t) } A= [
Lo
P e D tais que

} e X(t) = [ zi(t) } Vamos supor que existam matrizes

A= PDP, (4.2)
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em que D = [ /})1 )(\) } Substituindo-se (4.2) em (4.1) obtemos
2

X'(t) = PDP7'X(t).
Multiplicando-se a esquerda por P!, obtemos
P'X'(t) = DP7'X(t).
Fazendo a mudanca de varidvel Y (t) = P~' X (t), obtemos
Y'(t) = DY (),
que pode ser escrito na forma

vi(t) = An(t)
o(t) = Aaya(t)

Estas equacgdes estdo desacopladas e tém solucdes dadas por y;(t) = y1(0)eM? e yo(t) = yo(0)e?.

Assim a solu¢do da equacgdo (4.1) é

X() = PY(t) = P { ui(0)e! ] —Pp { e 692t } Y(0) = P

2 (0)er2t 0

[ eMt ()

0 ot } P~1X(0).

Observe que o que possibilitou a resolucdo do sistema de equacdes foi a hipdtese feita de que a
matriz A pode ser escrita como A = PDP~! em que D é uma matriz diagonal.

Vamos descobrir como podemos determinar matrizes P e D, quando elas existem, tais que
A = PDP~!, ou equivalentemente, D = P~'AP, com D sendo uma matriz diagonal. Chamamos

diagonalizacao ao processo de encontrar as matrizes P e D.

Algebra Linear e Aplicacoes
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4.1.2 Operadores e Matrizes Diagonalizaveis

Definicao 4.1. Dizemos que uma matriz B, n X n, é semelhante a uma matriz A, n x n, se
existir uma matriz P ndo singular tal que

B=P AP

A relacdo de semelhanca satisfaz as seguintes propriedades:

e toda matriz quadrada é semelhante a si mesma;

e se uma matriz A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A e

e se A é semelhante a B e B é semelhante a C, entdo A é semelhante a C.

Deixamos como exercicio a verificacdo destas propriedades.

Definicao 4.2. (a) Dizemos que uma matriz A, n X n, é diagonalizavel, se ela é semelhante a
uma matriz diagonal. Ou seja, se existem matrizes Q e D tais que A = Q1 DQ, em que D
€ uma matriz diagonal.

(b) Dizemos que um operador T': V — V de um espaco de dimens3o finita V é diagonalizavel,

se existe uma base C de V tal que [T]§ é uma matriz diagonal.

Julho 2004 Reginaldo J. Santos



316 Diagonalizacao

Exemplo 4.1. Toda matriz diagonal

A0 .00
0 A 0
A= _
0 0 A\
é diagonalizavel, pois
A= (I,) AL,

O proximo resultado mostra que um operador linear é diagonalizavel se, e somente se, a matriz
dele em relagao a uma base é diagonalizavel.

Proposicao 4.1. SejaT : V — V um operador de um espaco vetorial V de dimensao finita. Seja B

uma base de V. T é um operador diagonalizivel se, e somente se, [T']|2 é uma matriz diagonalizdvel.

Demonstracao. Se um operador linear T : V — V é diagonalizdvel, entdo existe uma base C de
V tal que [T])$ é diagonal. Ent3o, pelo Coroldrio 3.20 na pagina 276 existe uma matriz P tal que

[T]e = PHTI3P,
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ou seja, a matriz A = [T']3 é diagonalizavel.

Reciprocamente, se a matriz A = [T']2 é diagonalizavel, em que B = {V;,...,V,}, entdo existe

uma matriz P tal que
D =P AP

é uma matriz diagonal. Seja C = {Wy,..., W, }, em que W; = Zpiﬂ/;, paraj=1,....,n. Cé

uma base de V (Exercicio 3.3.14 na péagina 286) e -
TI$ = PUTIEP = D.
Portanto, 1" é um operador diagonalizavel.
4.1.3 Autovalores e Autovetores
Se um operador T é diagonalizavel, entdo existe uma base C = {V,...,V,,} tal que
At 0 ... 0
mg=p=| 0 M
0 ... 0 A

O que implica que

T(V;) = Zdij‘/; =)V, paraj=1,...,n.
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Isto motiva a seguinte definigdo.

Definicao 4.3. Seja T : V — V um operador linear. Um escalar A é chamado autovalor de T, se
existe um vetor ndo nulo V € V, tal que

T(V)=AV . (4.3)

Um vetor ndo nulo que satisfagca (4.3), é chamado de autovetor de 7.

/V/T(V) =V T(V) = AV 1% )y 1%

o o

A>1 0<A<1 A<0
Observe que a equacgdo (4.3) pode ser escrita como
T(V)=X(V)
ou )
(T'—=X)(V)=0. (4.4)

Assim, os autovetores sao os vetores nao nulos que pertencem ao niicleo de T'— A\I e os autovalores
sao os escalares \ tais que

N(T — \I) # {0}
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Seja B ={Vi,...,V,} uma base de V. A equagdo (4.4) é equivalente a
(A—AI)X =0.

em que A = [T])3. E esta equagio tem solugdo n3o trivial se, e somente se, det(4 — \I,,) = 0
(Teorema 2.15 na pagina 121 de [23]).
Como det(AB) = det(A) det(B) = det(BA) (Teorema 2.14 na pagina 116 de [23]), entdo

det(P~'AP) = det(A).

Assim, em virtude do Coroldrio 3.20 na pagina 276, se V é um espaco vetorial de dimens3o finita,
podemos definir o determinante de um operador linear 7' : V — V como sendo

det(T) = det([T]3),

em que B é uma base de V. Com a definicao de determinante de um operador, podemos dizer que
existe um vetor nao nulo V' € V que satisfaz (4.4) se, e somente se,

det(T — M) = 0.

Assim temos um método para encontrar os autovalores e os autovetores de um operador 7.

Proposicao 4.2. Seja T : V — V um operador linear de um espaco de dimensio finita.

(a) Os autovalores de T' so as raizes do polinémio
p(\) = det(T — \I,,) (4.5)

que estdo no conjunto de escalares.
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(b) Para cada autovalor \, os autovetores associados a A sdo os vetores ndo nulos do niicleo de
T -\,
N(T — \I).

Definicao 4.4. Seja T" um operador em um espa¢o de dimensao finita. O polinémio
p(A) = det(T — \I) (4.6)

é chamado polindbmio caracteristico de 7'.

Assim, para determinarmos os autovalores de um operador 7" em um espaco de dimensao finita
precisamos determinar as raizes, que estao no conjunto de escalares, do seu polindmio caracteristico,
que tem a forma p(A) = (=1)"\" + a, 4 A" + ...+ a1\ + ap.

Um resultado sobre polinomios que muitas vezes é util, é o que diz que se ag, ay,...,a,_1 Sao
inteiros, entdo as suas raizes racionais (se existirem) sdo niimeros inteiros e divisores do coeficiente
do termo de grau zero ag. Por exemplo, se p(\) = =A% + 6)? — 11\ + 6, entdo as possiveis raizes
racionais sdo +1, 42, +3 e +6. Substituindo estes valores em p(\), vemos que p(1) = 0, ou seja, 1 é
uma raiz de p()\). Finalmente, dividindo p(\) por A —1, obtemos que p(\) = (A—1)(=A?+5X—6).
Como as raizes de —\? + 5\ — 6 s3o 2 e 3, entdo as raizes de p()\), sdo 1,2 e 3.
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Exemplo 4.2. Vamos determinar os autovalores e autovetores do operador T : R? — R3 definido
por T'(X) = AX, para todo X € R3, em que

2
A= 2
1

O = O
N DN

Para este operador o polinomio caracteristico é

2—-X 0 1

p(A) = det(A — \3) = det 2 1-X 2
1 0 2-X

2—-\ 1

1 2-)

= (1=A)N\=42+3) = (1-N)?*(B-N).

- (1—)\)det[

Como os autovalores de A sdo as raizes reais de p(\), temos que os autovalores de A sdo \; =1 e
Ao = 3.

Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores \; = 1 e A\y = 3. Para isto
vamos resolver os sistemas (A — A\ 13)X =0e (A — \I3)X = 0. O sistema

101 T 0
202 |yl=1]0
101 z 0
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cuja solucao geral é
Wl = {(_aaﬁa Oé) | Oé,ﬁ S R}

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A\; = 1 acrescentado o vetor nulo. Enquanto
o sistema

-1 0 1 T 0
2 2 2| lyl=1]0
1 0 -1 z 0

cuja solucao geral é
Wy = {(a, 20, ) | @ € R},

que é o conjunto de todos os autovetores associados a Ay = 3 acrescentado o vetor nulo.

Exemplo 4.3. Vamos determinar os autovalores e autovetores do operador T' : Py — P, definido
por T'(p)(z) = p(x) + (3z + 2)p/(x), para todo p € Py. Seja B = {1, z,2?}, entdo

T)E = A=

O O =
S =N
N I

Para este operador o polinomio caracteristico é

p(A) = det(T — M) = det(A — Al3) = det 0 4-X 4

= (=M@ -X)T-2))
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Portanto os autovalores de T'sao A\ = 1, \y =4 e A3 =T7.

Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores \i, A\ € A\3. Para isto vamos
resolver os sistemas (A — A\ 13)X =0, (A— X\l3)X =0e (A — N\313)X = 0. Como

(A= MI5)X =0

0 20 x 0
034||yl=1]0],
0 0 6 z 0
ent3o a solucdo geral do sistema (A — A\ 13)X =0 é {(«,0,0) | @ € R}. Portanto, o conjunto de

todos os autovetores associados a A\; = 1 acrescentado o vetor nulo é

O sistema

3207 [=x 0
004|]yl|=1]0
003]]z 0

Assim a solucdo geral do sistema (A — \o13) X =06 {«(2,3,0) | @ € R}. Portanto, o conjunto de
todos os autovetores associados a Ay = 4 acrescentado o vetor nulo é

Wy = {p(z) = a(2(1) + 3(z)) | @ € R}

Julho 2004 Reginaldo J. Santos



324 Diagonalizacao

O sistema
(A - )\3[3)X — 6

[0

6 201 [= 0
0 34||lyl=1]0
0 00]|]|= 0

Assim a solucdo geral do sistema (A — A\313)X = 0 é {a(4,12,9) | a € R}. Portanto, o conjunto
de todos os autovetores associados a Ay = 7 acrescentado o vetor nulo é

W3 = {p(z) = a(4(1) + 12(z) + 9(z?)) | @ € R}.

Nos exemplos anteriores, para cada autovalor encontramos todos os autovetores associados a
ele. Para cada autovalor A\, o conjunto dos autovetores associados a ele acrescentado o vetor nulo é
ontcleo de T'—\I, N(T'—\I), que é um subespaco. Este subespaco recebe o nome de autoespaco
associado ao autovalor ).

Ja vimos que se um operador T é diagonalizavel, entdo os vetores da base em relacdo a qual a
matriz de T' é diagonal s3o autovetores associados a autovalores. Portanto, estes autovetores sdo
L.I. Vamos mostrar, a seguir, que esta é uma condicao necessaria e suficiente para que um operador
seja diagonalizavel.

Teorema 4.3. Um operadorT' : V — V de um espaco vetorial V de dimensdo n é diagonalizavel
se, e somente se, ele possui n autovetores linearmente independentes. Ou seja, T € diagonalizdvel
se, e somente se, o espaco V tem uma base formada de autovetores de T
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Demonstracao. Vamos primeiro provar que se T é diagonalizavel, entdo ele possui n autovetores

L.I. Se um operador T" é diagonalizdvel, entdo existe uma base C = {V;,...,V,} tal que
A 0 ... 0
me-p-| " "
0 ... 0 A

O que implica que

T(V;) = Zdijvi =NV, paraj=1,...,n.

i=1
Como € é uma base, entdo os autovetores Vi, ..., V,, sdo L.
Suponha, agora, que Vi,...,V, sd3o n autovetores linearmente independentes associados a

A1y .-, Ap, respectivamente. Entdo, € = {V4,...,V,} é uma base e

A0 ... 0

0 X 0

[T)e=D= .

0 0 M\

Ou seja, T é diagonalizavel. O

Segue do teorema anterior que se queremos diagonalizar um operador devemos procurar o maior
nimero possivel de autovetores linearmente independentes. Para cada autovalor A\, uma base do
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autoespaco associado a A é um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores associados a
A. Vamos mostrar que ao juntarmos as bases dos autoespacos o novo conjunto formado continua
linearmente independente.

Vamos antes provar um resultado sobre os autoespacos.
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Proposicao 4.4. SejaT : V — V um operador linear.

(a) Para todo autovalor \, o autoespaco associado a \, Wy = N(T' — \I), é T-invariante, isto
é T(W,) CW,.

(b) A intersecdo de dois autoespacos associados a autovalores diferentes € igual ao subespaco
nulo. Ou seja, se \ #  sdo autovalores de T, entdo N(T — A\I) N N(T — ul) = {0}

Demonstracdo. (a) Se V€ W, = N(T — \), entdo T(V) = AV € W,, pois W, é um
subespaco.

(b) Se Ve N(T—AX)NN(T — ul), entdo T(V) = AV = uV. O que implica que (A—p)V = 0.
Assim, se \ # p, entdo V = 0.
]

O resultado que vem a seguir, garante que se conseguirmos para cada autovalor, autovetores
L.I., entdo ao juntarmos todos os autovetores obtidos, eles continuarao sendo L.I.

Proposicao 4.5. Sejal' : V — V um operador linear de um espaco de dimensao finita V. Sejam
A1, ..., \; autovalores distintos de T'. Se para cadai=1,...,1, {Vl(z), cee Vk(:)} € um conjunto de

autovetores L.I. associados a \;, ent3do {Vl(l), ey Vk(ll), e Vl(l), ey Vk(ll)} € um conjunto L.I.
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Demonstracao. Vamos, em primeiro lugar, mostrar que se
Vi4+...+V, =0, (4.7)

com V; € N(T — \I), entdo V; =0, parai = 1,...,l. Vamos supor, por inducdo, que

Vi+...+Vii=0,

com V; € N(T — \;I), implica que V; =0, parai =1,...,l — 1. Aplicando (T — \;I) a ambos os
membros da equag¢do acima obtemos

(T—XNDVi+ ...+ (T = NI)Vi_; =0.

Pela Proposicio 4.4 e pela hipétese de inducdo temos que V; = 0, parai = 1,...,l—1. Substituindo-
se V1 = ... =V =0 na equagdo (4.7) obtemos que também V; = 0.
Precisamos mostrar que a Unica solucao da equacao

1;51)‘/1(1) T (1)‘/;cl .+x§l)V1(l) 4 x(l)V -0 (4.8)

é a solugdo trivial. Como V; = acgi)Vl(i) .+ x,(ﬂ Ve, W) ¢ N(T — N\ 1), pelo que mostramos acima,
a equacgdo (4.8) implica que

Vi =2V 2l =0,
parai=1,...,l. Comoparacadai=1,...,1, Vli), e ,Vk(f) sao L.l., entao xgi) =...= x,(jl) = 0.
O que prova que todos os autovetores juntos sdo L.I. O
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Exemplo 4.4. Considere o operador T': Py — Py definido por T'(p)(z) = p(x) + (3z + 2)p'(x),
para todo p € P,. Seja B = {1, z,2°}, entdo

T)5 = A=

o O =
O =N
~ b~ O

ja vimos no Exemplo 4.3 na péagina 322 que seu polindmio caracteristico é p(A) = (1—=\)(4—\)(7—
A), os seus autovalores sdo A\ = 1, Ay =4 e A\3 = 7 e os autoespacos correspondentes sdo

W, = {p(x) = a(1) | a € R},

Wy = {p(z) = a(2(1) +3(z)) [« €R} e
W3 = {p(z) = a(4(1) + 12(z) + 9(2?)) | « € R},

respectivamente. Vamos encontrar, para cada autoespaco, o maior nimero possivel de autovetores
L.I., ou seja, vamos encontrar uma base para cada autoespaco. E o teorema anterior garante que
se juntarmos todos estes autovetores eles vao continuar sendo L.I.
Para Wy, temos que
Im(x) = 1)

é uma base para W;. Assim, ndo podemos ter um nimero maior de autovetores L.l. associados a
A1 =1 (Teorema 1.10 na pagina 81).
Para W5, temos que
{p2(z) =2+ 3z}

é uma base para W5. Assim, ndo podemos ter um nimero maior de autovetores L.l. associados a
Ao = 4.
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Para W3, temos que
{ps(x) = 4 + 122 + 92°}

é uma base para W3. Assim, ndo podemos ter um nimero maior de autovetores L.l. associados a
/\3 =17.

Como p; é um autovetor L.I. associados a A1, p» é um autovetor L.I. associados a Ay e p3 é um
autovetor L.l. associado a A3, entdo pela Proposicao 4.5 na pagina 327 os autovetores juntos pq, ps
e p3 sdo L.I. e portanto formam uma base de P. Seja € = {p1,p2, p3}. Entdo,

M 000 100 1 2 4
D=TS=]0 X 0 |=]040]|,P=[[psplslps]e]=1]0 3 12
0 0 X3 007 00 9
sao tais que
D =P 'AP.

Exemplo 4.5. Considere o operador T : R? — R? definido por T'(X) = AX, para todo X € R3,
em que

2 1

A=1 2 2

1 2

olindmio caracteristico é

© O = O

Ja vimos no Exemplo 4.2 na pagina 321 que o seu
P(A) = det(A — Alg) = (1 - )*(3 — \),
que os seus autovalores sao A\{ = 1 e Ay = 3 e que os autoespacos correspondentes sao

Wi ={(-a,58,a) |, 3 € R}
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Wy = {(e, 20, ) | @ € R},

respectivamente.

Para A\ = 1, temos que {W; = (—1,0,1),Wy = (0,1,0)} é uma base de W;. Assim, n3o
podemos ter um nimero maior de autovetores L.l. associados a A\;. De forma analoga para Ay = 3,
{W3 =(1,2,1)} é um conjunto com o maior niimero possivel de autovetores L.|. associados a \s.
Assim as matrizes

-1 0 1 A0 0 1 00
P=[W,WaWs]=| 012| e D= 02X 0]=]010
1 01 0 0 X 00 3
sao tais que
D =P AP
Exemplo 4.6. Considere o operador T : R? — R? definido por T'(X) = AX, para todo X € R?
em que
01
St

O seu polindmio caracteristico € p(\) = det(A — A\Iy) = \?, assim T possui um tnico autovalor:
A1 = 0. O autoespaco correspondente a \; =0 é

W, = {(c,0) | & € R}.

Assim, para A\; = 1, temos que {V; = (1,0)} é uma base de W;. Assim, ndo podemos ter mais
autovetores L.l. associados a A\; e como sé temos um autovalor ndo podemos ter dois autovetores
L.l. Portanto, pelo Teorema 4.3 na péagina 324, o operador T' nao é diagonalizdvel, ou seja, ndo
existem matrizes P e D tais que D = P~1AP.
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4.1.4 Subespacos Invariantes e o Teorema de Cayley-Hamilton

Definicao 4.5. Seja T : V — V um operador linear. Um subespaco W de V é T-invariante, se
T(W) C W, ou seja, se T(W) € W, para todo W € W,

Exemplo 4.7. Seja T': V — V um operador linear. A imagem de T', J(T), o nicleo de T', N(T') e
para cada autovalor \, o autoespa¢o associado a A, W), = N(7" — \I) sdo exemplos de subespagos
T-invariantes.
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Proposicao 4.6. Seja T : V — V um operador linear de um espaco de dimensdo finita V. Seja
W um subespaco T-invariante. Seja Tyy : W — W, a restricdo de T' a W, definida por Tyw (V') =
T(V), para todo V. € W. Entdo o polinbmio caracteristico de Tyw € um fator do polinémio
caracteristico de T

Demonstracdo. Sejam By = {Vi,...,Vi} uma base de We B = {Vi,..., Vi, Vis1,...,V,} uma
extens3o a uma base de V. Sejam A =[T]|2 e B = [Tw]gi- Ent3o,
B C
[0 5]
em que C' e D sdo matrizes de tamanhos apropriados. Sejam pr(A) e pr,(A) os polinémios
caracteristicos de 1" e de Ty, respectivamente. Entdo,

B — I C
pry =dec| BT ] < ) den(D - g,

pelo Exercicio 2.2.22 na pégina 138 de [23]. O

A multiplicidade de uma raiz A\ de um polindmio p(t) é o maior inteiro positivo k tal que
(t — X\)¥ é um fator de p(t). Se o polinémio caracteristico de um operador T : V — V € da forma
pr(t) = (t — A)™r(t), em que r(t) ndo tem A como raiz, entdo a multiplicidade do autovalor A no
polindmio caracteristico de 7' é igual a m e é chamada de multiplicidade algébrica de ).
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Corolario 4.7. Seja T : V — V um operador linear de um espago de dimensao finita V. Seja A
um autovalor de T' que tem multiplicidade algébrica m. Entdo

dm(N(T = M) < m,

ou seja, a dimensdo do autoespaco associado a A é menor ou igual a multiplicidade algébrica.

Demonstracao. Sejam W, = N(T' — A\I) e p = dim(W,). Seja B; uma base de W,. A matriz
da restricdo de T a W, Tiy,, em relacdo a By é A\I,. Assim, o polindmio caracteristico Ty, , é

Pra, (1) = (A = 1)".

O que implica, pela Proposicdo 4.6, que o polindmio caracteristico de T" é da forma

pr(t) = (A =1)"q(t),

em que ¢(t) é um polindmio. Como por outro lado o polindmio caracteristico de 7' é da forma
pr(t) = (&= A)"r(t),

em que 7(t) ndo tem A\ como raiz, entdo dim(W,) = p < m. O

Para cada autovalor )\, a dimensdo do autoespago associado a A, N(T' — \I), é chamada
multiplicidade geométrica de \. Do Coroldrio 4.7 segue que a multiplicidade geométrica é menor
ou igual a multiplicidade algébrica. O préximo resultado diz que é necessario que a multiplicidade
geométrica seja igual a multiplicidade algébrica de cada autovalor de um operador para que ele seja
diagonalizavel.

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2004



4.1 Diagonalizacao de Operadores 335

Corolario 4.8. SejaT : V — V um operador linear de um espaco de dimenséo finita V. Suponha
que o polinémio caracteristico de T seja da forma pr(t) = (—1)"(t — \)"™ ... (t — \x)™, com
A1, ..., A, distintos. T' € diagonalizavel se, e somente se,

dim(N(T — N\ I)) =m;, parai=1,... k.

Ou seja, T' € diagonalizdvel se, e somente se, a multiplicidade algébrica de \; € igual a sua multipli-
cidade geométrica, parai =1,... k.

Demonstracdo. Seja n = dim(V). Parai=1,...,k, seam W; = N(T' — \;]) e p; = dim(W,).
Vamos supor que T seja diagonalizdvel. Seja C a base de V consistindo de autovetores de T
Parai=1,...,k, sejam C; = CNW,; e n; o nimero de vetores de C;. Como, pelo Corolario 4.7,

pi < m,;, entao
k k k
S SR D P
i=1 i=1 i=1

Vamos supor, agora, que p; = dim(W,;) = m;, parai =1,... k. Seja C; uma base de W;, para

1=1,...,k. Pela Proposicao 4.5 na pagina 327, € =C; U... UGy é um conjunto L.I. e como ele
tem m; + ...+ m; = n elementos, entdo C é uma base de V consistindo de autovetores de 7. O
que prova que 1" é diagonalizavel. O

Julho 2004 Reginaldo J. Santos



336 Diagonalizacao

Teorema 4.9 (Cayley-Hamilton). SejaT :V — V um operador linear em um espaco de dimensdo
finita. Seja pr(t) o polinémio caracteristico de T'. Entdo, p(T) = O, a transformagdo linear nula.

Demonstracao. Vamos mostrar que pr(T) (V) =
de V. Seja k o menor inteiro tal que V,T'(V'), T*(V
ag, - - . ,a,_1 tais que

0, para todo V € V. Seja V um vetor ndo nulo
),...,T*(V) s3o L.D. Entio, existem escalares
TFV) = agV +a T(V) + ...+ ap T H(V). (4.9)

Seja W = [V,T(V),..., T¥1(V)]. W é um subespago T-invariante (verifique!) e se B =
{(V,T(V),..., T¥1(V)}, entdo

o0 ---0 aop
1 0 --- 0 a
[Tw)3 = B = 1
0 0 -+ 1 ap_

e o polindmio caracteristico de Ty é pr, (1) = (—=1)*"Y(ag + art + ... + ap_1t*=* — t*) (verifique,
fazendo o desenvolvendo do determinante de B — A em termos da 12 linha).
Pela Proposi¢do 4.6 na pagina 333, existe um polindmio ¢(t) tal que pr(t) = q(t)pr, (t). Logo,

pr(T)(V) = a(T)pz, (T)(V) = ¢(T)(=1)"aol +a: T +...+apT" =T*)(V) = ¢(T)(0) = 0,

para V # 0, por (4.9). Como também p7(T)(0) = 0, entdo pr(T) = O.

O
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4.1.5 Aplicacao: Calculo das Poténcias de uma Matriz

0 -1 3
Exemplo 4.8. Seja A= | 0 2 0 |.SejaT:R?— R3 definido por T(X) = AX, para todo
0 -1 3

X € R3. O seu polindmio caracteristico é p(t) = —t(t — 2)(t — 3). Portanto, os autovalores de T’
550)\1:0,)\2:28/\3:3.

0 -5 9
A2=AA=|0 4 0
0 -5 9

Vamos calcular A¥, para k > 3. Existem polindmios gy (t) e r1(t) tais que
t* = qu(t)p(t) + r(t), em que o grau de r4(t) é menor que 3. (4.10)
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, p(A) = 0 e assim substituindo-se ¢ por A em (4.10) obtemos
AF = qp(A)p(A) + ri(A) = ri(A).

Para determinar 7 (t) vamos usar o fato de que os autovalores de 7" também anulam p(¢). Sejam
a,b, c € R tais que 74(t) = at® + bt + c. Substituindo-se os autovalores de A, t = 0,2,3 em (4.10)
obtemos o sistema

0 = + ¢

28 = 4a + 20 + ¢

3F =9 + 3 + ¢

cuja solucdo é a = 31 — 21 h =32k-1 _ 23k 1 e c=0(. Assim, para k > 3, temos que

AR = 1 (A) = aA? + bA + cls
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— (3]671 o 2k71)A2 4 (3 2]671 o 23]{71)14

0 2F -3k 3F
= 0 2k 0
0 2k—3+ 3*
4 -1 -4
Exemplo 4.9. Seja A= |1 2 —1|.SeaT :R>— R definido por T(X) = AX, para
0O 0 O
todo X € R3. O seu polindmio caracteristico é p(t) = —t(t — 3)%. Portanto, os autovalores de T'
sdio Ay =0 e Xy = 3.
15 —6 —15
A*=| 6 3 -6
0 O 0

Vamos calcular A*, para k > 3. Existem polindmios ¢ (t) e r1(t) tais que
t* = qu()p(t) + re(t), em que o grau de r4(t) é menor que 3. (4.11)

Usando o fato de que os autovalores de 7' também anulam p(t¢) temos apenas duas equagdes, pois
um dos autovalores é uma raiz dupla de p(t). Sejam a,b,c € R tais que r(t) = at® + bt + c.
Substituindo-se os autovalores de A, t =0 e 3 em (4.11), obtemos

0 = c
3" = 9a + 3b + ¢
Agora, derivando-se (4.11) obtemos

K= g (O)p(t) + (' (8) + ri(t).
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Usando o fato de que quando um polinémio tem uma raiz dupla ela é também raiz da sua derivada,
substituindo-se t = 3 em (4.12) e acrescentando as equagdes anteriores obtemos o sistema

0 = c
3 = 9a + 3b + ¢
k31 = 6a + b
cuja solugdo é a = (k — 1)3k2 b = (2 — k)3*1 e ¢ = 0. Assim, para k > 3, pelo Teorema de
Cayley-Hamilton, temos que
AY = q(A)p(A) +r(4)
= 14(A) = aA® + bA + cl;
= (k—1)3"2A2 + (2—-k)3" A
(k+3)3k=t  —f3k1t (k4 3)3k1!

= k3L (3—k)3El kg
0 0 0
00 O
Exemplo 4.10. SejaA= | 1 0 —1 |.SejaT :R3 — R3 definido por T(X) = AX, para todo
01 0

X € R3O seu polinémio caracteristico é p(t) = —t(t* + 1) = —t(t — i)(t +i). Portanto, os
autovalores de T : C" — C", definido por T(X) = AX, paratodo X € C3sdo A\ =0,y =i e
A3 = —1i

0O 0 0
A2=10 -1 0
1 -1
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Vamos calcular A¥, para k > 3. Existem polindmios gy (t) e r4(t) tais que
t* = qu()p(t) +r(t), em que o grau de r4(t) é menor que 3. (4.12)

Para determinar r(¢) vamos usar o fato de que os autovalores de Tz também anulam p(t). Sejam
a,b, c € R tais que ry(t) = at? + bt + c. Substituindo-se t = 0,4, —i em (4.12) obtemos o sistema

0 = + c
= —a + b + ¢
(—=i)f = —a — ib + ¢
cuja solugdo é a = — cos(22),b = sen(’Z) e ¢ = 0. Assim, para k > 3, pelo Teorema de Cayley-

Hamilton, temos que

A = q(A)p(A) - cos(%r)A2 + Sen(k—W)A

2
k k
= —cos(—W)A2+sen(77T)A
0 0 0
= sen()  cos(%) —sen(%F)
3
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 511)

4.1.1. Ache o polindmio caracteristico, os autovalores e os autovetores do operador 7' : R™ — R",
definido por T'(X) = AX, para todo X € R", para cada matriz:

@1 o [5 ]
fo1 2 [ 1.0 0

(c) |0 0 3 (d) | =1 3 0
[0 00 3 2 =2
[2 —2 3 [2 2 3

() |0 3 =2 |1 2 1
0 -1 2 2 -2 1

4.1.2. Ache bases para os auto-espacos associados a cada autovalor do operador 7' : R" — R",
definido por T'(X) = AX, para todo X € R", para cada matriz:

2 00 (2 3 0
@ |3 -1 0 (b) |0 1 0
|0 4 3 |0 0 2
1 2 3 4 [2 2 3 4
0 -1 3 2 023 2
@10 03 3 @ o011
0 0 0 2 000 1

4.1.3. Verifique quais das matrizes sdo diagonalizaveis:
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[ 1

1
1
4
1

e}

o O =
|

o = o =

N DN W

4.1.4. Ache para cada matriz A, se possivel, uma matriz ndo-singular P tal que P~* AP seja diagonal:

(a)

()

4
9 (b)
1 -2
0 4 (d)
1 4
1 2
10 (b)
1 3]
2 3]
10 (d)
12 |

4.1.5. Determine para cada matriz A as poténcias A*, para k =

()

()

1 2
00 (b)
1 3
23
10 (d)
-2 3

Exercicios usando o MATLAB®

4 2 3
2 1 2
-2

3
0
| 0

S NN

1
0
0
1,2,37

|
i

0 0
0 0
-1 1

>> syms x y z diz ao MATLAB® que as varidveis x, y e z s3o simbélicas;

Algebra Linear e Aplicacoes
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>> A=[all,al2,...,aln;a21,a22,...; ...,amn] cria uma matriz, m por n, usando os
elementos all, al2, ..., amn e a armazena numa variavel A;

4.1.6.

4.1.7.

>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1,
., An colocadas uma ao lado da outra;

>> solve(expr) determina a solugdo da equagdo expr=O0. Por exemplo,
>> solve(x~2-4) determina as solugdes da equacio % — 4 = 0;

>> subs (expr,x,num) substitui na expressao expr a varidvel x por num.
>> [P,D]=eig(A) determina matrizes P e D (diagonal) tais que AP=PD.
inv(A) calcula a inversa da matriz A.

A=sym(A) converte a matriz A numa matriz em que os elementos sdo armazenados no formato
simbdlico. A fun¢do numeric faz o processo inverso.

Comandos do pacote GAAL:

>> A=randi(n) ou >> A=randi(m,n) cria uma matriz n por n ou m por n, respectivamente,
com elementos inteiros aleatdrios.

>> escalona(A) calcula passo a passo a forma reduzida escalonada da matriz A.

Defina as matrizes B=sym(randi(2)) e A=[B-B’ ,zeros(2,1) ;zeros(1,2) ,randi]. A ma-
triz A é diagonalizavel? Por que?

Defina as matrizes L=[eye(2) ,zeros(2,1) ;randi(1,2),0] e A=sym(L*L’). Determine
o polindmio caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente
independentes com o maior nimero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal)
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4.1.8.

4.1.9.

4.1.10.

4.1.11.
4.1.12.

4.1.13.

tais que inv (P)*A*P=D, se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e
compare com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([2*a,a-b,a-b;0,a+b,b-a;0,b-a,a+b]). Determine
o polindmio caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente
independentes com o maior ndmero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal)
tais que inv (P) *A*P=D, se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e
compare com as matrizes que Vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([a,0,b;2*b,a-b,2%b;b,0,a]). Determine o polindmio
caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente independen-
tes com o maior nimero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que
inv (P) *A*P=D, se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare
com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi (se obtiver a=0, repita até que a seja diferente de zero) e b=randi. De-
terminar os autovalores e autovetores do operador T : Py — P, definido por T'(p)(z) =
p(z) + (ax + b)p'(z), para todo p € Py. Determine, se possivel, uma base C de P, tal que
[T)$ é uma matriz diagonal.

Repita o exercicio anterior, mas com a=0.

Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicios Teoricos

Demonstre:
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(a) A é semelhante a A;
(b) Se A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A;
(c) Se A é semelhante a B e B é semelhante a C, entdo A é semelhante a C.

4.1.14. Seja )\ um autovalor de 7' com autovetor associado V. Demonstre que \* é um autovalor de
Tk =T ...T associado a V, em que k é um inteiro positivo.

4.1.15. Um operador T' é chamado nilpotente se 7% = O, a transformac3o linear nula, para algum
inteiro positivo k. Demonstre que se T' é nilpotente, entdo o Unico autovalor de 7' é 0.
(Sugestdo: use o exercicio anterior)

4.1.16. Seja T': V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensio finita V.

(a) Mostre que o determinante de 7" é o produto de todas as raizes do seu polindmio
caracteristico, incluindo as multiplicidades; (Sugestdo: det(T" — A) = pr(\) =
(=D)" A =X) ... (A= An).)

(b) Mostre que T" é singular se, e somente se, 0 for um autovalor de 7.

4.1.17. Seja A\ um autovalor de um operador invertivel " com autovetor associado V. Mostre que
1/X é um autovalor de 7! com autovetor associado V.

4.1.18. Seja T': V — V um operador linear. Mostre que se W é um subespaco T-invariante, entdo
W é T*-invariante, para todo inteiro positivo k e p(T')-invariante, para todo polindmio p(t).

4.1.19. Seja T' : V — V um operador linear. Sejam \q,..., Ay seus autovalores distintos. Seja

W, =N(T —X\I), parai=1,... k.
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(a) Mostre que T' é diagonalizavel se, e somente se,
V=W, & --- oW,

(Sugestdo: Vi + ...+ V, =0, com V; € N(T — \;I), parai = 1,...,k implica que
Vi =...=V, =0, pois caso contrario seria uma contradicio com a Proposicio 4.5 na
pagina 327)

(b) Suponha que T seja diagonalizavel. Para i = 1,...,k, seja P, : V — V definida da
seguinte forma. Seja V € V. V se escreve de maneira tnica como V = Vi + ... + V},
com V; € Wy, ..., Vi, € W,. Entdo, P;(V) = V;. Mostre que

i. P?=D, parai=1,...,k.

i. PL+...+ P, =1.

iii. P,P; =0, a transformagdo linear nula, se i # j.
(Sugest&o: use o Exercicio 3.3.18 na pagina 287.)

4.1.20. Seja T : V — V um operador linear. Um polindmio com o coeficiente do termo de mais alto
grau igual a 1 é chamado polinbmio moénico. O polinémio modnico de menor grau tal que
p(T') = O, a transformagio linear nula, é chamado polinémio minimo de 7". Mostre que se T’
¢é diagonalizdvel e \q, ..., \x sdo os seus autovalores distintos, entao o polindmio minimo de T’
ém(A) = (A=) ... (A=Ag). (Sugestdo: Se V; € N(T'—\;), entdo m(T)(V;) = m(\)V; =
0. Escreva V=Vi+...+ Vi, comV, e N(T — N\ I) em(T) = (T — M\I)...(T — N\I).)

4.1.21. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial real de dimens3o finita. Entdo,
existe um subespago W de V, T-invariante, com 1 < dim(W) < 2.
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4.1.22. Seja T': V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimens3o n. Mostre que

(a) Para k > n, T* = r(T), em que r(t) é um polindmio de grau menor que n, que
depende de k. (Sugestdo: use o fato de que existem polindmios ¢(t) e 74 () tais que
th = q(t)pr(t) + rx(t) e o Teorema de Cayley-Hamilton na pégina 336.)

(b) Se T' é diagonalizavel e seu polindmio caracteristico tem m raizes distintas, entdo para
k >m, T* = ry(T), em que r(t) é um polindmio de grau menor que m, que depende
de k. (Sugestdo: use o fato de que existem polindmios ¢(t) e ry(t) tais que tF =
q(t)mz(t) + r(t), em que mp(t) é o polindmio minimo e o Exercicio 4.1.20.)

(c) A dimens3o do espaco gerado por I,T,T2,..., Tk ... é menor ou igual a n.

4.1.23. Seja p(t) = (—1)"(t" + a,_1t"' + ... + ag) o polindmio caracteristico do operador linear
T :V — V. Mostre que
(a) T é invertivel se, e somente se, ag # 0.
(b) Se T é invertivel, entdo
—1
T7'=—[T""+a, T+ .. +al].
Qo

(Sugestdo: use o Teorema de Cayley-Hamilton na pagina 336.)

4.1.24. Seja T : R™ — R™ um operador linear definido por T'(X) = AX, para todo X € R", em que

00 ---0 ag
10 --- 0 a;
0 0 1 Ap—1
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para agp, ay,...,a,_1 € R. Mostre que o polinbmio caracteristico de 1" é
P() = (=1 (ag + art + . .. + an_1t" " — "),
(Sugest3o: faga o desenvolvendo do determinante de A — A\, em termos da 12 linha)
4.1.25. Seja p(t) = ag + ayt + ... + a,_1t""' + " um polindmio mdnico de grau n. Mostre que a
matrizn X n
00 -0 —ay
10 -0 —ay
A=
00 -+ 1 —a,
é tal que o polindmio caracteristico do operador linear T : R™ — R" definido por T'(X) = AX,
para todo X € R" é pr(t) = (—1)"p(t). Esta matriz é chamada matriz companheira do
polindmio p(t).
4.1.26. Seja V um espacgo vetorial real. Seja V¢ a complexificacao de V, ou seja, é o conjunto

das expressdes V + iWW, em que VW € Ve i = /—1. Em V¢, V +iW = V' +iW’
significa V =V’ e W = W’'. A soma em V¢ é definida por (V} + iWy) + (Vo + iWsy) =
(Vi + Vo) + (W7 + Ws). A multiplicagdo por escalar complexo é definido por (a + i3)(V +
iW) = (aV — W) +i(aW + V). Para todo operador linear ' : V — V, define-se a
complexificagao de 7', T : V¢ — V¢ por Te(V +iW) = T(V) + ¢ T(W), para todos
V., W € V. Mostre que

(a) Toda base de V é uma base de V.
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(b) Se B={Vi,...,V,} é uma base de Ve T :V — V é um operador linear de V, entdo
[T)% = [Te]3. Portanto, os polindmios caracteristicos de T e de T¢ s3o iguais.

(c) Se V+iW é um autovetor de T associado a A = a+if3, com (3 # 0, entdo W = [V, W]
é um subespacgo T-invariante.

(d) Se V +iW é um autovetor de T associadga A=a-+i, com 3 #0, entdio V —iW
é também um autovetor de T associado a A = o — i3 e que By = {WW,V'} é uma base
(ordenada) de um subespaco W de V, T-invariante, tal que a matriz da restricdo Ty de
T aWeé

By | & -3
mi =G h .

4.1.27. Um operador linear T : V — V em um espaco vetorial real de dimensdo n é chamado semi-
simples se a complexificacdo T¢ : Ve — V¢ é diagonalizdvel. Mostre que se 17" é um operador
semi-simples, entdo existe uma base € de V tal que

Dy 0 ... 0
0 D2 oo O Qi _ﬁ
¢ _ ). - i )
T)e = 5 .|y emaue D; = [\]ou D; { E }
0 ... 0 Dy

4.1.28. Considere o sistema de equacdes diferenciais lineares

dﬂ?l
— = an®; + appry + ... + AT,
dt
dx,,
E Ap1T1 + ApoTo + ... + QppTy
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4.1.29.

4.1.30.

Ele pode ser escrito na forma de uma equacdo diferencial vetorial % = AX, em que A =
(@ij)nxn. Suponha que a matriz A seja diagonalizdvel, ou seja, suponha que exista uma matriz
A 0 ... 0

0 X ... 0
Ptalque P"'AP = D,emque D = _ 2 _ .| . Mostre que a solucao do sistema

0 ... 0 A\

.. 0
X({t)y=P| . _ _ P7'X(0), parat>0.
0 ... 0 eM

Sejam T, S : V — V. Mostre que T'S e ST possuem os mesmos autovalores. (Sugest3o:
Separe em dois casos: A = 0 e A # 0. No segundo caso, mostre que se V' é autovetor de T'S,
entdo SV é autovetor de ST'.)

Seja T : V — V. Suponha que V tenha dimens3o finita. Mostre que o traco de T é igual a
soma das raizes do seu polindmio caracteristico, incluindo as multiplicidades. (Sugestdo: use
o fato de que tr(AB) = tr(BA).)
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4.2 Operadores Auto-adjuntos e Normais

Vamos supor que para um operador linear 7' : V — V em um espaco vetorial com produto
interno de dimens3o finita, exista uma base ortonormal B tal que [T']3 seja diagonal. Entdo, [T™]3
também ¢é diagonal. Assim, T =TT, pois matrizes diagonais comutam. Isto motiva a seguinte
definicao.

Definicao 4.6. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial com produto interno.
Dizemos que 1" é operador normal se, 171" = T*T.

Sao validas as seguintes propriedades para um operador normal.

Proposicao 4.10. Seja T : V — V um operador normal em um espago vetorial com produto
interno. S3o vdlidas as seguintes propriedades:

(a) [TVl = [[T*(V)

, para todo vetor V € V.
(b) SeV étal que T(V) = AV, entdo T*(V) = \V.

(c) Os autovetores de T' associados a autovalores diferentes sdo ortogonais.
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Demonstracdo. (a) SejaV € V.

TP =(T(V),T(V)) = (V,T"T(V)) = (V.TT*(V)) = (T*(V),T*(V)) = [|T"(V)I|*.

(b) Como T é normal, entdo T'— A\l também é normal (verifique!). Assim, pelo item anterior
17(V) = AV = [[(T = AD)* (V)| = [[(T = AD)(V)[| = [IT(V) = AV]| = 0.
Logo, T*(V) = AV.

(c) Sejam V; e V, autovetores de T associados aos autovalores \; e Ay, respectivamente, com
A1 # Ao. Entdo, pelo item anterior, temos que

A (V1 Va) = (A1, Va) = (T (W), Vo) = (V1, T"(V2)) = <V1>X2V2> =X (V1, V2).

Assim,
(Al - )\2) <‘/17 ‘/2> - 0

Como, A\ # Ag, entdo (V4, Va) = 0.
]

Seja T : V — V um operador normal. Para encontrarmos uma base ortonormal B tal que [T]3
seja diagonal, precisamos encontrar, para cada autovalor, autovetores ortonormais associados a eles,
ja que autovetores associados a autovalores diferentes ja s3o ortogonais. Para isso, podemos aplicar
o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt a cada conjunto de autovetores L.|. associados a
cada um dos autovalores.
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Exemplo 4.11. Considere o operador T : R? — R? definido por T'(X) = AX, para todo X € R?,
em que

A:

DN DN >~
DN =~ DN
N DN

Este operador é normal, pois 7" = T'. O seu polindmio caracteristico é
p(A) = det(A — \3) = (A — 2)*(8 = \)

Portanto os autovalores de 17" sdo A\ =2 e Ay = 8.

Os autovetores associados aos autovalores A\; = 2 e Ay = 8 s3o as solugdes de (A — N\ [3)X =0
e (A — \oI3) X = 0 respectivamente.

A forma escalonada reduzida de

2 2 2 111
A=-2I3=1|2 2 2 é 000
2 2 2 000
Portanto o autoespaco associado a Ay =2 é

Wi ={(-a—08,8,a)|a,f € R},

Agora, (—a — f3,5,a) = a(—1,0,1) + 5(—1,1,0). Assim, os vetores V; = (—1,0,1) e Vo =
(—1,1,0) geram W;. Como além disso, eles sdo L.I. (um ndo é miltiplo escalar do outro), entdo
eles formam uma base para W;.

Para encontrar dois autovetores ortonormais associados a \; = 2 vamos usar o processo de
ortogonalizagdo de Gram-Schmidt aos vetores V; e V5.

Wy =V, =(-1,0,1); Wy = Vo — projy, Vo = (=1/2,1,-1/2)
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1
Uy = (W) Wy = (=1/v2,0,1/v?2)

1
U, = (W) Wy = (—=1/v6,2/v6,—1/v6)

Com relagdo ao autovalor Ay = 8, temos que a forma escalonada reduzida da matriz

4 2 2 1 0 -1
A—8L=| 2 -4 2| ¢ |0 1 -1
2 2 —4 00 0

Assim, o autoespaco associado a Ay = 8 é

Wy ={(o, 0, ) | @« € R}.
O conjunto {V3 = (1,1,1)} é uma base para Wy, pois como («, a, ) = (1,1, 1), V3 gera Wy

e um vetor n3o nulo é L.I. Assim, o vetor

1
Us = (W) Vy = (1/V3,1/3/3,1/V/3)

forma uma base ortonormal para W,.
Como o operador T' é normal, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais.
Portanto, Uy, U, e Us sdo ortonormais e assim a base C = {U;, U,, U3} é tal que

(7] =

S O N
S NN O
co O O
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Vamos mostrar que usando o procedimento usado no exemplo anterior, para operadores normais,
cujas raizes do polindmio caracteristico pertencem ao conjunto de escalares, sempre encontramos
uma base ortonormal em que a matriz do operador é diagonal. Para isso, precisamos provar o
seguinte resultado.

Proposicao 4.11. SejaT : V — V um operador linear em um espaco vetorial com produto interno.
Se W é um subespaco T-invariante, entio W+ é T*-invariante.

Demonstracdo. Seja V € W+, Vamos mostrar que T*(V') também pertence a W+. Seja W € W
qualquer. Temos que
W, T*(V)) =(T(W),V) =0,

pois, como W é T-invariante, entdo T(W) € W. Logo, T*(V) € W+ e portanto W+ é
T™-invariante. t

Teorema 4.12. SejaT : V — V um operador linear em um espaco vetorial com produto interno de
dimensao finita tal que as raizes do seu polinébmio caracteristico pertencem ao conjunto de escalares.
Existe uma base ortonormal de'V, C, tal que [T]g € diagonal se, e somente se, o operador'l’ é normal.
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Demonstracdo. Seja n = dim(V). O resultado é claramente verdadeiro para n = 1.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para operadores lineares em espagos de dimensdo n—1,
cujas raizes do polindmio caracteristico estejam no conjunto de escalares.

Seja A1 uma raiz do polindmio caracteristico de T', pr(t). Seja Vi um autovetor unitdrio de
T associado a A;. Seja W; = [V4]. W; é claramente T-invariante. Pela Proposicido 4.10 na
pagina 351, Vi é também autovetor de T*. Logo, W; é também T™*-invariante. Como T** =T,
entdo pela Proposicdo 4.11, W, = W+ é T-invariante e T*-invariante.

Seja Ty, a restricdo de T a Wy. A dimensao de Wy é n — 1, pois pela Proposicao 2.11 na
pagina 158 V = W @ W+. O polindmio caracteristico de Tyy,, pela Proposicio 4.6 na pagina 333
é um fator de pr(t). (Tw,)* é igual a restricdo de T a W,.

Assim, Ty, € um operador normal em um espago de dimensao n—1, cujas raizes do seu polindmio
caracteristico estdo no conjunto de escalares. Como estamos assumindo que o resultado é verdadeiro
neste caso, entdo existe uma base ortonormal de W, ©,, tal que [TWQ]% é diagonal. Claramente,
€ = {V1} U Cy é uma base ortonormal de V tal que [T]§ é diagonal.

Por outro lado, se existe uma base ortonormal, tal que [T]$ é diagonal. Ent3o, [T*]$ também é
diagonal. Assim, T'T™* = T*T, pois matrizes diagonais comutam. O

Se o espaco vetorial for complexo, isto é, se o conjunto de escalares é o conjunto dos nimeros
complexos, entao todas as raizes de um polindmio pertencem ao conjunto de escalares e portanto
todo operador normal é diagonalizavel. Entretanto, se o espaco vetorial é real, isto é, se o conjunto
de escalares é o conjunto de niumeros reais, entdo pode acontecer do polindOmio caracteristico de um
operador normal ter raizes complexas que portanto n3o pertencem ao conjunto de escalares. Neste
caso ele n3o sera diagonalizdvel. Se o operador for tal que T* = T', entdo isto ndo acontece.
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Definicao 4.7. Seja T' : V — V um operador linear em um espac¢o vetorial com produto interno
de dimens3o finita. Dizemos que T' é operador auto-adjunto (ou hermitiano) se, 7 =T

Proposicao 4.13. SejaT : V — V um operador auto-adjunto em um espaco vetorial com produto
interno de dimensao finita. S3o validas as seguintes propriedades:

(a) Se o espaco vetorial V é complexo, entdo os autovalores de T' so reais.
(b) As raizes do polinémio caracteristico de T' so reais.

(c) Os autovetores de T' associados a autovalores diferentes sdo ortogonais.

Demonstracdo. (a) Seja V €V, V #£ 0 tal que T(V) = AV. Entdo, pela Proposicdo 4.10(b)
na pagina 351, temos que
NV =T(V)=T*V) = \V.

Logo, A = ), ou seja, \ é real.

(b) Sejam B uma base ortonormal de V e A = [T]2. Defina o operador S : C* — C" por
S(X) = AX, para todo X € C". O operador S é auto-adjunto e tem o mesmo polindmio
caracteristico de T". Assim, as raizes do polinémio caracteristico de T sdo os autovalores de
S, que sao reais.
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(c) Este item é um caso particular da Proposicdo 4.10(c) na pagina 351.

Teorema 4.14. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial real com produto
interno de dimens3o finita. Existe uma base ortonormal de V, €, tal que [T|$ é diagonal se, e
somente se, o operador ' é auto-adjunto.

Demonstracao. Seja T : V — V um operador auto-adjunto em um espaco vetorial real. Como
pela Proposicao 4.13 as raizes do polindmio caracteristico de 1" sdo reais, entao elas sao autovalores
de T'. Segue, entdo, do Teorema 4.12 na pagina 355, que existe uma base ortonormal de V, C, tal
que [T]$ é diagonal.

Por outro lado, suponha que um operador linear 7' : V — V¥V em um espaco vetorial real é tal que
existe uma base ortonormal de V, C, tal que D = [T]g é diagonal. Ent3o, os elementos da diagonal

de D s3o autovalores de T', que sdo reais e portanto [T7]§ = [T]S, ou seja, T' é auto-adjunto. [J

Segue do Teorema 4.14, que todo operador auto-adjunto em um espaco vetorial real é diago-
nalizavel. Como conseqliéncia, todo matriz simétrica com entradas reais é diagonalizdvel. Mais
ainda.
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Teorema 4.15. Uma matriz A, n X n com entradas reais é simétrica se, e somente se, existe uma
matriz P ortogonal (isto é, P~ = P') e uma matriz diagonal D tal que

D= P'AP.

Assim, se A é simétrica com entradas reais, entao ela é diagonalizavel.

Demonstracao. Seja 7' : R™ — R"™ um operador definido por T'(X) = AX, para todo X € R".
Seja B = {E,...,E,} a base candnica de R". Pelo Teorema 4.14 existe uma base ortonormal C
de R" tal que [T']S = D é diagonal. Seja P a matriz mudanga de base de B para C. Pelo Exercicio
4.1.13c na pagina 310 a matriz P é ortogonal, ou seja, satisfaz P~1 = P!. Assim, pelo Coroldrio
3.20 na pagina 276, temos que

D =[T]$= P 'AP = P'AP.

Por outro lado se existem matrizes P simétrica e D diagonal tais que D = P!AP, entdo
A=PDP'e A' = (PDP")! = PD'P' = PDP" = A, ou seja, A é simétrica. O

Exemplo 4.12. Considere a matriz

Esta matriz é a matriz do operador do Exemplo 4.11 na pdgina 353. Assim, a matriz

—1/vV/2 —1/v6 1/V3
P = [U1UyUs] = 0 2/vV6 1/V3
1/vV2 —1/V6 1/V/3
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satisfaz D = P'AP, em que

I
o oW
oo
0w o o

Ja vimos que mesmo se o polinémio caracteristico de um operador tenha suas raizes no conjunto
de escalares, se ele ndo for normal, n3o existe uma base ortonormal, C, tal que TS seja diagonal.
Entretanto, sempre existe uma base C, tal que [T]§ seja triangular superior.

Teorema 4.16 (Schur). SejaT : V — V um operador em um espaco vetorial com produto interno
de dimensdo finita. Suponha que as raizes do polinbmio caracteristico de T estejam no conjunto de
escalares. Ento, existe uma base ortonormal C de V tal que [T é uma matriz triangular superior.

Demonstracdo. Seja n = dim(V). O resultado é claramente verdadeiro para n = 1.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para operadores lineares em espagos de dimensdo n—1,
cujas raizes do polindmio caracteristico estejam no conjunto de escalares.

Seja A\; uma raiz do polindmio caracteristico de T, pr(t). Entdo, A; é raiz do polindmio
caracteristico de T* (verifique!) e autovalor de T, pela Proposicdo 4.2(b) na pagina 319, pois
se \; é real, entdo \; = )\ e se \; n3o é real, entdo o conjunto de escalares é C e A1 pertence
ao conjunto de escalares. Seja Vi um autovetor unitario de 7™ associado a Al Seja W, = [V1].
Como W, é T*-invariante e T** = T, entdo pela Proposicdo 4.11 na pagina 355, Wy = W+ &
T-invariante. Seja Ty, a restricio de T a Wy = WL, A dimensio de W, é n — 1 (pois pela
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Proposicdo 2.11 na pagina 158 V. = W @ W) e o seu polindmio caracteristico, pela Proposicao
4.6 na pagina 333, é um fator de pr(t).

Assim, Tyy, é um operador linear em um espago de dimensdo n — 1, cujas raizes do seu polindmio
caracteristico estdo no conjunto de escalares. Como estamos assumindo que o resultado é verdadeiro
neste caso, entdo existe uma base ortonormal de Wy, €, tal que [ng]gi € triangular superior.
Claramente, € = €, U {V;} é uma base ortonormal de V tal que [T]$ é uma matriz triangular

superior. O
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 534)

4.2.1. Para cada matriz dada A, ache uma matriz ortogonal P tal que P*AP seja diagonal:

3 o [21]

1
1
U
1

o]
o]

—
@
N—r
OO NRFR O = = OO N

(g)

OO~ N O~ M= OO
N —m OO P OO OO -
_= N OO

o~

N—r
oo oo R, INOODO
OO OO DN NN
— O OO N M DNDDNO
o= O O

Exercicios Teoricos

4.2.2. (a) Mostre que X = (z,y) é ortogonal a V' = (a,b) # 0 com || X]|| = ||V]| se, e somente
se, X = (—b,a) ou X = (b, —a).

(b) Mostre que se A é uma matriz ortogonal 2 x 2, entdo existe um ndmero real 6 tal que

_ [COSQ —senﬁl ou A

cos 6 sen 6
sen d cos ’

senf —cosf

A primeira matriz tem determinante igual a 1 e é chamada matriz de rotacao.
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(Sugestdo: Comece com uma matriz (a;;)2x2 € use o fato de que as colunas sdo orto-
normais. Uma das equacdes serd a?; + a3, = 1. Faca a;; = cosf e ag; = send. Use o
item anterior.)

4.2.3. Seja T : V — V um operador normal em um espagco com produto interno. Mostre que

(a) N(T') = N(T™). (Sugestdo: use a Proposi¢do 4.10 na pagina 351.)

(b) Se V é de dimens3o finita, entdo J(7') = J(T*). (Sugestdo: use o Teorema 3.31 na
pagina 298.)

4.2.4. (Teorema Espectral) Seja T': V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimenso
finita com produto interno. Suponha que 7T seja auto-adjunto se V for um espaco vetorial
real e que T  seja normal se V for um espacgo vetorial complexo. Sejam Ay, ..., \; autovalores
distintos de 7. Sejam W; = N(T'— \;I) e P, : V — V a projecdo ortogonal em W;, para
1=1,..., k. Mostre que

Y V=W, & - &W,.

) WL_W1++W1,1+W2+1++W]€
c) P,P; = O, a transformagdo linear nula, se i # j.
) I =P, + ...+ P, chamada resolu¢do da identidade induzida por T'.
() T=MP + ...+ \Fy, chamada decomposicdo espectral do operador 7.

(Sugest3o: use o Exercicio 4.1.19 na pagina 345.)

4.2.5. Seja V um espago vetorial com produto interno de dimensao finita. Seja W um subespaco de
V. Mostre que a proje¢do ortogonal em W, P : V — V, P(V) = projywV, é um operador
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4.2.6.

4.2.7.

4.2.8.

auto-adjunto. (Sugestdo: mostre que (P(V), W) = (V, P(W)), decompondo V' = V; + V5,
W = Wi 4+ W,, com ‘/17W1 cWe ‘/Q,WQ GWJ‘.)

Seja V um espaco vetorial complexo. Mostre que um operador 7' : V — V é normal se,
e somente se, existe um polindmio p(t) tal que T* = p(T). (Sugestdo: Mostre que se
T = MP,+ ...+ M\Py é a decomposigdo espectral de T' e p(t) é um polindmio, entdo
p(T) = p(A)PL + ... + p(Ax)Pr. Use o fato de que existe um polindmio p(t) tal que

p(Ni) =N, parai=1,...,k)

Seja T : V — V um operador normal em um espaco vetorial complexo. Seja W um subespaco
de V. Mostre que

(a) Se W é T-invariante, entdo W é também T*-invariante. (Sugestdo: use o exercicio
anterior e o Exercicio 4.1.18 na pagina 345.)

(b) Se W é T-invariante, entdo W+ também ¢ T-invariante.

Dizemos que um operador auto-adjunto 7" : V — V, em um espaco com produto interno de
dimens3o finita é (definido) positivo se (T(V),V) > 0, para todo V € V,V # 0. Mostre
que sdo equivalentes as seguintes afirmac¢des:

(a) O operador T ¢ definido positivo.

(b) O operador T' é auto-adjunto e todos os autovalores de 7" sdo positivos.

(c) Existe um operador auto-adjunto e definido positivo S tal que 7' = S2. O operador S é

chamado raiz quadrada de 7.

(Sugestdo: Mostre que (a)=-(b)=-(c)=-(a). Na parte (b)=-(c) defina S na base em que a
matriz de 7" é diagonal.)
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4.2.9.

4.2.10.

4.2.11.

4.2.12.

4.2.13.

Um operador T': V — V em um espago com produto interno tal que ||T'(V)|| = [|V||, para
todo V € V é chamado operador unitario, se o espaco vetorial V é complexo e operador
ortogonal se o espaco vetorial V é real. Mostre que T' é unitdrio (ortogonal) se, e somente
se, (T'(V), T(W)) = (V,W), para todos V,IW € V. (Sugestdo: use as identidades polares,
exercicio 2.1.11 na pégina 138.)

Mostre que um operador T' é unitério (ortogonal) se, e somente se, T* existe e T*T = TT* =
I. (Sugestdo: mostre que se T é unitério, entdo T' é invertivel e T* = T1.)

Seja T : V — V um operador em um espago com produto interno de dimens3o finita. Mostre
que as afirmagdes seguintes sdo equivalentes:

(a) O operador T é unitario (ortogonal).
(b) O operador T' leva base ortonormal em base ortonormal.

(c) Existe uma base ortonormal B = {V;,...,V,}, tal que {T'(V1),...,T(V,,)} é uma base
ortonormal.

(Sugestdo: Mostre que (a)=-(b)=(c)=-(a). Na parte (c)=-(a), mostre que (T'(V),T(W)) =
(V,W), para todos V,\W € V.)

SejaT : V — V um operador linear invertivel em um espago com produto interno de dimensao
finita. Mostre que existe um operador auto-adjunto definido positivo P e um operador unitario
(ortogonal) U, tal que 7' = PU. Esta decomposi¢do é tnica chamada de decomposi¢cao
polar de T'. (Sugestdo: Sejam P = (TT*)'/? e U = P~'T. Mostre que UU* = I.)

Uma matriz A, n x n, é chamada (definida) positiva se o operador 7' : R™ — R" definido
por T'(X) = AX, para todo X € R" é um operador definido positivo. Para k = 1,... n,
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seja Ay a submatriz obtida de uma matriz A, n X n, eliminando-se as ultimas n — k linhas e
colunas. Aj é chamada submatriz principal de A de ordem k. Mostre que se A é simétrica
e definida positiva, entao

(a) A é ndo singular;

(b) det(A) > 0;

(c) as submatrizes principais A1, ..., A, sdo todas definidas positivas. (Sugestdo: considere
vetores X, tais que os Ultimos n — k elementos sdo nulos e observe que (T'(X), X) =
X'AX.)

4.2.14. Seja T : V — V um operador linear normal em um espaco vetorial real de dimensdo n. Mostre
que existe uma base € de V tal que

Dy 0 ... 0
c _ o o 7 7
T)e = f S E em que D; = [\;] ou D; { 3 }
0 ... 0 Dy

(Sugest3o: use o Exercicio 27 na pagina 349.)

4.2.15. Mostre que um operador linear T : V — V € unitdrio se, e somente se, ele é normal e |\| =1
para todo autovalor A\ de T

4.2.16. Seja T : V — V um operador linear ortogonal em um espaco vetorial real de dimensdo n.
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Mostre que existe uma base C de V tal que

Dy 0 ... 0
0 Dy ... 0 cosf; —send;
c __ o o i %
T)e = f S E em que D; = [£1] ou D; [ senf,  cosf, }
0 ... 0 D

4.2.17. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimens3ao n. Mostre que se
T* = O, a transformacdo linear nula, para algum k£ > n, entdo 7" = O. (Sugestdo: Se A
é uma matriz triangular superior, entdo [A’]; = (a;)’ e assim o polindmio caracteristico de
T é pr(A) = (—=1)"\". Use o Teorema de Schur na pagina 360 e o de Cayley-Hamilton na
pagina 336.)
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4.3 Aplicacao na ldentificacao de Conicas
Uma equacao quadratica nas varidveis = e y tem a forma
az® +bxy +cy? +de+ey+ f =0,

onde a,b,c,d,e e f sdo nlmeros reais, com a,b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Esta equacao
representa uma (se¢do) cénica, por poder ser obtida da intersecdo de um cone circular com um
plano. As conicas mais importantes s3o elipses, hipérboles e pardbolas, que sao chamadas de conicas
nao degeneradas. As outras que incluem um tnico ponto, um par de retas, sdo chamadas conicas
degeneradas.

Dizemos que a equacdo de uma conica nao degenerada estd na forma padrdo se ela tem uma
das formas dadas na Figura 4.1 na pagina 371.

Nesta secdo veremos como a diagonalizagdo de matrizes simétricas pode ser usada na identi-
ficacdo das coOnicas cujas equagoes nao estao na forma padrao.

Vamos estudar alguns exemplos.

Exemplo 4.13. Considere a conica C' cuja equagdo é
522 — 4oy + 8y* — 36 = 0.
Esta equacdo pode ser escrita como

X'AX —36=0, (4.13)

[
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O polindmio caracteristico de A é

D—A =2

p(A\) = det(A — \Ip) = det [ 9 g1

] =X\ — 13\ +36.

Logo, os autovalores de A sdo A\; =4 e \y = 9. Os autovetores associados a A\; = 4 sdo as solucdes

nao nulas do sistema

ERIMEHE
V, = {(20,0) | @ € R},

Assim, V; = (2,1) é uma base para V;, pois gera V,; e é LI. E W, =
ortonormal para V;.
Os autovetores associados a Ay = 9 s3o as solugcdes ndo nulas do sistema

ou

cuja solucao é

Vi
[[Vall

= (. Jz) € uma base

ot
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370
2 2 2 2
T Y . ) iU
—+>==1,a>0b Elipse —+—=—=1,a>b
a2 b2 ' P az b2 ’
y y
(0, a)
(b,0)
(—a,0) (a,0) (=b,0) (b,0)
(—b,0)
(0, —a)
2 2 2 2
T L T
r Y Hipérbole vy _ T
az b2 a? b?
<& y “’/‘f y
\\\ 7 o
o ® &\\ ///‘c
N N
&,
0, a)
(=a,0) (a,0)
(0, —a)

Algebra Linear e Aplicagoes Julho 2004



4.3 Aplicacao: ldentificacao de Conicas 371

y? =4px, p>0 Parabola w? =dpy, p>0
B '
Il
TLY=-p
y? = 4px, p <0 z* =4dpy, p<0
Y h riy=-—p !

Figura 4.1: Cdnicas ndo degeneradas com equagdes na forma padrao
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ExllHEHE
Vy = {(—,20) | o € R}.

Assim, Vo = (—1,2) é uma base para V;, pois gera Vo e é LI E W, = \“;2 = (=
base ortonormal para V,. Portanto,

ou

cuja solucao é

¥

D = P'AP
onde,
40 % =
D: 09 ,eP:[W1W2]: 12 .
V5 VE
/
Vamos fazer a mudanca de varidveis X = PX’, onde X' = { i, ] na equagdo (4.13).
Substituindo X = PX’ na equagdo (4.13), obtemos
X'"'(P'AP)X" — 36 =0,
ou
X"DX' —36 =0,
ou
4z + 9y — 36 = 0,
ou ainda . .
% + yz —1 (4.14)
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que é a equacgdo de uma elipse cujo esbogco é mostrado na Figura 4.2. Para fazer o esbogo do
grafico, em primeiro lugar temos que tracar os eixos x’ e y’. O eixo x’ passa pela origem, é paralelo
e possui o mesmo sentido do vetor W; (primeira coluna de P) e o eixo y’ passa pela origem, é
paralelo e possui o mesmo sentido de W, (segunda coluna de P). Depois, a partir da equagdo
(4.14), verificamos na Figura 4.1 na pagina 371 a forma da curva em relagdo aos eixos x' e y'.

Exemplo 4.14. Considere a conica cuja equagao é dada por

20 80
52% —day + 8y + —=2 — —(=y +4=0.

Vi Vb

Esta equacdo pode ser escrita como
XAX +KX +4=0,
onde
=[5 P ex=[8 8]
A matriz A é a mesma do exemplo anterior. Assim, temos que
D = P'AP

onde,

D:[é 8} e P:[WIWQ]:[

AN
ShsIL

(4.15)
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Wo W1

Figura 4.2: Elipse do Exemplo 4.13
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/
Vamos fazer a mudanga de varidveis X = PX’, onde X' = { z, ]
Substituindo X = PX’ na equagdo (4.15), obtemos

X"(P'AP)X' + KPX'+4=0

ou
X'"DX'+ KPX' +4=0,
ou
4o’ + 9y — 82’ — 36y +4=0.
ou ainda,

4(2" = 22)+ 9y — 4y ) +4 =0
Completando os quadrados, obtemos
4[(z? — 22"+ 1) = 1)+ 9[(y* — 4y +4) — 4] +4=0

ou
42" =12+ 9y —2)* - 36 = 0.

Fazendo mais uma mudanca de varidveis

= a2 —1ce (4.16)

y' o=y =2 (4.17)

obtemos
433//2 + 9y//2 —~36=0
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ou :L,//2 y//2

que é a equacao de uma elipse cujo esbogo é mostrado na Figura 4.3. Para fazer o esboco do
grafico, em primeiro lugar temos que tracar os eixos x” e y”, que por sua vez sio translacdes dos
eixos X' e y'. O eixo x’ tem a dire¢do e o sentido do vetor W (a primeira coluna de P). O eixo y’
tem a direcdo e o sentido do vetor W, (a segunda coluna de P). O eixo x” tem equagdo y” = 0.
Usando a equagdo (4.16) obtemos iy = 2. O eixo y” tem equa¢do z” = 0. Usando a equagdo
(4.17) obtemos ' = 1. Depois, a partir da equagdo (4.18), verificamos na Figura 4.1 na pégina

371 a forma da curva em relagdo aos eixos x” e y”.

Os exemplos anteriores sdo casos particulares do préximo teorema, cuja demonstracdo é feita da
mesma forma que fizemos com os exemplos e por isso deixamos para o leitor a tarefa de escrevé-la.

Teorema 4.17. Considere a equacdo
ar® +bxy + ey +dev+ey+ f =0, (4.19)

com a,b,c,d,e, f € R, sendob # 0 e a e ¢ ndo simultaneamente nulos. Entdo existe um sistema
de coordenadas (x',y'), onde a equacdo (4.19) tem a forma

)\137'2+)\2y'2—|—d':v'—|—e'y'—|—f20,

A:{b% bf]'

onde \i, Ay sdo os autovalores de
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Figura 4.3: Elipse do Exemplo 4.14
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Mais ainda,
X' =QX,

x/

onde X' = { Y ] X = [ z ] e Q é uma matriz ortogonal (Q~' = Q").
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 545)

Identificar a conica, achar a equacdo no ultimo sistema de coordenadas utilizado e fazer um esboco
do grafico.

4.3.1. 92?% — 4ay + 6y? = 30;

4.3.2. 3% — 8xy — 12y> + 81 = (;

4.3.3. 227 — 4oy — y? = —24;

4.3.4. 212% + 6zy + 13y> — 132 = 0;

4.3.5. 42% — 20zy + 25y — 152 — 6y = 0;

4.3.6. 922 + % + 62y — 10v/10x + 10v/10y + 90 = 0;

4.3.7. 522 + 5y — 6zy — 30v2x + 182y + 82 = 0;

4.3.8. 52 + 12zy — 12v/13z = 36;

4.3.9. 622 + 9y? — 4oy — 45z — 18V/by = 5;
4.3.10. 22 — > + 2V/3zy + 62 = 0;

4.3.11. 822 + 8y? — 16y + 33v2x — 312y + 70 = 0;
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4.3.12. 2% — 6y — Ty* + 102 + 2y + 9 = 0;

Exercicios usando o MATLAB®

Comandos do pacote GAAL:

>> [P,D]=diagonal (A) diagonaliza a matriz A, de forma que AP=PD, onde D é uma matriz
diagonal e P é uma matriz ortogonal.

>> subst (expr, [x;y], [a;b]) substitui na expressao expr as varidveis x,y por a,b, res-
pectivamente.

>> elipse(a,b) desenha a elipse 2—2 + Z—j =1.

>> elipse(a,b, [Ul U2]) desenha a elipse %22 + %2 =1, onde z’ e ¢/ sdo as coordenadas
em relacao a base ortonormal Ul e U2.

>> elipse(a,b, [U1l U2],X0) desenha a elipse %2 + yg—f = 1, onde z” e y” s3o as coor-
denadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e U2 e

pelo ponto XO.

>> hiperbx(a,b) desenha a hipérbole 2—; — Z—j =1.

>> hiperbx(a,b, [Ul U2]) desenha a hipérbole fl—’;—ﬁ = 1, onde 2’ e i/’ sdo as coordenadas

b2
em relacdo a base ortonormal U1l e U2.

12 y//2

>> hiperbx(a,b, [Ul U2],X0) desenha a hipérbole :”a/—2 — % =1, onde 2" e y" sdo as
coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e
U2 e pelo ponto XO.

2

>> hiperby(a,b) desenha a hipérbole Z—z — =1
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4.3.13.

4.3.14.

:13/2

>> hiperby(a,b, [Ul U2]) desenha a hipérbole %j—b—Q = 1, onde 2’ e y’ sdo as coordenadas
em relacdo a base ortonormal U1l e U2.

12 "2

>> hiperby(a,b, [Ul U2],X0) desenha a hipérbole ya/—z — % =1, onde 2" e y" sdo as
coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e
U2 e pelo ponto XO.

>> parabx(p) desenha a pardbola y? = 4pz.

>> parabx(p, [U1 U2]) desenha a pardbola 3> = 4pa’, onde 2’ e /' sdo as coordenadas em
relacao a base ortonormal Ul e U2.

>> parabx(p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola y? = 4px”, onde 2" e y" sdo as coordenadas
em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e U2 e por XO.

>> paraby(p) desenha a pardbola z? = 4py.

>> paraby(p, [U1 U2]) desenha a pardbola 2/? = 4py/, onde 2’ e / sdo as coordenadas em
relacdo a base ortonormal U1l e U2.

>> paraby(p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola 2”2 = 4py”, onde 2" e 3" s3o as coordenadas
em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e por XO.

Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicios Teoricos

Demonstre o Teorema 4.17 na pagina 376.
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4.3.15. Seja C' o conjunto dos pontos do plano que satisfazem a equacdo
azx® +bxy +cy’ +dr +ey+ f = 0.

a b/2}

b2 . Sejam \ ey os autovalores de A.

Consideremos a matriz A = [

a) Mostre que A\ = ac — b?/4.

)
b)
)
)

Mostre que se A > 0, entdo C' é uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.

c) Mostre que se A < 0, entdo C' é uma hipérbole, ou um par de retas concorrentes.

(
(
(
(d

Mostre que se A\ = 0, entdo temos duas possibilidades:

i. Se A # 0 ou p # 0, entdo C' é uma pardbola, um par de retas paralelas, uma reta
ou o conjunto vazio.

i. Se A= p =0, entdo C é uma reta.
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4.4 Forma Canonica de Jordan

Ja vimos (Exemplo 4.6 na pagina 331) que nem todo operador 7' : V — V em um espaco de
dimensao finita é diagonalizavel, ou seja, nem sempre existe uma base C de V tal que a matriz [T]g
é diagonal. Entretanto, para vérias aplicagoes, é suficiente que exista uma base € tal que a matriz

[T)§ tenha uma forma bastante préxima da forma diagonal chamada forma canénica de Jordan.

Definicao 4.8. Uma matriz J, n X n, esta na forma canoénica de Jordan, se ela é da forma

By 00 Y0
0 0 ;
J: . . . ) €m que J)\j = )
-2 - 0 0 - A 0
0 0 - Jy 0 0 Lo
para j =1,...,k. Jy, é chamado bloco de Jordan.
Exemplo 4.15. As matrizes
2000 50 0 0 -4 0 0 0 70 00
1200 15 0 0 1 -4 0 0 . 0700
0120}’ 00 -3 0]’ 0o 1 -4 0 0070
000 2 00 1 -3 0o 0 1 —4 0007
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estdo na forma candnica de Jordan. A primeira é formada de dois blocos de Jordan, o primeiro
sendo 3 X 3 e o segundo 1 x 1. A segunda matriz é formada de dois blocos de Jordan 2 x 2. A
terceira, por somente um bloco e a ultima por 4 blocos 1 x 1. A matriz

O O =N
O~ N O
NN OO
—_ o O O

nao estd na forma candnica de Jordan. Pois como os elementos da diagonal n3o sdo iguais, ela
teria que ser formada por pelo menos dois blocos de Jordan e [—1] deveria ser um bloco de Jordan
1 x 1. Entretanto, a entrada imediatamente acima de —1 ndo ¢ igual a 0.

4.4.1 Autoespaco Generalizado

Vamos supor que exista uma base € = {Vl(l), e Vrfll), cee Vl(k), e Vrf,l:)} de um espaco vetorial
V de dimensao n; + ... + ny = n tal que a matriz do operador linear 7' : V — V, esteja na forma
candnica de Jordan

R Y0 o

@ 6 J)\Q 6 J
[T]G =J= . . . em que JAJ- — . . .
0 0 0 0 A0
0 0 Jx, 00 0 Do

L 4 niXn;
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Assim,
) v 0 W OO

V") NV Vi ou (T—=ND(V) =V e (4.20)

TP = AV
parai=1,...,n;—1ej=1,... k. Ouseja,

(T = XDV 0,
(T = NIV = (T=ND(VY) =0, (4.21)

(T =\ 1y (V)

Portanto, os vetores da base C, Vi(j)

(T — N1~ (1)) = 0.

, e os elementos da diagonal de J, \;, satisfazem as equagdes

(T = AIH(V) = 0,

para k = 1,...,n;. Isto motiva a seguinte definicdo.

Definicao 4.9. Seja T' : V — V um operador linear. Um vetor V &€ V ndo nulo é chamado
autovetor generalizado de 71" associado ao escalar \ se

(T — A)*(V) =0, para algum inteiro positivo k.
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Observe que se V' é um autovetor generalizado associado a A e p é o menor inteiro positivo tal
que (T — AI)P(V) =0, entdo (T — AI)P~}(V) é um autovetor de T associado a \. Portanto, \ é
um autovalor de T'. Além disso, (T — AI)?(V) = 0, para todo ¢ > p.

Definicao 4.10. Seja A um autovalor de um operador 7' : V — V. O autoespaco generalizado
correspondente a A, é o subconjunto definido por

Wy ={V €V | (T - X)*V) =0, para algum inteiro k > 0}.
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Observe que W), consiste dos autovetores generalizados acrescentado o vetor nulo e contém o
autoespaco associado a A. Além disso W, é um subespago (verifique!) . Assim, temos a seguinte
seqliéncia de subespacos encaixados:

N(A=AL) SN(A=AL)PPC--- CW,CV.

Exemplo 4.16. Seja T : R?* — R3 o operador definido por T'(X) = AX, para todo X € R?, em
que
) 10
A= —4 10
-2 -1 3
O polindémio caracteristico de T' é dado por p(\) = det(A — Al3) = —(\ — 3)%. Assim, o Unico
autovalor de 7' é A = 3. A forma escalonada reduzida de

2 10 1 1/2 0
A=-3L3=| -4 -2 0 é 0 0 0
-2 -1 0 0 0 0

Assim, N(T'—3I) = {(—5,20,a) | a, 5 € R}.
Agora, (T — 3])2 = O, a transformacdo linear nula. Portanto,

W3 = N(A — 313)? = R,

J4 mostramos na Proposicao 4.4 na pagina 327 que um vetor nao pode ser autovetor associado
a dois autovalores distintos e que os autoespacgos sdo T-invariantes. O préximo resultado, genera-
liza isto para autovetores e autoespacos generalizados, ou seja, nao existe autovetor generalizado
associado a autovalores distintos e os autoespacos generalizados sao T-invariantes.
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Proposicao 4.18. Seja A um autovalor de um operador linear T : V — V em um espaco de
dimensdo finita. Ent3o:

(a) W, é um subespaco T'-invariante.

(b) A intersecdo de dois autoespacos generalizados associados a autovalores diferentes € igual ao
subespago nulo, ou seja, se y # \ sdo autovalores de T', entio W, "W, = {0}.

Demonstracao. (a) Para mostrar que W, é T-invariante, considere V' € W,. Seja p tal que
(T — AI)P(V) = 0. Entdo:

(T — XIPT(V)=T(T — X[)*(V) =T0 = 0.
Portanto, T'(V') € W,.
(b) Sejam p # A autovalores de T'. Inicialmente vamos mostrar que
Wy NN(T — pul) = {0}. (4.22)
Vamos supor que exista um vetor V' # 0 em Wy N N(T — uI). Seja p o menor inteiro tal

que (T — AI)P(V) = 0. Entdo, W = (T — AI)?~' (V') é um autovetor de T associado a \ e
€ também um autovetor associado a p, pois

(T = pI)(W) = (T — uI)(T = MNP~ (V) = (T = MPNT = uD)(V) = (T = AP0 = 0.
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Isto esta em contradi¢do com a Proposicdo 4.4(a) na pagina 327. Logo, V' tem que ser igual
ao vetor nulo.

Vamos supor, agora, que exista um vetor V # 0 em W, N'W,. Seja p o menor inteiro tal
que (T — puI)P(V) = 0. Entdo, W = (T — uI)?~' (V) é um autovetor de T associado a y e
€ também um autovetor generalizado associado a A, pois

(T = ADMT = X)PN(V) = (T = X)P"NT — X)¥(V) = (T — \[)P"'0 =0,

para algum inteiro positivo k. Isto estd em contradicdo com (4.22). Logo, V' tem que ser
igual ao vetor nulo.
O

No Corolario 4.7 na pagina 334 provamos que a dimensdo do autoespaco é menor ou igual
a multiplicidade de A no polindmio caracteristico. Na préxima proposicao generalizamos este re-
sultado para autoespacos generalizados. Este resultado é (til na determinacdo dos autoespacos
generalizados.

Proposicao 4.19. SejaT : V — V um operador linear em que as raizes do polinémio caracteristico
sdo autovalores de T'. Seja A\ € um autovalor de T tal que a multiplicidade de \ no polinbmio
caracteristico de 'I' é igual a m, entdo

(a) dim(W,) < m,

(b) Wy = N(T — \I)™.
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Demonstracao. Seja p a dimensao de W,.

(a) Como pela Proposicdo 4.18, W, é T-invariante, entdo pela Proposicdo 4.6 na pagina 333 o
polindmio caracteristico de Ty, é um fator do polindmio caracteristico de 7',

pr(t) = pry (t)q(t).
Vamos mostrar que o polindmio caracteristico de Tiy, € da forma prp, (t) = (=1)P(t — A)”.
Para isto vamos mostrar que A € o Unico autovalor de Ty, .
Sejam u # X e W € W, tal que (Tyw, — pl)W = 0. Entdo, W € W, nW, = {0}, pela
Proposicdo 4.18. Portanto, pr(t) = (t — M\)Pq(t) e p = dim(W,) < m.

(b) Claramente N(7'— AI)™ C W,. Vimos que W, é T-invariante e na demonstragdo do item
anterior que pr, = (—1)P(t — A)?, com p < m. O que implica, pelo Teorema de Cayley-
Hamilton na pagina 336, que (Tw, — AI)? = O, a transformagdo linear nula. Logo, para todo
W € W, temos que

(T =X (W) = (T = XI[)™ (T — X)’P(W) = (T — XI)™?(0) = 0.
O que mostra que W, C N(T'— AI)™. Portanto, Wy = N(T'— \I)™. O

Observacao. Segue da Proposicao 4.19 que, para determinarmos o autoespaco generalizado W,
associado a um autovalor \ de um operador 7" : V — V, devemos determinar

N(T — M), N(T — X)?,... ,N(T — \I)4,
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em que ¢ é o menor inteiro positivo tal que dim(N(7" — AI)?) é igual a multiplicidade de A no
polindmio caracteristico de T". Entdo, Wy = N(T"— A\I)“.

Exemplo 4.17. Seja T : R* — R* o operador definido por T'(X) = AX, para todo X € R%, em
que

2 -1 01
0 3 —-10
A= 0 1 10
0 -1 0 3

O polinémio caracteristico de T é dado por p(A\) = det(A — Ay) = (A — 3)(A — 2)3. Assim os
autovalores de 17" s3o A\ = 3 e Ay = 2. A forma escalonada reduzida de

1 -1 01 100 —1
0 0 —1 0 o100 o
A=3L=1 o 1 50| ¢ o001 o
0 -1 0 0 000 0

Assim, pela Proposicdo 4.19, W3 = N(T' — 3I) = {(,0,0,a) | a € R}. A forma escalonada
reduzida de

0 -1 0 1 010 —1
0 1 -1 0 oo 1 -1
A=2L=10 1 10| ¢ o000 o
0 -1 0 1 000 0
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Assim, N(T'—2I) = {(B, o, a, ) | , 5 € R}. A forma escalonada reduzida de

0 -2 1 1 01 —1/2 —1/2
0 00 0 00 0 0

_2: A
(A—2L) o 0oo0oo0| € oo 0 0
0 -2 1 1 00 0 0

Assim, pela Proposicdo 4.19, Wy = N(T — 21)? = {(v,a + 3,28,2a) | o, 8,y € R}.

Por (4.21) na pégina 385, temos que se existe uma base C de V tal que [T]§ estd na forma
candnica de Jordan, entdo a base C é formada de autovetores generalizados. Assim, para encon-
trarmos a forma candnica de Jordan precisamos encontrar o maior nimero possivel de autovetores
generalizados linearmente independentes.

O préximo resultado garante que um conjunto formado por grupos de autovetores generalizados
L.l., associados a autovalores diferentes, é L.I. Este resultado é uma generalizagdo da Proposicao
4.5 na pdgina 327.

Proposicao 4.20. Seja T' : V — V um operador linear em um espaco vetorial V de dimensdo
finita. Sejam A1, ..., \; autovalores distintos deT'. Se paracadai=1,...,1, {Vl(z), e ,Vk(:)} é€um

conjunto de autovetores generalizados L.l. associados a \;, entao {Vl(l), cee V,fll), cee Vl(l), cee Vk(ll)}
é um conjunto L.I.
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Demonstracao. Seja p um inteiro positivo suficientemente grande. Vamos, em primeiro lugar,
mostrar que se
Vi4+...+V, =0, (4.23)

com V; € N(T — \,I)P, entdo V; = 0, parai = 1,...,l. Vamos supor, por indugdo, que
Vi+... 4V =0,

com V; € N(T — N\, I)P, implica que V; =0, parai =1,...,1 — 1. Aplicando (T — \;I)? a ambos
os membros da equa¢ao acima obtemos

(T = MND)PVi + ...+ (T = NPV, = 0.

Pela Proposicio 4.18 e pela hipétese de inducio temos que V; = 0, para i = 1,...,1 — 1.
Substituindo-se V; = ... = V;_; = 0 na equagio (4.23) obtemos que também V; = 0.
Precisamos mostrar que a Unica solucao da equacao

0 (4.24)

é a solucgo trivial. Como V; = 2"V 4+ . 4+ azg V @ e N(T — A1), pelo que mostramos acima,
a equagdo (4.24) implica que

V=2V a0y =0,
parai=1,...,l. Comoparacadai=1,...,1[, Vli),...,Vk(f) sao L.l., entao asgi) =...= x,(c? =0
O que prova que todos os autovetores generalizados juntos sao L.I. O
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Exemplo 4.18. Seja T : R* — R* o operador definido por T'(X) = AX, para todo X € R%, em
que

2 -1 01
0 3 —-10
A= 0 1 120
0 -1 03

Ja vimos no Exemplo 4.17 que os autoespacos generalizados de T' sdo
W3 =N(A—-3L) ={(a,0,0,c0) |« € R} e

Wy = N(A - 21)* = {(v,a + 3,28,20) | o, 3,7 € R}.

O vetor V; = (1,0,0,1) forma uma base de W3 e os vetores V5, = (0,1,0,2),V3 = (0,1,2,0) e
Vi =(1,0,0,0) formam uma base de W,. Portanto, pela Proposicdo 4.20, segue que Vi, Vs, V3, V}
s3o L.I. e assim formam uma base de R*.

Vamos mostrar que se as raizes do polinbmio caracteristico de 1" sao autovalores, entdao sempre
existe uma base de V formada de autovetores generalizados.

Teorema 4.21. Seja T : V — V um operador tal que seu polinbmio caracteristico é da forma
p(A) = (=1)™A = A)™ ... (A= A\p)™, com Aq,..., N\ distintos. Sejam By, ..., By bases dos
autoespagos generalizados W, associados a \;, parai =1,...,k. Entao,

(a) B=B,U---UBy é uma base de V;
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(b) dim(W;) =n;, parai=1,... k.

Demonstracao. Vamos mostrar que V =W; ® ... & W,. Os dois itens sdo entdo decorréncia do
Exercicio 3.3.20 na pagina 288 e da Proposicao 4.19 na pagina 389.

Vamos provar para o caso em que k = 2. Sejam pi(A) = (A — A1)™ e pa(A) = (A — Ag)™2.
Como o maximo divisor comum de pi(A) e pa(N) € igual a 1, entdo existem polindmios mq(A) e
ma() tais que

1 =my(A)p1(A) +ma(N)p2(A).
Este resultado pode ser encontrado em qualquer livro de Algebra Abstrata como por exemplo [5].
Portanto, para todo vetor V € V

V =1(V) = my(T)p(T)(V) + ma(T)pa(T) (V).

Mas, my(T)p1(T)(V') pertence a Wy = N(po(T')) € mao(T)po(T) (V') pertence a Wy = N(py (1)),
pois pelo Teorema de Cayley-Hamilton:

pi(T)(ma(T)p2(T) (V) = ma(T) (pr(T)p2(T))(V) = ma(T)((—=1)"p(T)(V)) = 0

p2(T)(ma(T)p1(T)(V)) = ma(T) (pr(T)p2(T)) (V) = ma(T)((=1)"p(T)(V)) = 0.
Assim,
V=W; +W,.
Como pela Proposicao 4.18 na pagina 388, W; N Wy = {0}, entdo
V=W, & W,.

0l
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4.4.2 Ciclos de Autovetores Generalizados

Por (4.21), os vetores que formam a base € tal que [T]$ estd na forma canénica de Jordan
sdo autovetores generalizados. Mas além disso, por (4.20), segue que os vetores da base C que
correspondem a um bloco de Jordan formam um ciclo no sentido que se segue.

Definicao 4.11. Seja V' um autovetor generalizado correspondente ao autovalor A de um operador
T :V — V. Seja p o menor inteiro tal que (T — AI)?(V) = 0. O conjunto

Cy ={V,(T = A)(V),....(T =X (V)}

é chamado um ciclo de autovetores generalizados associados a \. Os vetores (T — \I)P~}(V)
e V s3o chamados vetor final e vetor inicial do ciclo, respectivamente. Dizemos também que o
comprimento do ciclo é p.

Observe que o vetor final de um ciclo de autovetores generalizados de um operador T' € o Unico
autovetor de 7" no ciclo. Assim, o maior nimero possivel de ciclos de autovetores generalizados L.1.,
associados a um autovalor A, é igual a dimens3o do nicleo de T — AI.

Exemplo 4.19. Seja T : R?* — R3 o operador definido por T'(X) = AX, para todo X € R?, em
que

4 1 -1
A= -1 1 3
-1 -1 4

Algebra Linear e Aplicagoes Julho 2004



4.4 Forma Canédnica de Jordan 397

O polinémio caracteristico de 7' é p(\) = —(A — 3)3. Assim o Unico autovalor de 7' é A = 3. A
forma escalonada reduzida de

1 1 -1 10 1
A-3L=| -1 -2 3 é 01 -2
-1 -1 1 00 O

Assim, N(T'—3I) = {(—a, 2, ) | @ € R}. A forma escalonada reduzida de

10 1 10 1
(A-3L)2=|-20 —2| ¢ |00 0
-1 0 -1 000

Assim, N(T — 3I)? = {(—a,3,a) | o, € R}. Agora, (A —31I3)> = 0. Assim, N(A — 313)? =
W3 = R3.

Os ciclos de W3 tém comprimento no maximo igual a 3. Para obtermos um ciclo de maior
comprimento possivel em W3, devemos tomar um vetor em W3 que n3o pertenca ao N(T — 37)2.
Para determinar um tal vetor calculamos (T — 31)? aplicado em vetores de uma base de W3 = R?.
Ou seja, (A —303)°| Ey Ey FE3 ] = (A — 3I3)%*I3 = (A — 3I3)%. Dai concluimos que os vetores
E; = (1,0,0) e E3 = (0,0,1) n3o pertencem a N(T — 3I)2. Assim,

Cp, = {F1, (A-3L)E, = (1,-1,-1), (A - 3L)*E, = (1,-2,-1)}
é um ciclo de autovetores generalizados associados a Ay = 3 de maior comprimento possivel.

Como queremos encontrar o maior nimero possivel de autovetores generalizados L.I. que
compdem ciclos, o resultado seguinte garante que basta que os autovetores que estdo nos ciclos (os
vetores finais) sejam L.l. para que o conjunto completo seja L.I.
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Teorema 4.22. Seja A um autovalor de um operador T' : V — V. Sejam Cy,...,C, ciclos de
autovetores generalizados de ' associados a )\ tais que os vetores finais dos ciclos sdo distintos e
linearmente independentes. Entdo, os C;’s sdo disjuntos (isto é, C; N C; = @, para i # j) e a unido

q
C = U C; € linearmente independente.
i=1

Demonstracao. Deixamos como exercicio a verificacdo de que os C;'s sdo disjuntos.

Vamos inicialmente supor que tenhamos apenas dois ciclos cada um com comprimento igual a
2 com dois vetores cada, C; = {V1, (T — AXI)(V1)}, Co = {Vo, (T — AI)(V5)} e que (T'— AI)(V1) e
(T — AI)(V3) sdo L.I. Considere a seguinte combinagdo linear nula:

.%'10‘/1 + x20‘/2 + 513'11<T — )\[)(‘/1) + ZL’Ql(T — )\])(‘/2) = (_) (425)
Aplicando-se T' — A\I em (4.25), obtemos:
l‘w(T - )\I)(‘/l) + $20<T — )\I)(‘/Q)

0.
O que implica que, x19 = x99 = 0. Substituindo-se estes valores em (4.25) obtemos que C; U G, é
L.l

Seja p o nimero de vetores de C. Se p = 1 o resultado é claramente verdadeiro. Suponhamos
que p > 1 e que o resultado seja verdadeiro se a unido dos ciclos contiver menos de p vetores. Vamos

mostrar que ele é verdadeiro se o nimero de vetores de C é p. Considere a seguinte combinagdo

linear nula:
q pi—1

poVi+ . aVy+ Y Y (T =AY (V;) =0. (4.26)

i=1 j=1
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Aplicando-se T'— AI em (4.26), obtemos:

q pi—1

DD @iy (T =AY (Vi) =0,

i=1 j=1

q
que é uma combinagdo linear nula de vetores de €' = [J C}, em que €, é o ciclo obtido de C;
i=1

retirando-se o vetor inicial, portanto tem o mesmo vetor final de G;. €’ tem menos de p vetores.

Como estamos supondo o resultado verdadeiro neste caso, temos que, z;; =0, parat=1,...,q e
q

j=0,...,p; — 2. Substituindo-se estes valores em (4.26), obtemos que C = |J C; é linearmente
i=1

independente. O

Observacdo. Para encontrar uma base C tal que [T]$ esteja na forma de Jordan, devemos para
cada autovalor A, encontrar um nimero de ciclos igual a dimens3o do autoespago determinado por
A. Sendo os ciclos de comprimento o maior possivel e com vetores finais (os autovetores de cada
ciclo) L.l. Para isso, para cada autovalor A com multiplicidade p no polindmio caracteristico de 71"

(a) Devemos determinar bases para N(T —\I),N(T' —\I)?,... ,N(T —\I )9, em que q é o menor
inteiro positivo tal que dim(N(T" — AI)?) = p.

(b) Os vetores iniciais dos maiores ciclos sdo os vetores que estdo numa base de W, = N(7T'— \I)?
e que ndo pertencem a N(T' — \I)?~!. Para isso, podemos tomar vetores que pertencem a
uma base de N(T — A\I)? e que ndo sdo combinac3o linear de uma base de N(7'— A1)~ ou
tais que (7' — AI)9~! aplicado neles seja diferente do vetor nulo.

Julho 2004 Reginaldo J. Santos



400 Diagonalizacao

(c) O ndmero de ciclos deve ser igual a dimensdo do autoespaco associado a A\. O nimero de
vetores da unido de todos os ciclos deve ser igual a dimensdo de W,. Para os ciclos de
comprimento j = ¢ — 1,...,1, se houverem, os vetores iniciais sdo vetores que pertencem a
uma base de N(T — AI)7 tais que (T — AI)’~! aplicado neles s3o linearmente independentes
com os autovetores (Ultimos vetores) dos ciclos j& determinados.

Exemplo 4.20. Seja T : R* — R* o operador definido por T'(X) = AX, para todo X € R?, em
que

2 -1 01
0 3 —-10
A= 0 1 10
0 -1 0 3

Ja vimos no Exemplo 4.18 na pagina 394, que os autovalores de 7" sdo A\{ =3 e Ay = 2 e que

( 3]) = {(O./,0,0,0Z) | o€ R} :Wg,
NT-2I) = {(B,a,a,a) |, ER} e
N(T =21 = {(v,a+f,26,20) | a, 8,7 € R} = W,

Todos os ciclos em W3 tém comprimento igual a 1. Seja V; = (1,0,0,1). Este vetor forma uma
base de W3 e serd o primeiro vetor da base C. Os ciclos de W, tém comprimento no maximo igual
a 2. Para obtermos um ciclo de maior comprimento possivel em W5, devemos tomar um vetor em
W, que ndo pertenga a N(T' — 21I).

{W; =(1,0,0,0), Wy = (0,1,1,1)} é uma base de N(T" — 2I).
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(Ws = (0,1,0,2), Wy = (0,1,2,0), W5 = (1,0,0,0)} é uma base de Wy = N(T' — 21)?.
Vamos descobrir entre os vetores Ws, Wy, W, qual(is) ndo pertence(m) a N(T'—2I). Para isso
vamos calcular (A — 213)[ W3 W, W; |:

00 1 1 —1 0
110 1 —1 0
(A=2L)[Ws WaWs ] =(A=2L) | « 5 o= |1 _1 o
2.0 0 1 =10

Portanto, W3 e W, pertencem a W, mas n3o pertencem a N(T' — 21).

Sejam Vo = W5 = (0,1,0,2), V3 = (A —21,)Vo = (1,1,1,1) o segundo e o terceiro vetor de
C, respectivamente. Precisamos ainda um vetor que pertenca a N(7" — 27) e que seja linearmente
independente com o vetor V3 = (T — 2I)(V3) = (1,1,1,1). E facil ver que W, e W, ndo sio
combinagdo linear de V3. Seja V, = W; = (1,0,0,0) o quarto vetor da base C.

Assim, se

P=[V,Va Vs V] = , entio P AP =

o O =
N O = O
— =
o O O
S O O W
S = N O
SN OO
N O OO

1

que estd na forma candnica de Jordan.

Exemplo 4.21. Seja T : R® — R? o operador definido por T'(X) = AX, para todo X € R3, em
que

5 10
A= | —4 1 0
-1 3
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Ja vimos no Exemplo 4.16 na pagina 387 que
N(T = 31) = {(~5,26,0) | a, § € R} e N(T — 31)* = R® = W,

Precisamos encontrar um vetor que pertenca ao N(7'— 37)? = R3, mas n3o pertenca ao N(7'—31)
que é o subespago que tem como base {V; = (0,0,1),V5 = (—1,2,0)}. Para isso, vamos descobrir
qual(is) vetores da base candnica ndo pertencem a N(7" — 31).

2 10
(A—3[3)[E1 EQ Eg] - (A—3[3)[3 :A—3[3 = —4 —2 0
-2 -1 0

Dai concluimos que os vetores £ = (1,0,0) e Ey = (0,1,0) ndo pertencem a N(7' — 31). Consi-
deremos entdo o ciclo iniciado com Wy = Ey. Wy = (A — 313)E, = (2,—4,2). Vamos tomar para
W3 um autovetor de T' que ndo é mudiltiplo escalar de W5. Por exemplo, W3 = V;. Assim, se

1
P = [Wl W2 Wg] = 0 — , entao PilAP =
0

(NI V)
_— o O
O = W

0
3
0

w o O

que esta na forma candnica de Jordan.

O préximo teorema, garante a existéncia de uma base em relagdo a qual a matriz do operador esta
na forma candnica de Jordan, se as raizes do polindmio caracteristico s3o autovalores do operador.
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Teorema 4.23. Seja T : V — V um operador tal que seu polinébmio caracteristico é da forma
p(A) = (=1)"(A = A)™ ... (A= X\g)™, com Ay, ..., N\ distintos. Ent3o,

(a) Para j =1,...,k, o autoespaco generalizado associado a \; tem uma base consistindo de
uma uniao de ciclos de autovetores generalizados associados a ;.

(b) Existe uma base C de V formada por uma unido de ciclos de autovetores generalizados tal
que [T|S estd na forma canénica de Jordan.

Demonstracdo. (a) Vamos mostrar que se A é um autovalor de T, entdo existe uma base de
W, consistindo de uma unido de ciclos de autovetores generalizados. Seja U : W), — W,,
definido por

UMW) =(T—A)(W), paratodo W € W,.

Observe que W é um autovetor generalizado de 1" associado a )\ se, e somente se, W é um
autovetor generalizado de U associado a zero. Assim, basta provarmos o resultado para U.

Seja p = dim(W,). Vamos supor que o resultado seja verdadeiro se a dimensdo do autoespago
generalizado for menor que p. J(U) é o autoespago generalizado da restricdo de U a J(U)
associado a zero. Como N(U) é n3o trivial, entdo dim(J(U)) < p. Como estamos supondo

o resultado verdadeiro neste caso, existem C,...,C) ciclos de autovetores generalizados da
k

restricdo de U a J(U) tais que €' = |J €} é uma base de J(U).
i=1

Para cada i = 1,...,k, C, = {W,,...,U"(W;)}, para W; € J(U). Logo, existem
Vi,...,Vi € Wy tais que C; = {U(V;),..., U™ (V;)}, parai =1,... k.
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Para cadai=1,...,k, seja C; = {V;} UC.. Sejam Viiq,...,V, tais que
o™t wvy), ..., U V,), Visr, ..., Vo} € uma base de N(U).

k
SejaC=J CU{Vig1} U---U{V,}. € é uma unido de ciclos L.I. pela Proposi¢do 4.22 na
i=1

pagina 398 e como € tem dim(J(U)) + dim(N(U)) = dim(W ) vetores, entdo C é uma base
de W, formada por ciclos de autovetores generalizados de U e portanto de 7T'.

(b) Paraj=1,...,njsejaC; ={V},...,(T—\;I)"(V;)} ciclos de autovetores generalizados
tais que C = ij C; seja uma base V, que existe pelo item anterior e pelo Teorema 4.21 na
pagina 394. E]n:tlﬁo,

T(T —ND'(V;) = (T—XMNDT (V) +MT = MDY (V). parai=0,...,n; —2e
T(T = ND™ V) = (T = ND(T = XD (V) + (T = N (V)
N(T = X 1) (V)),

Logo, a matriz [T]§ estd na forma candnica de Jordan. O

4.4.3 Aplicacao: Funcoes de Matrizes e Sistemas de Equacoes Diferen-
ciais Lineares
Vamos estender fungdes f € C°°(I) ao conjunto de todas as matrizes quadradas cujas raizes

do polindmio caracteristico sejam reais e estejam no intervalo I. Vamos estender inicialmente para
blocos de Jordan.
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Se i i
A0 - 0 0
1 X - 0 0
=+ o )
0O 0 - 0
0O 0 --- 1 X
L d mXm
ent3o definimos f(.Jy) por
[ ) 0 0 0
FO) S0y e 0
() = ' SN
(m—2) (m—3)
f( gf\) f( gl/\) e f()‘) 0
(m—1) (m—2)
L f( gl)\) f( gf\) f/()‘) f()‘> ]

Para k > 0, se f(z) = ¥, entdo f(J)) = J§ (Exercicio 4.4.7 na pagina 417). Além disso, para
quaisquer fungdes f,g € C>(I), e escalar o, (af)(Jy) = af(Jy), (f +9)(Jx) = f(Jn) + g(Jy),
(f 9)(Jx) = f(In)g(Jy) (verifique!).

Se a matriz A é semelhante a uma matriz na forma candnica de Jordan, A = PJP~!, em que

Jy 0 0
| 0 P "
0 0 T,
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entdo definimos f(A) por

f(‘b\l) 0 (:)
F(A) = P 0 f({xg) 0 Pl
0 0 £

Para k > 0, se f(z) = 2%, entdo f(A) = A*. Além disso, para quaisquer fun¢des f,g € C=(I) e
escalar o, (f +g)(A) = f(A) +g(A), (f 9)(A) = f(A)g(A) (verifique!).

Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares - caso em que os autovalores sao reais

Considere o sistema de equagdes diferenciais lineares

dlL’l

— = anT1 + a1y + ... + a7,
dt

il + + +

— an1T Ap2T S ApnTn
0t 171 22

Ele pode ser escrito na forma de uma equacao diferencial vetorial

dX
— = AX
dt ’

em que A = (@ij)nxn- Suponha que a matriz A seja semelhante a uma matriz na forma canénica
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de Jordan, ou seja, suponha que exista uma matriz P tal que P~*AP = J, em que

Jy 0
g | 0 P
0 0

Vamos mostrar que X (t) = e X(0)

el Nen]

I

k

o O e

By

Ai

o O e

Ai

d a_

é a solucao do sistema. Para isso, vamos mostrar que —e

dt

e A e que X (t) = ¢ X (0) é a tnica solugdo do sistema que tem valor X (0) em ¢ = 0.

et 0 0
_ e v
JA_ p 0 e 0 p-1
0 0 e
em que
[ tAi 0 0 0 7
tethi ethi 0 0
etJ)VL' =
T2 N ™3 i th
(mi%)!e (mi?!e e 0
i (fnfl)!ew\i (infz)!em te e |
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[ et 0 0 0 17
()\zt + 1)€t)\ )\iet’\i 0 0
i tJAi = . :
dt A tm—2 =3 N i\ At 3 N A et 0
((mj12)! (m=9) e <(m73)é (m— 4)3)6 i€
L <—E\f,f7j1)! (tm )iet/\')et/\i ()‘i(::g) ::3)') teti o Nt
[ et 0 0 077N 0 0 0 |
teth ethi 0 0 1\ 0 0
B tmié tA; tmig: tA; t.)\i : :
(m—2)! m—3)1¢ € 0 0 0 Ai 0
| Eme™ ™ teth e | [ 00 1A
= €tJ>‘iJ)\i.
Assim,
B 00
i tA - P 0 56 A2 0 P*l
dt :
0 0 4e tre
- tJAi(]Al tJO (:)
_p| Y = Ve
L (_) (_) et‘])‘k J>\1
Julho 2004
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NESEN 0 T 0 0
_ iy > A z

-l DT X Do "l e
6 6 OStJMC 6 6 J,\k

= A

Seja X (t) uma solug3o do sistema tal que em ¢ = 0 vale X (0). Entdo, Z(t) = e X (t) é tal que

d d d _
Z ) = e tAx(t AT X (1) = —e MM AX (¢ “tAAX(t) = 0.
7 (t) 7€ (t) +e 7 (t) e (t) +e (t)

)X (t) + Y(t)d—X(t) (verifique!). Logo, Z(t) =

d dY
Aqui usamos o fato de que E(Y(t)X(t)) = 7

—
dt
Z(0) = e %X (0) = X(0), paratodo t € R e

X(t) =ee X (t) = " Z(t) = e X(0),
pois ette~t = [, (verifique!). Portanto, X () = €' X(0) é a (nica solu¢io do sistema de equagdes
diferenciais lineares

dX
— = AX
dt

Y

com o valor pré-determinado em ¢ = 0.
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Exemplo 4.22. Considere o sistema de equacdes diferenciais lineares

d
g—f = 4 — 3y — =z
“wo_
gt
i r — 3y + 2z
Ele pode ser escrito na forma de uma equacao diferencial vetorial
dX
— = AX
dt ’
4 -3 -1
emque A= |0 0 0 |.SeaT:R>— R? definido por T(X) = AX, para todo X € R
1 -3 2
O seu polindmio caracteristico é p(\) = —A(\ — 3)?. Portanto, os autovalores de T' sdo \; = 0 e

Aoy = 3.

Vamos usar o Teorema de Cayley-Hamilton para calcular e*4. Seja 7,(\) um polindmio de grau
menor que 3 tal que e = ry()), para A =0 e 3 e que e =7}()\), para A = 3. Seja g, : R — R
definida por

¢ th
€ ri(A) se A # 0,3,
pe%)— r(h) teth —ri(h)
@A) =4 lim p(B) ) seA=0,
th th .0
fi &)y WO () g
( =3 p(h) h—3 p'(h)
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As fungdes ¢;(A) e m,(\) pertencem a C*(R) e s3o tais que

e = ¢ (AM)p(\) +r,()), em que 7,(\) é um polinémio de grau menor que 3.

Usando o fato de que os autovalores de T' também anulam p(\) temos duas equagdes, pois um dos
autovalores é uma raiz dupla de p(\). Mas, quando um polindmio tem uma raiz dupla ela é também
raiz da sua derivada. Sejam a,b,c € R tais que r4(z) = ax® + bz + c. Substituindo-se A =0 e 3

em (4.27), derivando-se (4.27) e substituindo-se A = 3 obtemos o sistema

1 = c
e = 9 + 3b + ¢
te = 6a + b

14+(3t—1)e3* 3 —2+4(=3t3)e?
9 b= 3

cuja solugao é a =
temos que

1+ (3t —1)e¥ =2+ (—3ty)e

et = q(A)p(A) + 3 A%+ A+ 13
1+ (3t —1)e* —2+ (—3ty)e*
_ + (3 )6 A2 + +( 3 2)6 A+ 1y
9 3
(1 + t>€3t 1 — e3t _t€3t
= 0 1 0
tedt 1—e¥ (1—t)e*
Assim, a solugdo do sistema para 2(0),y(0) e z(0) dados é
z(t) (1+t)ed 1—e¥  —tet z(0)
y(t) | = 0 1 0 y(0)
2(t) ted 1—e3t (1—1t)e’ 2(0)

e ¢ = 1. Assim, pelo Teorema de Cayley-Hamilton,
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Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares - caso em que existem autovalores complexos

Vamos resolver inicialmente o caso em que a matriz A é 2 x 2. Se o polinémio caracteristico
p(A\) = det(A — Al) tem uma raiz complexa, entdo ele tem duas raizes complexas conjugadas:
M =a+if el =a—1if e pelo Exercicio 4.1.27 na pagina 349, existe uma matriz P tal que

_ a —0
A= PD,gP 1 em que Dyg= {5 a }

Definimos

tDos _ ta | COS t0 —sentfd tA _ potDas p—1
¢ ¢ [ sent3  costf € ¢ € '

d
Vamos mostrar que %em = A.

d ,p o | costl —sentf o | —sent —costf
- o - a o
at’ ae sentl  costf + e cost —sent(d

4o | acostB — fBsent —Bcostf — asent
- ¢ asentf + fcostl —(Fsentf + acostf

_ o { cost —sentf } [ a —0 }

sent  costf 6«
— etDa’ﬁDO[’ﬁ
Assim,
d tA PietDa’ﬁP_l — PetDa,ﬁDawgp—l — etAA‘

a’ T ha
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Para o caso geral, vamos usar o Exercicio 4.4.6 na pagina 416, ou seja, existe uma matriz P tal

que i i
50 00
0 Jy 0 0
PAP'=J=| : : : ; ., em que
0 0 Jak—1ﬁk—1 0
I 0 0 0 oy B
[\ 0 0 0 ]
1L A\ 0 O
=10 SR
0 O - A0
00 1A
D, 0 0 0
I, Dy, 0 0
Lo - S
0 0 Dy 0
0 0 I, Dy,
Definindo
[ etDas; 0 0 0 7
tetPais; etPais; 0 0
Haip; = : : :
| @ e tefPeitn ! Do |
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podemos definir

[ et D 0 0
0 e 0 0
=P P!
0 0 it
(_) (_) (_] et‘]&kﬂk
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 570)

4.4.1. Quais das seguintes matrizes estdo na forma candnica de Jordan.

51 0 0 0 21000 O
02100 O
02 0 0 0
00210 O
(a |0 0 —1 1 0 (b)
00020 O
00 0 -1 0
00 0 0 -1 000O0Z2 O
(00000 —1 ]
4.4.2. Determine, se possivel, uma matriz P, tal que P~'!AP = J esteja na forma candnica de
Jordan. i
"9 5 0 0 0 20000 O
12000 0
02 0 0 0
-1 02 00 O
a) |00 -1 0 -1 (b)
01020 0
00 0 -1 0
00 0 0 -1 11112 0
- . 00001 -1
1 1.0 0 -1 0 4 0]
[ —1 1 -1 -3 -1 7] 0O 1 1 -1 -1 3 3 —4
0 —1 1 2 3 2 0 0 1 0 1 1 -2 1
0 0 -1 0 —2 1 0O 0 O 1 1 1 -4 -5
(c) 0O 0 0 -1 1 -2 (d) O 0 0o 0o 1 0 -1 -5
o o o0 0 -1 3 o 0o 0o 0o 1 1 —1
. 0 0 0 0 0 —4 o 00 0o o0 0 1 -2
000 0 0 0 0 3]
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Diagonalizacao

4.4.3.

4.4.4.

4.4.5.

4.4.6.

Exercicios Teoricos

Seja T': V — V um operador tal que seu polindmio caracteristico é da forma p(\) =
(=)A= A)™ ... (A= Ap)™, com Aq,..., A distintos. Seja W = J(T" — X\)™*. Mostre
que:

(a) W é T-invariante.

(b) WNN(T — N\, I)™ € invariante por (1" — A\ I)™*.

(c) A restricdo de (T"— A1) a WNN(T — \;1)™ ¢é injetiva e portanto sobrejetiva.

Sejam Cy, ..., Gy ciclos de autovetores generalizados associados a um autovalor A. Mostre que
se os vetores finais dos ciclos sdo distintos, entdo os ciclos sdo disjuntos, isto é, C; N C; = @,

para i # j.

Seja T : V — V um operador tal que seu polinémio caracteristico é da forma p(\) =
(=)A= A)™ ... (A= Ag)™, com Ay, ..., g distintos. Mostre que:

(a) T é diagonalizavel se, e somente se, o autoespaco generalizado W, associado a ); € igual
ao autoespago N (7' — \;I) associado a \;, parai=1,... k.

(b) T é diagonalizavel se, e somente se, N(T' — \;I) = N(T — \I)?, parai=1,... k.

Seja T': V — V um operador linear em um espaco vetorial real. Mostre que existe uma base
C de V tal que
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4.4 Forma Canoénica de Jordan 417

I, 0 0 0
0 J, 0 0
[T)g=J = : : : , em que
0 0 Jak—lﬁk—l 0
0 0 0 Jun
[N\ 0 0 0 |
1A\ 0 0
J)\j - : )
0 O - A 0
0 O 1A
" Duy, 0 0 0 ]
I Dup, 0 0
0 0 Daiﬁi
0 0 I Dug,

(Sugest3o: considere a complexificagdo de V e do operador T, Exercicio 4.1.26 na pégina
348.)
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A 0 - 0 0]
1 X - 0 0
4.4.7. Seja J = R um bloco de Jordan m x m correspondente a A. Seja
00 --- X0
00 - 1 A

N = J — M,,. Mostre que:

(a) N™ = O, a transformac3o linear nula e para 1 < k < m, [N*];; =

[k
Z ( ,))\k_ij para 0 < k < m.
=0 \J

m—1 k’
Z ( ‘)/\k_ij para k > m.
=0 M

(c) Para todo inteiro k > m,

(b) J* =

i AP 0
k,)\kfl )\k

Jk = :
(mk—2) Ak_m+2

G (e

1 set—j5=k
0 caso contrdrio

Algebra Linear e Aplicacoes
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Respostas dos Exercicios

1.1. Definicao e Exemplos (pagina 14)

1.1.1.

1.1.2.

1.1.3.

A equagdo 3X — 2V = 15(X — U) é equivalente a 3X — 2V = 15X — 15U. Somando-se
—15X + 2V obtemos —15X +3X = 2V — 15U ou —12X = 2V — 15U multiplicando-se por
— <5 obtemos

X =230 - éV.

T 1

Multiplicando-se a segunda equagao por 2 e somando-se a primeira, obtemos 12X = 3U +2V
ou X = U + V. Substituindo-se X na primeira equacdo obtemos, 3U +V —2Y = U ou
2Y =iU+VouY =1U+1v.

Vamos verificar que existem escalares a e b tais que
242t +T7=0a(t?+1)+b(t+3) = at? + bt + (a + 3b)

419



420 Respostas dos Exercicios

que é equivalente ao sistema

a = 1
b = 2
a + 3b = 7

que tem solucdoa=1e b= 2.

1.1.4. Vamos verificar que existem escalares a e b tais que 3 = a(5tan?t) + 2bsec’ t = Sa(sec? t —
1) + 2bsec’t = —b5a + (5a + 2b) sec? t. Basta tomarmos escalares a e b tais que 3 = —ba e
5a + 2b = 0, ou seja, basta que a = —3/5 e b = 3/2.

1.1.5. >> x1=[4,2,-3];x2=[2,1,-2];x3=[-2,-1,0];
>> x=[1,1,1]1;
>> A=[x1;x2;x3;x].’

4 2 -2 1
2 1 -1 1
-3 -2 0 1
>> R=escalona(A)
1 0 -2 0
0 1 3 0
0 0 0 1

>> x=[4,2,-6];
>> A=[x1;x2;x3;x].’

4 2 -2 4
2 1 -1 2
-3 -2 0 -6

>> R=escalona(A)

Algebra Linear e Aplicagoes Julho 2004



Capitulo 1. Espacos Vetoriais 421

1 0 -2 -2
0 1 3 6
0 0 0 0
>> x=[-2,-1,1]1;
>> A=[x1;x2;x3;x].’
4 2 -2 -2
2 1 -1 -1
-3 -2 0 1
>> R=escalona(A)
1 0 -2 -1
0 1 3 1
0 0 0
>> x=[-1,2,3];
>> A=[x1;x2;x3;x].’
4 2 -2 -1
2 1 -1 2
3 -2 0 3
>> R=escalona(A)
1 0 -2 0
0 1 3 0
0 0 0 1

Assim, os vetores das letras (b) e (c) sdo combinagdo linear de X7, X, e Xj.

1.1.6. (a) N&o é espaco vetorial pois 1(1,1) = (1,0) # (1, 1), ou seja, o axioma (8) n3o é satisfeito.
(b) Nao é espago vetorial pois (1,1) + (2,2) = (5,5) # (2,2) + (1,1) = (4,4), ou seja, o
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1.1.7.

axioma (1) n3o é satisfeito.
(c) N&o é espago vetorial pois (0,1) + ((0,2) +0,3)) = (0,1) + (5,0) = (1,5) # ((0,1) +
(0,2)) + (0,3) = (3,0) + (0, 3) = (3,3)
(d) E espaco vetorial, pois:
Lrxt+y=zy=yr=y-+uzx,
iz +(y+2) =x(yz) = (vy)z = (x +y) +2
ii. Se0=1, entaox— le=0+z=2+0;
iv. Se —x =a7!, entdo (—x) +x =z + (—z) =z =1=0;
v. a(fr) = a(z?) = (2%)? = 2% = (af)z;
vi. oz +y) = (xy)* = 2%Y* = ax + ay;
vii. (a+ B)z = 2@+ = z°2° = ax + Bur;

viii. lz =2 = 2.

(1) (f+9)(x) = f(z)+g(x) =g(x)+ f(x) = (9 + f)(x), para todo = € X;

(2) [f +(g+n](z) = f(x)+(g+h)(x) = f(x) +(9(x) + h(z)) = (f(2) +g(x)) + h(z) =
(f +9)(x)+ h(xz) = [(f + g) + h](x), para todo x € X;

(3) Seja 0 a fungio identicamente nula. (f+0)(z) = f(z)+0(x) = f(x), para todo = € X;

(4)

Dada a fungdo f definimos a funcdo —f por (—f)(z) = —f(z), para todo z € X.
[f+ (=)l(x) = f(x) + (= f(x) =0 = 0(x), para todo = € X
[
[

BHI(x) = a(Bf)(z) = a(Bf(z)) = (aB) f(z) = [(af)f](z), para todo z € X;
( ) = af(z)+ag(x) = (af)(z)+(ag)(z) =

(5)

(6) la(f+9)l(z) = a(f+g)(z) = a(f(z)+g(z)

(af + ag)(z), para todo = € X;

Algebra Linear e Aplicagoes Julho 2004



Capitulo 1. Espacos Vetoriais 423

(7)
(8)

[(a+0)fl(x) = (a+P)f(x) = af(x) + 6f(z) = (af)(x) + (Bf)(x) = [af + Bf](x),

para todo =z € X;
(1f)(x) =1f(x) = f(z), para todo x € X;

1.2. Subespacos (pagina 43)

1.2.1.

1.2.2.

()

(b)

N3o é subespaco pois (1,1,1) pertence ao conjunto, mas 2(1,1,1) = (2,2,2) ndo
pertence;

E um subespaco pois é um plano que passa pela origem;

N&o é um subespaco pois (1, 1, 1) pertence ao conjunto, mas —1(1,1,1) = (—1,—1,—1)
nao pertence;

Ndo é subespago pois (1,0,0 e (0,—1,0 pertencem ao conjunto, mas (1,0,0) +
(0,—1,0) = (1,—1,0) ndo pertence;

E um subespago pois é uma reta que passa pela origem (eixo y);

E um subespaco pois € um plano que passa pela origem;

N3o é um subespaco pois € um plano que ndo passa pela origem.

N&o é um subespaco pois (1,1,2) e (—1,—1,2) pertencem ao conjunto, mas (1, 1,2) +
(—1,-1,2) = (0,0,4) ndo pertencem.

N3o é subespaco pois (2,0, 0,0) pertence ao conjunto, mas (0,0,0,0) = 0(2,0,0,0) ndo
pertence;

E um subespaco. Pois,

Julho 2004
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(0) Se X1 = (z1,y1,21,w1) € Xo = (xa,ys, 20, wy) pertencem ao conjunto, entdo
21 = X1 = 2y1, Z9 = X9 = 2y2 e W =1 — 3y1, W9y = T9 — 3y2 ) que |mp||ca que
X1+ Xy = (1 + 22, y1 + Yo, 21 + 22, w1 + ws) também pertence ao conjunto ja que
21t =21+ 2 =2y +y2) e wr +wy = (21 + 12) — 3(Y1 + Y2)-

(0') Se X = (x,y, z,w) pertence ao conjunto, entdo z = x =2y e w = x — 3y. O que
implica que aX = (az, ay, az,cw) também pertence, pois az = az = 2(ay) e
aw = (ax) — 3(ay).

(c) E um subespaco. Pois,

(0) Se X = (21,y1, 21, w1) € Xo = (2, Y2, 22, wy) pertencem ao conjunto, entdo r; =
y1 = 0exy =yy = 0. O queimplica que X1+ X5 = (x1422, y1+Y2, 21+ 22, w1 +ws)
também pertence ao conjunto ja que x1 + x5 =y + yo = 0.

(0') Se X = (x,y,z,w) pertence ao conjunto, entdo z = y = 0. O que implica que
aX = (az, ay, az,cw) também pertence, pois ax = ay = 0.

(d) E um subespaco. Pois,

(0) Se X1 = (21,y1,21,w1) € Xo = (xa,ys, 20, wy) pertencem ao conjunto, entdo
1 =0, 29 =0, y1 = —wy e yp = —wy. O que implica que X; + Xy = (27 +
To, Y1 + Y2, 21 + 22, w1 + wy) também pertence ao conjunto ja que z; + x93 =0 e
Y1 +y2 = — (w1 + ws).

(0') Se X = (z,y,z,w) pertence ao conjunto, entdo z = 0 e y = —w. O que implica
que aX = (ax, ay, az,cw) também pertence, pois ax =0 e ay = —(aw).

f(l() eg(—1) 561(1) entdo (f+g)(—1)

1.2.3. (a) E um subespaco de €°[—1,1] pois se f(—1) = =
)e(af)(=1) = af(l) = af(=1) = (af)(=1).

F=Dtg(~1) = f(1)+9(1) = (f+g)(1) e (a

Portanto, é um espaco vetorial.
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(b) N3o é um subespaco de C°[0,1] pois f(r) = x é uma fung¢do n3o decrescente, mas
((=1)f)(x) = —z n3o é uma fungdo n3o decrescente. Portanto, ndo é um espacgo
vetorial.

(c) N3o é um subespaco de C°[—1, 1] poisse f(z) = 1+x e g(x) = 1—z, entdo (f+g)(x) =
1 n3o pertence ao conjunto. Portanto, ndo é um espaco vetorial.
(d) E um subespaco de C°[—1,1] pois se f(—1) = f(1) = 0 e g(—1) = g(1)

(f+9)(=1) = f(=1)+g(=1) = 0= f(1)+9(1) = (f+9)(1) e (af)(-1)
0=af(1) = (af)(1). Portanto, é um espago vetorial.

af(-1) =

(e) N3o é um subespaco do espaco dos polinémios pois o polinédmio nulo 0 = 0(¢*) n3o tem
grau igual a 3. Portanto, ndo é um espaco vetorial.

1.2.4. (a) E um subespaco do espaco das matrizes M,,,, pois se B; e B, sdo tais que AB; = B A
€ AB2 = BQA, entao A(Bl + BQ) = ABl + AB2 = BlA + BQA = (Bl + BQ)A ese B
é tal que AB = BA, entdo A(aB) = aAB = aBA = (aB)A. Portanto é um espago
vetorial.

(b) N&o é um subespacgo do espa¢o das matrizes M,,,,, pois se B é tal que AB # BA, entdo
0= 0B é tal que AB = BA = 0. Portanto n3o é um espaco vetorial.

(c) E um subespaco do espaco das matrizes M,,,, pois se B; e B, sio tais que BiA =0 e
ByA =0, entdo (B; + By)A = BJA+ BbA=0+0=0ese B é tal que BA =0,
entdo (aB)A = a(BA) = a0 = 0. Portanto é um espaco vetorial.

1.2.5. Sejam f,g € F(X;R) tais que f(zg) = g(x9) = 0.

(0) (f +g)(zo) = f(x0) + g(x0) = 0;
(0") (af)(zg) = af (x9) = a0 = 0.
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1.2.6.

1.2.7.

Seja V = (a, b, ¢) um vetor qualquer de R®. Vamos mostrar que existem V; € W, e V, € W,
tais que V. = V3 + V5. Um elemento qualquer de W; é da forma (z, z,2) enquanto um
elemento qualquer de W, é da forma (z,y,0). Assim, precisamos encontrar x,y e z tais que

(a’b7c):(z7z7z)+(x7y70):(‘/E_{_Z’y_I_Z?Z)

que é equivalente ao sistema

y + 2 =

que tem solucdo linica z = a—c, y = b—ce z = c. Portanto, R* = W, & W, pois
todo elemento de R3 se escreve de maneira tinica como a soma de um elemento de W, e um
elemento de Ws.

(a) > syms a b cd
>> A=[1,0,0,1;0,1,0,0;1,1,1,1;...
1,1,1,0;a,b,c,d] .’
(1, 0, 1, 1, a]
0, 1, 1, 1, bl
[0, 0, 1, 1, c]
[1, 0, 1, 0, d]
>> escalona(A);

[1 0 0 O a-c¢ ]
Lo 1 0 O b-c ]
[0O 01 0 c+d-al]
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[0o O 0 1

Portanto, os vetores da letra (a) geram o R%.
>> A=[1,2,1,0;1,1,-1,0;0,0,0,1;a,b,c,d] .’

[1, 1, 0, al
[2, 1, 0, b]
[1, -1, 0, c]
[0, 0, 1, d]

>> escalona(A);

| I e I |
O O -
O - O
= O O

-d+a ]

[LO 0 0 c+3a-2h5D
Continua ? (s/n) n

Portanto, os vetores da letra (b) ndo geram o R*.
>> A=[6,4,-2,4;2,0,0,1;3,2,-1,2;...

5,6,-3,2;0,4,-2,
[ 6, 2, 3, 5,
[ 4, 0, 2, 6,
(-2, 0, -1, -3,
(4, 1, 2, 2,

>> escalona(A);
[101/23/2 1
(01 0 -2-3
[0 0 -2-3
OO0 O 0 O

-2;a,b,c,d] .’
0, a]
4, bl
-2, c]
-2, d]

1/4 b

]

-3/4b+ 1/2 a]
d-1/2 a - 1/4 vl

c+ 1/2 b

]
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Continua ? (s/n) n
Portanto, os vetores da letra (c) ndo geram o R%.

(d) > A=[1,1,0,0;1,2,-1,1;...
0,0,1,1;2,1,1,1;a,b,c¢,d].’

A =

[1, 1, 0, 2, al
[1, 2, 0, 1, b]
[0, -1, 1, 1, cl

(o, 1, 1, 1, d]
>> escalona(A);
[1000-a+2b-23/24d+ 3/2 c]
(0100 1/2d - 1/2 ¢ ]
[0010 c+b-a ]
[0001 1/2d-b+a-1/2 ¢ 1]

Portanto, os vetores da letra (d) geram o R%.

1.2.8. (a) > A=[1,0,1,0,0;1,2,3,1,0;...

2,1,3,1,0]
1 0 1 0 0
1 2 3 1 0
2 1 3 1 0

>> R=escalona(A)
1 0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1 0
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Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz [A | 0], que corresponde ao sistema

Il
o oo

T -+ T3
T2 + I3

Este sistema tem como solugao geral

W= {(-a,—a,a,0)|a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(—a, —a,a,0) = a(-1,-1,1,0) .

Logo, {V = (—1,—1,1,0)} gera W.
(b) >> A=[1,1,2,-1,0;2,3,6,-2,0;...

-2,1,2,2,0]
1 1 2 -1 0
2 3 6 -2 0
-2 1 2 2 0
>> R=escalona(A)
1 0 0 -1 0
0 1 2 0 0
0 0 0 0 0

Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz [A | 0], que corresponde ao sistema

T + —[L‘4:0
To + 2x3 0
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Este sistema tem como solugao geral

W = {(a7_267ﬁ7a”a76€R}‘

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(a,—Qﬁ,ﬁ,a) =
= (a,0,0,c) + (0, —25,3,0)
= «(1,0,0,1) + 4(0,—-2,1,0).

Logo, § = {V; = (1,0,0,1), V5 = (0,—2,1,0)} gera W.

1.2.9. O subespaco V é um plano que passa pela origem, paralelo aos vetores (—1,2,3
O subespago W é um plano que passa pela origem, paralelo aos vetores (1,2, —1

S— —
D
—
O =

>> Vi=[-1,2,3]; V2=[1,3,4];
>> Ni=pv(V1,V2)

N1 = -1 7 -5

>> V3=[1,2,-1]; Vv4=[0,1,1];
>> N2=pv (V3,V4)

N2 = 3 -1 1
>> V=pv(N1,N2)
V= 2 -14  -20

A equagdo paramétrica da reta intersecdo dos dois subespacos é (x,y,z) = t(2,—14, —20),
para qualquer t € R.
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1.2.10. Por um lado, 1 = 1sen?t+1cos?t, cos 2t = (—1)sen®t+1 cos? ¢, implica que al + 3 cos 2t =
(a — B)sen?t + (a + ) cos?t, ou seja, toda combinacio Iinear de 1 e cos2t também é
combinagdo linear de sen’t e de cos?t. Por outro lado, sen?t = £(1) —  cos2t e cos?t =

2
1(1) + L cos 2t implica que asen®t + Bcos?t = 212 (1) + £52 cos 2t

1.2.11. (a) Podemos, por exemplo, tirar ¢ em funcdo de a e b na equagdo 3a — 5b+ 2¢ = 0 obtendo
1

Substituindo o valor de ¢ em um ponto qualquer do plano obtemos que os vetores do
plano siao da forma
3 5

(a,b,¢) = (ab1(5b—3a)) a(1,0,~2) +b(0,1,2),

Assim, os vetores V; = (1,0,—3) e V5 = (0,1, 2) geram o subespaco.

(b) Podemos, por exemplo, obter que a5 = %an. Substituindo o valor de a;5 obtido em
uma matriz qualquer do subespaco obtemos que as matrizes do subespaco s3o da forma

3 3
ajpr a2 . a1 §CL11 o 1 = 0 0 0 0
(a21 (Z22>_(0,21 GQQ)_CLH<O O>+a21<1 0 Tz 0 1 '
. : 132 00 00
— 2 f— =
Assim as matrizes M; ( 00 ) M, ( 10 ) e M; ( 01 ) geram o

subespaco

(c) Um polindmio p(t) = at®+bt?+ct+d pertence ao subespaco se, e somente se, p(2) = 0,
ou seja, se a23+b2%2+c2+d = 0. Podemos, por exemplo, tirar o valor de d em funcio
de a,b e ¢ obtendo d = —8a — 4b — 2¢. Substituindo este valor de d em um polindmio

Julho 2004 Reginaldo J. Santos



432

Respostas dos Exercicios

1.2.12.

1.2.13.

qualquer do subespaco obtemos
p(t) = at* +bt* +ct+d = at3+bt* +ct+ (—8a—4b—2c) = a(t?—8) +b(t? —4) +c(t —2).
Assim, os polindmios t3 — 8, t? — 4 e t — 2 geram o subespaco.

(d) Um polindmio p(t) = at® + bt*> + ¢t + d pertence ao subespaco se, e somente se,
p(2) = p(—1), ou seja, se a2® + 022+ c2+d =a(—1)*+0b(-1)> +c(—1) +d ou
ainda, 9a + 3b 4+ 3¢ = 0. Podemos, por exemplo, tirar o valor de ¢ em funcdo de a
e b obtendo ¢ = —3a — b. Substituindo este valor de ¢ em um polinbmio qualquer do
subespaco obtemos
p(t) = at® + bt* + ct +d = at® + bt* + (—3a — b)t +d = a(t® — 3t) + b(t* — 1) + d(1).
Assim, os polindmios t3 — 3t, t> — 1 e t — 2 geram o subespaco.

Seja p(t) = ag + ...+ a,t" um polindmio qualquer. Como p(t) tem grau n os polindmios de
grau maior que n nao entram na combinac¢ao linear. Vamos mostrar que a equagao

pt) =ap+ ...+ ot =x0(2) + 21 (t+ 1)+ ...+ 2, (" + 1)

tem solucdo. Agrupando os termos de mesmo grau obtemos que a equacdo acima é equiva-

200 + 11 + o + z, = «
. I e = 1 .
lente ao sistema ) . que tem solucdo. Portanto o
T, = O

conjunto dado gera o espaco dos polindomios.

Seja p(t) = ap+. . .+a,t™ um polindmio qualquer tal que p(—t) = p(t). Entdo, p(t)—p(—t) =
a1t +2ast> +. . .+ 2a9,41t*1 = 0, para todo t € R. O que implica que todos os coeficientes
de p com indice impar s3o iguais a zero. Assim, todo polindmio do subespaco é da forma
p(t) = ag + ast? + ... + ayt®*, para algum k € N. Portanto 1,#%, ¢4 ... t? ... geram o
subespaco dos polinémios pares.
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1.3. Dependéncia Linear (pagina 70)

1.3.1. (a) > vi=[1,1,2,1];v2=[1,0,0,2];
>> v3=[4,6,8,6];v4=[0,3,2,1]1;
>> A=[v1;v2;v3;v4;zeros(1,4)].’

1 1
1 0
2 0
1 2
>> R=escalona(A)
1 0
0 1
0 0
0 0

4

3 00 O

O = O O

0

=N W

O O O O

S O O O

Logo, o sistema z1(1,1,2,1) + 25(1,0,0,2) + x3(4,6,8,6) + 24(0,3,2,1) = 0 admite

solugdo ndo trivial. Isto implica que os vetores da letra (a) sdo L.D.

>> V1=[1>_2’3,_1] ;V2=[_2:4,_6:2];
>> A=[v1;v2;zeros(1,4)].”

1 -2
-2 4
3 -6
-1 2
>> R=escalona(A)
1 -2
0 0

0

0
0
0

o O
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0 0 0
0 0 0
Logo, o sistema x(1,—2,3, —1) + 22(—2,4, —6,2) = 0 admite solucdo n3o trivial. Isto
implica que os vetores da letra (b) sdo L.D. Observe que o segundo vetor é —2 vezes o
primeiro.
(c) > vi=[1,1,1,1]1;v2=[2,3,1,2];
>> v3=[3,1,2,1];v4=[2,2,1,1];
>> A=[v1;v2;v3;v4;zeros(1,4)].”

1 2 3 2 0
1 3 1 2 0
1 1 2 1 0
1 2 1 1 0
>> R=escalona(A)
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

Logo, o sistema z1(1,1,1,1) +22(2,3,1,2) +23(3,1,2,1) +24(2,2,1,1) = 0 s6 admite
a solugdo trivial. Isto implica que os vetores da letra (c) sdo L.I.

(d) >> vi1=[4,2,-1,3];v2=[6,5,-5,1]1;v3=[2,-1,3,5];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,4)].’

4 6 2 0
2 5 -1 0
-1 -5 3 0
3 1 5 0
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>> R=escalona(A)

1 0 2 0
0 1 -1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Logo, o sistema z;(4,2, —1,3) + 22(2,3,1,2) + z3(2, —1,3,5) = 0 admite solucdo ndo
trivial. Isto implica que os vetores da letra (d) sdo L.D.

1.3.2. >> syns a
>> A=[3,1,0;a2°2+2,2,0;0,0,0]

A=

[3, a~2+2, 0]
(1, 2, 0]
[0, 0, 0]

>> escalona(A)
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1

[ 1 2 0]

[ ]

[ 2 ]

[3 a +2 01

[ ]

[ O 0 0]
Continua ? (s/n) s
-(3)*linha 1 + linha 2 ==> linha 2

[1 2 0]
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1.3.3.

[ O 0 0 ]
Continua ? (s/n) n
>> solve(’a"2-4=0’,’a’)

= [ 2]1[-2]

(a) z1(t?—2t+3)+xo(2t? +t+8)+x3(t*+8t+7) = 0(t) = 0, para todo t € R. Agrupando

os termos correspondentes a mesma poténcia de ¢t obtemos
(1 + 229 + 23)t* + (=221 + 29 + 8x3)t + (331 + 89 + Tx3) = 0, para todo ¢t € R.
Como o polinémio nulo tem todos os seus coeficientes iguais a zero, obtemos o sistema
T -+ 21’2 + x3 = 0
linear —2r1 + a2 + 8x3 = 0
31’1 + 81‘2 + 71’3 =0

>> A=[1,2,1,0;-2,1,8,0;3,8,7,0]

>> escalona(A)

[ 1, 2, 1, 0]

[ -2, 1, 8, 0]

[ 3, 8, 7, 0]

eliminagdo 1:

(2)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-3)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 2, 1, 0]
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[ 0, 5, 10, 0]

[ 0, 2, 4, 0]
eliminagdo 2:

(1/5)*1linha 2 ==> linha 2

(1, 2, 1, 0]
[O, 1’ 2’ O]
[0, 2, 4’ O]

(-2)*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
(-2)*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, o0, -3, 0]
[ o, 1, 2, 0]
(L o, o0, O, o0l
A solucao do sistema é x3 = o, 9 = —2a e 11 = 3«, para todo a € R. Portanto o
sistema e a equacgao vetorial inicial possuem solu¢do ndo trivial o que implica que os trés
polindmios sao L.D.

z1(t? — 1) + 2o(t + 1) + 23(t +2) = 0(¢) = 0, para todo ¢ € R. Agrupando os termos
correspondentes a mesma poténcia de ¢t obtemos
(x1)t? + (w2 + x3)t + (=21 + 22 + 223) = 0, para todo t € R. Como o po-
lindmio nulo tem todos os seus coeficientes iguais a zero, obtemos o sistema linear
T =0
To + X3 = 0
—$1+I2+2$3:O

>> A=[1,0,0,0;0,1,1,0;-1,1,2,0]
>> escalona(A)
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[ 1, 0, 0, o0l

L o, 1, 1, 0]

(-1, 1, 2, 0]

eliminagdo 1:

(1)*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 0, O]

(o0, 1, 1, 0]

(o0, 1, 2, 0]

eliminagdo 2:
(-1)*linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[1, 0, 0, 0]
[O, 1, 1’ O:l
[0, 0,1, 0]

eliminagdo 3:
(-1)*linha 3 + linha 2 ==> linha 2

[1, 0, 0, 0]
[O, 1, O) O:l
[0, 0,1, 0]

Assim o sistema e a equacdo vetorial inicial possuem somente a solucdo trivial 1 = x5 =
x3 = 0. Portanto, os polinomios sao L.I.

t cost sent
det | 1 —sent cost e  WIfi, f2, f5](m) =

0 —cost —sent

1.3.4. (a) W[fi, fa, f3](t)
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= —1 0
det { 1 0 —1 [ =m #0. Portanto, as fung¢des sdo L.I.
0O 1 0

cost 1 sen®t/2
(b) W(fi, fo, f3](t) = det | —sent 0 isent | = —det [
—cost 0 %cost
todo ¢t € [—m, ]. Assim, as fun¢Bes podem ser L.D. Vamos tentar descobrir uma relacdo
entre as funcdes. Observamos que
cost = cos(2£) = cos?t/2 —sen’t/2 = 1 — 2sen®t/2. Assim, a primeira fungdo é
combinac3o linear das outras duas. Portanto as funcdes sdo L.D.

—sent isent

—cost §cost

Lo V)

} = 0 para

1 et+et e —et oot ot ot
(c) W[fr, fo, f3](t) = det | O et —e™ e+e? | =det| , _, , | =-4
0 et+et e —et ete” e—e¢

Assim as funcdes sao L.I.

1.3.5. Sejam y;(t) = €' cos 3t e ys(t) = e’ sen 3t. yi(t) = e'(cos 3t — 3sen 3t), y4(t) = e'(sen 3t +
3cos3t). yi(t) = —2e'(4cos3t + 3sent), y5(t) = 2¢'(—4sen 3t + 3cos3t). Assim, y) —

207 + 10y; = €'0 = 0 e y§ — 2y, + 10y2 = €'0 = 0, ou seja, y; e yo sdo solugdes da

. : e' cos 3t e’ sen 3t

equagdo diferencial. Agora, Wyi, y2|(t) = det [ ¢!(cos 3t — 3sen3t) e!(sen 3t + 3 cos 3t) }

10

e Wy, y2](0) = det [ 1 3

diferencial dada.

] = 3 # 0. Portanto as fun¢des sio solugdes L.I. da equagao

1.3.6. (a) 1Y) + zoYs + I3§/3 = l’l(Xl + )_(2) + IQ(Xl + Xg) + xg(XQ + Xg) = (l’l + LL'Q)Xl +
(1 + 23)Xo + (2 + 23) X3 = 0. Como X;, X5 e X3 sdo por hipdtese L.I., os es-
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calares que os estdo multiplicando tém que ser iguais a zero. O que leva ao sistema
r1 + Z2 = 0
Ty + x3 = 0
Tro + Tr3 = 0

>> A=[1,1,0;1,0,1;0,1,1]
>> escalona(A)

1, 1, 0]
1, 0, 1]
0, 1, 1]

e B e B |

3

1, 0, 0]
0, 1, 0]
0, 0, 1]

[ B e B e |

Assim, o sistema e a equacao vetorial inicial tém somente a solucdo trivial 1 = x5 =
x3 = 0. Portanto os vetores Y7, Y5 e Y3 sdo L.I.

(b) «Tl}/l + xQ}/Q + $3Yé = l’le + l’g(Xl + X3) + $3<X1 + X2 + Xg) = (1’1 + x99 +
23) X1 + 23X3 + (22 + 23) X3 = 0 Como X, X, e X3 sdo por hipétese L.I., os es-
calares que os estdo multiplicando tém que ser iguais a zero. O que leva ao sistema

ry, + T2 + T3 = 0
r3 = 0 Assim, o sistema e a equacao vetorial inicial tém somente
T2 + x3 = 0
a solucgao trivial z; = x5 = x3 = 0. Portanto os vetores Y7, Y5 e Y3 sao L.I.

L3.7. oipr () +. A aupa(t) = wo(L+Ht+2 4 ) Fa (P4 ) Fzo (P + ) +
et 2, (1Y) = 20(1) + (zo + 2t + (o + 21 +2) 2+ A+ (o + a1+ . 2, =0() = 0.
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1.3.8.

1.3.9.

Como todos os coeficientes do polindmio nulo tém que
Lo
Zo +

seguinte sistema

l‘0+$1+ +£En_

ser iguais a zero, entdo obtemos o
0

0
Assim, o sistema e a equagao

0

vetorial inicial tém somente a solucdo trivial. Portanto, os polindmios sdo L.I.

o1 fi(t) + .+ apfr(t) = eM(ay(t) + 2o(t?) + ...+ 2(t*)) = 0(t) = 0. Dividindo-se por et
e considerando que um polinémio nulo tem todos os seus coeficientes iguais a zero, obtemos

que 1 = ... =x, = 0, ou seja, as func¢des sao L.I.
fi(t) fa(?) fi(t)
OO filt)
LT AI() ~ det |7, _ ; =
(O I 2 (O TR il ()
e)\lt e)\Qt e}wt
A ettt g2t e
det : : :
A]{:—ie)qt )\lzf—ieAQt A]]::?—l.e)\kt
1 1 ... 1
Ao AL
Wifi,..., fa](0) = det : : = H()\l—)\j)aéO
)\l{;.—l )\]2€.—1 )\l]z.—l =

Portanto, as funcoes sdo L.I.
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1.3.10. Precisamos saber se a equacdo abaixo tem somente a solucdo trivial ou ndo.
1 AX) + ..+ 2,AX, = A(n1 Xy +...2,X,,) = 0. Como a matriz A é invertivel, entdo
21 X1+ ...2,X, = 0. Como os vetores X;,...,X,, sdo LI, entdio z; = ... = z,, = 0.
Portanto AX;,..., AX, sdo L.l
1.3.11. Vamos mostrar que o conjunto X,, = {2,1+¢,...,1 +t"} é L.I. Para isso, vamos mostrar
que a equacao abaixo tem somente a solucao trivial.
2o(2) +x1(t+ 1)+ ... +z,(t"+1)=0(t) = 0.
Agrupando os termos de mesmo grau obtemos que a equacdo acima é equivalente ao sistema
200 + 11 + + z, = 0
,’,Cl e - O ~ ..
que tem somente a solucdo trivial. Portanto o
r, = 0
conjunto X,, é L.I. Como qualquer subconjunto finito Y, do conjunto {2, 1+¢,...,1+¢", ...}
estd contido em algum conjunto X,,, entdo Y € L.I. Isto prova que o conjunto infinito {2, 1 +
ty...,1+t" ...} é LI
1.3.12. (a) >> V1=[1;2;3]; V2=[3;4;5]; V3=[5;6;7];

>> V=randi(3,1)

V = 0
4
3
>> escalona([V1,V2,V3,V])
ans = 1 0 -1 0
0 1 2
0 0 0 1
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Assim, V nao é combinacao linear de V1, V2 e V3.

(b) >> M=randi(3,5)

M= -2 -4 1 -5 5
3 -3 -3 3 0
-5 -3 -3 -1 -1

>> escalona([V1,V2,V3,M])
1 0-1 0 37/13 -101/26 173/26 -96/13 0 1 2 0 -29/13 37/26
-85/26 51/130 0 0 1 1/13 -4/13 12/13 -4/13

Assim, nenhuma das colunas de M é combinac3o linear de V1, V2 e V3. Como as colunas
de M foram geradas aleatoriamente, o mais provavel é que elas nao pertencam ao plano
gerado por V1, V2 e V3.

(c) V3=-V1+2V2, que é a mesma relagdo que é vélida entre as colunas de forma escalonada
reduzida da matriz [V1,V2,V3,M].

1.3.13. >> A=randi(3,2)*randi(2,5,2)

A= -2 4 -2 -8 -8
-4 0 -4 -8 0
5 -3 5 13 6

>> escalona(A)

ans = 1 0 1 2 0
0 1 0o -1 -2
0 0 0 0 0

A3 =1A,+0A,, Ay =2A; — Ay, A5 =0A; — 2A,. Observe que as relaces que sdo validas
entre as colunas de A s3o validas entre as colunas da forma escalonada reduzida de A.
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1.4. Base e Dimensao de Subespacos (pagina 99)

1.4.1. Como a dimensdo do R* é 4, 4 vetores que s3o L.l. geram o espaco e formam portanto uma
base (Teorema 1.12(a) na péagina 86). Para verificar se os vetores sdo L.I., precisamos saber

se a equacao vetorial,

o Vi 4+ 2oVa+ a3V + 24V =0

s6 possui a solugdo trivial. Esta equacgao é equivalente ao sistema linear, cuja matriz é formada

pelos vetores Vi, V;, V3, V) escritos como colunas.

(a) > v1=[1,0,0,1];v2=[0,1,0,0];v3=[1,1,1,1];
>> v4=[0,1,1,1];A=[v1;v2;v3;v4] .’ ;
>> escalona(A)

[ > O’ 1!
3 1’
b 1’

b 1’

3

1
[ O,
[0
[1

S O =

b

1,

0, 1,
0, 0, 1,
0, 0, O,

= O

3 O’
0

| T e B e B e |

0]
1]
1]
1]

0]
0]
0]
1]

Assim a equacdo acima tem somente a solucdo trivial. Portanto os vetores sdo L.I. e

formam uma base do R*.

(b) N3o é base pois 3 vetores n3o geram o R*.
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(c) > vi1=[0,0,1,1];v2=[-1,1,1,2];v3=[1,1,0,0];
>> v4=[2,1,2,1];A=[v1;v2;v3;v4] .’
>> escalona(A)
[ o, -1, 1, 2]

[ o, 1, 1, 1]
[ 1, 1, 0, 2]
[ 1, 2, 0, 1]
[1, 0, 0, 0]
[0, 1, 0, 0]
[0, 0,1, 0]
[0, 0, 0, 1]

Assim a equacdo acima tem somente a solu¢do trivial. Portanto os vetores sao L.l. e
formam uma base do R*.

1.4.2. (a) (a,a,c) = (a,a,0)+ (0,0,¢) = a(1,1,0) + ¢(0,0,1). Logo, § = {V; = (1,1,0),V2 =
(0,0,1)} gera o subespago. Além disso, 8 é L.I., pois um vetor ndo é miiltiplo escalar
do outro. Portanto, $ é uma base do subespaco.

(b) (0,b,¢) = (0,5,0) + (0,0,¢) = b(0,1,0) + (0,0, 1) Logo, § = {Vi = (0,1,0),V; =
(0,0,1)} gera o subespaco. Além disso, 8 é L.I., pois um vetor ndo é miiltiplo escalar
do outro. Portanto, & é uma base do subespaco.

()
(a—bb+c,2a—b+c) =
(a,0,2a) + (=b,b, —b) + (0,¢c,c) =
a(1,0,2) +b(—1,1, 1) + ¢(0,1,1)
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Logo, § ={V}, = (1,0,2),V5 = (—1,1,—1),V53 =(0,1,1)} gera o subespaco.

Agora, para verificar se & é L.l., precisamos saber se a equacao
17(17 07 2) + y(_17 17 _1) + Z(Oa 17 1) = (07 Oa O)

possui somente a solucdo trivial.

>> v1=[1,0,2];v2=[-1,1,-1]1;v3=[0,1,1];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].’;
>> R=escalona(A)

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

Uma solugao particular da equagao acima é:

Substituindo estes valores na equagdo vetorial acima:
—(1,0,2) = (—1,1,—1) 4+ (0,1,1) = (0,0, 0)

ou ainda,
(0,1,1) = (1,0,2) + (—1,1,-1)

Assim, 8§ = {V} = (1,0,2),V, = (—1,1,—1)} é uma base para o subespaco (eles sdo
L.I., pois um n3o é miiltiplo escalar do outro).
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1.43. (a)
(a,b,c,a+0b) =
(a,0,0,a)+ (0,b,0,b) 4+ (0,0,¢,0) =
a(1,0,0,1) +b(0,1,0,1) + ¢(0,0,1,0)

Logo, § = {V; = (1,0,0,1),V5 = (0,1,0,1),V53 = (0,0,1,0)} gera o subespaco.
Agora, para verificar se 8 é L.l., precisamos saber se a equacao

z(1,0,0,1) +y(0,1,0,1) + 2(0,0,1,0) = (0,0,0,0)

possui somente a solucdo trivial.

>> v1=[1,0,0,1];v2=[0,1,0,1]1;v3=[0,0,1,0];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,4)].’;
>> R=escalona(A)

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

Assim, § = {V; = (1,0,0,1),V, = (0,1,0,1),V3 = (0,0,1,0)} é uma base para o
subespaco e a dimensao é 3.

(a,b,a —bya+0b) = (a,0,a,a)+ (0,b,—b,b)
= a(1,0,1,1) + b(0,1,—1,1)
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Logo, § = {V; = (1,0,1,1),V5 = (0,1, —1,1)} gera o subespago. Como um vetor nao
¢ multiplo escalar do outro, eles sao L.I.
Portanto, & é uma base do subespaco e a dimensdo do subespaco é 2.

(a+c,a—bb+ec,—a+b) =
(a,a,0,—a)+ (0, —b,b,b) + (¢,0,c,0) =
a(1,1,0,—1) +b(0,—1,1,1) + ¢(1,0,1,0)

Logo, S ={V, = (1,1,0,-1),V5 = (0,—1,1,1),V53 =(1,0,1,0)} gera o subespaco.
Agora, para verificar se sao L.l., precisamos saber se a equacao

z(1,1,0,-1) +y(0,—1,1,1) + 2(1,0,1,0) = (0,0,0,0)

possui somente a solucdo trivial.

>> vi1=[1,1,0,-1];v2=[0,-1,1,1];v3=[1,0,1,0];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,4)].;
>> R=escalona(A)

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Uma solucao particular da equacao acima é:
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Substituindo estes valores na equacdo vetorial acima:

—(1,1,0,—1) — (0,—1,1,1) + (1,0,1,0) = (0,0, 0, 0)

ou ainda,
(1,0,1,0) = (1,1,0,—1) 4+ (0, —1,1,1)

Assim, § = {V; = (1,1,0,—1),V5, = (0,—1,1,1)} é uma base para o subespaco. E a
dimensdo do subespaco é 2.

1.4.4. Como a dimensdo do R? é 3, 3 vetores que s3o L.l. geram o espaco e formam portanto uma
base. Para verificar se os vetores sao L.l., precisamos saber se a equacao vetorial,

Vi + xoVa + x3V3 =0

s6 possui a solugdo trivial. Esta equacgdo é equivalente ao sistema linear, cuja matriz é formada
pelos vetores Vi, V5, V3 escritos como colunas.

>> syms a

>> A=[a"2,0,1;0,a,2;1,0,1]
>> escalona(A)

[ a2, 0, 1]

[ 0, a, 2]

[ 1, o0, 1]
eliminagdo 1:

linha 3 <==> linha 1

[ 1, o0, 1]
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[ 0, a, 2]
[ a~2, 0, 1]
(-a”2)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

L 1, 0, 1]
[ 0, a, 2]
L 0, 0, 1-a~2]

eliminagdo 2:
(1/a)*1linha 2 ==> linha 2

[ 1, 0, 1]
[ 0, 1, 2/al
[ 0, 0, 1-a~2]

Portanto, para a # 0,1, —1 os vetores Vi, V5 e V3 formam uma base.

1.4.5. (a) > syms x
>> A=[0,0,1;1,0,-3;0,1,3];
>> B=A-x*eye(3)

[-x, 0, 1]
[ 1, —x, -3]
[ 0, 1, 3-x]

>> solve(det(B))
ans = [1][1][1]
>> Bl=subs(B,x,1)

-1 0 1
1 -1 -3
1 2
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>> escalona([Bl,zeros(3,1)])

1 0 -1 0
0 1 2 0
0 0 0 0

I — r3 = 0
To + 2$3 =0
Este sistema tem como solugdo geral
W = {(o, 20, ) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(v, =20, c0) = (1, =2, 1).

Logo, § = {V = (1,—-2,1)} gera W. Como um conjunto formado por um dnico vetor
ndo nulo é sempre L.I., entdo 8 é base para W.

(b) >> A=[2,2,3,4;0,2,3,2;0,0,1,1;0,0,0,1]

>> B=A-x*eye(4)

[2-x, 2, 3, 4]

[ 0, 2-x, 3, 2]

[ O, 0, 1-x, 1]

[ 0, O, 0, 1-x]

>> solve(det(B))

ans = [2][2][1][1]

>> Bil=subs(B,x,1)
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1 2 3 4
0 1 3 2
0 0 0 1
0 0 0 0
>> escalona([B1l,zeros(4,1)])
1 0 -3 0
0 1 3 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1

O O O O

Este sistema tem como solucdo geral

Agora, para qualquer elemento de W temos:

e}

W = {(Ba, —3a,,0) |a € R}.

(3ar, =3, v, 0) = (3, —3,1,0).

Logo, 8 = {V = (3,—3,1,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor

nao nulo é sempre L.l., entdo S é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)
0 2 3
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0 0 3
0 0 -1 1
0 0 0 -1
>> escalona([B2,zeros(4,1)])
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
T9 =0
xIs3 =0
Ty = 0

Este sistema tem como solucdo geral

W= {(,0,0,0) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(,0,0,0) = a(1,0,0,0).

Logo, § = {V = (1,0,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um dnico vetor
nao nulo é sempre L.l., entdo S é base para W.

(c) > A=[1,1,-2;-1,2,1;0,1,-1]
>> B=A-x*eye(3)
[1-x, 1, -2]
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[ -1, 2-x, 1]
[ 0, 1, -1-x]
>> solve(det(B))
ans = [ 11[ 2]1[-1]
>> Bmi=subs(B,x,-1)

2 1 -2
-1 3 1
0 1 0
>> escalona([Bml,zeros(3,1)])
1 0 -1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

o O

T — 3x3 =
) =

Este sistema tem como solugao geral
W= {(a,0,) | € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(,0,0) = (1,0,1).

Logo, 8§ = {V =(1,0,1)} gera W. Como um conjunto formado por um dnico vetor ndo
nulo é sempre L.I., entdo & é base para W.
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>> Bil=subs(B,x,1)

0 1 -2
-1 1 1
0 1 -2
>> escalona([B1l,zeros(3,1)])
1 0 -3 0
0 1 -2 0
0 0 0 0

T — 3.%'3 = 0
Tro — 2.733 =0
Este sistema tem como solucdo geral
W = {(Ba,2a,a) | a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(Ba, 20, ) = «(3,2,1) .

Logo, § = {V = (3,2,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo
nulo é sempre L.I., entdo & é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)

-1 1 -2
-1 0 1
0 1 -3
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>> escalona([B2,zeros(3,1)])

1 0 -1 0
0 1 -3 0
0 0 0 O

X1 - r3 = 0
To — 3233 =0
Este sistema tem como solucdo geral
W= {(a,3c,) | € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(o, 30, 0) = (1,3, 1).

Logo, 8§ = {V = (1,3,1)} gera W. Como um conjunto formado por um dnico vetor ndo
nulo é sempre L.I., entdo 8 é base para W.

(d) >> A=[1,2,3,4;0,-1,3,2;0,0,3,3;0,0,0,2];

>> B=A-x*eye(4)

[1-x, 2, 3, 4]
[ 0, -1-x, 3, 2]
[ O, 0, 3-x, 3]
[ o, 0, 0, 2-x]
>> solve(det(B))

ans = [ 1][-1]1[ 3][ 2]
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>> Bml=subs(B,x,-1)

2 2 3 4
0 0 3 2
0 0 4 3
0 0 0 3
>> escalona([Bml,zeros(4,1)])
1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
T + T2 — 31’3 =0
3 =0
Ty = 0

Este sistema tem como solucdo geral

W= {(-,,0,0) | € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(—a,,0,0) = a(—1,1,0,0).

Logo, § = {V = (—1,1,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor
nao nulo é sempre L.1., entdao S é base para W.

>> Bl=subs(B,x,1)
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0 2 3 4
0 -2 3 2
0 0 2 3
0 0 0 1
>> escalona([B1,zeros(4,1)])
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
T9 =0
xIs3 =0
Ty = 0

Este sistema tem como solu¢do geral

W= {(,0,0,0) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(,0,0,0) = a(1,0,0,0).

Logo, 8 = {V = (1,0,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor
ndo nulo é sempre L.1., entdo S é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)
-1 2 3 4
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0 -3 3 2
0 0 1 3
0 0 0 0
>> escalona([B2,zeros(4,1)])
1 0 0 29/3 0
0 1 0 7/3 0
0 0 1 3 0
0 0 0 0 0
Tg + (7/3)zy = 0
T3 + 3!174 =0

Este sistema tem como solugdo geral
W ={(—(29/3)a, —(7/3)ar, =3, ) |« € R} .
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(—(29/3)a, —(7/3)av, =3, ) =
a(—29/3,-7/3,-3,1).

Logo, 8§ = {V = (—29/3,-7/3,—3,1)} gera W. Como um conjunto formado por um
tnico vetor n3o nulo é sempre L.1., entdo S é base para W.

>> B3=subs(B,x,3)
-2 2 3 4
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0 -4 3 2
0 0 0 3
0 0 0 -1
>> escalona([B3,zeros(4,1)])
1 0 -9/4 0 0
0 1 -3/4 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
) — (9/4)x3 =0
To — (3/4)[[’3 = 0

Este sistema tem como solucdo geral
W= {((9/4)a, (3/4)a, @, 0) | € R}
Agora, para qualquer elemento de W temos:

((9/4)a, (3/4)a, o, 0) = «(9/4,3/4,1,0) .

Logo, § = {V = (9/4,3/4,1,0)} gera W. Como um conjunto formado por um dnico

vetor ndo nulo é sempre L.l., entdo § é base para W.

1.4.6. (a) > vi=[2,1,3];v2=[3,-1,4];v3=[2,6,4];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].7;
>> escalona(A)
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[ 1) O, 42 O]
[ 0, 1, -2, 0]
[ 0, 0, 0, O]

A equacio zV; + yV, + 2V3 = 0 admite solucio n3o trivial.
(b) Vi e V, sdo L.I. pois um vetor ndo é miiltiplo escalar do outro.

(c) A dimens3o do subespaco gerado por Vi, V5 e Vi, é 2, pois, pelos itens anteriores, V] e
V5 formam uma base para ele.

(d) Este subespaco é um plano que passa pela origem com vetor normal N = V; x V, =
(7,1,-5), ou seja, é o plano 7z +y — 5z = 0.
1.4.7. (a) N3o. O R? é um subespago de dimenséo 3.
(b) V3 deve ser um vetor que ndo seja combinagdo linear de Vi e V5.

(c) > vi=[1,1,1];v2=[3,-1,4];
>> syms a b ¢
>> A=[v1;v2;[a,b,c]].’;
>> escalona(A)

L 1, 0, 4x*a-3%c]
[ 0, 1, c-a]
[ 0, 0, b-bxa+dxc]

Seja V3 = (a, b, c) tal que b — 5a + 4¢ # 0. Por exemplo, V3 = (0,0,1), é tal que Vi, V5
e V3 formam uma base de R3.

1.4.8. Fazendo z = o e y = (3, obtemos que x = —203 — 4a.. Assim, os pontos do plano = +
2y + 4z = 0 sdo da forma (z,y,2) = (=20 — 4a, B, a), Ya, 3 € R, ou seja, sdo da forma
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1.4.9.

(x,y,2) = a(—4,0,1) + B8(—=2,1,0) = oV} + V5 Vo, € R, onde V; = (—4,0,1) e
Vo = (=2,1,0). Assim, V; e V3 formam uma base do plano W, pois sdo L.I. (um n3o é
mltiplo escalar do outro) e geram W (todo vetor de W é combinagdo linear deles). Para
estender V; e V5 a uma base de R?, precisamos acrescentar um vetor que n3o seja combinacio
linear de V; e V5. Uma maneira de conseguir isso é a seguinte. Pelo menos um dos vetores da
base candnica nao é combinacao linear de V; e V5. Para descobrir qual, podemos escalonar a
matriz cujas colunas sdo os vetores Vi, Vs, Fy, Ey, E3, ou seja,

>> Vi1=[-4;0;1];V2=[-2;1;0];
>> A=[V1,V2,eye(3)];
>> escalona(A)

[ -4, -2, 1, 0, 0]
[ o, 1, o0, 1, O]
[ 1, 0, 0, 0, 1]
[ 1, 0, 0, 0, 1]
[o, 1, 0o, 1, 0]
[0, 0, 1, 2, 4]

Assim, nenhum dos vetores da base canbnica é combinacao linear de V; e V5. Portanto
podemos tomar como V3 qualquer um dos vetores da base candnica que teremos {V;, V5, V3}
sendo uma base de R3.

Seja p(t) = at? + bt + ¢ um polinémio qualquer de P.
(1) +22(t — 1) + 23(8* — 3t + 1) = (23)t* + (x2 — 3x3)t + (1 — T2 + 23)1 = at? + bt + c.
Como dois polindmios sdo iguais se, e somente se, os coeficientes dos termos de mesmo grau
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1.4.10.

1.4.11.

I3 = a
sdo iguais, entdo o — 3x3 = b que tem solucio 3 = a,29 = b+ 3a e
T1 + X9 — 33 = ¢

x1 =c+3a—b—3a = c—b. Assim, o sistema e a equagio vetorial inicial tém solucdo Unica,
para todo polindmio p(t) = at® + bt + ¢ € P,. Portanto, pelo Teorema 1.9 na pagina 80, os
polindmios 1, — 1 e t> — 3t + 1 formam uma base de P,.

Se as fungdes fossem L.I., ent3o o subespaco teria dimens3o 3, mas cos 2t = cos?t —sen?t =
2cos’t — 1. Logo, a funcio cos2t n3o é necessaria para gerar o subespaco. As funcdes
1 e cos?t s3o claramente L.I. Assim elas formam uma base para o subespaco e portanto a
dimensao do subespaco é igual a 2.

(a) Um polinémio p(t) = at® + bt? + ct + d é tal que p(0) = 0 se, e somente se, d = 0.
Assim, todo polindmio de W é da forma p(t) = at® + bt? + ct = a(t?) + b(t?) + c(t).
Assim, ¢, 1%, t3 geram W, e como claramente eles sdo L.I., entdo {¢,1% t3} é uma base
de Wl-

(b) Um polindmio ¢(t) = at®+bt*>+ct+d é tal que q(1) = 0 se, e somente se, a+b+c+d =0
oud= —a—0b—c. Assim, todo polindmio de W, é da forma p(t) = at® + bt? + ct +
(—a—b—c)=a(t®—1)+b(t*—1)+c(t —1). Assim, t — 1,¢* — 1,¢3 — 1 geram W,
e como claramente eles sdo L.I., entdo {t — 1,42 — 1,3 — 1} é uma base de W,.

(c) Um polinémio p(t) = at® + bt*> + ct + d é tal que p(0) = 0 e p(1) = 0 se, e somente se,
d=0ea+b+c+d=0, ouseja, sed=0ec=—a—>b. Assim, todo polinbmio de
W, N'W, é da forma p(t) = at® + bt* + (—a — b)t = a(t® —t) + b(t> — t) Assim, 13 — ¢
e t? — t geram W; N W, e como claramente eles s3o L.I., entdo {t* —¢,¢* —t} é uma
base para W; N'W,.
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1.4.12. (a) Qi = Qg paraizl,...,nej:i,...,n. {EU—FEJZ‘Z:l,,n—lj:
i+1,...,n}U{E;|i=1,...,n} é uma base para o espaco das matrizes simétricas.
Assim a dimens3o deste espaco éigualan+ (n—1)+...+1= @

(b) aji = —a;;, parai =1,....,nej=4,....,n. {E;—E;|i=1,....n—1j =

i+1,...,n} é uma base para o espago das matrizes anti-simétricas. Assim a dimensio
deste espago éiguala (n— 1)+ (n—2)+...+1= @

(C) App = —A11 — ... — Q(p—1)(n—1)- {EU | l,] = 17...,7’L, ) 7£ ]} U {En -
Erny ooy En—1)n-1) — Enn}. Assim a dimensdo deste espaco é igual a n? — 1.

(d) Aip, = A15, paraizl,...,n. {EU"LIQ,,n,jzl,,n—l}U{Eh—l—E,m|Z:

2,...n—1yU{E\ + E1,+ E,,. Assim, a dimensao do espago é (n—1)>+(n—2)+1 =
2

n? —n.

(€) an+ ...+ a1 =0+ ...+ Cup. Ay = —Q11 — ... — Ai(p—1) — A2 — - - - — Q(n—1)n-
{El] ’ 9, = 2,...,77,, j = 1,...,71— 1} U {Ell — Enn;-"aEl(nfl) — EnnaElnaEQn —
Eup,. o, E—1yn — Epy}. Assim, a dimensdo do espago é n? — 1.

1.4.13. Seja p(t) = ag+ ...+ a,t" um polindmio tal que p(a) = 0. Entdo ag+ aja+...+aa™ =0,
ou ay = —aja — ... — apa™. Assim, p(t) = (—aja — ... — a,a™) + a1t + ... + a,t" =
ar(t—a)+ax(t* —a®)+...+a,(t" —a"). Assim, t —a,t* —a?,... t" —a" geram W. Como
eles s3o claramente L.I., ent3o eles formam uma base de W. A dimensido de W ¢é igual a n.

1.4.14. N3o, pois eles podem ser L.D., por exemplo se os trés vetores forem iguais a um vetor n3o
nulo, a dimensao do espago gerado por eles ¢ igual a 1.

1.4.15. Nio, pois se A for igual a matriz nula, entdo AX; = ... = AX, = 0. Supondo que a matriz
A seja singular, entdao como a dimensdo do R™ é igual a n, basta mostrar que AX;,..., AX,
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sao L.I.

1 AX) + ..+ 2,AX, = A(n1 Xy +...2,X,,) = 0. Como a matriz A é invertivel, entdo
1X1 + ...2,X, = 0. Como os vetores X1,..., X, sdo L.l., entdo 7, x, = 0.
Portanto AX;,..., AX,, sdo L.l. e formam uma base do R"

1.4.16. Seja {Vi,V,} uma base de V e {W;, W5} uma base de W. Um vetor V' estd na interse¢do se
V = 2,.Vi+ a3V = 5y Wi +y2Wa. O que implica que 21V, +25Vs —y1 W1 — 12 Ws = 0. Como
espaco tem dimensao 3 estes quatro vetores sdo L.D., o que implica que existem escalares
T1, T2, Y1, Y2 N30 todos nulos que satisvazem a equacdo acima. Ou seja, VN'W # {0}. O
mesmo n3o seria verdade se o espaco tivesse dimens&o igual a 4. Por exemplo, se V = [E}, Es]
e W = [Fj3, E4] sdo tais que VN'W = {0}.

1.4.17. J4 mostramos na solu¢do do Exercicio 12 na pagina 432 que o conjunto gera o espaco dos
polindmios e na solucao do Exercicio 11 na pagina 442 que o conjunto é L.l. Portanto, o
conjunto é uma base do espac¢o dos polinémios.

1.4.18. Ja mostramos na solugdo do Exercicio 13 na pagina 432 que eles geram o espaco dos polinémios
pares. Como eles sdo claramente L.I., ent3o eles formam uma base do espa¢o dos polinémios
pares.

1.4.19. >> A=randi(4,3)*randi(3,5,2);
>> R=escalona(A)

[ 6, -2, 1, 8, 2]

[ 12, 6, -1, 8, 9]

[ 20, 12, 1, 15, 16]

[ 0, 8 5, 1, 4]

R =[1, 0, 0, 1, 1/2]
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[ 0, 1, 0, -1/2, 1/2]
[ 0, 0, 1, 1, 0]
[ 0, 0, 0, 0, 0]
O conjunto solucdo de AX = 0 é o mesmo de RX = 0. Assim, a mesma relacio que é
valida entre as colunas de R é valida entre as colunas de A. Portanto, as colunas de A que
correspondem aos pivos de R formam uma base para o subespaco gerado pelas colunas de A,
pois as outras colunas sao combinacao linear destas.

1.4.20. >> A=randi(4,2)

A= 2 1
2 -4
3 -1
0 2

>> B=[A,eye(4)];
>> R=escalona(B)
2, 1, 1, 0,
1,
» 0,
0

b

I B B A e N e T e T |
Il

= O O

>

0,

-

-

O = O O

0]
0]
0]
1]
0,
0,
0,
1

3

1/3,
0,
-2/3,
-2/3,

1/6]
1/2]
-5/6]
5/3]

As colunas de B que correspondem aos pivos de R formam uma base para o subespac¢o gerado

pelas colunas de B, pois as outras colunas sao combinac3o linear destas.
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1.4.21. (a) >> A=randi(4,3)*randi(3,5,2)

A= 5 -4 1 -5 -3
-9 5 -4 -3 1
5 -5 0 =7 -5
6 -3 3 11 0
>> escalona([A(:,1)+A(:,2),A])
[ 1, 5, -4, 1, -5, -3]
[ -4, -9, 5, -4, -3, 1]
[ 0, 5, -5, 0, -7, -5]
[ 3, 6, -3, 3, 11, 0]
ans =
[ 1, o, 1, 1, o0, 2]
[ o, 1, -1, 0, 0, -1]
[ o, 0, O, O, 1, 0]
[ o, 0, 0O, O, 0, 0]
A base do subespaco é formada por V} = A; + A, Vo = Ay = (5,-9,5,6), V3 = Ay =
(—5,-3,-7,11).
(b) >> B=A*randi(5,2)
B =-61 -17
42 -35
-78 -33
11 62
>> escalona([B,A])
[ -61, -17, 5, -4, 1, -5, -3]
[ 42, -35, -9, 5, -4, -3, 1]
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[ -78, -33, 5, -5, 0, -7, -B]
[ 11, 62, 6, -3, 3, 11, 0]

ans =

(1, 0, 0, 1, 1, -2, 2]

(o, 1, 0, -1, -1, 9/4, -2]

(o, 0, 1, 8, 9, -71/4, 17]

[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

A base do subespago é formada por Vi = (—61,42,-78 11),V, =

(—17,-35,-33,62), V5 = A; = (5,—9,5,6).
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2.1. Produto Escalar e Norma (pagina 135)

2.1.1.

2.1.2.

2.1.3.

>> syms a

>> x=[1,1,-2];y=[a,-1,2];
>> solve(pe(x,y))

ans = 5

>> syms a b
>> x=[1/2"(1/2),0,1/27(1/2)];y=[a,1/2°(1/2) ,-b];
>> sol=solve(pe(x,y),no(y)-1)
sol =
a: [2x1 sym]
b: [2x1 sym]
>> sol.a, sol.b
ans = [ 1/2] [ -1/2] ans = [ 1/2] [ -1/2]

(a) >> wi=[1,-1,1],w2=[1,1,0],w3=[-1,1,2]
>> pe(wl,w2),pe(wl,w3),pe(w2,w3)
ans = 0, 0, O
O conjunto dado é uma base de R?, pois sendo um conjunto ortogonal é L.I. (Proposicio
2.7 na pagina 129). E um subconjunto de R? L.I. com 3 vetores é uma base de R?® pois
a dimens3o R? & igual a 3 (Teorema 1.12 na pégina 86).

(b) >> no(wl),no(w2),no(w3)
ans = 37(1/2),2°(1/2),6°(1/2)
>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,u3=w3/no(w3)
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2.1.4. (a)

Wi = (1/v3,-1/V/3,1/V/3),
2=(1/f 1/v2,0),
Ws = (=1/V6,1//6,v/2/V/3).

>> v=[2,1,0];

>> pe(v,wl),pe(v,w2),pe(v,w3)

ans = 1, 3, -1

>> pe(wl,wl) ,pe(w2,w2) ,pe(w3,w3)

ans = 3, 2, 6

V=1(2,1,0) = (1/3)W; + (3/2)W5 + (—=1/6)W;

>> syms X y z

>> v=[x,y,z];

>> pe(v,wl),pe(v,w2),pe(v,w3)
ans = x-y+z, Xty, —X+y+2%z

(,y,2) =(x—y+2)3Wi+ (z+y)/2We+ (—x +y +22)/6 W5.

As funcdes t e t3, por exemplo, n3o s3o ortogonais.

(t,t%) = /_tt”‘dt =2/5%#0

1
(f1, f2) = (t, %) = /1t3dt =0

LA+l = [P+ 2] = (&6 + (2, ¢%)

Algebra Linear e Aplicacoes
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1 1 9 2
= t2dt tdt ==+ =
/1 * /1 3 + 5

16
15
Ifi+ fIlP = [t+EP =+ t+¢%)
1 1
- / (t+#2)dt = (1/3)F
— -1

1

_ 2(1/4)t4‘11+ ame|

2 2 16

1

1 46
ot t°dt 2/7 3

plrojtt5:< ’2>t:f11 t:_/ t=21¢
A T A

Geometricamente a projecio de t° em t d4 o miiltiplo escalar de t que estd mais “préximo”
1/2

1
de t° no sentido de que |[t° — at|| = (/ (t° — at)2dt) é minimo.
-1

(d)

sendo que % t é um multiplo escalar de t.

Julho 2004 Reginaldo J. Santos



472 Respostas dos Exercicios

-1
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

cosf =

1
J- todt

<f_11 tlodt> v (f_ll t2dt> v
2/7 V33
NN R

Assim o angulo entre t° e t é
6 = arccos — ~ 35°.

2.1.5. (a) >> syms t
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>> pO=sym(1) ;pl=t;p2=t~2-1/3;
>> int(pO*pl,-1,1),int (p0*p2,-1,1),int (pl*p2,-1,1)
ans = 0, 0, O

O conjunto dado é uma base de P, pois sendo um conjunto ortogonal é L.I. (Proposicdo
2.7 na pagina 129). E um subconjunto de P, L.I. com 3 vetores é uma base de P, pois
a dimens3do P, é igual a 3 (Teorema 1.12 na pagina 86).

(b) >> n0=(int(p0~2,-1,1))"(1/2)
n0 = 2°(1/2)
>> n1=(int (p1°2,-1,1))"(1/2)
nl = 1/3%6°(1/2)
>> n2=(int (p2°2,-1,1))"(1/2)
n2 = 1/45%87~(1/2)*45~(1/2)

>> q0=p0/n0

q0 = 1/2%27(1/2)

>> ql=pl/nl

ql = 1/2%t*27(1/2)*37(1/2)

>> q2=p2/n2

1/8%(t72-1/3)%8" (1/2)*45"(1/2)
w=% a=t ¢=3E-1)

(c) >> f=1+t+t"2;
>> int(£*p0,-1,1),int (f*pl,-1,1),int (f*p2,-1,1)
ans = 8/3, 2/3, 8/45
>> int(p0°2,-1,1),int(p1°2,-1,1),int(p2°2,-1,1)
ans = 2, 2/3, 8/45
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4 1
1+t+t2:(§)1+1t+1(t2—§).

d) > syms a b ¢
¥
>> pO=sym(1) ;pl=t;p2=t~2-1/3;
>> f=a+bxt+c*xt"2;

>> int (f*p0,-1,1),int(f*pl,-1,1),int(f*p2,-1,1)
ans = 2%a+2/3*xc, 2/3*b, 8/45%c

1 1
a—l—bt+ct2:(CL—l—gc)l—l—bt—i—c(tZ—g).

2.1.6.

1 1 1
<et — ant,1> = —/ e'dt — g/ e?dt
2 /)4 2 /4

‘ 1 /1 o [
<€t_&62t’eznm‘/> — 5/ eteinwtdt_E/ e2teinmgdt

1 1

1 1
— l/ e(linw)tdt_g/ e(2fin7r)tdt
2], 2/,

1

1
_ e(lfirwr)t

2(1 — inm) -1
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o 1

. e(2—in7r)t

2(2 — inm) -1

1 . .
- = A (=inm) _ —(1—inm)
2(1 — inm) (e ‘ )
« . .

= (2—inT) _ —(2—inm)

202 — inm) (e c )

- (_WZ —) (1 —1m7r T2 —1in7r)

1(=1)"(e —e (1 = n’x* + 3nmi)

2 (14 n272)(4 + n?n?) ’
para n # 0.

2.1.7.

ay = <f, 1/\/§> =2¢ = g(e —e ),
a, = (f,cosnnt)=c,+7¢,
(=1)"(e — e H)(1 — n?m?)
(1 +n27r2)(4_+ n?m?)

b, = (f,sennnt)= -

(1)t (e — e 1)3nm
(14 n272)(4 + n?n?)

2.2. Bases Ortogonais e Subespacos Ortogonais (pagina 198)
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2.2.1. >»>
>>
w2
>>
w3
>>

2.2.2. >>
>>
w2
>>

w3
>>

vi=[1,1,-1,0];v2=[0,2,0,1];v3=[-1,0,0,1];
wl=vl; w2=v2-proj(wl,v2)

= [-2/3, 4/3, 2/3, 1]
w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3)

= [-4/11, -3/11, -7/11, 6/11]
ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no (w2) ,u3=w3/no(w3)

w=[4V8 1V8 —1V3 0]
2= [ -2VIlVG AVIIVG 2VIVE 4 ViTV3]
ud = —2V110 —3;V110 —v110 2 V110 |
vi=[1,1,1];v2=[0,1,1];v3=[1,2,3];
wl=vl; w2=v2-proj(wl,v2)
= [-2/3, 1/3, 1/3]
w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3)
= [0, -1/2, 1/2]
ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,u3=w3/no (w3)
w=[1v3 }v3 1]
ur= [ ~1VEV3 1VEVE 1VEV3]
w=[0 ~4vZ §VE]

Algebra Linear e Aplicacoes
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2.2.3. Este subespaco consiste dos vetores da forma:
(—Oé—ﬁ,ﬁ,(l/) - (_aa07a)+(_ﬁ7ﬂ70)
= «(-1,0,1)+ B(-1,1,0)
>> vi1=[-1,0,1];v2=[-1,1,0];
>> wl=vl; w2=v2-proj(wl,v2);
>> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2)
w=[ -1V 0 }VE)
us= [ ~LVAVE 1VBVE —1VBVE ]
2.2.4. Este subespaco consiste dos vetores da forma:
<_a+2ﬁ+777aﬁaa)
(—Oé,0,0,0[)+<2ﬁ,0,ﬁ,0)+(’7,’}/,0,0) =
Oé(—l, 07 07 1) + ﬁ(27 07 17 0) + 7(17 17 07 0)
>> v1=[-1,0,0,1];v2=[2,0,1,0];v3=[1,1,0,0];
>> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2);
>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3);
>> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2), u3d=w3/no(w3)
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m=[-3v2 00 4v2]
m=[1V3 0 1v3 1v3]
w=[HVER IR AVE LVE]

2.2.5. >> A=[1,1,-1,0;2,1,2,0];
>> escalona(A)
1 0 3 0
0 1 -4 0

T + 3$3 = 0
To — 41‘3 =0

Este sistema tem como solugao geral
W = {(-3a,4a,a) | o € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(=3a,4da, ) = a(—3,4,1).

Logo, S = {V = (—3,4,1)} gera W. Como um conjunto formado por um dnico vetor ndo

nulo é sempre L.I., entdo S é base para W.

>> v=[-3,4,1];
>> u=v/no(v)

Algebra Linear e Aplicacoes
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u=[-2v26 ZV26 526 ]

2.2.6. >> Vi1=[1,2,-3]; P1=[0,0,0];
>> V2=[2,4,-6]; P2=[0,1,2];
>> pv(V1,V2)
ans = 0 0 0
>> syms x y z; X=[x,y,z];
>> M=[X-P1;V1;P2-P1], expr=det (M)
M=[ x, y, =zl
[ 1, 2, -3]
[ 0, 1, 2] expr = 7*x-2%y+z
Como o produto vetorial de V; e V5 (os dois vetores diretores das retas) é igual ao vetor nulo,

—

entdo as retas sdo paralelas. Neste caso, os vetores V; e P; P, sdo ndo colineares e paralelos
ao plano procurado. Assim, 7x — 2y + z = 0 é a equac¢ao do plano, que passa pela origem,
logo é um subespaco. Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(a, B, —Ta+28) = (a,0,—7a)+(0,3,20)
= a(1,0,-7) + B(0,1,2)

>> V1=[1,0,-7];V2=[0,1,2];

>> W1=V1; W2=V2-proj(W1,V2)
w2 =[ 7/25, 1, 1/25]

>> U1=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)
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Up=[1/10vV2 0 —L V2]
Up=| £v3 5/9V3 1/45V3 ]
Para completarmos a uma base ortonormal de R?, basta acrescentarmos Us = U; x Us.
>> U3=pv(U1,U2)
Us=[ £v2v3 —1/9v2v3 1/18V2V3 |
22.7. > syms xy z d

>> expril=2x*x+2*y+2*xz+d;
>> P1=[0,0,-d/2]; N=[2,2,2]; P=[1,1,1];
>> expr2=abs(pe(P-P1,N))/no(N)

expr2 = 1/6 |6 +d| /3

>> solve(expr2-sqrt(3),d)
ans = [ 0][ -12]

Os planos 2z + 2y + 2z = 0 e 22 + 2y + 22 — 12 = ( satisfazem as condi¢bes do exercicio.
Apenas o primeiro plano é um subespaco. Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(a767_a_ﬂ) = (01,0,—01)+(0,ﬂ’—ﬂ)
= «(1,0,-1)+ p(0,1,-1)
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>> Vi=[1,0,-1];Vv2=[0,1,-1];
>> W1=V1; W2=V2-proj(W1,V2)
w2 = [ -1/2, 1, -1/2]

>> U1=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)

Uy=[1/2v2 0 —1/2V2 ]
Up=[ —1/6vV3v2 1/3V3v2 —1/6V3v2].

2.2.8.
2.2.9. (a)
(broi,, vE+1) (1) <—W po(t) =
(2/3)(t+1)2 11 23
- 2 B
(proi, VITT) (1) = <—Wp1(t)
2v/2
= ?t
(projm\/t + 1) (t) = ﬁTﬁ;me(ﬂ
V2 o, 1
e G
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(proja, vVE+1) (1

(proja, vVE+1) (1

(p1rojg>2 t+ 1) (t)

(proj,, vE+1) (1)
22

3
(proj, vE+1) (1)

+ (proj,, vVE+ 1) (1

2v2 22
V2 2v2,
3 5)

2\/5(% - %t)

(projmm—l) (t

(o) 0
(pro Jps >
o,

V2 o, 1
7y

1
2( =
f(? 5021

, 2. 15
Pt
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2.2.10. (a) >> syms t
>> pl=t;p2=t~2;p3=t~3;
>> ql=pi;
>> q2=p2-proj(ql,p2,0,4)
g2 = t72-3%t
>> q3=p3-proj(ql,p3,0,4)-proj(q2,p3,0,4)
g3 = t"3+32/5%t-16/3%t"2

{a:1(t) = t,qa(t) = t* — 3t} é uma base para Wy e {q1(t) = t,qo(t) = t* — 3t,g3(t) =
t8 + 22¢ — 1947} é uma base para W3

(b) >> f=sqrt(t)
f=1t7(1/2)
>> pri=proj(ql,f,0,4)
prl = 3/5%t
>> pr2=proj(q2,f,0,4)
pr2 = -1/7%t"2+3/7*t
>> pr3=proj(q3,f,0,4)
pr3 = 1/16%t~3+2/5%t-1/3%t"2

(projWQ\/f) (t) = proqux/f + proij\/f = (%t) + (—%t2 + %t) = %t — %tZ.
(o3 V) (1) = proj, V7 + prog v+ proig Vi = (prod, 1) () + projg i =
(5t — 2t%) + (55t° + 5t — 3t7) = 2t — 27 + 5t°.

2.2.11. (projy, f) (t) =

2
3

12}

@]

=

|3

3

1
2
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2 o COos T — (—1)™
. no 2 2 ¢
(projy, f) (t) 7 2 - sen mm
1 2 = sen ™™ _ gen ™7
2.2.12. (projy, f) (£) = = + = : ' t
(prOJan) (t) 92 + ™= m cosmm
2 < cos ME — cos 30T
vy 2 i i t
(projy, f) (t) 7 2 - sen mm

2.2.13. (projy, f) (t) =

n —_— —_—
3 2 cos mm — cos "5t — Trsen Tt
>4 2 : cos mmt.

8 p m=1 m2
(Projvnf) (t) =
2 < 5T COS T — M COS M — sen gt
= 5 sen mmt
T m
m=1
2.2.14. (projy, f) (t) =
1 2 (~2cosZf —1—(-1)™
T — cosmrt.
4 72 m?
m=1
‘ 4 . sen ™
(prOJan) (t) = = Z m22 senmrt
m=1

2.2.15. (projy f) (t) =
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3

IE<+

n mm 3mm m
2 cos " +cos T — 1 — (—1)
2 m2
m=1

cosmrmt.

(projy, f) (t) =

n
2 sen%—i—sen—

2

3mm

4 senmmt

m2

m=1

2.2.16. (a)

(b)

>> syms t a

>> fa=exp(t)-a*xexp(2*t)

fa = exp(t)-axexp(2*t)

>> pa=simplify(proj(sym(1),fa,-1,1))
pa=1/4%(2*xexp(-1)-a-2*exp(-3)+axexp(-4)) *exp(2)
>> pa=simplify([pa;...
proj(cos(pix*t),fa,-1,1);...
proj(sin(pixt),fa,-1,1)1);

>> pa=simplify([pa;...
proj(cos(2*pixt) ,fa,-1,1);...
proj(sin(2*pix*t),fa,-1,1)]1);

>> f=subs(fa,a,...
(exp(1)-exp(-1))/(exp(2)-exp(-2)));
>> p=subs(pa,a,...
(exp(1)-exp(-1))/(exp(2)-exp(-2)));
>> prj=[p(1);sum(p(1:3));sum(p(1:5))]
>> plotfproj(f,prj,-1,1)

>> pa=proj(pl(1),fa,-1,1);

>> pa=simplify([pa;...

Julho 2004
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proj(pl(2),fa,-1,1);...
proj(pl(3),fa,-1,1)1);

>> p=subs(pa,a,...
(exp(1)-exp(-1))/(exp(2)-exp(-2)));
>> prj=[p(1);sum(p(1:2));sum(p(1:3))]
>> plotfproj(f,prj,-1,1)
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3.1. Definicao, Exemplos e Propriedades (pagina 232)

3.1.1. (a) > vi=[1;1];Vv2=[0;1]; A=[V1,vV2];
>> escalona([A, [3;-2]11)
[ 1, 0, 3]
[ 0, 1, -5]
(3,-2) = 3V — 5Vh. Assim, T(3,—2) = 3T(V1) — 5T(Va) = 3(2,—3) — 5(1,2) =
(1,-19).
(b) >> syms a b
>> escalona([A, [a;b]])
[ 1, o0, al
[ 0, 1, b-al
(a,b) = aVi + (b — a)Va. Assim, T(a,b) = aT (V1) + (b —a)T (V) = a(2,-3) + (b —
a)(1,2) = (a+b,—5a + 20b).

3.1.2. >> vVi1=[1;1];V2=[0;-2]; A=[V1,V2];
>> escalona([A,[1;0],[0;11]1)
[ 1, 0, 1, 0]
L 0, 1, 1/2, -1/2]

(1,0) = Vi + 1/2Vs e (0,1) = —1/2V,. Assim, T(1,0) = T(V3) + 1/2T(Va) = (3,2,1) +
1/2(0,1,0) = (3,5/2,1) & T(0,1) = —1/2T(Va) = —1/2(0, 1,0) = (0, —1/2,0).

3 1 3 ny(.ilﬁ Y,z ) (.CL' Y, )' PyZ(x>?/a Z) = (O,y,Z) € sz(l",?/, Z) = (.27,0, Z)

3.1.4. (a) Pr(z,y,2) = (z,y,2) — Papg(z,y,2) = (13z — 2y — 3z, -2z + 10y — 62, -3z —
6y + 5z).
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(b) R,,(a:,y,z) = 2Pﬂ($,y,2) - (xvya Z) = (‘ray72) - 2P(1,2,3)(x7y72> = 1/7(61’ - 2y -
32,3y — 2z — 6z, —2z — 3x — 6y).

3.1.5. Roj3.(E1) = By, Rujzo(Eo) = 1/2Ey + V/3/2F3, Ry s . (E3) = —V/3/2E, + 1/2E5. Por-
x 1 0 0 x
tanto, Rz, | v | =] 0 1/2 —V/3/2 Yy
z 0 V3/2 1/2 z

Re/3y(E2) = Eg, Reyz(Er) = 1/2E, — /3 /2E3, Ry s, (E3) = V/3/2E, + 1/2E3. Portanto,

T 1/2 0 V/3/2 T
7r/3y Yy 01 0 Yy
z V3/2 0 1)/2 z

7r/3z E3 E37 7r/3z(E1) - 1/2E1 + \/—/2E27 7r/3z(E2) = _\/§/2E1 + 1/2E2 Por-

T 1/2 —/3/2 0 T
tanto, Ry;3. | ¥y | = \/3/2 1/2 0 Y
z 0 01 z
. x,y,2),(1,1,1 T z
3.1.6. (a) P(v,y,2) = Dprojgiy(r,y,2) = W = E(1,1,1) =
(m+g+zjz+g+zjm+g+zy

(b) Rr<x7yaz) = 2pr0j(1,1,0)($7y72) - (xvya Z) = 2(&74—%}—1—2’ a:—l-é/—i-z’ $+éj+z) - (QT,Q,Z) =
( fx+§y+22 ’ 2xfg+2z 7 2:1:+§y7z )

3.1.7. Sejam P = (50) e @ = (3,4). O eixo da reflexdo é uma reta r, perpendicular ao vetor

PQ (—2,4) que passa pelo ponto médio, M = Q+P = (4,2). Assim, o eixo é uma reta de
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equacdo —2x + 4y + ¢ = 0. Substituindo-se o ponto M na equagdo da reta é —2x + 4y = 0.
R.(5,0) = (3,4) e R.(4,2) = (4,2).

>> V1=[5;0];V2=[4;2]; A=[V1,V2];
>> escalona([A,[1;0],[0;1]11)

[ 1, 0, 1/5, -2/5]

[ 0, 1, 0, 1/2]

Assim, R,.(1,0) = 1/5R,.(5,0) = 1/5(3,4) = (3/5,4/5) e R,(0,1) = —2/5R,(5,0) +
1/2R.(4,2) = —2/5(3,4) + 1/2(4,2) = (4/5,—3/5). A matriz de R, em relagdo a base
3/5 4/5 ]

canbdnica é [R,]2 = [ 4/5 —3/5

3.2. A Imagem e o Nicleo (pagina 256)

3.2.1.

3.2.2.

Esta transformacdo é a projecdo no plano zy. Se a imagem da reta r é um ponto Py =
(%0, Y0, 0), entdo a reta é perpendicular ao plano xy, ou seja, passa por Py e tem como vetor
diretor um vetor perpendicular ao plano xy, por exemplo V' = (0,0,1). Assim, as equagdes
paramétricas da reta r sdo da forma (z,y, z) = (xo,v0,0) + £(0,0,1) ou x = zg,y = Yo, 2 =
t,Vt € R.

(a) Seja B = {E), Ey, E3} a base canbnica. [T]|3 = [T(E)T(E)T(E3)] =
0 0 1
1 -1 0
0 0 -1
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A=[0,0,1;1,-1,0;0,0,-1];
>> escalona(A)
[ 1, -1, 0]
[ 0, 0, 1]
[ 0, 0, O]
N(T) ={a(1,1,0) | « € R}. {(1,1,0)} é base para o nicleo de T', pois é L.I. e gera o
nucleo de T

(b) A imagem de T é gerada por T'(E;),T(E>) e T(E3), ou seja, pelas colunas da matriz
[T)2. As colunas associadas aos pivds (primeira e terceira) sio L.I. Assim, (0,1,0) e
(1,0,—1) formam uma base para a imagem de T

(c) O nicleo de T' é uma reta que passa pela origem e tem vetor diretor (—1,1,0) e a imagem
de T é o plano que passa pela origem que é paralelo aos vetores (0,1,0) e (1,0, —1).

3.2.3. (a) >> syms t; A=[1,1,t;1,t,1;t,1,1]

>> escalona(A)

[ 1, 1, t]

[ 0, t-1, 1-t]

[ 0, 1-t, 1-t~2]
Continua? s

[ 1, 0, t+1]
[ 0, 1, -1]
[ 0, 0, -t"2-t+2]

Se t =1, entdo o posto de A é igual a 1. Se t # 1, entdo o posto de A é igual a 2 ou
3. Se além disso, —t*> —t+2 = —(t +2)(t — 1) = 0, entdo o posto de A é igual a 2,
ou seja, o posto de A éigual a2, set=—2eéiguala3, set#1,-2.
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(b) >> A=[t,3,-1;3,6,-2;-1,-3,-t]
>> escalona(A);

[ 1, 0, -2%t-2]
[ 0, 1, 2/3+t]
[ 0, 0, -3+2%t~2-t]

O posto de A é igual a 2, se 2t> —t —3 =0, ou seja, se t = —1,3/2. Caso contrério, o
posto de A é igual a 3.

3.2.4. O nicleo de D é o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a 3 cuja derivada é igual
ao polinémio nulo. Ou seja, {p1(t) = 1} é uma base para N(D). Seja p(t) = ag + a1t +
ast? + ast® € P3. Entdo, D(p) = a; + 2ast + 3ast?, ou seja, 1,2t, 3t* geram a imagem de D
e como eles sdo L.I., {1,2t, 3t*} é base para (D).

3.2.5. (a) dim(V) =dim(N(7T")) + dim(I(T)) =2+5=1T7.
(b) dim(V) = dim(N(T)) + dim(J(T)) = 0+ 5 = 5.

3.26. (a) N(T) ={(z,y,—x) | z,y € R}. {(1,0,—-1),(0,1,0)} é uma base para o niicleo de T'.
Seja T' uma transformag&o linear tal que 7'(1,0,—1) = (0,0,0),7(0, 1,0) (0,0,0).

Seja V' um vetor que n3o pertence ao espago gerado por (1,0,—1) e (0,1,0). Defina
T(V) =W, onde W # (0,0,0). Por exemplo, tomando V' = (1,0,0) e 7'(1,0,0) =
(1,0,0).

(b) N(T') = {(x,x,2) | z,y € R}. {(1,1,0),(0,0,1)} é uma base para o nicleo de 7. Seja
T uma transformac3o linear tal que 7°(1,1,0) = (0,0,0),7(0,0,1) = (0,0,0). Seja V
um vetor que ndo pertence ao espa¢o gerado por (1,1,0) e (0,0,1). Defina T'(V) = W,
onde W # (0,0,0). Ex.: V =(1,0,0) e 7(1,0,0) = (1,0,0).
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3.2.7. Seja {V1,V5} uma base de R?. Defina T(V;) = 0 e T(V,) = Vi. Ex.: T(1,0) = (0,0) e
7(0,1) = (1,0).

3.2.8. Basta mostrarmos que N(T') = {0}. Seja p(t) = ag+ait+...+a,t" € P,. T(p) = (ap+ai)+
(a1 +2a2)t+. ..+ (an_1 +na,)t" ' +a,t™. T(p) =0 implicaque a, = a, 1 =...=ag = 0.
Ou seja, p=0e N(T) = {0}. dim(J(T)) = dim(P,,) —N(T) = dim(P,,). Logo, T é injetiva
e sobrejetiva e portanto um isomorfismo.

3.3. Composicao de Transformacdes Lineares (pagina 283)

3.3.1. Seja B = {E), E»} a base canénica de R?. Como P = [I|} = 1 ; A=1[T3 =
2 1 _ 2 —1 ~
rETE)] = |3 ] et = | 3 1| e i = g -
s [ 8 13
P AP_[_5 ol

3.3.2. Seja B = {1,t}. Entdo, P = [I]3 = { 1 _1 } A = [D]3 = [[D()]s[D(t)]s] = [ 8 (1) }

e Pl — { %g _%;] Portanto, [D]S = [1|S[DIZ[1]2 = P~1AP — { %; jg}
1 1 0
333. (a) P=[lE=]|0 2 -2
00 1

(b) B = [T]§ = [[]$[T)2[1]E = P~AP. Multiplicando-se & esquerda por P, PB = AP.
Seja B = [X;X,X3]. Para encontrar B basta resolvermos os sistemas lineares PX; =
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AP, PXy, = AP, PX3 = AP que podem ser resolvidos simultaneamente escalonando a
matriz aumentada [P|AP].

>> A=[3,-1,-2;0,0,-2;0,0,-1];
>> P=[1,1,0;0,2,-2;0,0,1];

>> escalona([P,A*P])

[ 1, 1, o, 3, 1, 0]

[ 0, 2, -2, 0, 0, -2]

[ o, 0, 1, o0, o0, -1]
eliminagdo 2:

(1/2)*1inha 2 ==> linha 2

[ 1, 1, o, 3, 1, 0]

[ 0, 1, -1, O, O, -1]

o, 0, 1, 0, 0, -1]

)*¥linha 2 + linha 1 ==> linha 1
i, o, 1, 3, 1, 1]

o, 1, -1, o0, 0, -1]

0o, 0, 1, 0, 0, -1]
eliminagdo 3:

(-1)*1linha 3 + linha 1 ==> linha 1
(1)*linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, 3, 1, 2]

[ o, 1, 0, 0O, 0, -2]

[ o, 0, 1, O, 0, -1]

-1
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31 2
Assim, B = [XleXg] = 00 -2
00 -1
334. ) T(1))=0-140-t+0-t2Tt)=0-1+1-t+0-t2 T({t*) =2-140-t+2-t%
0 0 2
Assim, A=[T)12=10 1 0 |.
00 2

0 00
(b) TA+#2) =T =0-14+0-t+2-(1+12). Assim, B = [T]¢ = [0 1 0].
00 2
1 01
() B =[T|S = MS[TIZMZ. Assim, P = [1]5 = [o 10 ]
0 01
(d) Se p(t) = ag + ait + az(1 + t?), entdo
[T(p)le = [T]lple = Blple.
[T%(p)le = [TIET (p)le = B?[ple-
0 0 O ao 0
[T"(p)]e = [TIEIT™ (p)le = B"[ple=| 0 1" 0 a | =| @
0o 0 27 as 2"as

T"(p) = art + (2"a9)(1 + t2).

3.3.5. (a) P(Uy) = Uy = 1U; + 0Us + 0Us,

PT(UQ) = (_) = 0U1 + OU2 + OU3 (S
P,(Us) = 0 = 0U; 4 0U, + 0Us.
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100
Assim, [P]S=10 0 0
000
V3/3  V6/3 0
Seja P = V3/3 —V6/6  V2/2
V3/3 —V6/3 —v2/2
P,(E1) = proj 11y E1 = ﬁll(ffﬁ% (1,1,1) = (1/3,1/3,1/3) = 1/3E, +1/3E,+1/3E3
P.(E,) = pmJ(m)E2 = {Cadl (1,1,1) = (1/3,1/3,1/3) = 1/3E1+1/3E,+1/3E,
P.(E3) = proj .y Bs = S8R0 (1,1,1) = (1/3,1/8,1/3) = 1/3E,+1/3E,+1/3E;
Assim,
1/3 1/3 1/3
P)2=1|1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3
(b) R,.(Uy) = Uy = 1U; + 0Uy 4 0Us,
R.(Uy) = —Uy = 0Uy — 1Us 4 0Us €
Rr<U ) == —U3 — 0U1 + OU2 - 1U3
1 0 0
Assim, [R,JS= |0 -1 0
0 0 -1

Ry(Ey) = 2projq, B — By = 28000 (1,1,1) — (1,0,0) = (—1/3,2/3,2/3) =
—1/3Ey +2/3E, + 2/3E4

R(E3) = 2projgq By — By = 2420000 (1,1,1) - (0,1,0) = (2/3,-1/3,2/3) =
2/3E) — 1/3E, + 2/3E;
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R.(E3) = 2proj 1) Es
2/3E, + 2/3E; — 1/3E;

~1/3  2/3
[ 2/3 —1/3
2/3  2/3

1(1,1,1)[]2

2/3
2/3 |.
]

Assim, [R,]% =

336 Rﬂ—/Q’T(Ul) U1 = 1U1 —+ 0U2 -+ OUg,
Rﬂ—/gﬂ(UQ) U3 :OU1+0U2+1U3,
Ry o (Us) = —Uy = OU, — 1U5 + 0Us.

0
-1 1.
0

+ (E1, Uz) Uy +

10
Assim, [R./2,J6=10 0
0 1

E17 U1> Ul

=
7r/27"( 1) = 1/V2Rip,(U1) + 1/V2Rqp,(Us)
1/f (V2 1/V/3,0) — 1/3/3(0,0,1) =

E27U>

=
7r/2 (EQ) = 1/\/_R7T/27‘(U1) - 1/\/§R7r/2,7‘(U3>
LVE(LVE 1VE,0) 4+ 1/v3(0,0.1) = (1/2,1/2,1/v3)

= (E3,U1) Uy + (E3,Us) Uy + (E3,Us) U3 = Us
7r/2 T(ES) - 7r/2 T(UQ) 3 = (1/\/57 _1/\/57 0)

— By = 24BLLU (1 1 7) —

(1/2,1/2,-1/v2)
4+ (Ey, Uy) Uy + (Ey, Us) Us = 1//2U, — 1/+/2Us3

(0,0,1) = (2/3,2/3,—1/3) =

(By,Us) Us = 1//2U; + 1/3/2U;

= 1NV2U - 1V20, =

= 1/V2U, + 1/V2U; =
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/2 1/2  1/V2
Assim, [Ry/2,]3 = /2 1/2 —1/V2
—1/vV2 1/V2 0

3.3.7. (a) A matriz de T em relagdo a base candnica é A = . Assim,

OO =
O = N
— N

> A=[1,2,1;0,1,2;0,0,1];

> escalona([A,eye(3)])

(1, 2, 1, 1, 0, 0]

[0, 1, 2, 0, 1, 0]

[0, O, 1, 0, 0, 1]

eliminagdo 2:

(-2)*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
[ 1, o0, -3, 1, -2, O]

[ o, 1, 2, 0, 1, o0l

[ o, O, 1, O, O, 1]
eliminagdo 3:

(3)*1linha 3 + linha 1 ==> linha 1
(-2)*linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, o0, o0, 1, -2, 3]

[ o, 1, 0O, O, 1, -2]

[ o, 0, 1, o0, 0O, 1]

Portanto, a inversa de T' é dada por T~ !(z,y,2) = (v — 2y + 32,y — 2z, 2).
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1 -2 -2
(b) A matriz de T em relagdo a base {1,¢,t?} ¢ A= | 0 1 —4 |. Assim,
0 0 1

> A=[1,-2,-2;0,1,-4;0,0,1];

> escalona([A,eye(3)])

[ 1, -2, -2, 1, 0, 0]

[ o, 1, -4, o0, 1, 0]

( o, 0o, 1, 0O, o0, 1]
eliminagdo 2:

(2)*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
[ 1, 0, -10, 1, 2, 0]

[ 0, 1, -4, 0, 1, 0]

( o, o, 1, o0, o0, 1]
eliminagdo 3:

(10)*1linha 3 + linha 1 ==> linha 1
(4)*1linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, o0, 0, 1, 2, 10]
[ o, 1, o0, O, 1, 4]
( o, 0, 1, 0O, o0, 1]

Assim, T~ !(a + bt + ct?) = (a + 2b + 10c) + (b + 4c)t + ct?.

11
(c) A matriz de T em relag3o as bases {E), Fy, E3} e {1,t,t?} é | 1 2 . Assim,
10

DO =

> A=[1,1,1;1,2,1;1,0,2];
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(d) A matriz de T em relagdo as bases {1,t,t*} e {Fy, Ey, E3} é

> escalona([A,eye(3)])
(1, 1, 1, 1, 0, 0]
[1, 2, 1, 0, 1, O]
(1, 0, 2, 0, 0, 1]
eliminacdo 1:
(-1)*linha 1 + linha 2
(-1)*linha 1 + linha 3
[ 1, 1, 1, 1, o0,
( o, 1, 0, -1, 1,
[ o, -1, 1, -1, O,
eliminagdo 2:
(-1)*linha 2 + linha 1

(1)*1linha 2 + linha 3 =

([ 1, O, 1, 2, -1,
([ o, 1, O, -1, 1,
[ o, O, 1, -2, 1,
eliminagdo 3:
(-1)*1linha 3 + linha 1

[ 1, 0, O, 4, -2, -1]

( o, 1, 0, -1, 1,
( o, o, 1, -2, 1,

==> linha 2
==> linha 3
0]
0]
1]
==> linha 1
=> linha 3
0]
0]
1]
==> linha 1
0]
1]

Portanto, a inversa de T é dada por T~ !(a+0bt+ct?) = (4a—2b—c, —a+b, —2a+b+c).

1
1
1

-1 1
0 0 |. Assim,
11
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> A=[1,-1,1;1,0,0;1,1,1];

> escalona([A,eye(3)])

[ 1, -1, 1, 1, o0, o]

[ 1, 0, 0, O, 1, 0]

[ 1, 1, 1, o0, o0, 1]
eliminagdo 1:

(-1)*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-1)*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -1, 1, 1, o0, o]

[ o, 1, -1, -1, 1, 0]

[ o, 2, o0, -1, o0, 1]
eliminagdo 2:

(1)*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
(-2)*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 0, O, 1, 0]

[ o, 1, -1, -1, 1, O]

[ o, O, 2, 1, -2, 1]
eliminagdo 3:

(1/2)*1inha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 0, 0, 1, 0]

[ 0, i, -1, -1, 1, 0]

[ 0, 0, 1, 1/2, -1, 1/2]
(1)*1linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, 0, 1, 0]
[ 0, 1, 0, -1/2, 0, 1/2]
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[ O, O’ 1, 1/2, —1’ 1/2]
Portanto, a inversa de T é dada por T *(a,b,¢) = b+ (¢/2—a/2)t+ (a/2 — b+ c/2)t?

3.4. A Adjunta (pagina 307)

3.41. (a) > A=[4,-2;1,3;2,1;3,4];
>> escalona(A)
[ 1, 0]
[ 0, 1]
[ 0, 0]
[ 0, 0]
>> escalona(A’)
[ 1, 0, 5/14, 5/14]
[ 0, 1, 4/7, 11/7]
N(A) = {0},7(AY) = R% Portanto, N(A) n3o tem base e {(1,0),(0,1)} é base
de J(A"). N(A) = {((-5/14)8 — (6/14)e, (=4/7)B — (11/T)e, B, @) | o, €
R}. Portanto,  {(—5,—22,0,14), (=5, -8,14,0)} é base de N(A!).
{(1,0,5/14,5/14),(0,1,4/7,11/7)} é base para J(A).

(b) >> A=[1,0,0,0;0,1,1,1;0,0,1,1;1,1,2,2];
>> escalona(A)
(1, 0, 0, O]
[ 0, 1, 0, O]
[0, 0,1, 1]
[0, 0, 0, 0]
>> escalona(A’)
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(1, 0, 0, 1]
[0, 1,0, 1]
[0, 0,1, 1]
[ 0, 0, 0, 0]
N(A) = {(0,0,—a,) | @« € R}. Portanto, {(0,0,—1,1)} é base para N(A).
{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,1)} é base para J(A"). N(A") = {(—« —o,a) |a €

R}. Portanto, {(—1,—1,—1,0)} é base para N(A*). {(1,0,0,1), (0, 1,0 1) (0,0, 1,1)}
é base para J(A).

3.42. Wt = {(x,y,2) | —y+2=0}. Assim, X € W se, e somente se, X = (8 — «,3,a) =
a(—1,0,1)+5(1,1,0). Portanto, W; = (—1,0,1) e W5 = (1,1,0) formam uma base de W+.
W é uma reta que passa pela origem e W+ é um plano que passa pela origem, perpendicular
a W.

3.4.3. >> A=[1,0,-2,1;0,1,3,-2]
A=[ 1, 0, -2, 1]
[ o, 1, 3, -2]
= (20 — a,2a0 — 30, 6,a) = a(—1,2,0,1) + B(2,-3,1,0),Va, 3 € R. Assim, W; =
(—1,2,0,1) e Wy = (2,—3,1,0) formam uma base para W-.

3.44. (a) > P=[-2,1;-1,2;1,0;2,7];

>> A=matvand(P(:,1),2),B=P(:,2)
A= 4 -2 1

1 -1 1

1 1 1

4 2 1
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B= 1

2

0

7
>> escalona([A’*A,A’*B])
[ 34, 0, 10, 34]
[ o0, 10, 0, 10]
[ 10, 0, 4, 10]
[ 1, 0, 0, 1]
[ 0, 1, 0, 1]
[ 0, O, 1, O]
A

>> p=[-2,1;-1,3;1,3;2,11];
>> A=matvand(P(:,1),2),B=P(:,2)

A= 4

W= D=

3
11

>> escalona([A’*A,A’*B])

[ 34, O,
[ 0, 10,

-2
-1
1
2

10, 54]
0, 20]

equacdo da pardbola é y = 22 + z.

1

1
1
1
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3.4.5. (a) > P=[-2,0;0,1;1,-2;2,1];

>> A=matvand(P,1),B=P(:,1).72+P(:,2)."2

0

1

= e

>> escalona([A’*A,A’*B])

D m

[

A equacio do circulo é 22 + 4> — (13/35)x + (2/3)y = 128/35.
(b) >> P=[-2,1;-1,-2;0,1;2,0];

0,

6,
0,
1,
0,

0,

1, 7]
0, -4]
4, 15]

0,
0,
1,

13/35]
-2/3]
128/35]
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3.4.6. (a)

>> A=matvand(P,1) ,B=P(:,1).72+P(:,2)."2

A= -

2

= o1 o NN O =

4

1
-2
1
0

1

1
1
1

>> escalona([A’*A,A’*B])

L o9,
L o,
_1’

[
[
[
[
A

0,
6,
0,
1,
0

3

0,

-1, -7]
0, -4]
4, 15]
0,
1,
0,

0, -13/35]
O’ _2/3]
1, 128/35]

equagdo do circulo é a? + y? + (13/35)x + (2/3)y = 128/35.

>> A=[1,2;2,4;-1,-2];B=[3;2;1];
>> escalona([A’*A,A’*B])

[ 6,

12,

6]

[ 12, 24, 12]

[1
[0,
X =(

» 2, 1]
0, 0]

1 —2a,a) =(1,0) +

a(—2,1),Va € R.
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(b) >> A=[-1,1;2,1;1,-2];B=[10;5;20];
>> escalona([A’*A,A’*B])

[ 6, -1, 20]
[ -1, 6, -25]
[ 1, 0, 19/7]
[ 0, 1, -26/7]
X = (19/7,-26/7).

(c) > A=[1,1,1;-1,1,1;0,-1,1;1,0,11;B=[4;2;1;2];
>> escalona([A’*A,A’*B])

[ 3, 0, 1, 4]
[0, 3, 1, 5]
[1, 1, 4, 9]
[ 1, 0, 0, 11/15]
[ 0, 1, 0, 16/15]
[ 0, 0, 1, 9/5]

X = (11/15,16/15,9/15).

3.4.7. >> P=randi(5,2)

P= 3 5
5 -3
0 -3
4 4
-4 3
>> A=matvand(P(:,1),3), B=P(:,2)
= 27 9 3 1
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125 25

0 0
64 16
-64 16 -4

> O O,
= e e

>> R=escalona([A’*A,A’*B])
[ 24546, 3368, 1218, 152, -176]

[ 3368, 1218, 152, 66, 82]
[ 1218, 152, 66, 8, 4]
[ 152, 66, 8, 5, 6]
R =1011,0,0,0, -35077/157992]

[ 0,1,0,0, 33866/85579]

[ 0,0,1,0, 7430353/2053896]

[ 0,0,0,1, -262092/85579]

>> a=R(1,5);b=R(2,5);c=R(3,5);d=R(4,5);
>> c1f,po(P),syms x,plotfl(a*xx”3+b*x"2+c*x+d, [-5,5])
>> eixos
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3.4.8. >> P=randi(6,2)

P= 0 -1
1 -2
3 4
-5 -5
1 3
-5 5
>> M=matvand(P,2) ,B=-M(:,1),A=M(:,2:6)
M= 0 0 1 0 -1 1
1 -2 4 1 -2 1
9 12 16 3 4 1
25 25 25 -5 -5 1
1 3 9 1 3 1
25 -25 25 -5 5 1
B= 0
-1
-9
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-25
-1
-25
A= 0 1 0 -1 1
-2 4 1 -2 1
12 16 3 4 1
25 25 -5 -5 1
3 9 1 3 1
-25 25 -5 5 1
>> R=escalona([A’*A,A’*B])

[ 1407, 211, 37, -189,

[ 211, 1604, -189, 82,

[ 37, -189, 61, 13,

[ -189, 82, 13, 80,

[ 13, 80, -5, 4,

R =[1,0,0,0,0, 35943/287650]
[0,1,0,0,0, -301491/287650]
[0,0,1,0,0, 127343/287650]
[0,0,0,1,0, 95187/143825]
[0,0,0,0,1, 18123/5230]

>> a=R(1,6);b=R(2,6) ;c=R(3,6);
>> d=R(4,6) ;e=R(5,6);

>

\2

>> eixos

clf,po(P),syms x y
>> plotci(x"2+a*x*xy+b*y~2+c*x+d*y+e, [-5,5], [-5,5])

-109]
-1407]
221]
-37]
-61]
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4.1. Diagonalizacdao de Operadores (pagina 341)

4.1.1.
(a) > A=[1,1;1,1]; (b) >> A=[1,-1;2,4];
>> B=A-x*eye(2) >> B=A-x*eye(2)
[1-x, 1] [1-x, -1]
[ 1, 1-x] [ 2, 4-x]
>> p=det (B) >> p=det (B)
p =—2%x+x"2 p =6-5*%x+x"2
>> solve(p) >> solve(p)
(o] [2] (3] [2]
>> BO=subs(B,x,0) >> B2=subs(B,x,2)
[1, 1] [-1, -1]
[1, 1] [ 2, 2]
>> escalona(B0) >> escalona(B2)
1 1 1 1
0 0 0 0
>> B2=subs(B,x,2) >> B3=subs(B,x,3)
[-1, 1] [-2, -1]
[ 1, -1] [ 2, 1]
>> escalona(B2) >> escalona(B3)
1 -1 1 1/2
0 0 0 0
Vo ={(—a,a) | a € R} Vy ={(—a,a) | a € R}
Vo ={(a,) | « € R} Vs ={(—a,2a) | a € R}
Julho 2004 Reginaldo J. Santos
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>> A=[0,1,2;0,0,3;0,0,0];

>> BO=subs(B,x,0
>> B=A-x*eye(3) subs(8,x,0)

-x, 1, 2] Eg’ 0 3%

[ 0, -x, 3] [o’ o’ 0]

[ 0, 0, -x] >> escalona(BO)
>> p=det (B) [0, 1, 0]

P=X 3 [O: O, 1]

>> solve(p) [0, 0, 0]

[0] [0] [O] o

Vo ={(a,0,0) | « € R}

>> A=[1,0,0;-1,3,0;3,2,-2];

>> Bm2=subs(B,x,-2
>> B=A-x*eye(3) n2=subs (B, x,-2)

[1-x, 0, 0] E—?: g: 8%
[ -1, 3-x, 0] [ 3, 2, 0]
> ooy o
p =(1-3)%(3-x)* (-2-%) [0, 1, 0]
>> solve(p) [0, 0, 0]

[ 11[ 31[-2]
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>> Bl=subst(B,x,1) >> B3=subs(B,x,3)

[ 0, 0, O] [-2, 0, O]

[-1, 2, 0] [-1, 0, O]

[ 3, 2, -3] [ 3, 2, -5]

>> escalona(B1) >> escalona(B3)

[1, 0, -3/4] [1, O, 0]

[0, 1, -3/8] [0, 1, -5/2]

[0, O, 0] [0, O, 0]

Voo ={(0,0,c) | @ € R}

Vi = {(6c, 3, 8q) | a € R}

V3 ={(0,5c,2a) | « € R}

()
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>> A=[2,-2,3;0,3,-2;0,-1,2];

>> B2=subs (B, x,2
>> B=A—X*eye(3) subs(B,x,2)

S 0. 2, 3

[ 0, 3-x, -2] [O’ _1’ 0]

[ 0, -1, 2-x] o

>> p=det (B) >> escalona(B2)
p =(2-x)*x(4-5*x+x"2) Eg’ é’ (1)%

>> solve(p) [O, O, o]

(2] [4] [1] *

>> Bl=subs (B,x,1) >> B4=subs(B,x,4)
[1, -2, 3] (-2, -2, 3]
[0, 2, -2] Lo, -1, -2]
[0, -1, 1] Lo, -1, -2]
5> escalona(B1) >> escalona(B4)
1, 0, 1] [1, 0, -7/2]
[0, 1, -1] o, 1, 2]
[0, 0, O] 0.0, 0]

Vi ={(—a,0,a) |« € R}
Vo ={(,0,0) | « € R}
Vy = {(Ta, —4a, 2a0) | « € R}

(f)
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>> A=[2,2,3;1,2,1;2,-2,1];

>> B2=subs (B, x,2
>> B=A—X*eye(3) subs(B,x,2)

[2-x, 2, 3] Eg, 3, ?%
[ 1, 2-x, 1] o -2 -1]
[ 2, -2, 1-x] >> escalona(B2)
>> p=det (B)
o [1, 0, 1]

p =—8-2xx+5%x"2-x"3

[0, 1, 3/2]
>> solve(p)
[ 211 41[-1] bt

>> B4=subs(B,x,4)
>> Bmil=subs(B,x,-1) [-2, 2, 3]
[3, 2, 3] [ 1, -2’ 1]
[1, 3, 1] Y

[ 2, -2, _3]
[2, _29 2]

>> escalona(B4)
>> escalona(Bm1) [1. 0 -4]
(1, 0, 1] [0, 1, -5/2]
[0, 0, 0] S

Vo, = {(—a,0,a) | @ € R}, Vy, = {(—-2a,-30,2a) | « € R} e V, =
{(8a, 5, 2a) | a € R}

4.1.2. (a)
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>> A=[2,0,0;3,-1,0;0,4,3];
>> B=A-x*eye(3)

[2-x%, 0, 0]
[ 3, -1-x, 0]
[ o, 4, 3-x]
>> p=det (B)

p =(2-x)*(-1-x)*(3-x)
>> solve(p)

[ 2]1[-1]1[ 3]

>> Bml=subs(B,x,-1)
[3, 0, O]

[3, 0, 0]

[0, 4, 4]

>> escalona(Bm1)
[1, 0, 0]

(o, 1, 1]

[0, 0, 0]

>> B2=subs(B,x,2)
[0, 0, 0]

[3, -3, 0]

(o, 4, 1]

>> escalona(B2)
[1, 0, 1/4]

[0, 1, 1/4]

[0, O, 0]

>> B3=subst(B,x,3)
[-1, 0, 0]

[ 3, -4, 0]

[ 0, 4, 0]

>> escalona(B3)
[1, 0, 0]

[0, 1, 0]

[0, 0, O]

V.1 ={(0,—a,a) | « € R}. {(0,—1,1)} é base para V_4, pois gera V_; ((0, —a, ) =

a(0,—1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vy = {(—a,—a,4a) | a € R},

((—a, —a,4a) = a(—1,—1,4)) e um vetor n3o nulo é L.I.

V3 ={(0,0,) | « € R}. {(0,0,1)} é base para V3, pois gera V3 ((0,0, @) = «(0,0,1))

e um vetor n3o nulo é L.I.

{(=1,—1,4)} é base para V,, pois gera V,
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>> A=[2,3,0;0,1,0;0,0,2];

>> 1 B1
>> B=A-xxeye (3) escalona(B1)

[2-x, 3, 0] (1, 3, 0]
[0, 0, 1]
[ 0, 1-x, 0]
[ 0 0. 2-x] (0, 0, 0]
’ ’ >> B2=subs(B,x,2)
>> p=det (B)
- (0, 3, 0]
p =(2-x)"2*(1-x)
[0, -1, 0]
>> solve(p)
[0, 0, 0]
(2] [2] [1]
>> escalona(B2)
>> Bil=subs(B,x,1)
[0, 1, 0]
[1, 3, 0]
[0, 0, 0]
[0, 0, 1] T

Vi ={(-3a,a,0) | « € R}. {(—3,1,0)} é base para Vy, pois gera V; ((—3a,,0) =
a(—3,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vy = {(a,0,0) | o, € R}. {V; = (1,0,0),V5 = (0,0,1)} é base para Vy, pois
gera Vy ((a,0,08) = «(1,0,0) + 5(0,0,1)) e é L. I ((EVl +yVa = 0 se, e somente se,
(,0,y) = (0,0,0) ouz =0ey=0).

(c)
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>> A=[1,2,3,4;0,-1,3,2;0,0,3,3;0,0,0,2];
>> B=A-x*eye(4)

[1-x, 2, 3, 4]
[ 0, -1-x, 3, 2]
[ O, 0, 3-x, 3]
[ O, 0, 0, 2-x]
>> p=det (B)

p =(1-x)*(2-x)* (-1-x)*(3-x)
>> solve(p)
[ 110 21(-11[ 3]

>> Bml=subs(B,x,-1) >> Bl=subs(B,x,1)
[2, 2, 3, 4] (o, 2, 3, 4]

(0, 0, 3, 2] (o, -2, 3, 2]

(0, 0, 4, 3] (0, o0, 2, 3]

[0, 0, 0, 3] (0, 0, 0, 1]

>> escalona(Bml) >> escalona(B1)
[1, 1, 0, 0] [0, 1, 0, O]

(0, 0, 1, 0] (0, 0, 1, 0]

(0, 0, 0, 1] (0, 0, 0, 1]

[0, 0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]
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>> B2=subs(B,x,2) >> B3=subst(B,x,3)
[-1, 2, 3, 4] [-2, 2, 3, 4]
[ 0, -3, 3, 2] [ 0, -4, 3, 2]
[0, 0,1, 3] (o, 0,0, 3]
[ 0, 0, 0, 0] [0, 0, 0, -1]
>> escalona(B2) >> escalona(B3)
[1, 0, 0, 29/3] (1, 0, -9/4, 0]
[0, 1, o, 7/3] (0, 1, -3/4, 0]
(o, 0, 1, 3] o, 0, 0, 1]
[0, 0, O, 0] [0, O, 0, 0]

: | « € R}. {(-1,1,0,0)} é base para V_;, pois gera V_;
((—o,,0,0) = a(—1,1,0,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vi ={(a,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para Vy, pois gera V; ((«,0,0,0) =
«(1,0,0,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vo = {(—29a, —Tar, =9, 3a) | @« € R}. {(—29,—7,—-9,3)} é base para Vs, pois gera
Vo (=29, —Tar, —9av, 3ar) = a(—29, —7,—9,3)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vs = {(9¢,30,40,0) | a € R}. {(9,3,4,0)} é base para V3, pois gera V3
((9a, 3, 4, 0) = (9,3,4,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.
(d)
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>> A=[2,2,3,4;0,2,3,2;0,0,1,1;0,0,0,1];
>> B=A-x*eye(4)
[2_X’ 2 b 3, 4]

[ 0, 2-x, 3, 2]
[ 0, O, 1-x, 1]
[ O, 0, 0, 1-x]
>> p=det (B)

p =(2-x)"2*(1-x) "2
>> solve(p)
(2] (2] [1] [1]

>> Bil=subs(B,x,1) >> B2=subs(B,x,2)
[1, 2, 3, 4] [0, 2, 3, 4]
[o, 1, 3, 2] [0, 0, 3, 2]
[0, 0, 0, 1] [0, 0, -1, 1]
[0, 0, 0, 0] [0, 0, O, -1]
>> escalona(B1) >> escalona(B2)
[1, 0, -3, 0] [0, 1, 0, 0]

[0, 1, 3, 0] [0, 0, 1, 0]

[0, 0, O, 1] [0, 0, 0, 1]

[0, 0, 0, 0] [0, 0, 0, O]

Vi = {(Ba,—3a,,0) | « € R}. {(3,-3,1,0)} é base para V;, pois gera V;
((3cr, =3, v, 0) = (3, —3,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vo = {(a,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para Vs, pois gera Vy ((«,0,0,0) =
a(1,0,0,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

4.1.3.
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(a) >> A=[1,4;1,-2]; >> p=det (B)
>> B=A-x*eye(2) p =—6+x+x"2
[1-x, 4] >> solve(p)
[ 1, -2-x] [ 2] [-3]

A matriz A possui dois autovalores diferentes, logo possui dois autovetores L.I. (Pro-
posicdo 4.5 na pagina 327). A matriz A é diagonalizivel pois, é 2 X 2 e possui dois
autovetores L.I. (Teorema 4.3 na pagina 324).

(b) >> A=[1,0;-2,1];

>> B=A-x*eye(2) >> Bl=subs(B,x,1)

[1-x, 0] [ 0, 0]

[ -2, 1-x] (-2, 0]

>> p=det (B) >> escalona(numeric(B1))
p =(1-x)"2 [1, 0]

>> solve(p) (0, 0]

(11[1]

Vi ={(a,0) | « € R}

A matriz A n3o é diagonalizavel pois, ndo possui dois autovetores L.I. (Teorema 4.3 na
pagina 324).

(c) > A=[1,1,-2;4,0,4;1,-1,4]

A= 1 1 -2
4 0 4
1 -1 4

>> B=A-x*eye(3); p=det(B)
p =b*x"2-6%x-x"3
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4.1.4.

>> solve(p)
ans =[0] [2] [3]

A matriz A possui trés autovalores diferentes, logo possui trés autovetores L.I. (Pro-
posicdo 4.5 na pagina 327). A matriz A é diagonalizavel pois, é 3 x 3 e possui trés
autovetores L.I. (Teorema 4.3 na pagina 324).

>> A=[1,2,3;0,-1,2;0,0,2];
>> B=A-x*eye(3)

[1-x, 2, 3]
>
[ 0 -1-x. 2] > solve(p)

[ 11[-1]1[ 2]
[ o, 0, 2-x]
autovalores diferentes, logo possui trés autovetores L.I. (Proposicdo 4.5 na pagina 327).

A matriz A é diagonalizdvel pois, é 3 x 3 e possui trés autovetores L.I. (Teorema 4.3 na
pagina 324).

>> p=det(B)

p =(1-x)*(-1-x)*(2-x) A matriz A possui trés

>> A=[1,1,2;0,1,0;0,1,3];

>> Bl=subs(B,x,1)
>> B=A-x*eye(3)

[1-x, 1, 2] Eg’ (1)’ 5%

[ 0, 1-x, 0] [1’ : 2]

>[> g;detiéf‘}(] >> escalona(B1)
p =(1-x)"2%(3-x) E 8, é, 3%

>> solve(p) [ O’ O’ 0]

[1] [1] 3] S
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>> B3=subs(B,x,3)

[ -2, 1, 2]
[ 0, -2, 0]
[ o, 1, 0]
>> escalona(B3)
[ 1, 0, -1]
[ o0, 1, 0]
[ 0, 0, O]

Vi =B, —2,a) | o, € R}. {(1,0,0),(0,—2,1)} é base para Vy, pois gera V;
(8, —2a, ) = a(0,—2,1) + 3(1,0,0)) e sdo L.I. (um vetor ndo é miiltiplo escalar do
outro)

{((,0,c0) | @« € R}. {(1,0,1)} é base para V3, pois gera V3 ((a,0,0) =
1

3 pumy
a(1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

|

I
O O

|
=N O
—_ O =

(0]

I
o O =
O = O
w o O

>> A=[4,2,3;2,1,2;-1,-2,0];
>> B=A-x*eye(3)

[4-x, 2, 3]

[ 2, 1-x, 2]

[ -1, -2, -x]

>> p=det(B)

p =-T7*x+bxx"2+3-x"3

>> solve(p)
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(31 [11[1]

>> Bil=subs(B,x,1)

[ 3, 2, 3]
(2, 0, 2]
(-1, -2, -1]

>> escalona(B1)

[1, 0, 1]
[0, 1, 0]
[0, 0, 0]

>> B3=subs(B,x,3)
(1, 2, 3]

[ 2, -2, 2]

[-1, -2, -3]

>> escalona(B3)
[1, 0, 5/3]

(o, 1, 2/3]

(0, O, 0]

Vi ={(-a,0,a) | « € R}. {(—1,0,1)} é base para V;, pois gera V; ((—a,0,a) =

a(—1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vo = {(-ba, —20,3c) | @« € R}. {(—5,—2,3)} é base para V,, pois gera V,

(=5, —2, 3ar) = (-5,

—2,3)) e um vetor ndo nulo é L.I.

A matriz n3o é diagonalizavel pois sé possui dois autovalores e cada um deles sé possui
um autovetor L.I. associado (Teorema 4.3 na pagina 324).

>> A=[1,2,3;0,1,0;2,1,2];
>> B=A-x*eye(3)

[1-x, 2,
[ 0, 1-x,

[ 2, 1, 2-x]

>> p=det (B)

p =—4+x+4*x"2-x"3

>> solve(p)
[ 11[ 4]1[-1]

>> Bml=subs(B,x,-1)
[2, 2, 3]

[0, 2, 0]

[2, 1, 3]

>> escalona(Bml)
[1, 0, 3/2]

[0, 1, 0]

[0, O, 0]
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>> Bl=subst(B,x,1) >> Bd=subs(B,x,4)
[0, 2, 3] -3, 2, 3]
[0, 0, 0] [ 0, -3, O]
[2, 1, 1] [ 2, 1, -2] v
>> escalona(B1) >> escalona(B4) -
[1, 0, -1/4] [1, 0, -1]
[0, 1, 3/2] [0, 1, 0]
[0, O, 0] [0, 0, O]
{(=3,0,2c) | & € R}. {(—3,0,2)} é base para V_y, pois gera V_; ((—3¢,0,2a) =

a(—3,0,2)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vi = {(o,
((a,—6a,4a) a(l, —

4:
a(1,0,

—6a,4a) | a € R}.

,—6,4)} é base para Vi, pois gera V;
6,4)) e um vetor ndo nulo é L.I.

{(,0,c) | @ € R}. {(1,0,1)} é base para Vg4, pois gera V4 ((a,0,c) =
1)) e um vetor ndo nulo é L.1.

Julho 2004

Reginaldo J. Santos



526 Respostas dos Exercicios

(d) >> A=[3,-2,1;0,2,0;0,0,0];

>> BO=subs(B,x,0)
>> B=A-x*eye(3)

3-x, -2, 1] (3, -2, 1]
[o, 2, 0]
[ 0, 2-x, O]
[ o 0. -x] (0, o0, 0]
’ ’ >> escalona(B0)
>> p=det (B)
[1, 0, 1/3]
p =—(3-x)*(2-x) *x
[o, 1, 0]
>> solve(p) [0. 0 0]
[3]1[2] [0] T
>> B2=subs(B,x,2) >> B3=subs(B,x,3)
[1’ _2’ 1] [O’ _2, 1]
[0, o0, o0l [o, -1, o0l
[o, o0, -2] [o, o0, -3]
>> escalona(B2) >> escalona(B3)
[1, -2, 0] [0, 1, 0]
[0, o0, 1] [0, 0, 1]
[0, 0, 0] [0, 0, 0]

Vo ={(—a,0,3c) | « € R}. {(—1,0,3)} é base para Vy, pois gera Vo ((—«,0,3a) =
a(—1,0,3)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vo = {20, ,0) | @ € R}. {(2,1,0)} é base para Vs, pois gera Vy ((2a,,0) =
a(2,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vs ={(,0,0) | « € R}. {(1,0,0)} é base para V3, pois gera V3 ((«,0,0) = «(1,0,0))
e um vetor ndo nulo é L.I.
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-1 21 0 0O
P = 010 e D=0 20
3 00 0 0 3
4.1.5. (a) >> A=[2,1,2;0,0,0;0,1,3]; syms t
>> p=det (A-t*eye(3))
p =
-(2-t) *t*(3-t)
>> B=matvand([0;2;3],2)
B= 0 0 1
4 2 1
9 3 1
>> R=escalona([B, [0;27k;3"k]])
[ 0, 0, 1, 0]
[ 4, 2, 1, 27k]
[ 9, 3, 1, 37k]
R=[1,0,0, -27 (~1+k) +3~ (-1+k) ]
[0,1,0, -2%3"(-1+k)+3%2~ (-1+k)]
[0,0,1, 0]
> simplify (R(1,4)*A"2+R(2,4)*A)
[ 27k, -2 (-1+4k)+2*3"(-1+k), -27 (1+k) +2%37k]
[ 0, 0, 0]
[ 0, 3~ (-1+k), 37k]
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2k _271+k_|_2371+k _21+k+23k
AP =10 0 0
0 3—1+k 3k
(b) >> A=[3,0,-3;1,3,-1;0,0,0]

A= 3 0 -3

1 3 -1

0 0 0
>> p=det (A-txeye(3))
p = —(3-t) 2%t
>> B=matvand([0;3],2)
B= 0 0 1

9 3 1
>> B=[B; [6,1,0]]
B= 0 0 1

9 3 1

6 1 0
>> R=escalona([B, [0;3"k;k*3"(k-1)11)
[ 0, 0, 1, 0]
[ 9, 3, 1, 37k]
[ 6, 1, 0, kx¥3~(-1+k)]
R=[1,0,0, -1/9%37k+1/9%k*3"k]

[0,1,0, -k*37(-1+k)+2%3"

(0,0,1,

(-1+k)]
0]

>> Ak=simplify(R(1,4)*A"2+R(2,4)*A)
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Ak =
[ 37k, 0, -37k]
[ kx3"(-1+k), 3"k, -k*3°(-1+k)]
[ 0, 0,
3k 0
Ak: k3—1+k 3k
0 0
(c) >> A=[0,-2,3;0,1,0;0,-2,3]
A= 0 -2 3
0 1 0
0 -2 3

>> p=det (A-txeye(3))
p = —tx(1-t)*(3-t)
>> B=matvand([0;1;3],2)

B= 0 0 1
1 1 1
9 3 1

>> R=escalona([B, [0;1;3"k]])

[ o, o0, 1, 0]

[ 1, 1, 1, 1]

[ 9, 3, 1, 37k]

>> Ak=simplify(R(1,4)*A"2+R(2,4)*A)
Ak =

[ 0, 1-3"k,  37k]
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[ 0, 1, 0]
[ 0, 1-3"k, 37k]
0 1—3k 3k
AF=10 1 0
0 1—3F 3k
(d) >> A=[0,0,0;0,0,-1;-1,1,0]
A= 0 0 0
0 0 -1
-1 1 0
>> p=det (A-txeye(3))
p = -t*x(t72+1)
>> solve(p)
[ ol 4ilC[ -1l
>> B=matvand([0;i;-i],2)
B=[ 0, 0, 1]
[ -1, i, 1]
[ -1, -i, 1]
>> escalona([B, [0;i"k; (-1)"k]])
[ 0, 0, 1, 0]
[ -1, i, 1, i~k]
[ -1, -i, 1, (-1)°k]

R =
[1,0,0, -cos(1/2xk*pi)]
[0,1,0, sin(1/2xk*pi)]
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[0,0,1, 0]

>> Ak=simplify(R(1,4)*A~2+R(2,4)*A)

Ak =

[ 0, 0, 0]

[ -cos(1/2xkxpi), cos(1/2*k*pi), -sin(1/2*k*pi)]
[ -sin(1/2%k*pi), sin(1/2xk*pi), cos(1/2*xkx*pi)]

0 0 0
A¥ = | —cos(1/2km) cos(1/2kn) —sen(1/2kn)
—sen(1/2km) sen(1/2km) cos(1/2km)

4.1.6. >> B=randi(2), A=[B-B’,zeros(2,1);zeros(1,2),randi]

B= 56 -1
3 0

A= 0 -4 0
4 0 0
0 0 -3

>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
p = —-3*%x"2-x"3-48-16%x
ans = [ -3][ 4xi][ -4xi]
>> escalona(A+3x*eye(3))
ans =[ 1, 0, 0]
[0, 1, 0]
[ 0, 0, O]

A matriz A n3o é diagonalizavel pois ela s6 tem um autovalor e auto espaco associado a este
autovalor tem dimens3do 2. Assim, n3o é possivel encontrar 3 autovetores L.|.
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4.1.7. >> L=[eye(2),zeros(2,1);randi(1,2),0]; A=LxL’

A= 1 0 2
0 1 -2
2 -2 8

>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
p = -9*%x+10*x"2-x"3
ans = [ O0]J[ 1][ 9]
>> escalona(A)
ans =[ 1, 0, 2]
[ o0, 1, -2]
[ 0, 0, O]

O autoespaco associado ao autovalor A =0 é

Vo ={(—2a,20,a) | « € R}.

Assim, {V; = (—2,2,1)} é um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.I.
associado a A = 0.

>> escalona(A-eye(3))
ans =[ 1, -1, 0]

[ 0, O, 1]

[ o, 0, 0]

O autoespaco associado ao autovalor A =1 é

Vi ={(o,,0) | « € R}.
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Assim, {V, = (1,1,0)} é um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.I.
associado a A = 1.

>> escalona(A-9*eye(3))
ans =[ 1, 0, -1/4]
L 0, 1, 1/4]
[ o, o0, 0]

O autoespaco associado ao autovalor A =9 é
Vo = {(cv, —cv,4x) | € R}.

Assim, {V3 = (1,—1,4)} é um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.I.
associado a A = 9.

>> V1=[-2,2,11;V2=[1,1,0];V3=[1,-1,4];
>> P=[V1’,V2’,V3’], D=diag([0,1,9])

P=- 1 1
2 1 -1
1 0 4
D= 0 0 0
0 1 0
0 0 9

>> inv(P) *A*P
ans = 0 0 0
0 1 0
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0 0 9
>> [P,D]=eig(sym(A))
P=[-1, -2, 1]

[ 1, 2, 1]

[ -4, 1, 0]
[ 9, 0, 0]

[ 0, 0, 0]

[ 0, 0, 1]

D =

Os elementos da diagonal da matriz D tém que ser os autovalores de A. As matrizes D
podem diferir na ordem com que os autovalores aparecem. As colunas de P s3o autovetores
associados aos autovalores que aparecem nas colunas correspondentes de D. Assim, fazendo
uma reordenacao das colunas das matrizes P e D de forma que as matrizes D sejam iguais, as

colunas de uma matriz P sao multiplos escalares das colunas correspondentes da outra matriz
P.

4.2. Operadores Auto-adjuntos e Normais (pagina 362)

4.2.1.

(a) > A=[2,2;2,2];
>> B=A-xxeye(2)
[2-x, 2]

[ 2, 2-x]
>> p=det(B)
p =—4*x+x"2
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>> solve(p)

(0] [4]

>> BO=subs(B,x,0) >> B4=subs(B,x,4)
[2, 2] [-2, 2]

[2, 2] [ 2, -2]

>> escalona(B0) >> escalona(B4)
[1, 1] [1, -1]

[0, 0] [0, O]

Vo ={(—a,a) | a € R}. {V} = (=1,1)} é base para Vj, pois gera Vo ((—a,a) =
a(—1,1)) e um vetor n3o nulo é L.I. Seja W, = (1/||Vi|)V1 = (=1/v/2,1/v/2). {W, =
(—1/4/2,1/+/2)} é base ortonormal de V.

Vy = {(a,a) | @ € R}, {Vo = (1,1)} é base para Vy, pois gera V, ((o, ) =
a(1,1)) e um vetor n3o nulo é L.I. Seja Wy = (1/||Val)Va = (1/v/2,1/v/2). {W, =
(1/4/2,1/4/2)} é base ortonormal de V.

-[YG Y] - Db

(b) >> A=[2,1;1,2];
>> B=A-x*eye(2)
[2-x, 1]

[ 1, 2-x]
>> p=det (B)
p =3-4*x+x"2
>> solve(p)
(3] [1]
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>> Bl=subs(B,x,1) >> B3=subs(B,x,3)
(1, 1] -1, 1]

[1, 1] [ 1, -1]

>> escalona(numeric(B1)) >> escalona(B3)
[1, 1] [1, -1]

[0, 0] [0, 0]

Vi ={(—a,a) | « € R}. {V} = (—1,1)} é base para Vy, pois gera V; ((—a, ) =
a(—1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja W, = (1/[|Vi|)Vi = (—=1/v/2,1/v/2). {W) =
(—1/v/2,1/4/2)} é base ortonormal de V.

V3 = {(a,a) | @« € R}. {Vh = (1,1)} é base para V3, pois gera V3 ((o, ) =
a(1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja Wy = (1/||Val)Va = (1/v/2,1/v/2). {W, =
(1/4/2,1/4/2)} é base ortonormal de V.

p-[Re ve] e oelos]

>> A=[0,0,1;0,0,0;1,0,0];

>> BO=subs(B,x,0)
>> B=A-x*eye(3)

0, 0, 1
[_X, O: 1] EO’ O’ O%
[ 0, -x, O] [1’ O’ 0]
[1, 0, -x] >> escalona(B0)
>> p=det (B) [1, 0, 0]
p =-x"3+x [0’ o, 1]
>> solve(p) [O’ o, 0]
[ 01[-111 1] S
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>> Bml=subs(B,x,-1) >> Bl=subs(B,x,1)
[1, 0, 1] [-1, 0, 1]

[0, 1, 0] [ 0, -1, O]

[1, o0, 1] [ 1 0, -1]

>> escalona(Bml) >> escalona(B1)
[1, 0, 1] (1, 0, -1]

[0, 1, 0] [0, 1, 0]

[0, 0, O] (0, 0, O]

Vo = {(0,0,0) | « € R}. {V; = (0,1,0)} € base para V,, pois gera Vy ((0,,0) =
a(0,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I. {V; = (0,1,0)} é base ortonormal de Vy, pois

1

= {(—,0,) | @« € R}. {Vo = (—1,0,1)} é base para V_;, pois gera V_;
a,0,a) = a(—1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja Wy = (1/||Va]|)V2 =
(—1/v/2,0,1//2). {Wg (—1/+/2,0,1/4/2)} é base ortonormal de V_;.

Vi ={(a,0,) | &« € R}. {V3 =(1,0,1)} é base para V, pois gera V; ((«,0,) =
a(1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja W5 = (1/||Vs|)Vs = (1/v/2,0,1/V/2).
{W5 = (1/+/2,0,1/+/2)} é base ortonormal de V.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogo-
nais (Proposicdo 4.10 na pagina 351). Portanto, {IW;, W5, W3} é uma base ortonormal
de autovetores de A.

—~1/vV2 1/V2 0 00
P=|1 0 0 e D=0 —-10
0 1/vV2 1/V2 0 01
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(d) >> A=[0,0,0;0,2,2;0,2,2];

>>
>> BeA-xreye(3) escalona(B0)

[-x, 0, 0] oo o

[0, 0, 0]
[ O, 2_X, 2] I:O 0 O]
[0, 2, 2-x] >> B4=subs(B,x,4)
>> p=det (B) (-4, 0, O]
p =—x*(-4*x+x"2) , ’

[ O, _2: 2]
>> solve(p)

[ O, 2: _2]
(0] [0] [4] >> escalona(B4)
>> BO=subs(B,x,0) [1, 0, O]
[0, 0, 0] [o, 1, -1]
[0, 2, 2] 0. 0. 0
[0, 2, 2] C

Vo = {(a, —3,0) | o,0 € R}, {V1 = (1,0,0), V4 (0 —1,1)} é base para V,,
pois gera Vo ((a, —3,8) = a(1,0,0) + ﬁ( -1,1)) e (mVl +yVa = 0 se, e
somente se, (z,—y,y) = (0,0,0) ou z = 0 ey = 0) Sejam W, = Vi, Wy =
Vo — projy, Vo = Vo — 0 = Va. Sejam Uy = (1/|[WA|)W1 = Wy = Vi = (1,0,0) e
Uz = (1/|[Wa|[)Ws = (0, -1/v2,1/v/2). {U1 = (1,0,0), 0> = ((0,-1/v2,1/v2)} ¢

base ortonormal de V.

Vy ={0,a,a) | a € R}. {V53=(0,1,1)} é base para V,, pois gera V, ((0,a, ) =
«(0,1,1)) e um vetor no nulo é L.I. Seja Us = (1/||V5||)Vs = (0,1/v/2,1/3/2). {Us =
(0,1/v/2,1/4/2)} é base ortonormal de V,. Como a matriz A é simétrica, autovetores
associados a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposicdo 4.10 na pagina 351).
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Portanto, {U;, Us, U3} é uma base ortonormal de autovetores de A.

1 0 0 000
P=|0 —1/vV2 1/V2 e D=|000
0 1/vV2 1/V2 00 4

(e) >> A=[1,1,0;1,1,0;0,0,11;

>> BO=subs(B,x,0)
>> B=A-x*eye(3)

1, 1, 0
[1-x, 1, 0] 1, 1, 0]
(1, 1, 0]
[ 1’ 1_X, O] I:O O 1]
[0, 0, 1=x] >> escalona(B0)
>> p=det (B)
(1, 1, 0]
P =—2%x+3%x"2-x"3 [0. 0, 1]
>> solve(p) [O’ O’ o]
[01 [1][2] T
>> Bil=subs(B,x,1) >> B2=subs(B,x,2)
[0, 1, 0] (-1, 1, o0]
(1, 0, 0] [1, -1 0]
(0, 0, 0] (o0, 0, -1]
>> escalona(B1) >> escalona(B2)
[1, 0, 0] [1, -1, 0]
[0, 1, 0] [0, 0, 1]
(0, 0, 0] [0, 0, 0]
Vo = {(—a,,0) | @« € R}. {V4 = (=1,1,0)} é base para V,, pois gera V,

((—a,a,0) = «a(—1,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja U; = (1/||Vi||)Vi =
(— 1/f 1/4/2,0). {U, = (—1/4/2,1/4/2,0)} é base ortonormal de V.
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Vi ={(0,0,a) | « € R}. {Vo =(0,0,1)} é base para V;, pois gera V; ((0,0,a) =
«(0,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja Wy = (1/]|V2||)V> = (0,0,1). {W, =
(0,0,1)} é base ortonormal de V;.

Vy = {(e,a,0) | @« € R}. {V5 = (1,1,0)} é base para Vy, pois gera V; ((c,,0) =
a(1,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja W5 = (1/||[V5|)Vs = (1/v/2,1/4/2,0).
{Ws = (1/4/2,1/4/2,0)} é base ortonormal de V.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogo-

nais (Proposicdo 4.10 na pagina 351). Portanto, {WW;, W5, W3} é uma base ortonormal
de autovetores de A.

~1/vV2 0 1/V2 000
P=1| 1/v2 0 1/V2 e D=|010
0 1 0 00 2

>> A=[2,1,1;1,2,1;1,1,2];

>>
>> B=A-x*eye(3) escalona(B1)

e N g [1, 1, 1]
[0, 0, 0]
[ 1, 2-x, 1]
t o [0, 0, 0]
, , 2-X >> B4=subst(B,x,4)
>> p=det (B) -2, 1, 1]
p =4—9*X+6*XA2_XA3 , ,
(1, -2, 1]
>> solve(p)
(1, 1, -2]
(4] [1][1]
>> escalona(B4)
>> Bl=subs(B,x,1) [1, 0, -1]
(1, 1, 1] [0, 1, -1]
(1, 1, 1] [0, 0, 0]
(1, 1, 1] S
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Vi = {(—a - 6,0,0) | o, € R}, {V; = (-1,1,0),V5 = (—1,0,1)} é base
para Vi, pois gera Vo ((—a — f3,a,0) = a(—1,1,0) + 5(—1,0,1)) e é L.I.(um ve-
tor ndo é miltiplo escalar do outro). Sejam W; = Vi, W, = 1V, — projy, Va =
Va—(=1/2,1/2,0) = (—=1/2,—1/2,1). Sejam Uy = (1/|[W1|)W1 = (=1/v/2,1/V/2,0)

e Uy = (1/||Wa|[ )Wy = (—%, —%, @) {U,,U,} é base ortonormal de V;.

Vy ={(a,a,a) | « € R}. {V3 = (1,1,1)} é base para Vy, pois gera V, ((o, , ) =
a(1,1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja Us = (1/]|Vs]|)Vs = (1//3,1/v/3,1//3).
{Us = (1/+/3,1/+/3,1/+/3)} é base ortonormal de V. Como a matriz A é simétrica, au-
tovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposicdo 4.10 na pagina
351). Portanto, {U;, Us, U3} é uma base ortonormal de autovetores de A.

—V/2/2 —6/6 /3/3 1
P=| +2/2 —/6/6 V3/3 e D=0
0 V6/3 V3/3 0

S~ O
~ O O

>> A=[1,2,0,0;2,1,0,0;0,0,1,2;0,0,2,1];
>> B=A-x*eye(4)
[1-x, 2, 0, 0]

[ 2, 1-x, 0, 0]
[ O, 0, 1-x, 2]
[ O, 0, 2, 1-x]
>> p=det (B)

p =9+12%x-2%x"2-4%x"3+x"4
>> solve(p)
(-11(-11C 3][ 3]
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>> Bml=subs(B,x,-1) >> B3=subs(B,x,3)
[2, 2, 0, 0] -2, 2, 0, 0]
[2, 2, 0, 0] [2, -2, 0, 0]
[0, 0, 2, 2] (o, 0, -2, 2]
[0, 0, 2, 2] [0, 0, 2, -2]
>> escalona(Bml) >> escalona(B3)
[1, 1, 0, O] [1, -1, 0, o0l
[0, o, 1, 1] [0, 0, 1, -1]
(0, 0, 0, 0] (0, 0, 0, 0]
[0, 0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]

Vo ={(—o,o,-03,0) | o, € R}, {V} = (-1,1,0,0),V5 = (0,0,—1,1)} é base
para V_y, pois gera V_; ((—a,a, —f3,3) = a(—1,1,0,0) + 3(0,0,—1,1)) e é L.I.(um
vetor ndo é mdltiplo escalar do outro). Sejam Wy = V;, Wy = V, — projy, Va2 =
V=0 = Vs. Sejam Uy = (1/||Wh|[)W: = (=1/v/2,1/v/2,0,0) e Uy = (1/||Wa||)Wa =
(0,0, —1/v/2,1/4/2). {Uy,U,} é base ortonormal de V_;.

Vs ={(o,,5,08) | o, B € R}. {V3=(1,1,0,0),V, = (0,0,1,1)} é base para V3, pois
gera V_; (o, o, 3,0) = «(1,1,0,0) + 3(0,0,1,1)) e é L.I.(um vetor ndo é miltiplo
escalar do outro). Sejam W3 = V3, W, =V — projy,Va = V4 — 0 = V4. Sejam
Us = (1/||Wa|)Ws = (1/v2,1/v/2,0,0) e Uy = (1/|[Wal[)Ws = (0,0,1/v2,1/v2).
{Uy,Us,} é base ortonormal de V3. Como a matriz A é simétrica, autovetores associados
a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposi¢do 4.10 na péagina 351). Portanto,
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{U1,Us,Us, Uy} € uma base ortonormal de autovetores de A.

—1//2 0 1/v2 0 -1 000
P 1/v/2 0 1/v2 0 e p—| 0 -100
B 0 —1/v2 0 1/v2 | 0 030
0 1/v2 0 1/v2 0 00 3
(h) >> A=[0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,1;0,0,1,0]; >> BO=subs (B, x,0)

>> B=A-x*eye(4) [0, 0, 0, 0]
[-x, 0, 0, 0] (o, 0, 0, 0]
[0, x, 0, 0] (0, 0, 0, 1]
o0, 0, -x, 1] (o, o, 1, 0]

Lo, 0, 1, -x] >> escalona(B0)
>> p=det(B) (0, 0, 1, 0]
p =x"2*(x"2-1) [o, o, 0, 1]
>> solve(p) [0, 0, 0, 0]
Colf oIl 11[-1] (0, 0, 0, 0]
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>> Bil= B 1
>> Bml=subs(B,x,-1) subs(B,x,1)

(1, 0,0, 0] ?i1_ 0, 0, 0]
[0, 1, 0, ol [ 0, —1’ o’ 0]
[0, 0, 1, 1] [ o’ o’ _1’ 1]
[0, 0, 1, 1] [ o’ o’ 1’ -1]
>> escalona(Bm1) s ;scaionaEBl)
L1, 0,0, 0] [1, 0, 0, O]
[0, 1, 0, 0] [o’ 1’ o, 0]
[0, 0, 1, 1] [o’ o’ 1’ 1]
[0, 0, 0, 0] [o: o: o: o]

Vo = {(,5,0,0) | o, € R}, {V; = (1,0,0,0),V, = (0,1,0,0)} é base para V,,
pois gera V_; ((«,3,0,0) = «(1,0,0,0)+ 3(0,1,0,0)) e € L.I.(um vetor ndo é miltiplo
escalar do outro). Claramente V; - V5 = 0 e possuem norma igual a 1. Sejam U; =V} e
Uy = Va. {Uy,Us} é base ortonormal de V.

VvV, = {( —a,a) | @« € R}, {V3 = (0,0,—1,1)} é base para V;, pois gera V;
((0 0,— ) = «(0,0,— ,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja Us = (1/||V5]|)V5 =
(0, 1/\/_ 1/v/2). {Us = (0,0, —1/v/2,1/+/2)} é base ortonormal de V.

V.1 = {(0,0,,c0) | « € R}. {Vy = (0,0,1,1)} é base para V_;, pois gera V_,
((0,0,a,¢) = «(0,0,1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja U, = (1/||V4|)Va =
(0,0,1/v/2,1/3/2). {Us; = (0,0,1/4/2,1/4/2)} é base ortonormal de V_;. Como a
matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes s3o ortogonais
(Proposi¢do 4.10 na pégina 351). Portanto, {U;, Us, Us, Uy} é uma base ortonormal de

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2004



Capitulo 4. Diagonalizacao 545

autovetores de A.

10 0 0 000 0
0 1 0 0 000 0
P=100 —1/v2 1/v2 e D=1g01 o
00 1/V/2 1/V2 000 —1

4.3. Aplicacdo ao Estudo de Cénicas (pagina 379)

4.3.1. >> A=[9,-2;-2,6]; K=[-10,-20];
>> syms x y; X=[x;y];
>> expr=simplify(X.’*A*X+K*X-5)

922 —4ay+69y*—10x —20y — 5

>> [P,D]=diagonal (A)

P V5/5 —2v5/5
1 2vE/5 0 V55
D=[5, 0]
[0,10]

>> syms x1 y1; X1=[x1;y1];
>> expr=subst (expr,X,PxX1)

52124+ 10y;2 — 10 v5xy — 5
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>> syms x2 y2; X2=[x2;y2]; X0=[5"(1/2);0];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

519% — 30 + 10 yo?
>> expr=expr/30

297 /6 + 2% /3 — 1

>> elipse(sqrt(6),sqrt(3),P,X0)
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4.3.2. >> A=[3,-4;-4,-12];
>> K=[-30,-64];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X)

322 —8axy —12y?> — 302 — 64y
>> [P,D]=diagonal (A)

VIT/17T  —4/17/17

P= AWIT/1T  VIT/1T
D=[-13,0]
[ 0,4]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)
—13 212 + 4y, ? — 286172, /17 + 56 /17y, /17

>> X0=[-286/(2x13*17"(1/2)) ;-56/(2*4x17"(1/2))]
[-11%17°(1/2)/17]

[- 7%17°(1/2)/17]

>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—13 292 + 81 + 4152
>> expr=expr/81
—g w1+ gy’

>> hiperbx(9/sqrt(13),9/2,P,X0)
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8
y A
6l
4r X
2r vy
0
X
—b/»'/_/d
4 \
6
-8
-8 -6 4 2 0 2 4 6 8

Julho 2004 Reginaldo J. Santos



550 Respostas dos Exercicios

4.3.3. >> A=[2,-2;-2,-1];
>> K=[-4,-8];
>> expr=simplify (X.’*xA*xX+K*X+14)

2202 —4ay —y? —4r —8y+ 14
>> [P,D]=diagonal (A)

p_ [ VB/5 —2v5/5
1 2v5/5 1455

D =[-2, 0]
[ 0, 3]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

2212 4+ 312 —4+bxy + 14

>> X0=[-57(1/2);0];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—219% 4 24 + 3 y,°
>> expr=expr/24
212+ g2 8+ 1

>> hiperbx(sqrt(12),sqrt(8),P,X0)
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4.3.4. >> A=[21,3;3,13];
>> K=[-114,34];
>> expr=simplify (X.’*xA*xX+K*X+73)

2122 4+ 62y +13y% — 1140 + 34y + 73
>> [P,D]=diagonal (A)

P 3v/10/10 —14/10/10
| 1Y/10/10  34/10/10

D=[22, 0]
[ 0,12]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

22217 + 121> — 22 10z, + 12 /10y, + 73

>> X0=[154%10"(1/2)/(5%x2%22) ; -108%10~ (1/2) / (5%x2%12)] ;
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

22192 — 132 + 12352
>> expr=expr/132
122 /6 + 22 /11 — 1

>> elipse(sqrt(6),sqrt(11),P,X0)
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4.3.5. >> A=[4,-10;-10,25];
>> K=[-15,-6];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X)

422 —20xy + 259> — 152 — 6y

>> [P,D]=diagonal (A)

p_ 2 V29 —2/29
2V29 229
D =[0, O]
[0, 29]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)
29 4,2 — 32924

>> expr=expr/29

) — 2% \/2—95131

>> parabx(3/(4*sqrt(29)),P)
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% y A
15F
1t X
05
0
X
-0.5
=y
-15+
i .
-1 -05 0 0.5 1 15 2 25 3
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4.3.6. >> A=[9,3;3,1]; K=[-10%10"(1/2),10%10"(1/2)];
>> expr=simplify(X.’*A*xX+K*X+90)

922 + 62y + y> — 1010z + 10 10y + 90
>> [P,D]=diagonal (A)

[ 3V/10/10 —+/10/10

P= Vv10/10  31/10/10
D =[10, 0]

[ 0, 0]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

10,2 — 2021 + 40 41 + 90

>> X0=[154%10"(1/2)/(5%2*22) ;-108*x10"(1/2)/ (5x2x12)];
>> expr=subst (expr,x1,x2+1)

10 292 + 80 + 401,

>> expr=subst (expr,yl,y2-2)
10 292 + 40 5

>> expr=expr/10

T9% 4+ 4y,

>> paraby(-1,P,[1;-2])
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4 v A
2 y
0 el

>y
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4.3.7. >> A=[5,-3;-3,5];
>> K=[-30%(2)"(1/2),18%(2)"(1/2)];
>> expr=simplify (X.’*xA*xX+K*X+82)

522 —6zy + 5y2 — 302z + 18 v2y + 82
>> [P,D]=diagonal (A)
o[

V2/2 V2/2

D =[2, 0]
(0, 8]
>> expr=subst (expr,X,PxX1)

2x12+8y12 - 121‘1 +48y1 + 82

>> X0=[3;-3];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

21’22 —8+8y22
>> expr=expr/8
29® /4 — 14 yp°

>> elipse(2,1,P,X0)
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4.3.8. >> A=[5,6;6,0];
>> K=[-12%(13)"(1/2),0];
>> expr=simplify(X.’*A*xX+K*X-36)

522+ 12xy — 12132 — 36
>> [P,D]=diagonal (A)

b 2/V13  3/V13
_[—WE 2/«1_3]

D =[-4, 0]
[ 0, 9]
>> expr=subst (expr,X,PxX1)

—4£12+9y12 — 241’1 — 36y1 — 36

>> X0=[-3;2];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—4 292 — 36 + 9 yp?
>> expr=expr/36
—2 (9 — 1+ /4

>> hiperby(2,3,P,X0)
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4.3.9. >> A=[6,-2;-2,9];
>> K=[-4%5"(1/2),-18%5"(1/2)];
>> expr=simplify(X.’*A*xX+K*X-5)

6x2—4my+9y2—4\/5x—18\/5y—5
>> [P,D]=diagonal (A)
b | 2VE VS
| 1vE 25

D =[5, 0]
[0, 10]
>> expr=subst (expr,X,PxX1)

5x12+10y12 —26ZL’1 —32y1 -5

>> X0=[26/10;32/20];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

59> — 22+ 10y,°
>> expr=expr*5/322
25 .2 25 , 2
35 2 — L+ 5192

>> elipse(sqrt(322)/5,sqrt(161)/5,P,X0)
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4.3.10. >> A=[1,3"(1/2);3"(1/2),-1];
>> K=[6,0];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X)

xQ%—Qxyvg——y2+—6x

>> [P,D]=diagonal (A)

» V32 —1/2
|12 VB2

D =[ 2, 0]
[ 0,-2]
>> expr=subst (expr,X,PxX1)

2112 = 2y,2 + 33z, — 3y,

>> X0=[-3+3"(1/2)/4;-3/41;
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

21’22 —9/4—2y22

>> expr=expr*4/9

8

2 8, 2
g Ta” — 1 =5y

>> hiperbx(3/sqrt(8),3/sqrt(8),P,X0)
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4.3.11. >> A=[8,-8;-8,8];
>> K=[33%2"(1/2),-31*%2"(1/2)];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X+70)

822 — 16zy + 8y% + 332z — 312y + 70
>> [P,D]=diagonal (A)
. [ V2/2 —v2/2 ]

V2/2 V2/2

D =[0, O]
[0, 16]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

161,12 + 22 — 64y, + 70

>> expr=subst (expr,yl,y2+2)
16 y22 +6+2x;

>> expr=subst (expr,x1,x2-3)
16 y2* + 2 29

>> expr=expr/16

Yo? + x9/8

>> parabx(-1/32,P,[-3;2])
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4.3.12. >> A=[1,-3;-3,-71;
>> K=[10,2];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X+9)

22 —6ay —Ty* +10x+2y+9
>> [P,D]=diagonal (A)

L[V -3V
| 3/v/10 1/V10
D =[-8, 0]
[0, 2]
>> expr=subst (expr,X,PxX1)

—8x1% + 22 + £ V10 — 2 V10y, +9

>> X0=[1/10"(1/2);7/10~(1/2)];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—81’22 + 2y22
>> hiperby(4,1,P,X0,’d’)

Esta € uma conica degenerada. A equacio representa as duas retas y"? = 42", ou y’ = +£22".
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4.4. Forma Candnica de Jordan (pagina 415)
4.4.1. As matrizes dos itens (a) e (b) estdo na forma candnica de Jordan.

4.4.2. (a) O polinémio caracteristico de A é claramente p(\) = —(\A — 2)%(\ + 1)3. Assim, os
autovalores da matrizsdo \; =2 e Xy = —1.

>> A=[2,5,0,0,0;0,2,0,0,0;0,0,-1,0,-1;

0,0,0,-1,0;0,0,0,0,-1]; A=sym(A);
>> N21=null (A-2*eye(5))

N21 = -1
0
0
0
0
>> N22=null((A-2xeye(5))~2)
N22 =1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
>> P1=[(A-2*eye(5))*N22(:,2) ,N22(:,2)]
P1 =5 0
0 1
0 0
0 0
0 0
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>> Nm11=null(A+eye(5))

Nmi11 =0 0
0 0
-1 0
0 1
0 0
>> Nm12=null((A+eye(5))"2)
Nm12 =0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
>> P2=[(A+eye(5))*Nm12(:,3) ,Nm12(:,3)]
P2 =0 0
0 0
-1 0
0 0
0 1

>> P3=Nm11(:,2);
>> P=[P1,P2,P3]

P= 56 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 -1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
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>> inv(P)*AxP

ans = 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 -1 1 0
0 0 0 -1 0
0 0 0 0 -1

(b) O polindmio caracteristico de A é claramente p(\) = (A — 2)°(A + 1). Assim, os
autovalores da matrizsdo \; =2 e Xy = —1.

>> A=[2,0,0,0,0,0;1,2,0,0,0,0;
-1,0,2,0,0,0;0,1,0,2,0,0;
1,1,1,1,2,0;0,0,0,0,1,-1]; A=sym(A);
>> N21=null (A-2*eye(6))
N21 =[ 0, 0]

[ 0, O]
0, -1]
0, 1]
3, 0]

[ 1, 0]
>> N22=null((A-2xeye(6))"2)
N22 =[ 0, 0, 0]

| e B e B |

[ 0, 0, 0]
[ -9, -1, 3]
[ 0, 1, 0]
[ o, 0, 1]
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[ 1, 0, O]

>> N23=null((A-2xeye(6))~3)

[ 0, 0, 0, 0]

[ -3/2, -27/2, -3/2, 9/2]

[ 0, 0, 1, 0]

[ 1, 0, 0, 0]

[ 0, 0, 0, 1]

[ 0, 1, 0, 0]

>> N24=null ((A-2xeye(6))~4)

N24 =[ 1, 0, 0, 0, 0]
[ -5/3, 9/2, -27/2, -3/2, -3/2]
[ 0, 0, 0, 0, 1]
[ 0, 0, 0, 1, 0]
[ 0, 1, 0, 0, 0]
[ 0, 0, 1, 0, 0]

>> (A-2%eye(6)) "3*N24

[ o, o0, O, 0, O]
[ o, o0, o0, 0, 0]
[ o, o0, o0, 0, 0]
[ o, 0, 0, 0, O]
[ 1, o0, o0, 0, 0]

[ 1/3, 0, 0, 0, 0]

>> P1=[(A-2%eye(6)) "3*N24(:,1),
(A-2xeye(6)) "2%N24(:,1),
(A-2xeye(6))*N24(:,1),N24(:,1)]
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P1 =[ 0, 0,
[ 0, 0,
[ 0, 0,
[ 0, 1,
[ 1, -5/3,
[ 1/3, -2/3,

-1,
-5/3,
-2/3,

0,

1]
-5/3]
0]
0]
0]
0]

Como a dimensdo de N(A — 214) é igual a 2, a dimensdo de K, é igual a 5 e P, tem 4
colunas, devemos encontrar apenas mais um ciclo de comprimento igual a 1.

>> P2=N21(:,2);
>> Nm11=null(A+eye(6))

Nmil =[ O]
[ 0]
[ 0]
[ 0]
[ 0]
[ 1]
>> P=[P1,P2,Nm11]
P =[ 0, 0,
[ 0, 0,
[ 0, 0,
[ 0, 1,
[ 1, -5/3,
[ 1/3, -2/3,

>> inv(P) *xA*P

OO+~ OO

-

-

-

-

0]
0]
0]
0]
0]
1]
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e

-

b

O O O O N+

>

-

b

O OO N = O

b

-

-

2

O O N+~ OO

J

0]
0]
0]
0]
0]
-1]

O polindmio caracteristico de A é claramente p(\) = (A + 1)°(\ + 4). Assim, os

autovalores da matriz s3o A\; = —1 e Ay = —4.

>> A=[-1,1,-1,-3,-1,7;0,-1,1,2,3,2;
0,0,-1,0,-2,1;0,0,0,-1,1,-2;
0,0,0,0,-1,3;0,0,0,0,0,-4]; A=sym(A);
>> Nm11=null (A+eye(6))

L o,

-

A e B e B e B e B e |
M |
O L NOO =200, N+

-

- - - -

| B e B e N e I |
|

-

1]
0]
0]
0]
0]
0]

1,

3

3

O O O O

3

0]
0]
-2]
0]
1]

m12=null ((A+eye(6))"2)
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[ O) O, O) O]
>> Nm13=null ((A+eye(6))"3)

[0, 0, 0, 0, 1]
[0, 0, 1, 0, 0]
[0, 1, 0, 0, 0]
[0, 0, 0, 1, 0]
[1, 0, 0, O, O]
[0, O, 0, 0, O]
>> (A+eye(6))"2+Nm13
[ 2,1, 0, 2, 0]
[0, 0, 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0, 0, 0]
[0, O, 0, 0, O]
[ 0, 0, 0, 0, 0]
[0, 0, 0, 0, 0]

>> P1=[(A+teye(6)) " 2xNm13(:,1),
(A+eye(6))*Nm13(:,1) ,Nm13(:,1)]

[ 2, -1, 0]
[ 0, 3, 0]
[ 0, -2, 0]
[ o, 1, 0]
[ o, 0, 1]
[ 0, 0, O]

Como a dimensdo N(A-+1Is) é igual a 2, a dimensdo de K_; é igual 5 e P, tem 3 colunas,
devemos encontrar mais um ciclo de comprimento igual a 2. Para isso, vamos descobrir
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um vetor da base de N(A + I4)? tal que (A + I5) aplicado a ele n3o seja miiltiplo escalar
do autovetor do ciclo ja determinado.

>> rref ([(A+eye(6)) "2*¥Nm13(:,1), (A+eye(6))*Nm12])

[ 1, -1/2, 0, 1/2, 0]
[ 0, 0, 0, 0, 1]
[ 0, 0, 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0, 0, 0]

>> P2=[(A+eye(6))*Nm12(:,4) ,Nm12(:,4)]

[ 1, 0]
[ 1, 0]
[ -2, -2]
[ 1, 0]
[ 0, 1]
[ 0, O]
>> Nm41=null (A+4xeye(6))
[ -2]

[ o]

[ -1]

[ 1]

[ -1]

[ 1]

>> P=[P1,P2,Nm41]
[ 2, -1, o0, 1, 0, -2]
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0, -2, -2, -1]

[ o, -2,

>> inv(P)*AxP

[ o, -1,

Assim, os

(d) O polindmio caracteristico de A é claramente p(\) = (A — 1)7(\ — 3).

autovalores da matriz sdo Ay =1 e Ay = 3.

>> A=[1,1,0,0,-1,0,4,0;
0,1,1,-1,-1,-3,3,-4;

0,0,1,0,1,1,-2,1;
0,0,0,1,1,1,-4,-5;
0,0,0,0,1,0,-1,-5;
0,0,0,0,0,1,1,-1;
0,0,0,0,0,0,1,-2;

sym(A) ;

0,0,0,0,0,0,0,3];A

>> N1i=null(A-eye(8))
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0, -1]

0, -1]

null((A-eye(8))"2)

>> N12

>> N13=null((A-eye(8))~3)
[0,0,0,1, 0,0, 0]
[0,1,0,0,0,0,0]
[0, 0, 0, 0, O, 1, 0]
[0, 0, 0, 0,0 1, 0, O]
[1, 0, O, O, 0, 0O, O]
[0,0,0,0,0,0,1]
[0,0,1,0, 0,0, 0]
(0, O, 0, 0, O, 0, O]

Reginaldo J. Santos
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>> (A-eye(8))"2%N13

[ _1: O, 4’ 0:

[ 0, 0, 0, O,
[ 0, 0, 0, O,
[ 0, 0, 0, O,
[ 0, 0, 0, O,
[ 0, 0, 0, O,
[ 0, 0, 0, O,
[ 0, 0, 0, O,

>> P1=[(A-eye(8)) "2xN13(:,1),...

-3]
0]
0]
0]
0]
0]
0]
0]

(A-eye(8))*N13(:,1),N13(:,1)]

[ -1, -1, 0]
[ 0, -1, 0]
1, 0]
1, 0]
0, 1]
, 0, 0]
0, 0]
0, 0]

{ e B e B e B N e B e |

O préximo bloco ndo pode ser iniciado por nenhuma coluna de N13, pois (A — Ig)?
multiplicado pelas colunas de N13 sdo L.D. com a primeira coluna de P1.

>> (A-eye(8))*N12
[ -1, 0, o0, 1,
L o, 0, O, O,

0, 4]
0, -1]
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[ 1
[ 1
[ o,
[ O
[ O
[

>> P2=[(A-eye(8))*N12(:,1),N12(:,1)]

(-1,
L

D

>

3

3

3

O O O O O

>

0,

0]
0]
1]
0]
1]
0]
0]
0]

b

b

3

b

O O O O O

b

0,

-

b

3

O O O O O

>

0,

3

b

O O O - =

b

0,

-2]
-4]
-1]
1]
0]
0]

Precisamos saber quais colunas de N12 geram ciclos que sido L.l. com os ciclos P1 e P2.

Para isso basta que os ultimos vetores dos ciclos sejam L.1.

>> rref ([P1(:,1),P2

L B e T e T s W e M |
O O O O O

0,

>
>
b

3

O O O O+

3

b

b

O O O O~ O

-

)

0,
0,
0,
0,
0,
0

3

3

b

(

0, -1, -1,
0, 0, 1,
0, 0, O,
0, 0, O,
0, 0, O,
0, 0, 0

3

:,1), (A-eye(8))*N12])

0]
0]
1]
0]
0]
0]
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>> P3=[(A-eye(8))*N12(:,6) ,N12(:,6)]

0,
0,

0,
0,

0
0

b

3

0,
0,

>> N31=null (A-3*eye(8))

>> P=[P1,P2,P3,N31]

L 0, O,
L 0, O,
[ 4, O]
[ -1, O]
[ -2, -4]
[ -4, 0]
[ -1, 0]
[ 1, O]
[ 0, 1]
[ 0, 0]
[ 1]
[ o]
[ o]
[ 2]
[ 2]
[ 1]
[ 1]
[ -1]
-1, -1,
L o0, -1,
L o0, 1,
[ 0, 1,

0, -1,
0, O,
o0, 1,
o0, 1,

O = O O

-

0,
0,

0]
0]

1]
0]
0]
2]
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>> inv(P)*A*xP

[1, 1, 0, 0, O, 0, 0, 0]
[o, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0]
(o, 0, 1, 0, 0, 0, 0, O]
[0, 0, 0,1, 1, 0, 0, 0]

(o, o, 0, 0, 1, 0, 0, 0]

L0, 0,0,0,0,1, 1, 0]

(o, 0,0,0,0,0,1, 0]

(o, 0, 0, 0, O, O, O, 3]
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