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Prolongamento de solugdes (Continuacao)

Na aula anterior a esta vimos que se f(x,y) e uma funcéo continua com derivada
continua a solucéo do problema de valor inicial y'(x) = f(X,y) y(x,) =Y, tem solucéo
no intervalo maximal (w,,w ), nesta aula vamos ampliar esta idéia provando o seguinte
teorema;

Teorema: Suponhamos que Q= X,y :a<x<b sejauma faixae que f:Q—R seja
uma fungdo continua tal que f :Q — R seja continua e limitada. Entdo para cada

(X, Y,) € Q existe uma solugdo do problema de valor inicial y'= f(x,y) y(X,) =Y,
definida no intervalo (a,b).

Dem. Sendo f(x,y) e %(x, y) continuas, ja sabemos que o problema de valor inicial

y'=f(X,y) y(X,)=Y, tem uma JUnica solucdo definida num intervalo
(=X, a+%)c=(ab), sendo f continua em a,b ja sabemos que existe uma
constante k, =max |f(x,y,)|:(@a+&, b—¢) e k, = sup ‘fy‘: X,y €Q e alem disso
podemos re-escrever a funcéo f(x,y) da seguinte maneira,
f(x,y)=F(xy)-f(xy,)+ f(x,y,)e pela desigualdade triangular  obtemos,
[F Y <[ FOGY) = (X Y)|+]F (X Y,)| e pelo teorema do valor médio temos,

|f(x,y)|§k2+k1|y—y| e como sabemos que o problema de valor inicial

y'=f(Xy) y(x)=Y, é equivalente a y(x)=y,+ If(s, y(s))ds, temos, substituindo
Xo

f(s,y(s)) pela desigualdade do teorema do valor médio que

Iy = Yo| <k, + ¥, +k, j|y(s) —Yo[ds. Tomando a(x)= ﬂy(s) —Y,|ds, consequentemente
Xo Xo

temos, «a'(X)= |y(x) - y0| <k, +Y,+ka(x). Reescrevendo esta desigualdade, temos,

a'-ka<k,,  multiplicando  esta  desigualdade  por e obtemos

di(a(x).e‘klx)s(k2+y0)e‘klx, integrando ambos membros desta desigualdade temos,
X

k
a(x).e™ Sa(xo)—k—ze‘klx, Isolando o valor de «(x) temos, a(x)Sa(xo)e"lx—k—Z,
1 1

que indica que y(x) < const.
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Isto demonstra que y(x) néo tende ao infinito.

A desigualdade acima €é valida em um contexto mais geral e designada como
desigualdade de Gronwall.

Lema de Gronwall: Sejam «, 2 e & fungles taisque S>0 e

o X Sa(x)+xjﬂ(s)5(s)ds
Xo

Entdo

X jﬂ(u)du
s <a()+ [BE)ase®  ds
Xo

Particularmente se «(x) =k =const. temos;

j.ﬂ(s)ds
o(x) < ke ds

A demonstracdo segue 0 mesmo método praticado acima.

Exemplos 1:

Considere o problema de valor inicial ;

" y'=—%cos(1)

; , X=X, >0
Y(X) = Yo

Observamos que f(x,y) é continuae %(x, y) =0 que é continua e limitada para todo
x>0, entdo a solucdo do problema (*) esta definidaem 0, +<
Exemplos 2: Considere o problema de valor inicial ;

o | Y =(2=y)sen(x)
(**) _
Y(X) =Y,

Observe que f(x,y)=(2—y(x))sen(x) é uma funcdo continua com %(x, y) continua e

limitada para todo x € R, entdo a solucéo de (**) esta definida paratodo x € R.



Exemplo 3 : Estudo o intervalo maximal de solu¢éo do P. V. I;

{y': A+x)°*+y*?
y(0)=1

Considerando f (x,y) = (x+1)® + y** é uma funcéo continua com derivada continua e
que, portanto possui uma unica solucdo em algum intervalo (—¢, &), além do mais

observe que f(x,y)=(x+1)%+y*? > y?®. Considere g(u)=u®?, cuja problema de valor

inicial u'=u*? u(0) =1 tem solugéo dada por u(t) = a qual esta definida no

-3
( 3)3/2 !
intervalo (—oo, 3/2) e explode para +o em 3/2, entédo a luz da proposicéo que
estudamos na aula anterior y(x) >u(x) e explode para +% quando x — X" para algum

X e (-, 3/2) o aspecto grafico da solucio € o seguinte;

f
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{y': A+x)°*+y*?
y(0)=1
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Digite a equacgao aqui.

u'=u?
y(0)=1
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Dependéncia continua dos dados iniciais.

Além da questdo da existéncia e unicidade de solucdo para P.V.l., para que a teoria faca
sentido fisicamente, é necessario mostra que ambas as solugdes a1(X) e o, (X) dependam
continuamente dos dados iniciais. Dizer que as solucdes, ai(X) e ap (X), dependem
continuamente dos dados iniciais, significa dizer que quando o(Xo) esta proximo oy (Xo),
as solugdes, a1(X) e o, (X) estdo muito proximas também.

A

v

Teorema: (Dependencia continua): Com as mesma hipdteses do TEU, se a1(X) e az (X),
sdo solugBes do P.V.I. y' = f(x,y),y(x¢) = ¥y, definidas em [x, x;], entéo existe K>0
tal que;

|y (%) — e ()| < lay (o) — a2 (30) | e* ol

Dem. Considere a1(X) € 02(X), solugdes do PVI, y' = f(x,y),y(xe) = y,, definidas num
intervalo [xg, x4]

De modo que seus graficos estejam contidas numa regido limitada Qo . E seja K uma
constante tal como a constante que limita |f(x, a; (x)) — f(x, a,(x))|. Como

la's (x) — @', (x)| = |f(x, al(x)) - f(x; az(x))l

e como a’y(x) = ay(x)+ f(x, a1 (x)) e a’,(x) = az(xo)+ f(x, ay(x)) , temos que
lag (x) — ap (0)] < |y (x9) — ay(x9)| + f;: If (x, a1 (%)) = f(x, @z (x))|dx , sabendo-se
que f satisfaz as hipGteses do TEU, e que portanto existe K>0 tal que; |f(x, a; (x)) —

f(x, ay(x))| < Klay(x) — ay(x)]|, dai segue que,

X
2200 = 6001 = ey (i) = Cx0) 4 K [ |ea) = @ (Wl
Xo
Por um procedimento idéntico ao usado no lema de Gronwall, temos;

oty (%) — a2 ()] < |y (xg) — ay(xg)|eKx=%0)



Exemplos: Analise a dependéncia continua das solugdes dos problemas indicados abaixo
nos casos particulares dados:

dy _ 1
a) {dx - xy+x+y+1
y(0) =y,

d_y __ 2y—x+5
b) {dx - 2x+y+7
y(0) =y
a) Esboce as linhas de fase da equacdo diferencial, &L
dx  (y-2)(y+1)
b) Discuta o comportamento das solu¢des com a condicdo inicial y(0) = %

. - son ... d 1
c¢) Aplique a técnica analitica para o problema de valor inicial, =% = ———,
dx  (y-2)(y+1)

1 - ~
y(0) = > € compare seus resultados com a discussdo na parte (a).



SISTEMAS LINEARES
TEORIA BASICA.2

Considere 0 seguinte sistema:
X'y = p1a(©)x1 + p12(®)xz + - 1 (D)X, + g1 (8)

X'y = Pa1(£)X1 + P22 (t)X22 + - P2 ()X, + g2 (b)
x'3 = p31(t)x1 + p32(D)x2 + -+ P3, ()%, + g3(t)

(X' = P (01 + P2 (%2 + P (D)% + g3 (0)

Para discutir este sistema de maneira mais eficiente vamos usar a notacao
matricial,

() X' =AX + g(t)

Onde X indica o vetor coluna dado por X = (x;, x,, x3,..x,)7 € A indica a
matrix,

(pn(t) pi2(t) - pln(t)>

A= : :

Pn1 (t) Pn2 (t) pnn(t)

e g(t) é o vetor coluna dado por g(t) = (g,(t), g2(t), g3(t),...g,(E)T .

DEFINICAO: Dizemos que uma funcio vetorial X = ¢(t) é uma solugio se suas
componentes satisfazem o sistema ().

Para garantir a existéncia de solu¢do vamos supor que as fungbes p;;(t) e g;(t)
sejam continuas, o que garante que X' = (x'y, x'5, x'5,...x",)T é continuas e
portanto concluimos que X é de classe C*(I) ,onde I = (a, b).

Definicdo: Dizemos que o sistema (*) € homogéneo se g(t) = 0 para todo
t € (a, b).

Para nossa analise vamos considerar inicialmente os sistemas homogéneos,
X' =AX
Existem varios métodos para se resolver sistemas ndo- homogéneos que

exploraremos posteriormente, para 0s sistemas homogéneos vamos considerar a
seguinte notacao



x11(t) x12(t) x1(t)

x21(t) X22(t) X2k (£)

x31(t) x32(t) X3 (£)
XM = . CX®@ = . e, X =

xnl(t) xnz(t) xnk(t)

Para denotar solucgdes especificas de (*) usamos a notagdo Xi(S) = X;j, onde i =
ésima componente da j = ésima coluna.

Os principais resultados das solugdes () estdo descritos abaixo:

TEOREMA: Se as funcdes x™ e x(® sdo aolucdes do sistema X’ = AX, entdo a
combinacéo linear, c;x* + c,x? também é uma solucdo.(chamado principio da
superposicao).

Demonstracdo: Seja X (t) = c;xM(t) + c,x@(t), temos que X' = c;x'D +

cx' @ = c; Ax' + c,Axt = A (clx(l)(t) + c,x®@ (t)) = AX .

Podemos generalizar este resultado dizendo que se x™@, x@,x®) _ x™ sio0
solugBes do sistema X' =AX, entdo X = c;xW + c,x@ + c3x® + . 4
c,,x™, quaisquer que seja as constantes, c;, ¢,, €3, . Cpy.

EXEMPLO: As fungdes x® = (£5,) = (e e x@ = (_&.%,) = (1)e " sdo

2e3t —2e~t

solucgdes da equacao

X’=(1 1))(

De acordo com o teorema anterior temos
X=c()e¥ +c(1)e™t = cx® + 0@

Aplicando o teorema repetidamente chegamos a conclusdo que toda combinacao
linear de solugdes do problema (*) também é solucdo, o problema é saber se toda
solugdo de (x) é deste tipo. Sejam x, x@), x®)  x(™  solucdes de (x) e
considere a matriz X (t) cujas colunas so os vetores x(1), x@), x(®)  x(™:

x11 () x12(8) - x15(0)

X1 (®) Xnz(8) Xy (D)



Em analogia com os sistemas de equacgdes algébricas os vetores colunas da matriz
X(t) sdo linearmente independente para um valor de t se, somente se o
detX(t)#0 para Esso valor de t. Esse determinante é chamado o Wronskiano das
n-solugdes x(V, x@),x3 x(,

TEOREMA: Se as fungdes x™, x@),x® .x™ sfo solugbes linearmente
independente do sistema (*) em cada ponto t € (a,b), entdo cada solucdo

X(t) = @(t) do sistema (*) pode ser expressa como combinagdo linear de
xD x@ xB) | xm

0(6) = c1x@® + c,x@ + c3x® + -4 ¢ x™
exatamente de uma maneira.

Dem. Consiste em mostrar que dado qualquer solucdo ¢(t) de (), é da forma
o) = c;x® 4+ c,x@ + c3x® + ..+ ¢, x™ para valores apropriados de
C1)C2,C3, e, Cy. S€JA t =ty € (a,b) e seja e=q@(t,). Queremos determinar se
existe alguma solugdo da forma X(t) = c;x® + c;x@ + c3x3) + - + ¢, x™
que satisfaca a condicédo inicial X(t,) = €. Em outras palavras queremos saber
existe constantes c,, ¢,, c3, ... ¢, tais que,:
cixD(ty) + cx@(ty) + c3xB(ty) + -+ + cpx™(t,) = &,

ou em forma escalar:

c1%11(to) + C2x12(t) + €3x13(tg) + -+ + Cpx1n (tg) = &1
C1%21(tg) + C2x22(tg) + Cc3x23(t) + -+ + CpXan(ty) = &

C1%31(to) + C2x32(to) + Cc3x33(tg) + -+ + Cpx3n(ty) = &5

C1Xn1 (o) + C2Xn2 (o) + €3Xp3 (o) + -+ + CnXun(to) = &n.
A condigdo necesséria e suficiente para este sistema ter uma Unica solugéo é o,
x11 (o) X12(t0) - x1n(to)
det. : : # 0
Xn1 (to) Xn2 (to) xnn(to)

Mas por hipotese as funcgbes x@, x@),x® x( sio linearmente
independentes, logo o sistema tem uma unica solugéo.

DEFINICAO: Qualquer conjunto de solugdes linearmente independentes do
sistema (*) é chamado conjunto fundamental de solucdes.



TEOREMA: Se x™, x@ x®)  x™ sio solucdes linearmente independente de
equacdo (*) no intervalo (a, b),entdo o W[x™, x@ x®  x™ ] oué nulo ou
nunca se anula.

Comentarios: A importancia deste teorema reside no fato de nos livramos de
calcular o Wronskiano em cada ponto do intervalo (a, b) e também determinar se
as solugdes xM, x@, x® x™ sio linearmente independente.

A demonstragdo deste Teorema sé depende de mostramos que:

aw

T (P11 + D22 + -+ D)W

Para facilitar a demonstracdo vamos mudar a notacdo e fazer para um sistema 2x2
equacdes esperando ser facil compreender a generalizacdo para sistemas nxn, para
isto considere:
(P) {x: = P11X + P12y
Y =DP21X t P22y

e vamos considerar:
= x1 = xz
X1 (Y1) € XZ (J/z)
solucdes de (P) cujo Wronskiano é:

X1 Xy
WXy, X,] = }’1 y2| =X1Y2 — YV1X2
Sendo X; e X, solucdes de (P) temos,

Xl — (P11X+D12Y XI2\ — [(P11X+D12Y
(Pl)(J/’1) (P21X+PZZJ/) E(PZ) (3”2) (P21x+P223’)

d / / / / ! 14
€ como a(xﬂ’z —Y1x) = X1V + X1y =Y ix, =y X', = (x 1Y2 =Y 1x2) +
(x1y'2 — y1x'3)
Substituindo (P1) e (P2) nesta equacdo e fazendo os devidos cancelamentos
obtemos,

aw
ar (P11 + D22)W

Esta é denominada formula de Abel-Liouville. Esta formula é importante porque
significa que;
t
WXy, Xa] = WXy (o), Xp (to)]e roPrl PealoDes
O que significa que o valor do W[X,, X,] depende dos dados iniciais.

Com estes teoremas percebemos a importancia de identificarmos os conjuntos
fundamentais de solucGes de um sistema, este € o objetivo do proximo teorema.
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TEOREMA: sejam:

OO0 OoORrOo

o
o--
[y

Além disso, suponha que x™,x®@ x® ...x( 5o solucBes do sistema (*)
satisfazendo as condices iniciais,

x(l)(to) = e(l),x(z)(to) = e(z),... x(n)(to) = e(n)’
Respectivamente, onde t, € um ponto qualquer no intervalo (a, b). Entéo ,

x 5@ xB) . x0)
é um conjunto fundamental de solucéo do sistema (*).

Dem. A existéncia de solucdo é garantida pelo teorema de existéncia ja
demonstrado e para ver que, x, x®, x®3) ... x(™ ¢ ym conjunto fundamental de
solucdo basta verificar que o Wronskiano dessas solucdes € igual a 1.

Comentarios: Uma vez encontrado um conjunto fundamental de solucédo pode-se
encontrar outros conjuntos a partir deste formando-se combinacGes lineares. O
conjunto encontrado no teorema é o0 mais simples. Em resumo, qualquer conjunto
de n solucgdes linearmente independente € um conjunto fundamental de solucdes.

Exemplo: Considere os vetores x® = (!) e x® = (t2)3

2t
a) Calcule o Wronskino de x( e x(?)
b) Em que intervalos x( e x() sdo linearmente independentes?
c) Que conclusdo se pode tirar sobre os coeficientes do sistema de equacOes
diferenciais satisfeito por x( e x(®?
d) Encontro este sistema de equacao e verifique a concluséo do item (c).

Sol.

a) WxOx@] =2

b) Paratodot # 0

c) Pelo menos um dos coeficientes tem que ser descontinuo, pois as solu¢des
néo estdo definidas em x = 0. Pois como as solucdes séo l.i. fora da origem e
I.d. na origem entdo os coeficientes ndo podem ser continuos.
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dx®
dt

a a
2t (@11 Qg2
(%), resulta que se A = (a21 azz) éa

d) Basta encontrar a matriz do sistema. Entdo se X (¢) = () temos

(5) e X@ = (;i) temos d);—f) =

matriz do sistema temos:

1\ aiq alz) t\ - . . {allt + aip; = 1
(5) = (a21 sy (1) isto implica que Gt + ayy = 0

2t\ _ a11 a12 t2 . . . a11t2 + alz(zt) = Zt
(%) = (a21 azz) (Zt) isto implica que { P 4 o (20) = 2

Entdo obtemos os sistemas:

{ a11t+a12 = 1 { a21t+a22 = 0
a t? + a,(2t) = 2t ay1t% + ay,(2t) = 2

Resolvendo estes dois sistemas supondo para t # 0 obtemos a matriz;

0 1
A= (—2 2)
t? t
E portanto, considerando X = (;) temos

dx

0 1 -
ax _ <—2 g)X ou explicitamente, a 2

dt dy 2
_=__x+_
dt t2 ty

t2 ot

METODOS DE OBTENCAO DE SOLUCAO

Vamos analisar as possibilidades de obtengéo de solugéo e analisar seus comportamentos.
No0sso pré-suposto é que para equacdo do tipo x" = ax o leitor ja estd familiarizado com
os dois métodos usuais de solucdo, o da separacdo de variavel e o das aproximagdes
sucessivas (Metodo de Picard). Para introduzir a metodologia vamos considerar
inicialmente exemplos particulares:

Exemplo 1 Considere o seguinte vetor X = (;) , Seja o sistema
X 1 0
dt (o 2)X

Neste sistema temos % =xe % =y. Dai temos que x(t) = c,et e y(t) = cye?t .
Temos que X® = ()et e X® = (J)e?* é um sistema fundamental de solugo, logo a
X@(0) = (7) = e@. Observe também que algebricamente, a solugdo deste sistema é
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uma curva parametrizada na sua forma vetorial, isto é, a(t) = (cet, ke?!) , cujas
~ : . ~ k 2 .
coordenadas estdo relacionadas entre si pela equagéo, y = —x% O conjunto de todas estas

curvas é chamado espaco fase do sistema. O plano que contém estas curvas € chamado
plano de fase. Um ponto importante se observar é que x = 0 e y = 0 € uma solugdo do
sistema, neste sentido o ponto (0,0) do plano de fase represente um ponto de equilibrio
do sistema. Voltamos a explorar estas idéias mais adiante quando tivermos mais
fundamentos matemaéticos para isto.

Exemplo 2 — Considere o sistema:

ax _ (L 9)x
dt 2 1

Neste caso temos % = x 0 que implica que x(t) = cete % = 2x + y, isto é, % =

2cet + vy, ouseja % — y = 2cet, e como ja sabemos resolver esta equacéo, temos que,

y(t) = uet + 2ctet. Neste caso temos;

0= ()= (e ) = (1) + o)
“\y)  \upet +2ctet)  \u ¢ 2ct) €

Observe que X(t) = ({)e + e* [(2) +(2) ] =, XW + ¢,X@ | onde

X0 = (et e x® = et [(2) + (]

A metodologia desenvolvida acima é especifica para estes tipos de matrizes, para
sistemas completamente acoplados (todas as equacGes envolve mais de uma variavel) as
dificuldades em se aplicar a metodologia acima é muito grande a sua generaliza¢do para
sistemas acopados, ndo traz beneficio metodologico. Nestes casos apelamos para 0s
métodos da algebra linear.

Nossa premissa é que o leitor estd familiarizado com as operacGes da algebra matricial,
vamos relembra que um operador T: R™ — R™ est4 associado a uma matriz A,,, que é
caracterizada por T(e') = Ae', isto é, A é matriz do operador T na base candnica R™.
Seja {vy, vy, vs,+++, vy} outra base do R™ e seja B = (b;;) a matriz do operador T nesta
base, isto € T(v;) = Bv;. A relagdo entre a matriz Ae B de T é dada pela matriz Q de
mudanca de base, onde Q(e*) = v;. A matriz Q é inversivel e

n
AQei = Zbijvi = QBe]
i=1

13



isto €, AQ = QB, neste caso as matrizes A e B sdo habitualmente chamadas de Matrizes
Semelhantes. No jargdo da Algebra Linear diz-se que duas matrizes A e B séo
semelhantes ou conjugadas se,

A=QBQ!

Do ponto de vista da Algebra Linear, dada duas matrizes A, € By, 00 operador
T:R™ - R™ os sistemas X' =AX e Y' =By sdo a mesma equacdo X' =TX nas
coordenadas das respectivas bases. Do ponto de vista das matrizes conjugadas o0s
sistemas X' = AX e Y’ = BY sdo os mesmos, a menos de mudancas de coordenadas da
pela matriz de mudanca de base Q, conforme provaremos na préxima proposicéao.

Proposicédo: Se Q é uma matriz de tal que A = Q~1BQ, entdo Q transforma as solucdes de
Y’ = BY nas solugdes de X' = AX, ou seja, as afirmacdes abaixo sdo equivalentes,

o Y(t)ésolugdode Y’ = BY

e QY éumasolucdo de X' = AX,isto é X = QY

Dem. Sendo A e B matrizes com coeficientes constantes temos que Q € independente de
t, logo derivando X = QY temos, X' = QY' = QBY = AQY = AX.

Em virtude da proposicdo acima, como ja sabemos resolver sistemas cuja matriz e
diagonal entdo j& sabemos resolver sistemas gerais do tipo X' = AX mesma que seja SO
conjugada a uma matriz diagonal. Uma matriz A é dita diagonalizavel se A é a conjugada
de uma matriz diagonal. A razdo deste proposi¢do € porque, se A é a matriz associada a
um operador T: R™ — R™ e se Q é a matriz dos auto-vetores de T, entdo AQ = QD onde
D é a matriz diagonal dos autovalores de A. Portanto, temos A = QDQ 1. Desta forma
uma sistema fica completamente resolvido se conseguimos diagonalizar sua matriz
associada
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