Capitulo 3
Calculo Vetorial

O objetivo deste capitulo é o estudo de “vetores” de um ponto de vista geométrico e
analitico. De acordo com a necessidade, a abordagem do assunto sera formal ou informal.

O estudo axiomético é visto em cursos de Introducao & Algebra Linear.

3.1 Segmentos Orientados

Sejam A e B dois pontos, com A # B. A tnica reta que passa por A e B é chamada
de reta suporte.

Um segmento de reta determinado por A e B, denotado por AB, é o conjunto de
pontos formado por A e B e os pontos da reta suporte que estejam entre A e B. Neste

caso, A e B chamam-se os pontos extremos.

B

P

Um segmento orientado é um segmento AB mais a escolha de um de seus extremos.
O extremo escolhido é chamado origem ou ponto inicial do segmento orientado e o outro
é chamado de extremidade ou ponto final. Se A é o extremo escolhido, denotaremos por
AB. Formalmente, um segmento orientado AB pode ser definido como um par (AB; A),

formado pelo segmento AB e um ponto inicial A.

Observacao 3.1 1. Um segmento orientado pode ser visualizado como uma flexa cuja

cauda representa o ponto inicial e a cabega representa o ponto final.

B
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o1
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2. Os pontos sao também considerados como segmentos orientados e, nesse caso, chama-
dos de segmentos nulos. Assim, o ponto A pode ser identificado com o segmento

. —_—
orientado AA

—_— —
3. Dois segmentos orientados AB e C'D sao chamados colineares se eles tém a mesma

reta suporte.

D

—
AB

, €0

—
O comprimento ou a norma do segmento orientado AB, denotado por

comprimento do segmento AB, isto é, a distancia entre os pontos A e B.
—~ % ~
Observagao 3.2 Se HABH =0, entao A = B.

— —_—
Sejam AB e C'D segmentos orientados nao nulos. Dizemos que eles tém a mesma

direg¢do se as respectivas retas suporte sao paralelas (podendo ser coincidentes).

. - e —_— . - — e -
Note que, na ilustracao, AB e C'D tém a mesma dire¢ao, enquanto AB e E'F' nao tém.
—
Dado o segmento orientado nao nulo AB e A" um ponto fora de sua reta suporte,
. —_— ~ —_— —_— . -
dizemos que A’B’ é uma translacdo paralela de AB se AB, tem a mesma direcdo que
— —_— L —
A'B', e AA', tem a mesma direcdo que BB’ ou, em outras palavras, se AA'B’'B ¢ um
paralelogramo.
. —> —> . ~ .

Sejam AB e C'D segmentos orientados nao nulos. Dizemos que eles tém o mesmo
sentido se uma das afirmagdes ocorre: 1) tém a mesma diregdo, sdo nao colineares e
—_— — B . B — —_— s =
AC N BD = (); 2) sao colineares e, dada a translagao paralela C'D’ de CD, AB e C'D’
tém mesmo sentido.

— — . . —_— - ~

Se AC N BD # (), no primeiro caso, ou se AC' N BD' # (), no segundo caso,entao

. % % .
dizemos que AB e C'D tém sentido opostos.
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Observacao 3.3 1. Note que, na ilustracao, AB ¢ CD tém mesmo sentido, enquanto
_— —
EF e GH tém sentidos opostos.

Observacao 3.4 Nao se comparam sentidos de segmentos orientados que possuem di-

recoes diferentes. No caso do segmento orientado nulo, a direcao e o sentido sao in-
definidos.

. g g . - . g —_— . .
Sejam AB e C'D segmentos orientados nao nulos. Dizemos que AB e C'D sao equipo-
— —
lentes (ou equivalentes), denotado por AB ~ C'D, se ambos sao segmentos nulos ou entao
se eles tém o mesmo comprimento, a mesma direcao e o mesmo sentido, isto é, se um

pode ser obtido do outro por uma translagao paralela.

Proposigao 3.5 Sejam A e B dois pontos.

— —
1. AB ~ AB:; (reflexividade)

—_— =
2. Se AB ~ CD, entao CD ~ AB; (simétria)

Y

— e P — S
3. Se AB~CD e CD ~ EF, entio AB ~ EF; (transitividade)
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4. A_B) ~ C’—f) e A_B) nao colinear a C’_)D se, e somente se, A_B> e C’—f) determinam um

paralelogramo.

——

5. Dados um segmento orientado AB e um ponto P, existe um tnico ponto @) tal que
— —

AB ~ PQ). [ |

3.2 Vetores

—
Um vetor ou vetor livre determinado por um segmento orientado AB é a classe de

—
todos os segmentos orientados que sao equivalentes a AB.

Observagao 3.6 1. Note a diferenca entre um segmento orientado e um vetor. Um
segmento orientado é um segmento de reta direcionado, o qual é firmemente fixado e
tem um ponto inicial e final bem definidos, enquanto um vetor é uma classe inteira
de segmentos, onde cada um deles é chamado representante do vetor e denotado por

—
a .

. . — L.

2. Quando visualizamos um vetor « , usualmente fazemos desenhando uwma unica flexa,
. — .

mas com o entendimento que, esta flexa representando a é deteminada, a menos

de translacoes paralelas, e podendo ser livremente mouvida paralela a ela prépria.

— . a5 — 5
Se @’ é representado por um segmento orientado AB, denotaremos por @ = AB.

. — = . ¢ 2 . . —
Sejam @ e b vetores determinados por AB e C'D, respectivamente. Dizemos que a

- .. . - = N N
e b sao iguais, denotado por @ = b, se, e somente se, AB ~ CD.

. _> —> _> . .
Exemplo 3.7 Na figura acima temos que AB = CD = EF. Isto significa que os pontos

A e B tém a mesma posi¢cao mitua como os pontos C' e D ou E e F.

E conveniente, as vezes, expressar a posicao miitua de dois pontos A e B, considerando
as posicoes de A e B relativas a um ponto de referéncia fixado 0, chamado de origem.
Mais precisamente: suponhamos que um ponto de referéncia fixado 0 no “espago” seja

escolhido. Entao:

— . s . —
1. Para cada vetor a existe um unico segmento orientado representando a’, o qual
origina-se de 0. Reciprocamente, cada segmento orientado originando-se em 0 rep-

L. — ~
resenta um unico vetor a’, a saber, a classe de todas as suas translagoes paralelas.
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Conclusao: Existe uma correspondéncia biunivoca entre vetores e segmentos ori-
entados originando-se em 0.

—
2. Para cada ponto A no “espago” existe um unico segmento orientado, a saber, 0A.
Reciprocamente, cada segmento orientado originando-se em 0 determina um tinico

ponto no “espago”, a saber, sua cabeca.

Conclusao: Existe uma correspondéncia biunivoca entre segmentos orientados

originando-se em 0 e pontos no “espago.”

—
O segmento orientado OA é chamado o vetor posicio do ponto A relativo & origem
O. Usualmente denotaremos pontos por letras maitsculas e os correspondentes vetores

posigoes por letras minusculas. Assim escrevemos

—

720—14,?:0—3),?:@ e 0 = AA o vetor nulo.

3.3 Adicao de Vetores

—_—  —
b

Sejam A, B e C trés pontos tais que @ = AB e

— -, =
= BC. A soma de a e b,
ﬁ

denotada por @ + b, é definida por

T+ b = AC.

Vamos mostrar que a soma de dois vetores estd bem definida, isto é, nao depende da
escolha do ponto A. De fato, suponhamos que

—_— —_— — —
AB=A'B" e BC = B'(C".

Entao
— —_ =

C=AB+BC=AB+BC' =AC"
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~ N A A S .
Observagao 3.8 (Regra do Paralelogramo) Note que @ + b = b +d é a diagonal
—

do paralelogramo gerado por @ e b .

O vetor inverso (ou o oposto) de um vetor @, denotado por — @, é o vetor obtido de

— . . — - ~ —
a" mudando apenas o sentido. Assim, se @ = AB, entao —a = BA.

H
Proposicao 3.9 Sejam @, b e ¢ vetores quaisquer. Entdo:

L. @+ +3)=(T+0)+7;
2.0+ =1b+a;
. T+0=1 (0 wvetor nulo é o elemento neutro da adi¢do);

4. @+ (=a)= 0 (0 vetor inverso é o elemento inverso da adigdo).

Prova. Vamos provar apenas o item 1. Observando as figuras, obtemos o resultado. W

— —
Sejam @ e b vetores quaisquer. A diferenca entre @ e b é definida como

— —

b—a=0b+(—a).
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_— = =

Assim, se?zae?:O—B), entéo?—ﬂ):AB, pois OA + A

—
AB =

—_— —

AB+ 0

—_— —_— —_—
AB + (0A+(-04))
—_— —_— —_—
@B+Qg+b—m
— —

OB + (—0A)

- —

b — a

57

—

= OB implica que

Observacgao 3.10 As propriedades associativa e comutativa da adicao de vetores impli-

cam que uma soma de um certo nimero de vetores é independentente da maneira pela

~ . . - T - .
qual estes vetores sao combinados ou associados. Por exemplo, se a, b, ¢ e d sao

vetores quaisquer, entao

e
b

Y+ (€ +

— — —
d

Y=[b +(d + 7))+ d)

e esta pode ser escrita sem confusao como

Exemplo 3.11 Sejam a, b e
ﬁ

a=7-b.
Solucao.

—

2l

—

— —
a+ b+ c+d.

T+0
7+ﬁ+@?ﬂ
@+ D]+ (=)
-
c —b.

. . -, T =
vetores quaisquer tais que a + b = ¢ . Mostrar que
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Exemplo 3.12 Sejam A, B, C, D e E os vértices de um poligono (fechado). Mostrar

que —_— = = — —
AB+BC+CD+DE+FEA= 0.

Solugao. Vamos primeiro construir o poligono.

Pela figura, obtemos que
— —

—_— = —
AB+BC+CD+DE =A

EA=AA =0 temos que

N
sy
+
Sy
+
Sl

—_— — —_— — —— — —
+DE+EA = (AB+BC+CD+DE>+EA

= AE+ FEA
H
= 0.
Exemplo 3.13 Sejam A, B, C e D os vértices de um tetraedro. Se a = 14—>, = = AC
— T — s — O
e d = AD. Fscreva os vetores BC', BD e C'D em termos dos vetores a, ¢ e d .

Solucao. Vamos primeiro construir o tetraedro.

Pela figura, obtemos que

—_— =

= AB+ BC =

— —

AB + BD = BD =
— —

= AC+CD=CD=

[ &l

|
o] =] 2|

—
C
RN
d

—
d

sl &l &l

3.4 Multiplicacao por escalar

A segunda operacao que queremos introduzir é a multiplicacao de um vetor por um
nimero real (um elemento de R). Neste contexto, os nimeros reais sdo chamados de

escalares.
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. — —
Sejam ‘@ um vetor qualquer e x um escalar (z € R). O produto de = por @, denotado
- : — . —
por x a’, € o vetor obtido de @ mudando o comprimento de ‘@ pelo fator xz, mantendo
. 4 o . , . .
o mesmo sentido, se x é positivo e invertendo-o se = é negativo. Nesse caso, ||z7a’|| =

— a —
|z|||'@’||. frequentemente, denotaremos por < o vetor 1@, para z € R*.

ﬁ
Proposicao 3.14 Sejam @, b wvetores quaisquer e x, y escalares quaisquer. Entdo:

Loa(ya) = (zy)a;

2. (r+y)d =24d +yd;
3. x(?—{—?) :xE)—{—m?;

4.1d =7a;

5. Sex =0 ouE):ﬁ, ent&om?zﬁ;
_)
0.

— ~ —
6. Sexa = 0, entaox =0 ou a =

Prova. Vamos provar apenas o item 3. Se x = 0, nada ha para ser provado. Se = # 0,

entao observando as figuras e usando semelhanca de tridngulos, obtemos o resultado. W

Sejam A e B pontos distintos e X € AB. A razdo simples ou razdo de divisio (A, B; X)
é um escalar \ tal que

—_— —
AX =)XB
Observacdo 3.15 1. Se @ = O—>, ? — OB e 7 =O0X com relacdo a uma origem
qualquer O, entao
N —
Ab
T-T=ND-T) > T =LA a1

1+ A
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Neste caso,

2. Se (A, B; X) = )\, dizemos que X divide o segmento AB na razio \. Em particular,

se A = 1, dizemos que X ¢é o ponto médio do segmento AB. Em termos de vetores
posicoes significa que
- =
o a+b
2

&l

. Sejar é a reta suporte de A e B. Sejam X € r e\ = (A, B; X). Se X € AB, entdo

0<\<oo. SeX ¢ AB, entdo ou X estd a esquerda de A, neste caso, —1 < X\ < 0
ou X estd a direita de B, neste caso, A < —1. Além disso, se X = A, entao A =0

e se X = B, entao A = oo.

Exemplo 3.16 Mostrar que as diagonais de um paralelogramo interceptam-se ao meio.

1% Solugao. Sejam A, B, C, D os vértices do paralelogramo e M, N os pontos médios

das diagonais AC' e BD, como mostra a figura.

Expressando todos em termos de vetores posicoes em relagao a uma origem qualquer O,

obtemos que

. a+7 . b+d
M= W=
Como?—?z—(j—?) temos que
N b+d T+7
S
_ (@) (d-7)
2

ﬁ
0
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Assim,
H

MN=MO+ON=0ON-OM=7-m= 0.

Portanto, M = N.
. ?

2¢ Solugdo. Sejam @ = ABe b = AD. Entdo

l

e
=
I
s
=l
+
Sy
=

1
- 7+§<?_7>
_ 7;7:zﬁ

Logo,

— —_— — —>
MN =MA+ AN =MA+AM = MM = 0.
Portanto, M = N.

Exemplo 3.17 Mostrar que em um quadrildtero qualquer, os pontos médios dos lados

formam um paralelogramo.

1.” Solugao. Sejam A, B, C, D os vértices do quadrildtero e P, ), R, S os pontos médios,

como mostra a figura.

Expressando todos em termos de vetores posicoes em relagao a uma origem qualquer O,

obtemos que

1 1
7 o= 5@+ ), T=5(0+7),
1 1
T o= (Trd)es=5(d+7)
2 2
Logo,
1
T-T = 5(¢-a)=T-F=>PQ=5Re
1
-7 = 5(7_%: 7 -7 =PS=0QR
Portanto, o quadrildtero PQ RS é um paralelogramo.
2.% Solugao. Pela figura, obtemos que
— —_— 1l — — 1—
— —_ 1— —_— 1—
CR = RD:§CD e DS=S :§D .
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C
Omo — — —_— s = — = — — — —_— —
AB+BC+CD+DA=0, PQ=PB+BQ e RS=RD+ DS
temos que
—_— = —_— = @ — —
PQ+RS = PB+BQ+RD+ D
1/ — @ — @ — @ —
— 5(AB+BC+CD+DA)
1—- —=
= 50—0.
Logo,
— — =
SR = 0+ SR

De modo andlogo, mostra-se que PS = QR. Portanto, o quadrilatero PQRS é um

paralelogramo.

EXERCICIOS

—_

. Sejam P, A e B trés pontos. Seja C' um ponto no segmento AB tal que

Q

| _

|5

— —_— —
Escreva o vetor PC' em termos dos vetores PA e PB.

m
n

|

Q
sy

2. Sejam ABC'D um paralelogramo e M, N os pontos médios dos lados AB e AD,

respectivamente. Mostrar que
—_— 33—
CN+CM = §CA.

3. Seja ABC'D um paralelogramo. Junte o vértice A com os pontos médios dos lados
BC e CD, respectivamente. Mostrar que as duas retas assim obtidas divide a

diagonal BD em trés partes iguais.

4. Sejam AC e DB dois segmentos que interceptam-se em M. Se M é o ponto médio

destes segmentos Mostrar que ABC'D é um paralelogramo.

5. Sejam ABC' um tridngulo equildatero e M, N os pontos médios dos lados AB e BC,

respectivamente. Mostrar que M BN é também um tridngulo equilétero.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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. Seja ABC' um tridngulo qualquer. Sejam M um ponto no lado AB e N um ponto

no lado AC' tais que

—

1— 2

— e T
Escreva o vetor NM em termos dos vetores BA e BC.

. Seja ABC um triangulo qualquer. Sejam K, M e N os pontos médios dos lados

AB, BC e AC, respectivamente, e P um ponto qualquer no interior deste tridngulo.

Mostrar que
—

—
PK+ PM+ PN =PA+ PB+ PC.

. Sejam ABC um triangulo qualquer e D um ponto qualquer no lado AB tal que

— — — —_— —
DB = aAD com a # —1. Escreva C'D em termos de AC' e BC.

. Mostrar que o segmento que une os pontos médios de dois lados de um tridngulo

qualquer é paralelo ao terceiro lado e tem a metade do comprimento deste.

Use o resultado do exercicio anterior para mostrar que em um quadrildtero qualquer,

os pontos médios dos lados formam um paralelogramo.

Seja ABC'D um trapézio qualquer com lados paralelos AB e DC'. Sejam M e N os

pontos médios dos lados AD e BC, respectivamente. Mostrar que

— 1 —— —

MN = Q(AB + DC).
Mostrar que o segmento que une os pontos médios dos lados nao paralelos de um
trapézio qualquer é paralelo aos outros dois lados.

Sejam P;, i = 1,...,6, os vértices de um poligono regular centrado na origem O.

Mostrar que

PP+ P Ps+ PPy + P Ps + PP = 6P 0.

Sejam P;, i = 1,...,6, os vértices de um poligono regular centrado na origem O e
N —
p; = OPF,;. Mostrar que

—

D1+ Pat+ Ps+PatPs+Pe=0.
Generalize para um poligono regular qualquer.

Sejam ABC'D um tetraedro e M o ponto médio do lado C'D. Escreva o vetor BM

—_— — —
em termos dos vetores AB, AC e AD.

Seja M o ponto médio do lado BF' do cubo da figura abaixo. Escreva o vetor H M

—_— —  —
em termos dos vetores AB, AD e AFE.
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17. Seja ABC um triangulo qualquer. Mostrar que:

(a) Se AD, BE e C'F sao suas medianas, entao
_—_ — ==
AD+BE+CF = 0.

(b) Existe um triangulo com lados paralelos as medianas de ABC' e com os com-
primentos destas?

—

18. Seja ABCDEF um hexagono regular. Sejam @ = ADB e o
_— — = —— — — — N
vetores CD, DE, EF, FA, AC, AD e AE em termos de a e

—
= B(C. Escreva os
b

19. Sejam A, B e C' pontos distintos. Mostrar que A, B e C' sao colineares se, somente

se, existem x,y, z € R* tais que
—

— — —
r+y+2=0e xOA+yOB+ z20C = 0.

3.5 Dependéncia e independéncia linear

— —
Sejam @ e b dois vetores. Entdo os vetores @ + 2 b, onde x € R, sdo obtidos

H
medindo externamente os multiplos de b da cabeca de @

. —_ ~ . . ~
Sejam P um ponto e @ um vetor nao nulo. Seja r a reta que passa em P na direcao

do vetor @ . Entao

r = {p+td:teR}
= 7 +Rd,

onde P = OP.

Assim, X € r se, e somente se, existe ¢t € R tal que @ — p =ta se, e somente se, existe
t € R tal que
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onde 7 = OX. Tsto significa que: um ponto arbitrario de r pode ser alcancado de O

primeiro indo de O para r via P’ e entdo anda ao longo de 7 via um certo multiplo de @’.
Exemplo 3.18 Sejam A e B pontos distintos. A reta r passando por A e B é dada por
N —
r={zd +yb:x,yeR ex+y=1}
ondeE}:(Téle?: B.

Solugao. Vamos primeiro construir a reta que passa por A e B.

Assim, X € r se, e somente se, existe t € R tal que

— —
X a

~—

ﬁ
b
Fazendo r =1 —t e y = t, obtemos que

?:x7+y? onde r+y =1

. — - . . — . ~ . —
Sejam a e b vetores quaisquer. Dizemos que um vetor ¢ é combinacao linear de a
H
e b se existirem x,y € R tais que

_>
. —_ ~ . . . .
Dizemos que @ e b sdo linearmente dependentes (LD) ou colineares se existirem z,y € R,
nao ambos nulos, tais que
N - =
ra+yb =20.
, . . — - . . . ~ .

Caso contrério, dizemos que @ e b sao linearmente independentes (LI) ou ndo colineares,
isto é, a unica solucao da equacao vetorial

—

2@ +yb =0

é a trivial x =y = 0.

ﬁ
Observacao 3.19 Note que @ e b sdo LD se, e somente se, um deles é mailtiplo escalar
do outro, isto é, eles tém a mesma direcdo. Note, também, que todo vetor @ , com @ 6),
é sempre LI
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. — - . ~ — - — - .
Exemplo 3.20 Seja @ e b dois vetores LI. Entao os vetores @ — b e a + b sao LI
Solucao. Seja x,y € R. Devemos mostrar que a tinica solugao da equacgao vetorial
— —
2(@—b)+y(@+b)=10

é a trivial z = y = 0. Como

H(T—D)+y(@+0)=@+y9)T+(y—2)b
temos que
2(@ - D) +y(@T+D)=0 e @+y)T+y—2)b=0.

Assim, por hipdtese,
r+y=0
y—x=0.
ﬁ
Resolvendo o sistema, obtemos que z = y = 0. Portanto, os vetores @ — b e @ +
LI

—
b sao

ﬁ
Sejam P um ponto, @ e b vetores linearmente independentes. Seja 7 um plano que

H
passa por P e é paralelo ou coincidente ao plano gerado por @ e b . Entdo

T o= {?—I—S?—Ft?:S,tGR}
— 7+RT+RD,

|

onde p = OP.

N
Assim, X € 7 se, e somente se, existem s,t € R tais que @ — p' = sa +t b se, e somente
se, existem s,t € R tais que

H
T =p+sa+th,

—
onde 7 = OX. Isto significa que: um ponto arbitrdrio de m pode ser alcancado de O
primeiro indo de O para 7 via P e entdo anda dentro de m uma certa distancia na direcéo

—
é . A . . ~
de a e uma certa distancia na direcao de b .

Exemplo 3.21 Sejam A, B e C pontos nao colineares. O plano 7 passando por A,B e
C ¢ dado por

—_— = =

+
onde @ =0A, b =0Be<€ =0
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Solugao. Vamos primeiro construir o plano que passa por A, B e C'..

Assim, X € 7 se, e somente se, existem s,t € R tais que

—

T = 74—5(7—

D)+ (T - T)
= (l-s—-D)a@+sb +1¢C.

Fazendoxr =1—s—1t,y =s e z =t, obtemos que

?zx?%—y?—i—z? onde x +y+z=1

—

—
. — — . . . . ~ .
Sejam @', b e ¢ vetores quaisquer. Dizemos que um vetor d é combinacao linear

N - — o g .
de a’, b e ¢ se existirem x,y, 2z € R tais que
—
— — —
c=xa +yb +zc.
. — —  ~ . . ~
Dizemos que a’, b e ¢ sao LD ou coplanares se existirem x,y, 2z € R, nao todos nulos,

tais que

, . . H
Caso contrario, dizemos que a’,

da equacao vetorial

é atrivial r =y = 2 = 0.

—

~ — — . A P . ~
Observacgao 3.22 Note que a', b e ¢ sao LD se, e somente se, um déles é combinagao
linear dos outros dois, isto €, eles sao coplanares. Note, também, que se pelo menos um

— — —
— — ~ — — .
dos vetores @, b e ¢ for o vetor nulo 0, entao os vetores a’, b e ¢ sao sempre LD.

Exemplo 3.23 Sejam @, ? e ¢ trés vetores LI. Entdo os vetores a, a + ? e +
— N
b + ¢ sao LI.

Solugao. Sejam z,y, 2 € R. Devemos mostrar que a tnica solugao da equagao vetorial
— — —
2d +y(ad+b)+z(d+b+7¢)=0
é a trivial z =y = z = 0. Como

—

— — —
vd +y(ad+b)+z(d+b+7C)=@+y+2)ad+y+2)b+zc



68 CAPITULO 3. CALCULO VETORIAL

temos que

—

vd +y(d@+ b))+ 2(

—

)= 0 & (@+y+)T+y+2)b+20=0.

-, T, =
C

a+ b+

Assim, por hipétese,

r+y+2z2=0
y+z=0
z=0

H
: — —
Resolvendo o sistema, obtemos que © = y = z = 0. Portanto, os vetores a’, a + b e

é
@+ b + ¢ sdo LL
Seja 'V o conjunto de todos os vetores. Um conjunto
B == {?17 €>27 ?3}

L, ﬁ . a .
é uma base de V se todo vetor u de V pode ser escrito de modo tnico como uma

. ~ 1. - = — . ,
combinacao linear dos vetores ¢y, €5 e €3, isto &,

— — — —
u :$1€1+l’262+l’363,

onde x1, 79, x3 € R. Isto significa que: para obter u temos que fazer x; vezes o compri-
— . ~ — ~ . — . ~ —
mento de ¢€'; na direcao de €'y, entao xy vezes o comprimento de e’y na direcao de €'

. — . ~ —
e finalmente x5 vezes o comprimento de €3 na direcao de e’s.

Observagao 3.24 Para verificar que um conjunto
B = {?17 €>27 ?3}

/ — = — ~ L

¢ uma base de V, basta mostrar que os vetores €1, €9 e €3 sao LI. Isto significa,
. L. — — ~ . . ~ . — .
intuitivamente, que €1 e €9 estdo localizados em direcoes diferentes e € 5 sai do plano

— —
gerado por €1 e € 5.

O conjunto

B = {?17 ?27 ?3}

de vetores linearmente independentes de V é chamado uma base ordenada de V ou um

. 2, -, — ~ \
sistema de coordenadas para V. O escalar z; é a i-ésima coordenada de u em relagao a
base B. Note que, se

— — — —
V=1€e1+Y€e2+yses,
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entao

U4 T = (x1 + y1)?1 + (zg + y2)?2 + (w3 + y3)?3

xﬂ) = (ZECEl)?l + (.73(172)?2 + ((L’xg)?g.

. sy e — —_— — ~ \ 4
Assim, a i-ésima coordenada de u + 0" e zu em relacdo a base B é (z; + y;) e (zz),
respectivamente.

Seja R3 o conjunto de todos os ternos ordenados (x,y, z), onde z,y, z € R, isto &,
R? = {(z,9,2) : 7,9,z € R}.

Definimos a adicao e a multiplicacao por escalar em R? como:

(71, T2, 23) + (Y1, Y2, y3) = (1 + Y1, Ta + Y2, T3 + Y3)

x(x1, To, x3) = (TX1, XL, TT3).

E facil verificar que R3 com estas operacdes satisfaz todas as propriedades do conjunto de
vetores V.

Conclusao. Cada base ordenada de V determina uma correspondéncia biunivoca

—
U < ($17$2a I3)
entre o conjunto dos vetores V e o conjunto dos ternos ordenados R3.

~ rd . N . —
Observacgao 3.25 FE conveniente, as vezes, usar a matriz das coordenadas de u em

relacdo o base B :

T
H _
[U]B_ X2 )

Zs3

ao invés do terno (x1, 2, x3) das coordenadas.

Exemplo 3.26 Mostrar que as medianas de um tridngulo se interceptam em um ponto,

o qual é um ponto de trissecao de cada mediana.

~ . — — [N
Solucao. Sejam u e v os vetores gerando o tridngulo, conforme figura.
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Entao as medianas sao:
— — — — — —
U+ v ou-—20 v —2u
e
2 ’ 2 2
Assim, as medianas se interceptam em um ponto P se, e somente se, existem escalares x,

y e z tais que

. w+Tv . w—27 o uU+Tv s v -2
2 y 2 2 2 '

Estas equagoes podem ser re-escrita como

{ (-9 T+ (x+2y—2)T =

0
(x—k22—2)ﬂ>+(x—z)7:6> '

— =~
Como u e v sao LI temos que

r—y=20
T4+ 2y =2
r+22=2
r—2=0

Portanto, as medianas se interceptam em um ponto P se, e somente se, o sistema acima
tem solucdo. E facil verificar que o sistema tem uma tnica solucio
2
T=y=z=g.
Teorema 3.27 (Ceva) Dado um tridngulo ABC, escolhemos um ponto R no segmento
BC, um ponto S no segmento AC e um ponto T no segmento AB. Sejam M\ = (A, B;T),
Ao = (B,C;R) e \3 = (C, A;S). Entio as sequintes condigdes sao equivalentes:

1. Os segmentos m, BS e CT sdo concorrentes;
2. )\1)\2)\3 =lel+ )\2 + )\2)\3 # 0;

3. MA2A3 =1 e cada um dos trés niumeros 1+ A1+ Ao, 14+ Ao+ AA3 e 14+ A3+ A\ \3

¢ diferente de zero.

Prova. Primeiro vamos desenhar a figura.

Expressando todos em termos de vetores posicoes em relagao a uma origem qualquer O,

obtemos que _ .
— d4+Mb . b+XNC L, CTHNT

TR VI I VA R W
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Em particular, tomando O = C', obtemos que

?_74—/\1? = _ ? e T — /\37
D VR R ED VS 14
Logo,
D
T . — =
AR = a+x<1+)\2 a)
BS = Ty (N0 7
N y 14+ A3
I a2
B 1+N )

Assim, os segmentos m, BS e CT se interceptam em um ponto P se, e somente se,
Y (UNE B (R T B
14+ X y 14 A3 14+ ) ’

r - A3y —
= a
1+ X 14+ A3

ou ainda,

(1—2)d +

e, portanto,

H
Como @ e b sdo LI temos que

$+ liigy: 1
1 _
1+A2x+y_1

1 _

1 X\ _
142 X 14+ z=0.

Assim, os segmentos ﬂ%, BS e CT se interceptam em um ponto P se, e somente se, o
sistema acima tem solugao. Agora vamos mostrar as equivaléncias.

(1. < 2.) Suponhamos que AR, BS e CT sejam concorrentes. Entao o sistema tem
solucao x, y e z. Resolvendo para x a primeira e a segunda equacao, fica

A3
14 A3

Assim, se 14+ Ay + AoA3 = 0, entdo Ao(1+ A3) =0 e s = 0. Logo, 1 + Ay + A2 A3 = 1 #£ 0,
o que é impossivel. Portanto, 1 + Ay + A2 A3 # 0 e, consequentemente,

AT+ ) S O s
4 14+ Ao+ A3 14+ X+ X3

r=1-— y=(14+X)1—y)= (14 X2+ AA3)y = A2(1+ A3).
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Por outro lado,

(14 A)A2As 14X\
L+ X+ XA (14 X+ Aads)\

=1+ A)(1—2)=

se, e somente se, A\ a3 = 1, pois \; # 0. Reciprocamente, suponhamos que A\; A3 = 1
e 14+ A2 + XAz # 0. Entao o sistema tem solugao

S - S’ | € o ) B
T+ dt ohs’ 1T 15 Mgt Aok
s (1+X)A2As 1+ X\

T4+ Xa+ XAz (14 o+ Aadg) Ay
(2. < 3.) Suponhamos, por absurdo, que 1+ A3 + A\3A; = 0. Entao
0 = >\2(1 + )\3 + )\3)\1)

= Ao+ AA3 + AaAzA;
— )\2 + )\2)\3 + 1,

o que é uma contradicao. A reciproca é imediata. [ |

3.6 Mudanca de Bases
Sejam
B = {?17 €, ?3} e B' = {717 U, 73}
duas bases ordenadas de V. Entéo, para cada vetor v € V existem dnicos x1, T2, T3, Y1, Y, Y3 €

R tais que

— — — —

UV = ;i €e1+a0€9+a3€3 (3.1)
—
v

= YU+ YUz +y3Us.

Como u; € V temos que existem tnicos a;; €R, 1,5 =1,2,3, tais que

— — — —
U1 = a1 €1+ ag €2+ az €3 (3.2)
— — — —
Ug = Q2 €1+ a2 €9+ 0a32€3
— — — —
U3 = aiz€1+ag3€q+aszzes.

Substituindo u’; na segunda equacio de (3.1), obtemos que

Vo= U+l ysUs

3 3 3
= U <Z G;1 € z> + Yo (Z ;2 € z) + Y3 (Z a13?2>
e

i=1

3 3
= ( alj?Jj) e+ (Z Cl2jyj> €+ (Z a3]y]> 3
j=1 j=1 Jj=1
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Pela primeira equagao de (3.1) e unicidade das coordenadas, obtemos que

T1 = a1y + a2ys + a13ys
T = a21Y1 + G22Y2 + A23Y3
T3 = a31Y1 + a3y + assys.
Em forma de matriz )
T a;x Q12 13 n
To2 | = | Q21 Q22 Q23 Y2
T3 a3z a2 Aasg | Y3

Fazendo

aix Qi a3

[I]g = | 21 Q22 as3 |,

azy a3z asg |
obtemos que

(W] = 5 [@] -

A matriz M = [I]§ ¢ a matriz de mudanca da base B' para a base B. Comparando M
com (3.2), notamos esta matriz ¢ obtida colocando as coordenadas em relagao a base B

— ., .
de u’; na i-ésima coluna.

Observagao 3.28 A matriz M é invertivel, pois para cada i = 1,2,3, temos que

3
— — — — —
U; =QA;1 €1+ A2 €9+ A3 €3 = E Q5 € j (33)

j=1
e para cada 7 = 1,2,3, temos que

3
?j = jlﬂ)l + ijUQ + bjgﬁg = Z b]kﬁk (34)
k=1

Fazendo A = [a;;] e B = [bji,], obtemos [I|5 = At e [I]8, = B!. Substituindo a equagéo
(3.4) na equagao (3.3), obtemos

- = = p
Como {1, Wo, W3} é uma base para 'V temos que

i:ab {1 sei=k L AB-T1
ij0jk = . = Is.
= 0 sei#k

Portanto,
M5 [15 =BA' = (AB)' = (I;) = I3 = [I)5 =M.,
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Sejam B e B’ duas bases ordenadas de V. Dizemos que B e B’ determinam a mesma
orientagao se det (M) > 0. Caso contrério, elas determinam orientac¢ao oposta, onde M

é a matriz de mudanca de base.
PRPPPVPPVVPP

H
Se P é um ponto qualquer do espaco, o vetor 0P pode ser escrito em termos dos

sistemas 0, 7, 7, k €0, uy, ug, ug como

— — — —
OP = x11 422 +a3k

—
= ylu—f + yz@) + y33us

veja figura 3.1.

Figura 3.1:
- = T . ~ . — - —
Escrevendo os vetores ¢, j, k como combinagao linear dos vetores ui, us, ugs,
obtemos
- — — —
7 = a11U; + asug + a3 U3
= — — —
J = 12Uy + Q22U + azaug
—
— — —
k = 13U + Go3U9 + A33U3
sendo
- — - — —
Apy = 1 Upy Qo = J Up € Apz3 = k Up, 7 =1,2,3

. — —
0P = x11 +207 +a3k

H
= YU + Yoz + Y33u3
obtemos

— —
(@111 + @122 + a13x3) Uy + (a2121 + A92%2 + A23%3) Uz

— — — —
+ (az121 + 3222 + a3323) U3 = YUl + YolUs + Y3u3
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ou seja
Y1 = G11%1 + G12%2 + @133
Yo = G21%1 + G22T2 + (2373
Y3 = G31T1 + (3202 + 3373

que pode ser escrito na forma matricial

a11 Q12 a3 € U1
Q21 Q22 Q23 ) = Y2
as1 @32 ass xs3 Y2

Exemplo 3.29 Calcular as coordenadas do ponto P (1,0,2) no sistema de coordenadas

— — —
0, uy, us, ug, onde

1 1
- 35 (74 7). e (7).

x|

- \/§—> \/§—> —
7 = 7U1—7U2+0U3
2 2
7 o= §m+§u—>2+0773>

& o= 0@ +0.m+ 1.3

e, portanto, escrevendo na forma matricial, obtemos

2 2 _
5 5 0 0 1=1

de onde, temos: y; = @, Yo = 72, ys = 2.
Volddddddadas

Exemplo 3.30 Sejam

— T — y - = =
B:{a,b,c e B ={uy, uq, us},

onde
W, = a
72 = 7—{—?
Wy = T+b4TC

duas bases ordenadas de V. Entao B e B’ determinam a mesma orientacao.
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Solugao. Como

Wy o= 1-T+0-b+0-7
Wy = 1-T+1-540-F
Ty = 1-T+1-b+1-¢C
temos que a matriz de mudanca de base é
1 11
M=|011
0 01
Logo, det(M) =1 > 0.
EXERCICIOS

- =

—
— — — o~ . . —
. Mostrar que @ + b, @ + ¢ e ¢ — @ sao LD quaisquer que sejam os vetores @,
—

_)
b ec.

. Seja B = {7, 7,?} uma base de R3. Mostrar que B’ = {@ + 7, @ —-27¢,d +

—
3b — ¢} também é uma base de R3. Elas tém a mesma orientacio?

. Seja B = {E),?,?} uma base de R®. Mostrar que {a + 2 — 7,3d — bt
- = - — .
¢,—a +5b —3¢} éum conjunto LD.
. Sejam @ e ? vetores LI tais que AB = @ + 2?, BC = 47 — ? e CD =

— - , , .
—5a —3b. Mostrar que ABC'D é um trapézio.

. A secao ouro ou divisao harmoénica de um segmento AB é a escolha de um ponto

X entre A e B tal que
— —_
|4x] _ X2

—=1 — ||——=]
<2 )42

Determinar a razao de divisao (A, B; X) se X é escollhido desta maneira.

. Sejam Py, P», P3 postos colineares e A = (Py, Py; P5). Mostrar que o conjunto de

todas as razoes de divisoes (P;, P;; Py), onde 4, j, k € {1,2,3}, é igual a

1 1A 142
{A’X’_<1+A)’_1+x—1+x— X }

. Sejam A, B, C'e D pontos. Mostrar que:

(a) Os segmentos AB e C'D sdo paralelos se, e somente se, existe ¢ € R* tal que

),

e

onde @ =0A, b =OB, ©=0Ce d =

S
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(b) Os segmentos AB e (CD interceptam-se se, e somente se,

. . — 34 T
implica que x =y =0, onde @ = OA, b

. Considere duas semi-retas originando-se de um ponto comum O. Escolha dois pontos

A e R da primeira diferente de O e dois pontos B e S da segunda diferente de O,

de modo que existam z,7,y, s € R tais que
— — — -
r+r=y+s=0e 20A+rOR=y0OB+s05= 0.

Mostrar que os segmentos AB e RS sido paralelos se, e somente se, ¥ = s (y = ).

. Sejam A, B, C, R, S e T pontos dados como no Teorema de Ceva tais que os

segmentos AR, BS e CT interceptam-se em um ponto comum P. Mostrar que

(P,A;R)+ (P, B;S)+ (P,C;T) = —1.

Seja ABC' um tridngulo qualquer. Mostrar que suas medianas interceptam-se em

um ponto comum. (Sugestao: Use o Teorema de Ceva.)

Seja ABC um tridngulo qualquer. Mostrar que os trés bissetores internos interceptam-

se em um ponto comum. (Sugestao: Use a Lei dos Senos e o Teorema de Ceva.)

Seja ABC' um tridngulo qualquer. Mostrar que as trés alturas interceptam-se em

um ponto comum.

(Teorema de Menelao) Dado um tridngulo ABC, escolhemos um ponto R no
segmento B_C, um ponto S no segmento AC eum ponto 7" no segmento AB. Mostrar

que R, S e T sao colineares se, e somente se,
(Teorema de Desargues) Dados dois triangulos ABC' e PQR tais que A # P,
B # @, C # R e os pares de retas suportes dos segmentos AB e PQ; AC' e PR; BC

e @ sejam concorrentes. Mostrar que as retas suportes dos segmentos ﬁ, BQ e

CR sao concorrentesou paralelas se, e somente se, os pontos de intersecdes das retas
suportes dos segmentos AB e PQ; AC' e PR; BC' e QR sejam colineares.

3.7 Produto escalar

— —
. — ~ A — . s
Sejam a e b vetores nao nulos de V. O dngulo entre a e b ¢é a figura geométrica

formada pelos segmentos OA ¢ OB , onde O é um ponto qualquer do espaco e A, B sao
_)

—_— —

escolhidos de modo que @ = OAe b = OB. Vamos denotar o angulo entre @ e b por

—

0=/(a,b),
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— —
Sejam @, b vetores ndo nulos de V e # o angulo entre @ e b. O produto escalar

H
(interno) de @ e b é definido como

— —
<77,b>::uz?HHb‘pmsa
H
Note que, na definicdo de produto escalar de dois vetores @ e b nao especificamos se o

— —
~ , . — — , . . L.
angulo 0 é medido de @ para b oude b para a e nem se é medido no sentido horario

ﬁ
ou anti-hordrio. Portanto, cada escolha para 6 dar o mesmo resultado para (@, b ), pois

cos f = cos(—0) = cos(2m — 0) = cos(f — 2m).

Assim,
— —
(@, b)=(b,a).
Além disso, se @ = Voub = ﬁ, definimos
(@, D) =0.

H
Proposicao 3.31 Sejam @ e b vetores quaisquer de V. Entdo:

1@l =/, a);

—
. A Y
2. O menor dos dois dngulos entre a’ e b

(SN

6 = arccos

— —
3. @ e b sdio ortogonais (perpendiculares) se, e somente se, (@, b) = 0.

Prova. Vamos provar apenas o item 3. Note que,
aa?>:o@H7H:mH?H:ooucwazo
[ |

ﬁ
Seja @ um vetor ndo nulo de V.Todo vetor b de V pode ser escrito de modo tinico

sob a forma

—_— = =
b=t +1
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— —
/ 2 . ~ —_ 7S S5
onde b’ é um vetor com a mesma direcao que a e b"” é ortogonal a «’.

A componente ﬁ é chamada a projecao de b sobre @ e denotada por Pr b. Em outras
palavras, Prz ? ¢ por definicdo o tnico vetor ¥ € V tal que E’ — ¥ seja ortogonal a
@ . Esta definicdo de projecdo é motivada da fisica, por exemplo, se aplicamos uma forca
constante ? ao longo de uma trajetéria, entao, em cada momento, somente aquela parte
de F que age na direcio de v da trajetéria contribui para o trabalho feito por F. Neste

caso, o trabalho W é dado por

W= H?H 17| cosd = (F, 7).

Proposicao 3.32 Sejam a, b e T vetores de V com @ #* 0 ex € R. Entdo:

1. Pry b = H?HCOS@HgH = (7,?>H§H2;
2. Pr;(?—{—?):Pr—»?—{—Prﬁ ¢
— —
3. Prg(xb)=xPr4b;
4. (@, D) =(a,Pra D).

Prova. 1. Pela figura.
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—
o comprimento da Prz b é

/. . el . . ~ —
¢ um vetor de comprimento unitdrio na direcao de a’. Logo,

Prﬁb:HbHCOSHT:<a,b>_)2.
Fa'l [

2. Vamos primeiro ver geometricamente,

Seja

o plano perpendicular a @.

— —
b —Przbcnmec—-Prgycen

temos que

—
b —

(b+T)=(Pr=b+Pr¢)=(b—P

=
8]

Por outro lado, o tnico vetor v € V tal que

H

(b+7C)—Term
, .~ AP e A — ¥ =
é, por defini¢do, a projecdo b + ¢ sobre a , a saber: Pr4( b + ¢'). Segue que
H
b

Pr (b +7¢)=Pr 7?—|—Pr 27C).

. —
3. E similar a 2. Para provar 4. Seja # o angulo entre @ e b. Como o angulo entre

— P
a e Prgz b éigual a 0°, obtemos que
(@, Pr=0) = ||| |Pr 7?”%300

— @l |[Pr =7

— 7 ?Hcose

).
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Proposicao 3.33 Sejam @, 7 e ¢ vetores quaisquer de V e x € R. Entdo:

1L(@,0)=(0,aV;
2.(T, 0 +7C)= (@, )+ (@, )
3. (T, 20)=a(d, b);

4. {(d,@)>0e(d@,a)=0 se e somente se, a = 0.

&
=l

)) < |l H?H (Desigualdade de Cauchy-Schwarz).

S

a + ?H < & + H?H (Desigualdade Triangular).

. - = )
Prova. Vamos provar apenas os itens 2. e 5. Se @ = 0, nada hd para ser provado. Se
é ﬁ ~
a # 0, entao

<?’?+?>|I_>II2 = Pro(b+7)
a
= Pr 7?—1—131“ 27)
= <a’7b> —)2+<a‘7c> — 2
Il Il
. — 7 - — @
= (@0 @ D) =

Assim, comparando os coeficientes, obtemos que
— —
(@, b+7C)y={(a,b)+{a,7).

Agora, vamos provar 5., se @ = ﬁ, nada hd para ser provado. Se @ # 6), entao a funcao
2
f: R — R definida por f(t) = H? - t?” , satisfaz f(t) > 0, para todo t € R. Como

H?’—t? = (b —td. b —ta)
= (0,0 —ta@) (T, b —ta)
= (0, 0)— @, D)~ b, T)+ (T, 7)
= |7 @, T+ 27|
temos que
1212~ 2@, B+ |7 ">0VteR

Logo, a funcao quadratica f(t) ndo pode ter duas raizes reais distintas. Assim, o discrim-

inante de f(¢) deve ser menor do que ou igual zero e, assim,

(2@ ) — 4@ ||7] <oe (@) < (11| 7]))"
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Portanto, extraindo a raiz quadrade desta desigualdade, obtemos que
— —
@) < 1@n|v].
|

Exemplo 3.34 Mostrar que um paralelogramo é um losango, se e somente se, suas di-
agonais sao ortogonais.

ﬁ
Solugao. Sejam @ e b vetores gerando o paralelogramo, conforme figura.

- = T = T . . .
Entao o + b e @ — b sao as diagonais. Como

(@+0,T-0) = (@, @—0)+(b,T—1D)
2
= @)= |
temos que
_
HE’H:HbH@(?jL b7~ b)=0.

Exemplo 3.35 Mostrar que todo dngulo inscrito em wm semicirculo é um dngulo reto.

ﬁ
Solugao. Sejam @ e b vetores mostrados na figura.

N —
Como || d@’|| = H b H temos, pelo Exemplo 3.34, que

isto é,
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Exemplo 3.36 Sejam ABC um tridngulo qualquer e D um ponto qualquer no lado AB.
— — — —
o5 < [ac] o] <[5l

Mostrar que

Solugao. Pelo Exercicio 8, temos que

— a — 1 —
CD=-— AC — B
14+a 14+a
Assim, pela desigualdade triangular,
— a — 1 —
D] < = |42+ = |5
14+a 14+a

— — — —
Como em um tridngulo qualquer ABC), HACH < HBCH ou HBC’H < HAC

’ , temos que

73] < = 1390 + 2 190 = (5 + ) 12 = 1321

3.8 Bases ortogonais

. — . — ., .
Seja u € V um vetor qualquer. Dizemos que u é vetor unitdrio se

— . ~ ~
Se v € V é um vetor qualquer nao nulo, entao
b
_)
v

Il

—
u

, e, . . ~ — . — . ~
¢ um vetor unitario de mesma direcao que v". Neste caso, dizemos que u é a normalizagao
H
de v'.
Seja

B = {?17 ?27 ?3}

uma base de V. Dizemos que B é uma base ortogonal de V se

. , — = — ~ . . . : 4
isto é, os vetores €1, €5 e €3 sao dois a dois ortogonais. Dizemos que B é uma base

ortonormal ou sistema de coordenadas cartesianas de V se B é uma base ortogonal e

NN 1 sei=7
€1, €3) =0;; = o,
(1, ¢2) ! {0 se i # 7,

2 . . 2 — — — ~ . . .
onde d;; é o simbolo de Kronecker, isto é, os vetores €1, €5 e € 3 sao dois a dois ortogonais

e unitarios.



84 CAPITULO 3. CALCULO VETORIAL

Proposicao 3.37 Seja B={¢ 1, €2, €3} uma base ortonormal de V. Entdo

—

v =(v,e) e+ (v, )€+ (V,€3) €3, VU EV.

Prova. Dado v" € V existem tnicos z1, 2, x3 € R tais que

— — — —
VU = X1€1+Ty€2+T3€3

3
H
= E ZT; € ;.
=1

Logo,
<7, ?]> = <l‘1?1 + 1‘2?2 + 1‘3?3, ?J>
= x1(€y, ?j> + 22(€ 9, ?j> + z3(€s, ?j>
= zj,7=12,3.
Portanto,
U =(V,€1) €1+ (T, €2+ (V,€3) ¢

Observagao 3.38 O escalar v; = (v, € ;) é chamado o coeficiente de Fourier de ¥ em

relagio a € ;.

Proposicao 3.39 Seja B = {¢, €3, €3} uma base ortonormal de V. Se
U=x1 €1+ T Crt+a3€3 6 U=y €1+y€a+yses,

entao:

1. (W, 0) = z1y1 + Tays + T3Ys;

Vat+ad+ad e ||V = Vi + 3+ 3

z

A — =
3. O menor dos dois dngulos entre u e v é

9 T1Y1 + T2Y2 + T3Y3
= arccos = = —— = = | ;
\/x1+x2+x3\/y1 + Y3 + Y3

2. |17

4o (@191 + 2oys + 23y3)* < (27 + 23 + 23) (y7 +v5 + 13).

Prova. Vamos provar apenas o item 1.

3
<7,?> = <$1?1+$2?2+$3?3,Zyj?J>
=1

= el,Zy] ) + o eg,Zy] ) + w3 63,2%

= T+ $2Z/2 + z3Yy3.
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Seja
B={a,b,¢

uma base qualquer de V. Escolhendo %1 = @, j4 vimos que o vetor

—_—
<ba71>ﬁ

T = 2 Y1
144 ]]

|

—
U9 =

, — — — o~ 7 . ~
é ortogonal ao vetor u'; e claramente u'; e u 5 sao linearmente independentes e estao no

H
— . — — o~
plano gerado por @ e b. Assim, os vetores coplanares a u'; e u'5 sao da forma
— —
TUt YU,

para alguns z,y € R. Logo,

— — — N =\ _ <?a71>
(¢ = (U1 +yusy), u1) =0 2="—"—7
|44 ]
Analogamente,
— —
C, U9
(€= (@U 1 +yus), us) =0y = <Hﬂ’> ”2>
2
Assim, o vetor
— — — —
Us=7 — (¢, U1>ﬂ>1_ <C7U2>ﬂ>2
et 72|

4 o — —
é simultaneamente ortogonal a u'; e u 5. Portanto,
- = =

3: {u17 U 9, U3}

é uma base ortogonal de V. Este processo de ortogonalizacao é conhecido como o Processo
de Ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt.

Conclusao. A partir de uma base qualquer de V podemos obter uma base ortogonal
de V.

Sejam A, B e C' pontos no espaco tais que

B ={0A,0B,0C}
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— = -
seja uma base ortonormal de V. Vamos definir os vetores 7, j e k como:

7 =0A,j7=0Bek=0C.

- = . . ~
Portanto, os vetores ¢, j e k satisfazem as seguintes relagoes:

(i, 0)=0i k)=(Jj,k)=0e(i,i)=(j,j)=(k k)=1L

Neste caso, dizemos que

—)
B = {7a 77 k }
é a base canénica de V.
—
Sejam P um ponto qualquer no espaco e v = OP. Entdo existem tnicos z, y, 2 € R
tais que
— - i -
v=xi +yj +zk.
E facil verificar que
v = (T,7)=|7|cosby, onde 6 = £(T, 7 );
— — —
y = (U, j) =7 cosy, onde O =L(7V, j);
— —
z = (U, k)=|7]cosfs, onde 3= L(7, k).
Os angulos 61, 0, 3 sdo chamados de dngulos diretores do vetor v e os cossenos cos f1,

~ . —
cos By e cos B3 sao chamados de cossenos diretores do vetor v'.

Assim, qualquer vetor pode ser escrito de modo tnico em termos de suas coordenadas
cartesianas. Portanto, as coordenadas (z,y, z) de um ponto P em R3 podem ser identifi-

cadas com o vetor

H
T=axi+yj +ok.
Neste caso, denotamos o vetor v por
— —
7:OP:x7+y7+zk = (z,y, 2).

ﬁ ﬁ ﬁ , oy . ~
Uma base {u'y, Wo, w3} de R3 & positiva se ela tem a mesma orientagao da base
- — e , .
canodnica { i , j, k }. Caso contrario, dizemos que ela é uma base negativa.
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Exemplo 3.40 Sejam @ = (2,3,0), b = (1,0,1), © = (0,1,2) ¢ T = (1,1,1).
1. Mostrar que B = {7,?, T} é uma base de R3.

—
— . ~ . — —
2. Fscreva o vetor v como combinacao linear de a’, b e ¢ .

3. B é uma base positiva de R3?
H
Solugao. Para mostrar 1., basta provar que os vetores @, b e ¢ sao LI Sejam z,y, z €
R3? tais que
Entao

2(2,3,0) +y(1,0,1) +2(0,1,2) = (0,0,0)

2z +y,3z+2,y+22) = (0,0,0)
ou, equivalentemente,
20 +y=10
3r+2z=0 . (3.5)
y+22=0

—

. . — — ~ P .
Assim, o problema de determinar se os vetores a, b e ¢ sao LI é equivalente a resolver
o sistema homogéneo de equagoes lineares (3.5). Para isto, consideremos a matriz dos

coeficientes do sistema

A_:

S W N
N = O

1
0
1

Reduzindo a matriz A & forma em escada, nosso sistema é equivanlente a:

z=0
y=0 .
z2=0
—
Portanto, os vetores @, b e ¢ sdo LL
2. Sejam z,y, z € R? tais que
H
T =xa+yb+z27¢.

Entao

(17]"]‘) - I(27370)+y(170’ ]‘)+Z(07172)

(1,1,1) = (2v+y,3z+ 2,y +2z)
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ou, equivalentemente,

2r+y=1
3r+z=1 . (3.6)
y+2z2=1

—

. . — — — 4 .
Assim, o problema de determinar se o vetor v’ os vetores a, b e ¢ é equivalente a
resolver o sistema nao homogéneo de equagoes lineares (3.6). Para isto, consideremos a

matriz ampliada do sistema

210 1
A=1301":1
012 1

Reduzindo a matriz A”a forma em escada, nosso sistema é equivanlente a:

_ 1

- 1

y = 3

;-

Portanto,
1 1— 1

— — —
= - —b +-c.
v 4a—|—2 —1-40

—
3. Por definicdo dos vetores @, b e ¢, obtemos a matriz mudanca de base

210
M=|301
01 2
Como det(M) = —8 temos que a base B é negativa.
EXERCICIOS
1. Dados
e e s
a=1—j+keb=21—-5k.
Determine o vetor ¢ tal que
— - 1, =
a+2c==c—0»>.
2
2. Sejam
1 1
7217—7+§?e?:x7+y27—y?

—
. . L, . — .
Determinar x e y de modo que b tenha sentido contririo a a e seja quatro vezes

. —
maior do que a'.
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3. Sejam
N — — — — — — —
a =a11 +ayj +ask, b =by i +byj +bsk,c =c1i +cj +c3k
e
a; Qaz as
D = det b1 b2 b3
Ci Co C3
(a) Mostrar que 7,?6?850 LD se, e somente se, D = 0.
— T = .
(b) Mostrar que @', b e ¢ sao LI se, e somente se, D # 0.
4. Sejam
— — —
=27 - . b=j42kec=7142] - k.
H

—

(a) O conjunto B = {a’, b, ¢} ¢ uma base de R3?

b,
(b) Escreva o vetor o = 47 + 27 — 4K como combinacio linear de @, beC.

5. Sejam A(1,2,4), B(2,3,2) e C(2,1,—1).

(a) Os pontos A, B e C sao vértices de um tridngulo?
(b) Determinar D de modo que ABCD seja um paralelogramo.
(¢) Determinar o ponto de interse¢oes das diagonais deste paralelogramo.

—
A . Lz . ~ _ .
6. Dé exemplo de dois vetores unitarios que tenham a mesma dire¢ao que v’ =4 i +

— —
27 —4k.

7. Sejam A(3,1,0), B(1,0,1) e C(—1,y,2). Determine y de modo que A, B e C sejam

colineares.
8. Sejam @ = i —2j + ke b =21+ 5. Deéexemplo de dois vetores cujas normas
. . — -
sejam o triplo da norma a + b .
9. Sejam
— — — —
T=i+j -k b=j+kecT=20—j+k.

(a) Mostrar que B = {a, ?, ¢’} ¢ uma base de R®.

—_
(b) Determinar as coordenadas de u = 477 — 2k nesta base.

10. Determinar se as bases sao positivas ou negativas.

() {7,757

{ %
(b) {3

—

ﬁ
) 7k
— — —
i,—j —k,—24 —5k};

Y
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Verificar se os pontos A(2,2,1), B(3,1,2), C(2,3,0) e D(2,3,2) sdo coplanares.

—
. — .
Sejam a e b vetores quaisquer. Mostrar que

2 2
H? + E’H TP +2a, D) + H?

Seja ABC' um tridngulo qualquer. Mostrar a Lei dos Cossenos
a? =b* + ¢? — 2bccos b,

onde
—

a= HBC’

— —

,c:HA—B>H e 0 =Z(AB, AC).

o e

Calcular as seguintes somas e diferengas:

—_

(a) (i +2j —3k)+(2i — j +5k)

(b) (—i +55 —6k)+(2¢ +j —k)+(i —25 +6k)
- = — — — =

(c) 2t +j —3k)—(67 +2j + k)
- = — =

(d) (¢ +2j —4k)—(27 +5j +6k)+ (37 =55 +7k)

- = —
Sejam @ = il + 27 3k ed =27 + 7 — 2 k. Determinar vetores unitérios

paralelos aos vetores

(a) @ =1 —2j +4k
(b) v 200897+sen97
) C=27 -7 +3%

Mostrar que os pontos A(1,2,2), B(3,3,4), C(4,5,3) e D(2,4,1) s@o os vértices de

um paralelogramo.

,1,5) e B(3,6,2), escreva o vetor AB como combinacao linear

[N}

Dados os pontos A(
—

—
J

|

—
dos vetores 17 , . Qual é a norma de AB.

)

Calcular os seguintes produtos internos:
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
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= T T T
(a) (i +2j —3k,20 — j +5k)
T - A
(b) (—i +5j5 —6k,2i +j — k)
e A I
(c) 2i +j —3k,60 +2j + k).

Determinar o vetor unitario da bissetriz do &ngulo entre os vetores
— i T - a7 o
a =21 +3j+keb=3i+25 —-3k.
. e e T -
Determinar o valor de x para o qual os vetores x ¢ +37 +4k e31 +2j5 —3k
sejam perpendiculares.

- . , - T
Determinar que nao existe um nidmero real x tal que os vetores v 7 +2j +4k e

— o .
r1 —27 + 3k sejam perpendiculares.

Determinar o dngulo entre os seguintes pares de vetores:

—

() 20 + 7.7 K
- = = — —
(b) i +j+k,—2j =2k
S e
()31 +3j5,2i +j —2k.

Determinar os angulos do tridngulo cujos vértices sao os pontos

A(3,2,1),B(3,2,2) e C(3,3,2).

Verificar se os seguintes vetores sao LI:

- — — - = e
(a) 27 + j —k:,22 +3j —2ke i +25 + k

— - = = — — — — —
(b) 3¢ +2j +k,20 +j +3kedi +35 +6k.

Verificar se os seguintes pontos sao coplanares:

—~
&
~—

BN
—~
no
no

—_
~—

&

(3,1,2), C(2,3,0) e D(2,3,2)
(3,2,0), C(0,2,1) e D(1,2,0).

—

o
N—r
S
\_[\D
“CD
o

s

Sejam O, A e B pontos quaisquer e P o ponto médio do segmento AB. Mostrar

que
—_— —

Y

{

. — ~ ~ —
Sejam ©" um vetor nao nulo qualquer e o, 3 e v os dngulos que v" forma com os
- = .
vetores i, j e k,respectivamente. Mostrar que

cos? a + cos? 3+ cos®y = 1.
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—
H ~ . ~
29. Mostrar que, se a e b sao vetores quaisquer, entao

2
7+?H 1

(b)

2 2
@ - E’H —9 (||7||2 + H?H ) .

— —
© [I@1-| 7| <1=n+| 7]
30. Sejam a, b, c € RY.. Mostrar que

1 1 1
b —4+-+=]>0.
(a+ +c)(a+b+c)_

(Sugestao: Faga
1

Y Y

ﬂ):<\/aa\/l_)7\/g)e?):( b

<~
<~

e use a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.)

31. Mostrar que se @,

angulos /(¢ b VA

= H?H — 2] = 1 e calcule

-, . - - R
b e ¢ sao vetores nao nulos, entao pelo menos um dos trés

H
b,<¢)e/Z(d, ) émenor do que . (Sugestao: Assuma que

2.)

T+ b +7C

3.9 Produto vetorial

Nesta secio vamos introduzir uma quarta operacao entre elementos de V. Sejam @ e
— —
b vetores ndo nulos de V e 6 o angulo entre @ e b . O produto vetorial (externo) de @

— —
2 s — . « . .~
e b, nesta ordem, é o tnico vetor a X b que satisfaz as seguintes condigoes:

1L (@, @x b)Y =(b,axb)=0;
2. H7 x 7“ e H?H Isen 6);

— — —
3.8 @e b sdolD, entdo @ x b = 0.Se@e b sio LI, entao

L, =
{a,b,adxb

}

é uma base positiva de V.
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Proposicao 3.41 Sejam @, 7 e ¢ vetores quaisquer de V e x € R. Entdo:

L a@xb=—(bxa);
— 7 = 4 , - T =
2. (@ x b, )| éigual ao volume do paralelepipedo gerado pelos vetores @, b e ¢;
3 Tx(b+)=Txb+axc;
4. T x(aD)=2(T x b);
b i x g =k, g xk=1ekxi1=7;
6. Se
N — — — —
a =a1t +ayj +ask e b =by 1 +byj +bsk,
entao
— —
E) X b = (Clgbg — a3b2)7 + (—Cllbg + a3b1)7 + (albg — Clzbl) k
- -
1 gk
= det a; as as
by by b3

Prova. Para mostrar 1., basta observar que, se

q
{a,b,v}
é uma base positiva de V, entao
I G—
a,— v
{b,a,-v}

é uma base positiva de V.
ﬁ
2. Se @, b e ¢ sdo vetores LD, entdo o volume reduz-se a 0 e, assim, (
e : — 7
Suponhamos que @', b e ¢ sdo vetores LI. Sejam 6 = Z(a’, b) e ¢p = /(

conforme figura.

O volume do paralelepipedo ¢é o produto da drea da base, a qual ¢é igual a

H? X ?H e H?’H Isend)|
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pela altura h. Como
h=|

Pr 7 €| = 1€l leos o
temos que

HE’ X ?H ho = )7 X E’H 12| |cos ¢|
- H? X ?’H A cosgb)

- H? X E’H 1 cosgzﬁ)

- <7x?,?>‘.

3. Primeiro, note que, na férmula do volume do item 2. nao importa a ordem dos

— T = .
vetores a’, b e ¢, pois se
—
— —
{a,b,c}

é uma base positiva de V, entao
H
— — — —
{b,c,a}ed{c,a,

sao bases positivas de V, conforme figura.

Logo,
— —
(@ xb,c)=(bx7<¢,ad)y=(cxa

Agora, sejam v um vetor qualquer de V e

T=Tx(b+7)—(T x

Entao
(0,0 = (T, @x (D +C)— (T, Txb)— (7,7 x7)
= (T x(b+EN+(0. T xV)+(7, 7 x7T)
= (T Ax(D+ N+ (D +7T. T x7)
= (T, T x(b+72) (T, T x (b +7)
= 0.
Assim,
2
|7x@+2)—(@x D)= (@x7)| =0
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Portanto,
— —
ax(b+7C)=(axb)+(d x7).
— —
J

4. E similar a 3. O item 5. segue da unicidade. Para provar 6, sejam e; = i , e5 =
H
e e3 = k. Entao, pelos itens anterior, obtemos que

3 3

7 X ? = ZZaibj(ei X Bj)

i=1 j=1

— —
= (a2b3 — agbg) 1 + (—a1b3 + ngl) -+ (a1b2 — agbl) k

= 7 det 42 a3 — 7 det o as
bg bg bl b3
— a; Qs
+ k det

- = -

—
J

gk
= det a; as as
by by b

Observagao 3.42 O determinante do item 6 da Proposi¢cao acima foi calculado no sen-
tido formal, isto é, expansao pela primeira linha. Note que ele nao é um determinante

real, pois a primeira linha sao vetores e nao niumeros reais.

Exemplo 3.43 Sejam

— - = - = — — -
a =21 —74+3k eb=—14+35 —2k.
Determinar @ X 7
Solucao.
- - =
17k
H
ax b = det 2 -1 3
-1 3 =2

- =
= —71+4+ 7 +5k.

3.10 Produto Misto

Seja B = {7,?,?} é uma base ordenada de V. O produto misto de 7,? e C,

nesta ordem, é definido como

(@, 0, C]=(a xb,7).
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ﬁ
Seja ¢ = Z(d x b,C). Se ¢ < I, isto ¢, ¢ ¢ um angulo agudo, entdo ||| cos¢ ¢ a
altura do paralelepipedo. Se ¢ > Z, isto €, ¢ é um angulo obtuso, entdo — || ¢’[| cos ¢ é a

altura do paralelepipedo, conforme figura. Assim,
(@, 0, ¢]<0ould,b,¢]>0

se B é positiva ou nao. Como as bases

sao ambas positivas ou ambas negativas temos que
— —
— — — —
(@, b, cl=[b,c,d]=(

Portanto, o produto misto depende somente da ordem ciclica dos vetores e nao da posi¢ao

do produto escalar e do produto vetorial.
Proposicao 3.44 Sejam
— —

— — — — — - — — —
a =a11 +ayj +azk,b =bi +by) +bsk e ¢ =c11 +c2j +c3k

vetores quaisquer de V. Entao

N ay ag das
[7, b ,?] = det bl bg bg
€1 C2 C3

Prova. Como
7 X ? = (Clgbg — CL3[)2)7 + (—a1b3 + 0361)7} + (a1b2 — ale)?

temos que

<E> X ?, ?) = (a2b3 — a3b2)01 + ( a1b3 + a3b1)02 + (albg — a2b1)03

= (bgCg — b3c2 ay + ( b103 + b3€1 as + (b1c2 — bgcl)ag

e[ ]) e ([ )
i ([ %])

| |

a; as
= det b1 b2 bg
€1 C2 C3

Exemplo 3.45 Determinar o volume do tetraedro de vértices A, B, C' e D.
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Solugao. Sejam @ = AB , b = E e T = AD os vetores mostrados na figura.

ﬁ
Entdo o volume do paralelepipedo gerado por @, b e ¢ é igual a duas vezes o volume
do prisma ABCDEF, isto é,

Note que o prisma é dividido em trés tetraedros, a saber, ABCD, BCDE e CDEF com
o mesmo volume, por exemplo, ABCD e BCDFE tém faces congruentes ABD, BDFE e o

mesmo vértice C'. Portanto, o volume do tetraedro é igual

1 1 —
V;g:g‘/;): ‘7

ou seja, o volume do tetraedro é igual um sexto do volume do paralelepipedo gerado por
A
a, bec.

Exemplo 3.46 Cualcular a altura do tetraedro de vértices
A(-2,2,-1),B(0,1,2),C(1,1,3) e D(0,0,1)
relativa a face de vértices B, C' e D.

Solucgao. Pela figura acima temos que

—_— = —

)(B_C>’><B—>D,E>4>‘ ‘[BC’,BD,B ]‘

|

—
PrB_(fxB_D)BAH = — —>H

— — =
HBCxBDH HB « BD
— —_— —
Como BA =(-2,1,-3), BC = (1,0,1) e BD = (0,—1, —1) temos que

—_— = —

—_— =
BC x BD = (1,1,-1) e [BC, BD, BA] = 2.

Portanto,
o 220
V3 3
EXERCICIOS

. — T = .
1. Calcular o produto misto [a’, b, ¢’] para os seguintes ternos de vetores:
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2.

3.

s

10.
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e T - = -
(a) @ =20 —j+k,b=1— ]+k:ec:z+2 — k.

R i — —
(by @=1i, b= z—l—lOOO] ec=1007 —200; .
(0)7:27,?:37)ec:4?.

o T L = A e
d @d=2¢i—-j+k,b=3i—-j+kec=1i+2j5 —-3k.

Calcular o volume do paralelepipedo que tem um dos vértices no ponto A (2,1,6) e
os trés vértices adjacentes nos pontos B (4,1,3), C'(1,3,2) e D(1,2,1).

Calcular os seguintes produtos vetoriais:
- = e
(a) (z—j+k>x(22+j—k).
i - = .
(b) (—z +27 +3k:> x (22 ~7 +3k>.
- = e
(c) (22 —-37 — k:)x(—z +J — k)
Calcular a drea do paralelogramo em que trés vértices consecutivos sao A (1,0,1),
B(2,1,3) e C(3,2,5).
Mostrar que {@, ?, C'} é uma base ortonormal, onde

-
[

1
=T +27+ k)b = +E), T = —=(

V6

Essa base é positiva ou negativa?

(_

-
[\)
w

Calcular a drea do tridngulo com vértices A(1,2,1), B(3,0,4) e C'(5,1,3).
Determinar um vetor unitdrio perpendicular aos vetores

=1 -27+43keb=37—

Calcular os produtos <7,?) <7,?>, X ?, a x 7, [7,?, <), (@ x ?) X
<7x?)e<7x?,7x?>quandoa—27+7_2?,?:27_7+3?e
— - - -
c=1+2j —k

—

Calcular |||, (@, 7), ’? X ?H, [@, b,C], e oangulo entre @ e ?, sendo

- -
L

- > - T I
+3k,b=—1+4+3) -2k, c=—1+2j5 —2k.

o =2

Use o produto misto para mostrar que se duas linhas quaisquer em um determinante

de terceira ordem sao iguais, entao o valor desse determinante é zero.
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11. Utilize o produto misto para mostrar que:

Tray Tag xasg ay Qag as
det b1 b2 b3 = xdet b1 b2 bg
(&1 Ca C3 1 G2 C3
e
a;+a), as+al, az+ay [ a1 ay ay
det bl b2 bg = det b1 b2 b3
C1 Ca C3 | C1 C2 C3
d dy dy ]
+ det b1 b2 b3
€1 C2 C3 |

12. Mostrar que {a, ?, T}, com @ = zi — 2x7 - 2x?, b =227 + 2x7 yrk e

N — — -, .
¢ =—2xi +xj + 2xk,éuma base ortogonal positiva se x # 0. Para que valor

de x essa base é ortonormal?

13. O produto vetorial é associativo? Justifique sua resposta.

14. Seja @ = il + 27 —FKeb=—1 + 3% . Calcular:

—
b

(@, b), @

— - . . . — -
15. Mostrar que @ e b sao linearmente independente se, e somente se, @ x b #

— - v - . ~ .
16. Escreva o vetor v" = 617 + j — k como combinacao linear dos vetores da base

{a, ?, ¢’} do Exercicio 6.

—
— — o~ . .
17. Mostrar que os vetores a’, b e ¢ sao linearmente independentes se, e somente se,

— — — - —
(a,a a,by (d,c)

det | | (2, @) (,0) (0.2 || #0.
(T, @) (T, D) (T,

H
18. Sejam @ e b vetores quaisquer. Mostrar que

(@) =@ v

2 2

_)
19. Sejam @ e ¢ vetores e x um escalar. Determinar todos os vetores b tais que

- 7 = — 7
a e (a
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. - T = — -
20. Sejam a’, b e ¢ vetores, com @ # 0 e x um escalar. Provar ou dar um contra
exemplo que

(@, 0)=(a,C) e @ x

—
b

ﬁ
21. Sejam @', b, ¢ e d vetores quaisquer. Mostrar que:

(a) @ x (? x ¢)=(d, ?)7 - <7,?)?; (Expansao de Grassmann) (Sug-

estao: Mostre que

onde v = 7), 7 e ?, continue.)
b) (@ x D)xC=(c, )b —(T,b)a;
(c) @ x (? x ) + D x (¢xa)+7¢x(a x —>) = 6); (Identidade de Jacobi)
@) (@x b, Cxd)=(a,eNb,d)— (@, d){b,7); (Identidade de La-



