Capitulo 4
Retas e Planos

Neste capitulo veremos como utilizar a teoria dos vetores para caracterizar retas e

planos, a saber, suas equacoes, posicoes relativas, dngulos e distancias.

4.1 A reta

. — 5 S v
Sejam F) um ponto e @ um vetor nao nulo. Ja vimos que a reta r que passa em Py

na direcao do vetor @ ¢é dada por

r = {Po+ta:teR}
= ?O_‘_RE))

—
onde Py = OP,.
Seja X um ponto em R3. Entdo X € r se, e somente se, existe t € R tal que

T — 70 =ta se, e somente se, existe t € R tal que

= ?0 +t7, (4.1)

onde 7 = O—>X . A equagao (4.1) é chamada equacgdo vetorial da reta r, t o parémetro do

~ — .
ponto em relacao a Py e a o.vetor diretor da reta r.

Observacao 4.1 Se @ é um vetor na direcio de uma retar e X € R*, entdo \a@ também

¢ um vetor na direcao da reta r.

Se Py(zo0,v0,20), @ = a17 + (127 + (1/3? e X(z,y,z), entdo, pela equagdo (4.1),
obtemos que
T = xg+ tay
i Y=y + tag (4.2)
z=1zy+tag, t €R.

As equagbes (?7) sao chamadas equagdes paramétricas da reta r.
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Observagao 4.2 1. Se ajasas # 0, entdo pelas equagoes (?7), obtemos que

Y—7Y% Z— 20
, T = et= .
a1 a2 as

T — Xo
t=

Logo,
T_J?—l'o_y—yo_Z—Zo
o az as

(4.3)

As equagoes (4.3) sao chamadas equagbes semétricas da reta r. Além disso, as
— ~ A .
coordenadas aq, as e az do vetor a sao chamadas pardmetros diretores da reta r e
. — . .
0s cossenos diretores do vetor a sao chamadas cossenos diretores da reta r. Note,

também, que
T—To  Y—Y Tr—Ty Z—ZX

aq (05} aiq as
implicam que
as as
y=—(x—1x9)+y € z2=—(x—1x0)+ 2. (4.4)
ai ay

As equagoes (4.4) sao chamadas equagoes reduzidas da reta r.

2. Se ajay # 0 e az = 0, entdo, pelas equagdes (77?), obtemos que

T — Xo Y — Yo
t= U= e z = 2.
a1 a2

Logo,
r:w_xozy_yoez:z@ (4.5)
aq a9

As equagoes (4.5) sao chamadas equagoes pseudo-semétricas da reta r. Neste caso,
a equagao
r:ax+by+c=0,

onde a = —az, b = a1 e ¢ = —(axg + byo), é chamada de equagao cartesiana ou

normal da reta r no plano z = zy (paralelo ao plano x0y) com vetor normal

Exemplo 4.3 Determinar as equagoes paramétricas e simétricas da reta que passa em
Py(1,—2,3) na diregao do vetor

Solugao. Seja r a reta que passa em Fy e estd na direcao do vetor
_)
T =47+ —3%.
Entao as equagoes paramétricas de r sao:

r=1+4t
T y=-—-24t
z=3-3t, telR
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Consequentemente, as equagoes simétricas de r sao:
r—1 y+2 2-3

T 1 1 _3

EXERCICIOS

1. Determinar as equagbes simétricas e paramétricas da reta que passa em Fy(1,2,2)

na direcio do vetor @ = 37 — 7) + %

2. Determinar as equagoes simétricas e paramétricas da reta que passa em Py(1,0,1)
H
na direcao do vetor @ = - 27 + k. Verificar se o ponto A(1,—2,1) pertence a

esta reta.

3. Determinar as equagoes simétricas e paramétricas da reta que passa em FPy(1,2,3)
ﬁ

na direcdo do vetor @ = 47 - 27 — 5 k. Verificar se os ponto A(5,0,—3) e

B(—1,3,2) pertencem a esta reta. Obtenha um outro ponto C' desta reta distinto

dos anteriores.

4. Determinar as equagoes simétricas e paramétricas da reta que passa pelos pontos
A(1,2,3) e B(5,0,6). Verificar se os ponto C(9,—-2,9) e D(9,2, —3) pertencem a
esta reta.

5. Determinar as equacoes simétricas e paramétricas da reta cuja equacao vetorial é

—

T :?0—1—255), tER,
onde 7o = (1,2,3), @ = (1, —1,1) e @ = OX.

6. Determinar as equacoes paramétricas da reta cujas equagoes simétricas sao

5 4
r:x—lz%:—Gz—i—g

7. Determinar as equacgoes simétricas da reta cujas equacoes paramétricas sao

r=2—t
r:q y=4
z=3t, teR.

8. Determinar as equacoes simétricas e paramétricas da reta que passa pelo ponto
A(1,—1,2) e pelo ponto médio do segmento BC, onde B(—1,0,1) e C(5,2,1).

9. Seja @ um vetor nao nulo em R?. Mostrar que o conjunto
H
(T eR:adx7T =50}

— - . . z..: 2
representa uma reta se os vetores a e b sao perpendiculares. Caso contrério, é um

conjunto vazio.
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ﬁ
10. Seja r um reta em R3. Mostrar que existem vetores @ e b em R3 tais que

r={Z R T xT =10}

4.2 O plano

—
. — . . ¢ o
Sejam Fy um ponto e a’, b vetores linearmente independentes. Ja vimos que o plano

H
T que passa em Py e é paralelo ou coincidente ao plano gerado por @ e b ¢é dado por

T o= {%—l—s?%—t?:s,te]&}
— W +RT+RYD,
ondeﬁ:TR).

Seja X um ponto de R3. Entdao X € 7 se, e somente se, existem s,t € R tais que
H
T =7 +sa+tbh, (4.6)

onde 7 = OX. A equagao (4.6) é chamada equagdo vetorial do plano 7 e s, t os
parémetros do ponto F,.
— — — - — — — — .
Se Py(zo,Y0,%0), @ =a1 i +asj +ask, b =byi +byj +bsk e X(z,y,z2), entdo,
pela equagao (4.6),
T = To+ sa; +tb;
T Yy =1+ sag+ thy (4.7)
z = 29+ sag + tbs, s,t € R.

As equagdes (4.7) sdo chamadas equagdes paramétricas do plano .

— —
Observacao 4.4 X € 7 se, e somente se, P, X, @ e b sdo linearmente dependentes
— —
que ¢é equivalente a [Py X, @, b] =0 ou ainda,

T—To Y—Y 22— %0
det a1 as as =0
by by bs

que por sua vez é equivalente & equacado
mrar +by+cz+d=0, (4.8)
sendo

= agbg — agbg, b= a3b1 — albg, Cc = a1b2 — a261 (&

d = —(axo+ byo + c2o).

A equagao (4.8) é chamada equacao cartesiana do plano .
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Exemplo 4.5 Determinar as equacoes cartesiana e paramétricas do plano que passa por
Py(1,—-2,3) e é paralelo ou coincidente ao plano gerado pelos vetores

- =
a 1

=4

— —
J

— — —
+5 -3k e b =-37 +7k.

ﬁ
Solugao. Seja 7 o plano que passa em Py e estd na direcao do plano gerado por @ e b .
—_— —
Entdo X € 7 se, somente se, [Py X, @, b] =0 se, e somente se,

r—1 y+2 2-3
det 4 1 -3

=06 (z—1)(=2) — (y+2)28 + (2 — 3)(—12) = 0.
0 -3 7

Logo, a equacao cartesiana do plano 7 é

—2x —28y — 122 —-18 =0 ou z + 14y + 62 +9 = 0.

As equagoes paramétricas do plano 7 sao:

r=1+4s
Ty Yy=—2+s—3t
2=3—-3s+Tt, s,teR.

Sejam Py, A e B trés pontos nao colineares. Seja m o plano determinado por Fy, A e
B, conforme figura

T
B
Py, o4

Assim, X € 7 se, e somente se, existem s,t € R tais que

— = - = - =

T =Tpo+s(a —po)+t(b — Po),
onde 7 O—P()), a (74, b —OBeT = OX. Se Po(xo, Yo, 20), Alay,az,as),
B(blab2ab3) e X<:U7y7 Z)a entao

T =X+ S(al — JJ()) + t(bl — x())

T

Y =yo + s(az — yo) + t(ba — wo)
z =29+ s(ag — z0) + t(bs — 2p), s,t €R.
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Observagao 4.6 A condicio X € m é equivalente aos vetores, Py X, PyA e PyB serem

linearmente dependentes e ainda a ser nulo o produto misto [Py X, PyA, PyB] e isso acon-

tece se, e somente se,

T—Zo Y—Y ~<Z—%0
det a1 —Xo Qs — Yo a3 — 2o =0

by —x9g ba—yo bz — 2

e daf se deduz a equacao cartesiana:

mrar+by+cz+d=0,

aonde
a = (as —yo)(bs — z0) — (a3 — 20) (b2 — yo),
b = (a3 — 2)(b1 —x0) — (a1 — 20)(b3 — 2),
¢ = (a1 —x0)(b2a — o) — (a2 — yo)(b1 — x0) e
d = —(axg+ byo + c2p).

Exemplo 4.7 Determinar a equacdo cartesiana e as equacoes paramétricas do plano que
passa pelos pontos A(3,1,2), B(4,—1,—1) e C(2,0,2).

Solucgao. Fixando um dos pontos, digamos Fy = A, obtemos que
e e s - =
PB=1—-2j5 -3k e BhbB=—1 — J.
Logo,
rT=3+s5—1
s o y=1—2s—1t
z=2—3s, s,teR.
que é a descricao do plano 7 através de suas equacoes paramétricas. Agora X € 7 se,

somente se,

r—3 y—1 2-2
det 1 =2 3 ||=0e@=3)(=3)—(@-1(=3)+(-2)(-3) =0.
-1 -1 0

Portanto, o plano 7, através de sua equacao cartesiana é assim descrito:

m:r—y+z2—4=0.

. ~ — ¢ . ~ ¢
Dizemos que o vetor nao nulo n estd na direcao normal a um plano 7 se ele estd na

dire¢ao de qualquer reta que seja perpendicular ao plano 7, conforme figura
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8|

T
Seja X um ponto de R3. Entdao X € 7 se, e somente se,
(PR X, 7)) =0,YP, € 7. (4.9)

A equacdo (4.9) é chamada de equacdo normal do plano 7 e 7 de vetor normal ao plano

Tr.

~ — = p
Observagao 4.8 Se n' é um vetor normal ao plano ™ e x € R*, entao xn é também um

vetor normal ao plano 7.

H
Se Py(z0, Yo, 20), X(x,y,2) e 0 = a7+b7—l—c k , entao a equacao cartesiana do plano

que passa em Py tendo como vetor normal o vetor 7 é
ar +by+cz+d=0,

com

d = —(axo + by + czp).

Reciprocamente, a equacao
ar +by+cz+d=0,

aonde a, b e ¢ nao sao todos nulos, representa um plano que tem como vetor normal o

vetor 77. De fato, se a # 0, entdo
d
a@+ =) + by —0) + (= = 0) =0 & (PoX, ) =0,
onde Py(—42,0,0) e X(z,y, 2).

Observagao 4.9 (Forma normal de Hesse) Sejam o plano que passa em Py(xo, yo, 20)

tendo W = (a, b, c) como vetor normal. Entdo

—

T={PeR’: (OP, ) =d},

-~ — , . 3
onde d = (OPy, W) = axo + byo + czo € O é a origem de R*.
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Exemplo 4.10 Determinar a equa¢io do plano que passa em Py(1,—2,3) tendo como

vetor normal

Solugao. Pela equacao (4.9), obtemos que
4r—1)+2y+2)—3(z—3)=0<4r+2y—32+9=0.

Exemplo 4.11 Determinar a equacdo do plano que intercepta os eixos coordenados, fora
da origem, nos pontos A(p,0,0), B(0,q,0) e C(0,0,7).

Solucgao. Fixando um dos pontos, digamos Fy = A, obtemos que

=3 i -
PBB=—-pi +qj e hB=—p1 +rk.

Logo,
- =
rJ k
— — — —
n = det -p q 0 =qri +prj +pqk
-p 0 r

é o vetor normal ao plano. Assim,
qre +pry +pgz +d = 0.
Como Py = A pertence ao plano temos que
pqr +d=0=d= —pqr.
Portanto,
qre +pry + pqz — pgr = 0,

ou ainda, dividindo esta equacao por pqr, obtemos que

T z
_+g+_:17
r q T

a qual é a equacao segmetdria do plano.

Exemplo 4.12 Sejam A(x1,11,21), B(x2,y9,22) e C(x3,ys,23) trés pontos nao colin-

eares. Mostrar que a equagao do plano que passa pelos pontos A, B e C é dada por

T Yy =z
1 1 oz
T2 Y2 Z2

T3 Ys Zz3

det

el e
I
(@]
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Solucgao. Ja vimos que a equacao do plano 7 que passa pelos pontos A, B e C' é dada por

mrar+by+cz+d=0,

onde
a = ( )(23—21) (2’2—21)(93—91),
b = (22 — 21)<(L’3 — xl) (LUQ — 171)(23 — Zl),
c = (@2—2z1)(ys —y1) — (e —y1)(x3 — 1) e
d = —(axy+bys + cz1).
E facil verificar que
[y 1] oz 1]
ar = xdet Yo 2z 1 , by = —ydet Ty 29 1 ,
L Ys Z3 1 | I3 Z3 1 ]
[ oy 1 1 Y1 z1 |
cz = zdet To Ys 1 e d= —det To Yo 2o
| v3 ys 1 r3 Y3 23 |

Como o desenvolvimento, relativo a primeira linha, do determinante da matriz

T Yy =z
1 Y1 2
T2 Y2 <2

T3 Y3 Zz3

—_ = =

é igual a
det(A) =ar+by+cz+d

temos que a equagao do plano que passa pelos pontos A, B e C' é dada por

T Yy =z
1 1 1
T2 Y2 Z2

T3 Y3z Zz3

det

T

Observagao 4.13 Uma condi¢do necessdria e suficiente para que quatro pontos A(xy, y1, 21),

B($27 Y2, Z2)7 0(373, Ys, 23) € D(x47 Ya, Z4) Sejam COpl(WL(L?"@S é que

rr Y1 oz
Ty Y2 Z2
T3 Ys Zz3

Ty Ys 24

det

e e
Il
(@)
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Concluiremos esta se¢ao determinando as equacoes paramétricas da reta determinada
pela intersecao de dois planos.
Sejam 7, e w9 dois planos com direcoes perpendiculares diferentes, cujas equacoes

cartesianas sao:
T+ by +ciz+di =0 e mo:asxr + by + coz + dy = 0. (4.10)
As equagoes (4.10) sao chamadas de equagdes cartesianas da reta. Sejam
Ti=a1 i +b ] terk e Ma=asi +by ] +eok
os vetores normais aos planos m; e 7o, respectivamente. Entao o vetor
T =T Xy # 0

é paralelo ou coincidente com a reta determinada pela intersecao dos planos 7 e 7.

Assim, basta encontrar um ponto Py tal que Py € m; N o, isto é, resolver o sistema

a1 x4+ by + 1z = —d
Ao + bay + coz = —ds

Exemplo 4.14 Determinar as equagoes paramétricas da reta determinada pelos planos
m:x+y+z=0em:2x+3y—2—4=0.

Solugao. Primeiro devemos encontrar os vetores normais aos planos. Neste caso,
i :7+7+? e W2:27+37—?.

Segundo devemos calcular o vetor diretor da reta, isto é,

rJ  k
T =T xTa=det| 1 1 1 |=-47437+%.
2 3 -1

Terceiro resolver o sistema
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Consideremos a matriz ampliada do sistema

A 111 0 . LR 10 4 : -4
2 3 -1 : 4 01 -3 : 4

Logo, nosso sistema é equivalente ao sistema
{ r+4z=—-4
y—3z=4
Escolhendo, z = ¢ € R, obtemos que
S ={(—4—4c,4+3c,c): c € R}

é o conjunto solugao do sistema. Em particular, Py(—4,4,0) é uma solugao do sistema.

Portanto,
r=—4—4t
r: y=4+3t
z=t, teR.
sao as equagoes paramétricas da reta r.
EXERCICIOS

1. Determinar as equacoes simétricas e paramétricas do plano que passa pelos pontos
A(3,2,1), B(4,—1,—-1) e C(2,0,0).

2. Determinar as equacoes simétricas e paramétricas do plano que passa pelos pontos
A(1,0,0), B(0,2,0) e C(0,0,3). Obtenha um vetor normal de comprimento 2 a este

plano.

3. Determinar as equagoes simétricas e paramétricas do plano que passa em A(2,1, —1)
e é ortogonal ao vetor @ = (1, —2,1). Verificar se os pontos B(0, —1,0) e C (1, —2,1)

pertencem ao plano.

4. Determinar as equagoes simétricas e paramétricas do plano que passa em Fy(1,2,2)
—
na direcdo dos vetores @ = (2,1,—1) e b = (1,—1,—2). Obtenha um outro ponto

deste plano.

5. Determinar as equagoes normal e cartesiana do plano que passa pelos pontos A(1,2, 3),
B(5,0,6) e é paralelo ao vetor @ = (3,1, —4).

6. Determinar as equacoes simétricas e paramétricas do plano cuja equacao vetorial é

ﬁ
T =Tpo+sa+th, s teR,
— —
by =

onde 7o = (1,2,3), @ = (1,—1,1), (1,1,-2) e 7 = OX.
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7.

10.

11.

12.

13.
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Determinar as equacoes paramétricas do plano cuja equagao cartesiana é
3r—y+z2—4=0.

Obtenha um vetor normal unitdrio a este plano.

. Determinar a equacgao cartesiana do plano cujas equagoes paramétricas sao

r=3—-3s—t
Ty y=1+s5—-2¢
z=—s—1, s,teR.

Obtenha um vetor normal de comprimento 15 a este plano.
Seja 7 o plano cuja equagao cartesiana é
m:2x—y—32+5=0.

Determinar o valor de k£ de modo que o ponto P(k, k + 2,2) pertenca ao plano w. A
origem pertence ao plano 7?7 Determinar a equagao de um plano paralelo ao plano

7 contendo a origem.

Determinar as equagoes simétricas e paramétricas do plano que contém o eixo 0z e
- —
um vetor na direcao da bissetriz do &ngulo entre os vetores i e j . Faca um esboco

deste plano.

Determinar as equagoes simétricas e paramétricas do plano que passa pelos pontos
A(7,2,-3), B(5,6,—4) e é paralelo ao eixo 0z. O ponto médio do segmento AB

pertence a este plano?

O ponto A(2,—1,—1) é o pé da perpendicular baixada da origem a um plano.

Determinar a equacao deste plano.

Sejam 71 e o dois planos com diregoes perpendiculares diferentes, cujas equagoes

cartesianas sao:
T +by+cz+d =0 e my:asx+ by + coz+dy =0.
Mostrar que
alaz + by + c1z + dy) + B(agx + by + oz + dg) = 0,

onde a, # € R, nao ambos nulos, é a equacao cartesiano de um plano que contém a
reta de intersecao dos planos 7 e my. Seja r reta de intersecao dos planos 7 e 5.
Determinar os nimeros « e 8 de modo que o plano que contém a reta r passe pelo

ponto Fy(zo, Yo, 20)-
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4.3 Posicoes relativas

Nesta secao vamos estudar a posicao relativa e o 4ngulo entre retas, retas e planos e
entre planos.

Sejam ry e ry duas retas, cujas equagoes paramétricas sao:

r=21x+ a8 T = 2o+ byt
TS Y =11+ ass ery: g y=1ys+bot
Z = z1 + ass, seR Z:ZQ+b3t,tER.

Sejam

H
H
a = (al,ag,ag) e b = (bl,bg,bg),
os vetores diretores das retas ry e ry, respectivamente, e o sistema

b1$ — Cllt = T2 — 1
ng — agl = Yo — Y1 - (411)

b38—(13t =29 — 21

Entao:
(a) As retas r; e 9 sdo paralelas se, e somente se, elas tém a mesma diregao se, e
somente se, existe k € R tal que

T =kb,

ou ainda,
ai as as

by by bs
Nestas igualdades fazemos a convencao de que o numerador é igual a zero, quando o
denominador o for.
O caso em que as retas sao coincidentes é considerado como um caso especial de
paralelismo. Neste caso, o sistema (4.11) tem infinitas solugoes, isto é, ele é compativel

indeterminado.

(b) As retas 1 e 15 s@0 concorrentes se, e somente se, elas tém diregoes diferentes e

um ponto em comum se, € somente se,
ﬁ
H
a #kb,
para todo k € R, ou ainda,

a1

by

a2

by

as

7 by

£
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e o sistema (4.11) tem uma tunica solugao, isto é, ele é compativel e determinado.

—
~ . — . 2
(c) As retas r; e r9 s@o perpendiculares se, e somente se, (@', b ) =0, isto &,

albl + CLQbQ + CL3b3 =0.

Neste caso, as retas r; e r podem ser ou nao concorrentes.
(d) As retas 1 e ro sdo reversas se, e somente se, elas ndo sdo coplanares e tém
intersecao vazia se, e somente se,
ai ” as as
by © by " b3

e o sistema (4.11) nao tem solugao, isto &, ele é incompativel.

Observacgao 4.15 Para determinar a posicao relativa de duas retas basta discutir o sis-
tema (4.11).

Exemplo 4.16 Determinar a posicao relativa das retas

r="T+3t
€ Ty y:2+2t
s=1-2 teR

r—1 y+2 z2-5
2 -3 4

T

Solucgao. Como
2 2 -3 7& 4
3 2 -2
temos que as retas sao concorrentes ou reversas. Para decidirmos se elas s@o concorrentes

ou reversas, devemos resolver o sistema

2s —3t =06
—35s—2t =4
4s + 2t = —4
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Consideremos a matriz ampliada do sistema

2 -3 6 10 0
A= -3 -2 4| —-—R=]01: =2
4 21 -4 00 0

Logo, o nosso sistema é equivalente ao sistema
s=0et=-2

Portanto, as retas sao concorrentes e P(1,—2,5) é o ponto de intersecao. Note que elas

nao sao perpendiculares, pois
2:34+(-3)-2+4-(—2)=-8#0.

Exemplo 4.17 Determinar a posicao relativa das retas

. r—2 y+1 2-3 o r r—1 y—2 243
Y6 4 -4 9 6 =6
Solugao. Como
6_4_—
9 6 —6

temos que as retas sdo paralelas ou coincidentes. Sendo P(2, —1,3) um ponto pertencente
a primeira reta mas nao pertencente a segunda reta temos que elas sao paralelas ou,

equivalentemente, o sistema abaixo é incompativel

6s — 9t =—1
4s — 6t = 3
—4s5 + 6t = —6

Exemplo 4.18 Determinar a posicao relativa das retas

r=—242s r=3+t
ri:{ y=-—3s ery:q y=1+4t
z=1+4s, selR z=2t telR
Solugao. Como
2 , -3 4
177173

temos que as retas sao concorrentes ou reversas. Para decidirmos se elas sao concorrentes

ou reversas, devemos resolver o sistema

2s—t=25
—3s—4t =1
4s — 2t = —1
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Consideremos a matriz ampliada do sistema

2 -1 ) 10 0
4 =2 -1 0 0 1

Como
posto(A’) =3 > 2 = posto(A)

temos que o sistema é incompativel. Portanto, as retas sao reversas.

Concluiremos esta se¢ao definindo o &ngulo entre as retas r; e ro. O angulo 6 entre as

retas r1 e 19 satisfaz a condicao
(@ )| = 11| 7| cost

— — —
pois o angulo entre @ e b éf ounw — 0 e, assim, (a’, b) > 0ou (@, b) < 0. Portanto,

o dngulo entre as retas ry; e ro é definido como

(@ D)

Z(ry,m9) = arccos | ———— | .
1@

Observagao 4.19 Se ry e ry sao retas paralelas, entao Z(ry,rs) = 0°.

Exemplo 4.20 Determinar o dngulo entre as retas

Ty y:—gs e Ty y:1—t
z=1-3s, seR z2=2+3t teR.
Solugao. Como
a =—37 —3k e b=21— 75 +3k

temos que
— —
(@, D) = —6, || 7| =3v2 e H b H — V14
Logo, o angulo entre as retas é igual a
(@, )

i

Z(ry,r9) = arccos

Sejam 71 e my dois planos, cujas equagoes cartesianas sao:

T +by+cz+d =0 e my: asx + by + coz + dy = 0.
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Sejam
—

-
+017 +ak e

— _ — — —
1=a1 1 nNo=uagt +by) +cok

os vetores normais aos planos m; e 7o, respectivamente, e o sistema

arx + by + 1z = —d (4.12)

Ao + boy + coz = —ds
Entao:
~ — — A
(a) Os planos 77 e my sdo paralelas se, e somente se, 0s vetores 7’1 € 7o tém a mesma

direcao se, e somente se, existe £ € R tal que
— —
ni= kn 2

ou ainda,
ar by G
a b e
O caso em que os planos sao coincidentes é considerado como um caso especial de
paralelismo. Neste caso, o sistema (4.12) tem duas varidveis livres, isto é, ele é compativel

e indeterminado.

~ — — A
(b) Os planos m; e my sao concorrentes se, e somente se, 0s vetores n'; e 19 tém

diregoes diferentes e um reta em comum se, e somente se,

Wl 7é kﬁ)??
para todo k € R, ou ainda,

aq bl C1

L+ b

) 2 Co

e o sistema (4.12) tem uma varidvel livre, isto é, ele é compativel e indeterminado.

~ . — — . ,
(c) Os planos 7 e T sao perpendiculares se, e somente se, (1’1, 7o) = 0, isto é,

a1ao + blbz + c1c9 = 0.
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Observagao 4.21 Para determinar a posi¢ao relativa de dois planos basta discutir o
sistema (4.12).

Exemplo 4.22 Determinar a posi¢ao relativa dos planos
m:2r4+y—2—1=0em:3z—-5y+2—-4=0.

Solugao. Sejam

- =
L J

=|
3]
I

=210 +

os vetores normais aos planos. Como
2 y 1 y -1
37 =5 1
temos que os planos sao concorrentes. Note que eles sao perpendiculares, pois
— =
<7L1, n2>:6—5—1:O
Agora, para determinar a reta de intersecao, devemos resolver o sistema

2r+y—2=1
3v—by+z2=4

Consideremos a matriz ampliada do sistema

4 9

A/: 2 1 -1 1 — .- R = L0 13 13
5 5
3 -5 1 4 01 -3 i -3

Logo, nosso sistema é equivalente ao sistema

_4,_ 9
T — 1375~ 13
5 5

Y—13%= 13

Escolhendo, z =t € R, obtemos que

_ 9 | 4
T =43+t
—_ _5 _ 5

r Y 15 13t
z=t,

sao as equagoes paramétricas da reta.

Exemplo 4.23 Determinar a posicao relativa dos planos

mirx+2y+32—1=0¢em:2r+4y+62—-3=0.
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Solugao. Sejam
ni=1+2)5 +3k e ny=21 +45 +6k
os vetores normais aos planos. Como

1 2 3

2 4 6
temos que os planos sao paralelos ou coincidentes. Para decidirmos se eles sao paralelos

ou coincidentes, devemos resolver o sistema

r+2y+3z2=1
20+ 4y +62=3

Consideremos a matriz ampliada do sistema

w1231 12310
2 46 ¢ 3 000 :1

Como
posto(A’) =2 > 1 = posto(A)

temos que o sistema é incompativel. Portanto, os planos sao paralelos.

Concluiremos esta secao definindo o dngulo entre os planos m; e m. O dngulo entre

os planos 7 e mo € definido como

(71, 7o)
Z(my,me) = arccos | ————=— | -

717
Observagao 4.24 Se m; e my sdo planos paralelos, entao Z(mwy,m9) = 0°.
Exemplo 4.25 Determinar o dngulo entre os planos
m:2r4+y—3z+1=0em:3x—y—2z—3=0.

Solucgao. Sejam
— —
=204+ 7 -3k e Wa=3i -5 —2k

os vetores normais aos planos. Entao
4( ) ( |11] ) < 11 >
1, T) = arccos | ——— | = arccos | — | .
b V1414 14

Sejam r e m uma reta e um plano, cujas equagoes paramétricas e cartesiana sao:

x:1:1+a1t
riq Y=yt e T :asx + boy + coz + dp = 0.
z=2z+ct, telR
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Sejam
— —
72@17—1—617—1—01/6 € ﬁ:a27+b27+02]€
os vetores diretor e normal & reta r e ao plano 7, respectivamente, e a equacao
(CL16L2 + blbg + Clcz)t + (a2$1 + bgyl + 622’1) + dg = 0, t e R, (413)
ou, equivalentemente,
,W> + d2 =0
(@ +b,1+t)W)+dy = 0, tER,

— — — — .
onde b =x119 +y1 J + 21 k. Entao:
~ — — o~
(a) A reta r e o plano 7 sao paralelos se, e somente se, os vetores @ e 7 sdo perpen-
. — — . ,
diculares se, e somente se, (@', ') = 0, isto é,

ajas + blbg + cicp = 0.

O caso em que a reta estd contida no plano é considerado como um caso especial de

paralelismo. Neste caso, a equagao (4.13) tem infinitas solugoes.

B — =~ ~
(b) A reta r e o plano 7 s@o concorrentes se, e somente se, 0s vetores @ e m nao sao

perpendiculares se, e somente se, (@, ) # 0, isto &,
ajas + blbg + c1co 7é 0.

Neste caso, a equagao (4.13) tem uma unica solucao.

A

~ . "
(c) A reta r e o plano 7 s@o perpendiculares se, e somente se, os vetores @ e 1 tém

a mesma direcao se, e somente se, existe k € R tal que

ou ainda,
a by C1

a2 by Co '
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Exemplo 4.26 Determinar a posicao relativa entre a reta e o plano
r—1 y=5 z+1
3 2 -3

T em:2x+3y+42z+5=0.

Solugao. Sejam
a=31+4+2j) -3k en=2i+3) +4k
os vetores diretor e normal da reta e do plano, respectivamente. Como

(@, "W)=6+6—-12=0

temos que a reta é paralela ao plano ou estd contida no plano. Para decidirmos se a reta

é paralela ao plano ou estd contida no plano, devemos resolver a equacao

(@, )+ (b, R +5=0, teR,

Como

.
k.
(@, 7)

0e (D, W)=2+15-4=13+# -5
temos que a equacao nao tem solugao. Portanto, a reta e o plano sao paralelos.

Exemplo 4.27 Determinar a posi¢ao relativa entre a reta e o plano

1
7":x—1:&:E em:2x+3y+2—3=0.
-2 6
Solugao. Sejam
a=1—27 +6k en=214+35 +k
os vetores diretor e normal da reta e do plano, respectivamente. Como
(A, W)=2-6+6=2+#0

temos que a reta e o plano sao concorrentes. Para determinarmos o ponto de intersecao,

devemos resolver a equacao

W) —3=0, teR,
- -
T — 7.

N
onde b = Como

temos que
2t—1-3=0=1t=2.

Portanto, escrevendo a equacao da reta na forma paramétrica e fazendo t = 2, obtemos

que Py(3,—5,12) é o ponto de intersegao entre a reta e o plano.

Concluiremos esta secao definindo o dngulo entre a reta r e o plano 7. O dngulo entre
a reta r e o plano 7 é definido como

/(7)) = g — arccos (M) .

a7



154 CAPITULO 4. RETAS E PLANOS

Observagao 4.28 Se a reta r e o plano m sdo paralelos, entdo Z(r,m) = 0°.

Exemplo 4.29 Determinar o dngulo entre a reta e o plano

1
r:m—lz%:% em:2z+3y+z2z—-3=0.

Solucao. Sejam
— —
T =17 2746k e =27 437+ k

os vetores diretor e normal da reta e do plano, respectivamente. Entao

mw):g—mm(ﬁ%ﬁ)

T _ arccos vor
2 287 |

Sejam 7, Ty e w3 trés planos, cujas equagoes cartesianas sao:
mr+by+cz+d, = 0, agr+byy+coz+dy =0 e
azr + b3y +c3z+ds = 0.
Entao para determinar a posicao relativa dos planos, devemos discutir o sistema
ax + by +cz = —d;

aox + boy + coz = —dy .
asx + b3y + c3z = —ds

Exemplo 4.30 Determinar a posicao relativa dos planos
m o 204+y—22—-10=0, my:3x+2y+22—1=0¢e
mg : br+4y+3z—4=0.

Solugao. Devemos resolver o sistema

20 +y—22=10
3r+2y+22=1 .
dr +4y+ 32 =4

Consideremos a matriz ampliada do sistema

2 1 —2 ¢ 10 100 : 1
Al=|32 2 ¢+ 1 |—==R=|010":%: 2
54 2 4 001 : —3

Logo, o nosso sistema ¢é equivalente ao sistema

z =10
y=2
z=-3

Portanto, os planos interceptam-se em um ponto Py(10,2, —3).
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Exemplo 4.31 Determinar a posicao relativa dos planos

m o r+2y—32—-—6=0, my:2x —y+42—-2=0c¢e
w3 4dr+3y—22—-14=0.
Solugao. Devemos resolver o sistema

r+2y—32=6
20—y +4z =2
dr +3y — 2z =14

Consideremos a matriz ampliada do sistema

1 2 -3 : 6 10 1 2
Al=12 -1 4 ¢ 2 |—=->R=|01 -2 : 2
4 3 —2 ' 14 00 0 0

Logo, o nosso sistema é equivalente ao sistema

T+z=2
y—22=2
Escolhendo, z =t € R, obtemos que
r=2-—t
riog oy=2+2t
z =1,

sao as equacoes paramétricas da reta intersecao. Portanto, os planos interceptam-se em

uma reta.
Exemplo 4.32 Determinar a posicao relativa dos planos

m™m  r+y—z2—1=0, my:2x4+3y—32—-—3=0¢e¢
3 : x—3y+3z—2=0.

Solugao. Devemos resolver o sistema

r+y—z=1
204+3y—3z2=3 .
rT—3y+3z2=2

Consideremos a matriz ampliada do sistema
1 1 -1 :1 10 0 :0
Al=12 3 3:3|—--—=R=[|01-1:0
1 -3 3 : 2 00 0 :1
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Como
posto(A') = 3 > 2 = posto(A)

temos que o sistema é incompativel. Portanto, os planos nao interceptam-se. Para de-
cidirmos a configuracao dos planos no espaco, devemos determinar as dire¢oes dos vetores

normais
1= (1,1,-1), 7y =(2,3,-3) e m3=(1,-3,3).

Como
M1 x My=(0,1,1), 71 x W3=(0,—4,—4) e "Wy x 3= (0,-9,-9)

temos que os planos interceptam-se dois a dois.

EXERCICIOS

1. Sejam r; e ry duas retas com vetores diretores a1 e a5, respectivamente, e P; € r;

~ — = 5
e P, € ry. Mostrar que 11 e ry sdo concorrentes se, e somente se, [a'1, @2, P P] = 0.

2. Sejam r; e o duas retas com vetores diretores a’y e a9, respectivamente, e P; € 14

~ — = 5
e P, € 5. Mostrar que 7 e 75 sdo reversas se, e somente se, [a'y, a's, PiP] # 0.

3. Determinar a posicao relativa das retas abaixo. Calcular, se existir, o ponto de

intersecao e o dngulo entre elas.

(a) z=1,y=s,z=1lex=t,y=0,2=1,s,teR.

(b)) z=14+3s,y=2+5s,z=2+4+Tsex =T7+6t, y =12+ 10t, z = 6 + 4t,
s,t € R.

7 1

(d) x+1:y771,z

(c)x—3=22 y=4eb =21 y=38
Sex=144,y=5+2t,2=2+3t, t e R.
() z=1y=3—-s,2=5+2sex=—-4+5t,y=3+2t,2=—-2+2t, s,t €R.

4. Determinar a posicao relativa das retas e os planos abaixo. Calcular, se existir, o

ponto de intersecao e o angulo entre eles.

(a) x=-8+15t,y=5—-9t, 2=0,t R, e3x+5y—1=0.

(b) x—3:y7_2:%2ex:5—23,y:1—s+4t,z:2~|—s—2t, s,t € R.

(¢) z=2—s,y=142s,z=14sex=1—u—4v,y = —242u—8v, z = 1+u—w,
s,u,v € R.

(d) OP = (1,2,3) + (2, —1,1), t € R, e v — 2y — 4z + 5 = 0.

5. Determinar a posicao relativa dos planos abaixo. Calcular, se existir, a reta de

intersecao e o dngulo entre eles.
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(a
(b
(c
(d) 3z + 6y =27—3ze2x+4y + 2z = 14.

2x4+y—2—1=0e3x—-5y+2—-4=0.
r4+y—4dz=1e2x +4y =2 —62.
20 —2y+62=6ex=—-3s—t,y=—t,z=s,s,t € R.

)
)
)
)

6. Determinar a posicao relativa dos planos abaixo. Calcular, se existir, suas inter-
secoes.

(@) z4+y+2=0,2+2y+2z—1=0ex+y+32—2=0.

(b

(c

(d) z4+2y+2=0,20+4y—2+1=0ex+2y=0.

r4+y—4z=0,r—y=0ex+2y —62=0.
r4+2y—2=0,2z4+4y—2z2=1e3x—y+ 2z =2.

)
)
)
)

7. Determinar as intersecoes da reta

r—3 y+1

—9_
2 5 i

T
com os planos coordenados. Esta reta intercepta algum eixo coordenado?
8. Determinar a intersecao do plano
m:3r+2y—2=95
com os planos e eixos coordenados.

9. Determinar a equagao do plano que passa pelo ponto A(—5,2,3) e é paralelo ao

plano, cuja equagao cartesiana é:

m:3r —2y+ 52 =6.

10. Determinar a equagao do plano que passa pelos pontos A(—1,0,—3) e B(1,1,3) e &

perpendicular ao plano, cuja equacao cartesiana é:

Tix—y+22=3.

11. Determinar a equacao do plano que contém as retas abaixo:

—2 _ y-1 _ -2 _ _
(a) FE=Lr=ze==y—1=2.

c
~
&
I
[\

+3y=1+2t,z2=11teR e =Ll =741

12. Determinar a equagdo cartesiana do plano que passa pelo ponto Py(2,—3,5) e é
paralelo ao plano do triangulo de vértices A(2,0,1), B(3,1,2) e C(2,1,1).
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13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Sejam r e m uma reta e um plano, cujas equagoes simétricas e cartesiana sao:

r+1 y—2 243
T = =
3 k 2

em:r—3y+62+7=0.
Determinar os valores de & de modo que:

(a) A reta r e o plano 7 sejam paralelos.
(b) A reta r esteja contida no plano .

(c) A reta r intercepte o plano 7 em um ponto.

Sejam r e m uma reta e um plano, cujas equacoes simétricas e cartesiana sao:

r—2 y+1 z2-5

TR A —3

em:3r—2y+mz+1=0.

Determinar os valores de k e m de modo que a reta r e o plano 7 sejam perpendic-

ulares. Obtenha sua intersegao.

Seja r; uma reta, cujas as equagoes paramétricas sao:

r=2+3t
r:q y=t
z=—t, teR.

Determinar as equacoes de uma reta ro de modo que:

(a) As retas r; e 1y sejam reversas.

(b) As retas r; e ro sejam concorrentes.

Determinar as equacoes simétricas e paramétricas da reta que passa pelo ponto

A(1,—1,2) e & paralela a reta que contém os pontos B(3,0,1) e C'(—1,2,1).

Determinar as equacgoes simétricas e paramétricas da reta que passa pela origem e

é ortogonal as retas cujas equagoes paramétricas sao

r=2+s r=1+3t
r:Q y=3-+5s ery:q y=t
z=05+6s, sc€R. z=—-T+2t tekR

. —_ — 3 . — . — . . N
Sejam u e v vetores em R” tais que u seja paralelo e v seja perpendicular a reta

cujas equacoes simétricas sao

1
: = = 1.
r 5 3 zZ 4+

— . ~ . — —
Escreva o vetor w = (1,2,1) como combinagao linear dos vetores u e v'.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
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Mostrar que as retas que passam pela origem e sdo paralelas aos vetores uw =
(1,-1,2), v = (2,-3,0) e w = (1,0,3) sdo coplanares.

Determinar a equagao do plano que passa pelo ponto A(2,3,0) e é perpendicular &
reta
r—1 =z 5
r: =-ey=2
2 1°Y

Determinar as equacoes simétricas e paramétricas da reta que passa pelo ponto

A(2,-1,3) e é perpendicular ao plano

m:3r+y—22—-9=0.
Determinar as equacoes simétricas e paramétricas da reta que passa pelo ponto

A(1,2, 1), & perpendicular ao vetor @ = (0,1, 1) e paralela ao plano

mix+y—5=0.

Determinar uma base ortonormal negativa {a’, b, ¢} tal que @ seja normal ao
plano
m:2rx -5y +42—-3=0

— N .
e os vetores b e ¢ sejam paralelos a este plano.

Determinar as equacoes simétricas e paramétricas do plano que passa pela origem
e é paralelo ao plano
m:or+2y—32+6=0.

O ponto A(1,0,1) pertence a este plano?

Determinar as equacoes simétricas e paramétricas do plano que passa pelo ponto

A(1,—2,4) e é paralelo ao plano z0z. A origem pertence a este plano?
Determinar £ e m de modo que os planos
m2r+ky+32—5=0e my:mx—6y—62=0
sejam paralelos.
Determinar k£ de modo que os planos
mikr—2y+z=0em:kr4+y+2—-—1=0
sejam perpendiculares.

Determinar a equacao do plano que passa pelos pontos A(1,—2,4), B(3,1,1) e é
perpendicular ao plano

m:rx—y+2z2—5=0.
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29. Determinar a equacao do plano que passa pelo ponto A(1,2,3) e é perpendicular
aos planos
m:2r—y+3z=0em:x+2y+2—-1=0

30. Determinar a equacao do plano que passa pelo ponto A(2,2,—1) e é paralelo aos

eixos Oy e 0z.
31. Determinar k£ e m de modo que os planos
m:3r—5+kz—3=0em:xz+my+22—5=0

sejam ortogonais.

4.4 Distancias

Nesta secao calcularemos as distancias entre ponto e reta, ponto e plano, retas reversas.

Sejam A e B dois pontos quaisquer. Entao a distdncia entre A e B, denotada por
d(A, B), é a norma do vetor AB.

Se A(z1,y1,21) e B(z2,y2, 22), entao

—
d(A, B) = | AB|| = V/wa = a1 + (g — ) + (22 — 21,
Note que a distancia é o menor percurso entre os pontos.

Exemplo 4.33 Obtenha a representacio analitica dos pontos de R3 equidistantes dos
pontos A(1,—2,1) e B(—3,5,4).

Solugao. Seja P(z,y,2) € R? tal que
d(P, A) = d(P, B).

Entao

VI =22+ (2-yP+ 1 -2 =V(3-2+(5-y)?+ (42>
Elevando ao quadrado ambos os membros desta igualdade, obtemos que
I-a)+(=2-p)"+(1-2)"=(=3-2°+(E-y +4-2)"
Desenvolvendo e simplificando, obtemos que
—8x + 14y + 62z — 44 = 0,

ou ainda,
dor — Ty — 32+ 22 =0,
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que é a representagao analitica dos pontos de R? equidistantes dos pontos A(1,—2,1) e
B(-3,5,4). Geometricamente, é o hiperplano que passa pelo ponto médio do segmento

AB e lhe é perpendicular.
Sejam Py(xo, 4o, 20) um ponto e 7 um plano, cuja equagao cartesiana é:
ar +by+cz+d=0.

Entao a distdncia entre Py e m, denotada por d(Fp, ), ¢ dada pela férmula

d(P 7_() _ ’a$0+byo+620+d’
o Va2 +02+c2
De fato, sejam
H
Q(r,y,2z) €T e Wza?—i—b?—kck

o vetor normal ao plano 7. Entao, pela figura,

obtemos que

Como
(7, RG)
— ", — — — —
7@ = ||_>|[|)2 e PQ=(x—x0)i +y—vo)j +(2—2)k
n
temos que
(7, R4
d(Fo, )
’ 17|

[(x —z0)a+ (y — yo)b+ (2 — 20)C]
’CLQ?Q + byo + C2o + d’

Va2 + b2 + 2

pois —d = ax + by + cz.

Observacao 4.34 1. Uma maneira alternativa de determinar a distancia do ponto Fy
ao plano 7 é a sequinte: primeiro determina a equacao da reta r que passa pelo ponto
Py na direcio do vetor normal T; sequndo determina o ponto Q de intersecdo da

reta v e o plano . Finalmente,

d(Fo, ) = d(Fp, Q)
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2. Se Py € m, entao d(Fy, m) = 0, pois

P0€7T<=>a$0+byo+620+d20.

3. Sejam w1 e o dois planos, entao
d(’ﬂ'l,’ﬂ'g) = d(P1,7T2> = d(?Tl,P2>,

onde P, € m1 e P, € my. Neste caso, devemos primeiro estudar a posi¢cao relativa

dos planos m; e ms.
Exemplo 4.35 Determinar a distancia Py(1,1,—1) ao plano, cuja equagao cartesiana é
T:2r—y+2—2=0.
Solucao. Neste caso,

24+ (—1)1+1(—1) — 2|
V22 + (—1)2 +12

d(Po,?T)

/B

(@)

2
/o 3

Sejam Py(xo, 3o, 20) um ponto e r uma reta, cujas equagdes paramétricas sao:

T = X9+ a1t
T Y =Yoo+ bit
Z:Z0+Clt7 t e R.
Seja
H
E):(h?—i‘bl?—'—clk
o vetor diretor r. Entdo a distdncia entre Py e r, denotada por d(FPp,r), é dada pela

férmula N
[ < an]
d(Po,T) = W,VQ S

De fato, pela figura,

obtemos que
—
d(Py,r) = HQPOH lsenf|,VQ € r.
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Como
|@ < QFi|| = 1@l |[QF| Isentl
temos que
|
d(Po,r) = W,VQ cr.

Observacgao 4.36 1. Uma maneira alternativa de determinar a distancia do ponto Py
a reta r é a sequinte: primeiro determina a equacao do plano ™ que passa pelo ponto
Py tendo como vetor normal T o vetor diretor da reta r; sequndo determina o ponto

Q@ de intersecdo da reta v e o plano 7. Finalmente,
d<P07 7") = d(P07 Q)

2. Se Py € r, entao d(Py,r) =0, pois

———

POET<:>7><QPO:6>,VQ€7‘.

3. Sejam ry e ro duas retas nao reversas, entao
d(?“l, 7“2) = d(Pl,’f‘g) = d(’l"l, Pg),

onde P, € r1 e P, € ry. Neste caso, devemos primeiro estudar a posi¢cao relativa

das retas ry e ro.
4. Sejam m e r um plano e uma reta, entao
d(r,m) = d(P,m) = d(Q,7),

onde P € r e q € m. Neste caso, devemos primeiro estudar a posi¢cao relativa do

plano 7 e da reta r.

Exemplo 4.37 Determinar a distancia Py(3,2, —5) e a reta que passa pelos pontos plano
A(1,0,1) e B(0,1,—1).

Solugao. Primeiro vamos determinar as equagoes paramétricas da reta que passa A e B.

Fixado um dos pontos, digamos A(1,0,1), obtemos que

—
T =—i+j -2k
é o vetor diretor da reta. Logo,
r=1-—t
r y=t

z=1-2, teR
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Escolhendo () = B, obtemos que

— e - I — -

RQPy=31 +j —4k e ad xQFh=-2i —105 —4k.

Portanto,
2v/30
e —2/5

d(Pg,’r'): \/6

Sejam r; e ry duas retas reversas, cujas equacoes paramétricas sao:

r =1+ a8 T =29+ byt
Tty Y=1 +azs €Ty Y=1y2+bot
2=z +aszs, sER 2z =129+ bst, t €R.

Sejam

E) = (a17a27a3) € ? = (b17b27b3)7

os vetores diretores das retas r; e 79, respectivamente. Entao existem dois tnicos planos
—
. . . —_ ,
parelelos (distintos) m; e 7 tais que r; C m e 79 C mo. Como @ X b é o vetor normal 7
e Tq, respectivamente, temos que a distdncia entre ;1 e ro, denotada por d(rq,72), € dada

pOI'
<%

— —
axb,P

)

)

Y

d(Tl,Tg) = d(P, 7T2) =

—_
ﬁ

onde P€r;e@ € rs.

Observacgao 4.38 Uma maneira alternativa de determinar a distdncia entre as retas

reversas 1 € ro € a sequinte: primeiro determina um ponto P € ri e um ponto ) € ry;
H %

sequndo determina o altura h do paralelepipedo gerado pelos vetores @, b e PQ, onde

—

—_— ~ . . .

a e b sdo os vetores diretores das retas r1 e r9, respectivamente. Finalmente,
d(?“ 1, 7“2) = h.

Exemplo 4.39 Determinar a distincia entre as retasry e re, cujas equagoes paramétricas

5a0:
r=1-—2s r=—-1+4+1
riq y=2+s erg:q y=1—1t
z=3—4s, seR z=4+42 telR

Além disso, determinar a equacao da reta que intercepta ortogonalmente estas retas.

Solugao. Como
—2 1 —4
T
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temos que as retas sao concorrentes ou reversas. Para decidirmos se elas sao concorrentes

ou reversas, devemos resolver o sistema

—25—t= -2
s—t=-1
—4s -2t =1

Consideremos a matriz ampliada do sistema

S 10:0
Al=1 1 -1 i -1|—=-=R=|01:0
—4 -2 i1 00 :1

Como
posto(A’) = 3 > 2 = posto(A)

temos que o sistema é incompativel. Portanto, as retas sao reversas. Escolhendo P(1,2,3) €

r1 e Q(—1,1,4) € ry, obtemos que

— — =
PQ=-2i+ j +k
Sendo
N — — — — = —
a=—-21i+ 75 —4k e b=1—j +2k,
obtemos que
- . —
axb==-2i+k.
Logo,
(@ x 5. Pq)
d(Tl,Tg) =
?x?”

Finalmente, o vetor diretor da reta que intercepta ortogonalmente estas retas ¢ dado por

T =T xb=-27+4Fk,

Assim, basta determinar um ponto desta reta. Para isto, seja 7w o plano determinado por

ﬁ
Q(—1,1,4) € ro e os vetores b e ¢. A equacdo cartesiana deste plano é dada por

— —

[QR, b,C]=0,YR € T,

isto é,
Tixr+5y+2z—12 =0.
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Entao o ponto procurado é o ponto de intersecao da reta r; e o plano 7. Assim,
(1—2s)+5(24+s)+2(3—4s)—12=0=s=1.
Portanto, Py = (—1,3,—1) é o ponto de intersegao e

r=—-1—-2u
r:¢ y=3
z=—14+u, uelR

sao as equagoes paramétricas da reta.
Exemplo 4.40 Determinar um ponto simétrico ao ponto P(1,2,—1) em relag¢do a reta
r, cujas equagoes paramétricas Sao:

r=1-2t
riq y=2+t
z=3—4t, teR.

Solugao. Um ponto Q(x,y, z) € R? ¢ simétrico ao ponto P(1,2, —1) em relagao a reta r
se, e somente se,

d(P,r)=d(Q,r)

e ele pertence a reta r; que passa em P e intercepta r ortogonalmente ou, equivalente-

mente, resolver a equagao vetorial

onde A € r Nry. Assim,

= - = -
pois PA=—2ti +tj + (4 —4t) k. Logo,

11 58 1

(=57 37 ~37
e
( 11 58 1)_(x+1 y+2 2—1)
21217 217 Y 2 7 2 7 92
Portanto,
43 74 19
S TRETRETL

é o ponto simétrico ao ponto P(1,2,—1) em relagao a reta r.

EXERCICIOS



4.4. DISTANCIAS 167

1. Determinar a distancia do ponto P(1,2,2) ao plano determinado pelos pontos
A(-1,0,0), B(1,0,1) e C(-2,3,0).

2. Determinar a distancia do ponto P(1,2,2) a reta que passa pelo ponto A(1,2,5) e
é paralela a reta que contém os pontos B(3,0,1) e C(—1,2,1).

3. Determinar a distancia entre as retas abaixo.

(a) x=1,y=s,2z=1lex=t,y=0,2=1,steR.
(b) t =1+3s,y=2+5s,2=2+Tsex =T+6t, y =12+ 10t, z = 6 + 4t,

s,t € R.
(c) x—3:z;2,y:4ex7_6:z—_44,y:8.
d) z4+1=%L 2=5exr=144t,y=5+2t, z=2+3t, t € R.
2

() r=1,y=3—s,2=5+2sex=—-4+5t,y=3+2t, z=—-2+2t, s,t € R.
4. Determinar a distancia entre as retas e os planos abaixo.

(a) x=-8+15t,y=5—-9t, 2=0,t€R,e3x+5y—1=0.
b) s —3=L2=22¢cp=5-2s,y=1—s5+4t, 2=2+5—2t s,t €R.
2 1
() z=2—-s,y=142s,z=14sex=1-u—4v,y = —24+2u—8v, z = 1+u—w,
s,u,v € R.

(d) OP = (1,2,3) + (2, —1,1), t € R, e 2 — 2y — 4z + 5 = 0.

5. Determinar a distancia entre os planos abaixo. Calcular, se existir, a reta de inter-
secao e o dngulo entre eles.

S
~—
8
I
[\)
_|_
“CID
<
I
w
+
(S8
\'CID
N
I
(@
+
D
Va)
@
&
I
—_
+
(O8]
\'H\
<
I
\?F
I
I
|
BN |
_|_
[\
“P#
\.CID
~
m
=

7. Determinar um ponto simétrico ao ponto P(1,2, —1) em relagao:

(a) a origem.

(b) ao ponto Q(3,1,1).
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10.

11.

12.
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(c) aretax=1+t,y=tez=1,teR.
(d) ao plano 2z 4+y —2z+1=0.

. Determinar a distdncia entre intersecao dos planos

m  r+y—2+2=0, m:2xr—y+2—-—5=0e
T3 ¢ rH+y—22+4=0
e a reta
r=1+2t
r:d y=—t
z2=2-3t, teR.

. Mostrar que os planos

m:r+2y—z2—1=0em:2x—y+2=0

se interceptam segundo uma reta r. Determinar a equacao de uma reta que passa

pelo ponto P(1,0,1) e intercepta a reta r ortogonalmente.
Determinar as equacoes da reta que pertence ao plano

Tir—y+z2—7=0,
contém P(3,—3,1) e é ortogonal a reta

r=1+41
r:g y=1+2t
z=14+3t, teR.

Mostrar que os planos
mix4+2y—z—1=0em:2xr—y+2=0

se interceptam segundo uma reta r. Determinar a equacao do plano que passa pelo

ponto P(1,0,—1) e contém a reta r.

Determinar as equagdes da reta que passa pelo ponto P(1,—2,1) e intercepta as

retas reversas
r=—-1+s r=—-2+41

71 y=-3+2s ery: y=1+1t
z=3s, seR z=1t, teR.



Capitulo 5
Quadricas

O principal objetivo deste capitulo é estudar as superficies que podem ser expressas

pela equagao
A + By +C2* + Doy + Exz + Fyz+Gr + Hy + 12+ J =0, (5.1)

onde A, B, C, D, FE, F, G, H, I e J sao constantes com A, B, C, D, ' e F, nao todos

nulos, a qual representa equacao cartesiana de uma qudadrica. Note que a equacao
MAZ? + ABy? + XO22 + \Day + A\Exz + AFyz + NG + \Hy + Mz + \J = 0,

para todo A € R com A # 0, representa o mesmo gréfico da equagao 5.1. Pode ser provado

através mudanca de coordenadas equacao 5.1777777777777777777

169
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