Capitulo 1

Matrizes e Sistema de Equacoes

Lineares

Neste capitulo apresentaremos as principais defini¢oes e resultados sobre matrizes e
sistemas de equagoes lineares que serao necessarias para o desenvolvimento deste texto.

O leitor interessado em mais detalhes pode consultar [7, 9].

1.1 Corpos

Um corpo é um conjunto F' com duas operacoes

FxF — F  FxF — F
(z,y) — z+y (z,y) — z-y’

chamadas de adi¢cao e multiplicacao, tais que as seguintes propriedades valem:

1. A adicao é associativa,
Yy +2)=(z+y) +2

para todos x,y, 2z € F.
2. Existe um unico elemento 0 (zero) em F tal que
r+0=0+2x==x,
para todo = € F.

3. A cada x em F corresponde um unico elemento —x (oposto) em F' tal que

4. A adigao é comutativa,
vty=y+uz,

para todos x,y € F.
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5. A multiplicacao é associativa,

z-(y-z)=(z-y) 2
para todos x,y,z € F.

6. Existe um tnico elemento 1 (um) em F' tal que

para todo = € F.

7. A cada z em F' — {0} corresponde um tinico elemento z~! ou 1 (inverso) em F tal
que
rvort=rt0r=1
8. A multiplicacao é comutativa,
T Yy=y-

para todos x,y € F.
9. A multiplicacao é distributiva com relagao a adigao,
r-(y+2)=z-y+zx-ze(r+y  -z=x-2+4y-z,
para todos x,y,z € F.

Exemplo 1.1 O conjunto dos niimeros racionais Q, dos reais R e dos complexos C, com

as operacoes usuais de adicao e multiplicacao sao corpos.

Exemplo 1.2 Seja F' = GF(2) ={0,1}. Definimos uma adi¢io e uma multiplica¢iao em
F pelas tabuas:

+
0
1

= OO
S ==
o)

o OO
— O

0
1
E facil verificar que F com essas duas operacées é um corpo, chamado de corpo de Galois.
Proposicao 1.3 Sejam a, b,z € R. Entao:

1. Se a+x = a, entao x = 0.

2. Seb#0eb-x =0, entio x = 1.

3. Sea+b=0, entio b = —a.

4. A equagdo a + x = b tem uma tnica solugio x = (—a) + b.

5. Sea#0, a equagdo a-x = b tem uma tnica solugdo v =a~!-b=

SIS
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10. (-1)(-1) = 1.
Prova. Vamos provar apenas o item (8).
—(a+b)=(-1)(a+b) =(=1)a+ (=1)b=(—a) + (=b).
|

Sejam F e K corpos. Dizemos que K é uma extensdo de corpos de F se F' C K e,
neste caso, ' é um subcorpo de K. Por exemplo, R é uma extensao de corpos de Q e Q
é um subcorpo de R, pois Q C R.

1.2 Matrizes

Uma matriz m x n A sobre o corpo dos niimeros reais R é um arranjo retangular com

m linhas e n colunas da forma

aix - Qin ain - Qi
A (l.21 . a?n ou A — Qg1 - Q2p ’
Am1 = Qmn L m1 = Qmn i
onde a;; €R,i=1,...,me j=1,...,n. Usaremos, também, a notacao

A = [ajj)i<i<m,
1Zj<n

ou, simplesmente, A = [a;;]mxn = [aij].

A i-ésima linha da matriz A é matriz 1 X n
Li=|an an - an
e a j-ésima coluna da matriz A é matriz m x 1

CLU

a/2j

amj
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O simbolo a;; significa o elemento da matriz A que estd na i-ésima linha e j-ésima coluna
e serd chamado de entrada da matriz A. O conjunto de todas as matrizes m X n serd
denotado por M(m,n) ou R™*™. Uma matriz A € R™*" ¢ chamada de matriz quadrada

se m = n. Neste caso, as entradas

11,22, ..,0pn € 012,023, ..., Q(n—1)n <a217a327”'7a’n(n—1))

formam a diagonal principal e a superdiagonal (subdiagonal) de A, respectivamente.

Dizemos que uma matriz quadrada A é uma matriz diagonal se

Q5 = O, 1 7& j
Usaremos a notacao D = Diag(d, . .., d,) para denotar a matriz diagonal A com a;; = d;,
t=1,...,n. Em particular, dizemos que a matriz diagonal A é uma matriz identidade se
1 sei=
aij = 0i = . ]
0 se i#j,
e serd denotada por I, = [d;;] = Diag(1,...,1), onde d;; é o simbolo de Kronecker. A

matriz A = [a;;] € R™" coma;; =0,1 <i<mel<j<n,échamada de matriz nula
e serd denotada por 0.
Seja A € R™*". Uma submatriz de A é uma matriz obtida de A eliminando-se linhas

e/ou colunas. Denotamos por

Qirjy  Qiggy =7 Qigg

At _ Giggy  Qigjy  *° " Qigj,
j17~~~7js - : : .. : ?

A T A R RN

onde {i1,...,i,} C{l,...,m} comr <me {ji,...,js} C{1,...,n} com s < n. Uma
submatriz B de A é chamada bloco de A se

o 21,01 +1,..,01+r—1
B = Ajl’j1+17-~~7j1+3—1'

Uma matriz em blocos é uma matriz da forma

onde A;; € R™*" sao blocos de A.
Sejam A = [a;;], B = [b;;] € R™*™. Dizemos que A ¢é igual a B, em simbolos A = B,
se, e somente se,
a;j =0by, 1<i<mel<j<n.
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O conjunto R™*"™ munido com as operagoes de adigao
A+ B = [aj; + by

e multiplicacao por escalar
aA = [aa;j], V a €R,

possui as seguintes propriedades:
1. (A+B)+C=A+(B+C), para todas A,B,C € R™*".
2. Existe O € R™" tal que A 4+ O = A, para toda A € R"™*".
3. Paracada A € R™*", existe —A € R™*" tal que A+(—A) = O, onde —A = [—qa;;].
4. A+ B =B+ A, para todas A,B € R"™*",
5. a(bA) = (ab)A, para todos a,b € R e A € R™*".
6. (a+b)A = aA + DA, para todos a,b € R e A € R™*".
7. a(A 4+ B) = aA + aB, para todas A,B € R™" e a € R.

8. 1-A = A, para toda A € R™*",

Sejam A = [a;;] € R™" e B = [b;;] € R"?. O produto de A por B, em simbolos,
AB, ¢ definido como
AB = [c;j],

onde

n
Cij =) anby, 1<i<mel<j<p.
k=1

Note que AB € R™*P. O produto de matrizes possui as seguintes propriedades:

1. (AB)C = A(BC), para toda A € R™", B € R"™*? e C € RP*4,
2. (A+B)C = AC + BC, para todas A,B € R™*" e C € R"*?,
3. A(B+C)=AB+ AC, para toda A € R™*" ¢ B,C € R"*?.
4. AO=0¢e OB =0, para todas A,O € R™*" e B, 0 € R"*P,
5. Se A € R™*" ¢ L = [z;] € RI*™, entao

LA = 2,L; + - + 2 Lon,

onde L; é a i-ésima linha da matriz A.
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6. Se A € R™*" e C = [y;] € R™*!, entao
AC =y Ci +---+4,Cp,
onde C; ¢ a j-ésima coluna da matriz A.
7. Se A = [a;;] € R™" e B = [b;;] € R"P, entao
AB=A[C, --- C,|=[AC, --- AC, ]
onde C; ¢ a j-ésima coluna da matriz B.
8. A"l = A"A paratodon € Ne A’ =1.

9. AmA™ = A™™™ para todos m,n € N.

Sejam
f=a2" + - +ax+ag € Rlz]

um polindmio de grau J(f) = n sobre o corpo dos nimeros reais R e A € R"*". Entao

f(A) é a matriz n x n definida por
f(A) =a, A" + -+ a1A + aol.

Note que f(A) é obtida de f substituindo-se a varidvel x pela matriz A e o escalar ag
pela matriz escalar agl. Dizemos que f é o polindomio anulador A se f(A) = O. Por

exemplo, se

11
A:[4 1] e f=2"—2r—3€cRz],

entao

F(A) — A*—2A 31 [g 5][ 1]_3[; g] - [g g].
E facil verificar que
Af(A) = f(A)A, V f € Rz
Mais geralmente,
f(A)g(A) = g(A)f(A), V f,g € Rlz].
Seja A = [a;;] € R™*™. A matriz transposta de A é a matriz obtida escrevendo-se as

linhas da matriz A como colunas, ou seja,
Al =Ja;], 1<i<mel<j<n.
A transposta de matrizes possui as seguintes propriedades:

1. (A+B)' = A' + B, para todas A, B € R™*",
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2. (aA)" = aA’, para toda A € R™" e a € R.

3. (AB)! = B'A!, para todas A, B € R"*".

Sejam A = [a;;] € R™" e a matriz unitdria E;; = [e,,] € R™ ", onde

1 se (p,q) = (i,7)
€pq = Op { 0 se (p,q) # (i,7),

isto é, E;; é a matriz cuja (7, j)-ésima entrada é igual a 1 e as demais zeros. Por exemplo,

quando m = n = 2, obtemos

10 01 0 0 00
E, — Ep = Egy = E,, — .
= [0 0] 12 [0 o] 2 [1 0]6 22 [01]

Entao é facil verificar que (quando o produto é definido):

1.

A= Z Z aijEij-

j=1 i=1
2. E;; = E,, se, e somente se, (p,q) = (4, ]).

3. Eijqu = 5jpEiq7 pOiS

E;Ey = Ey[O -+ ¢ -+ O]
=[O Eje, O ]
= [0 - C, -~ O]
=[O djpei - O] =0;Ei,

onde e, é a g-ésima coluna da matriz E,, e C, é a p-ésima coluna da matriz E;;.
n
4. 30 E; =1,.

_ m ] o , , . . e , . e
5. AE,, = > ", a;E;,, isto é, AE,, é a matriz cuja ¢-ésima coluna ¢é igual a p-ésima

coluna da matriz A e as demais zeros.

. n ] B 4 . . . e . L. A
6. E,A = ijl aqg;Epj, isto é, E,;A é a matriz cuja p-ésima linha ¢ igual a g-ésima

linha da matriz A e as demais zeros.

7. E,,AE,; = a,E,;, isto ¢, E,,AE,, ¢ a matriz cuja (p, s)-ésima entrada ¢ igual a

aqr € as demais zeros.
Seja A = [a;;] € R™*™. O determinante da matriz A é definido por

det A =) sgn0aio(1) - Gna(n);

UESn
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onde S,, é o conjunto de todas as permutagoes do conjunto

{1,2,...,n}

e sgno = (—1)", com N igual ao mimero de inversoes (transposigoes) necessdrias para

trazer de volta o conjunto
{o(1),0(2),...,0(n)}
a sua ordem natural. Assim, det A é a soma de n! termos, onde o sinal estd bem definido,

e qualquer termo tem n elementos, um e somente um, de cada linha e coluna de A.

Uma permutacao o € S,, pode ser escrita sob a forma

0_( 1 2 .. n)
N\ o) @2 - o) )’

onde a ordem das colunas nao importa. Por exemplo, para n = 3, temos que os seis

3 12 3 ) 123
, O = , 0" =000 = ,

3 2 3 1 31 2

3 123 , 123
, OO0T = , 00T =

2 2 1 3 321

det A = (—1)%ajia9a33 + (—1)%ai2a3a31 + (—1)%ar3a91a3:

elementos de S5 sao:

ﬁ
I
VR
—_ =
w N N DN

—|—(—1)1a11a23a32 + (—1)1a12a21a33 + (—1)3CL13CL22CL31
= (11022033 + A12023a31 + A13021032)

—(@13a22a31 + a11023032 + A12G21033).

Observacgao 1.4 Uma maneira alternativa para determinar o nimero de inversoes de

1 2 3
o= 653
2 31

é ilustrado no esquema da Figura 1.1. Neste caso, o nimero de cruzamentos corresponde

HES]
= % (I
— o 1

Figura 1.1: Nimero de inversoes de o.

uma permutagao

ao numero de inversoes de o.

Portanto, o admite duas inversoes. FEsse procedimento vale para S,,.
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Seja A = [a;;] € R"*™. O determinante da matriz

Qivjr - Qinge = Qiggy,

At = et | | 1 ST

Qipgy Qigga "0 Qiggy
é chamado um menor da matriz A de ordem k,onde 1 <i; < --- <4, <nel < <
o+ < Jr < n. Em particular, se i1 = ji, ..., = Ji, 0s menores sao chamados de menores

principais, em outras palavras, se os elementos diagonais dos menores provém da diagonal

da matriz A.

Proposigao 1.5 Sejam A = [a;;] € R™™, L; a i-ésima linha de A e R; = [r;;] € RV
uma matriz linha fixada.

L, L, Ly

2.det | al; | =adet | L; |, YVa€eR.

L, L,

3. Se L; = O, entao det A = 0.

4. Se duas linhas da matriz A sao iguais (ou L; = aL;, para todo a € R, com i < j),
entao det A = 0.

5. det A =det A.

6. Se B é a matriz obtida de A trocando-se a i-ésima linha pela j-ésima linha, entdo

det B = —det A.
Prova. Vamos provar apenas os itens (1), (4) e (5) Para provar (1), basta notar que

Z SgNoa15(1) " - (aia(i) + Tio(i)) c ot lpo(n) = Z SgN0A15(1) * * * Aig(i) * * * Ano(n)
oS, €S

+ Z SENOA14(1) * * * Tio(i) * * * Ano(n)-
O'ESn
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(4) Suponhamos que L; = L; com ¢ < j. Seja 7 € S, a permutagao definida por
(i) =j,7(j) =i e7(x) =z, paratodo x € {1,2,...,n} —{i,j}. Entao pode ser provado
que

sgnT=—1 e sgn(oco7)=—sgno, ¥V oe€Ss,.

Sejam

X={oceS,:0()<a(j)}eY={oceS,:0(i)>0c())}

Entéo a fungdo f : X — Y definida por f(0) = o o 7 & bijetora. De fato, dado ¢ € Y
existe 0 = poT € X tal que f(0) = (poT)oT = ¢, pois ToT = I, isto é, f é sobrejetora.

Agora, se f(o) = f(¢), entao
oc=col=co(tor)=(0coT)oT=(poT)oT=¢o(ToT)=¢dol =0,
ou seja, f € injetora. Portanto,

det A = Z SEN 0A15(1) * * * Ano(n)

O'GS',L

= Z SENOA14(1) * * * Ano(n) T Z Sg(0 0 T)1o(r(1)) * * * An(r(n)
ceX ceX

= 5800 (Q1() " Qi) Qo) non) — G1o()) " Gia(l) " Go(i) " Ono(r))
oeX

= Z sgno (Cl1o(1) © Qig(@) T Qio(j) T Ono(n) T Alo(1) © " Gig(j) * T Qio(d) T ana(n))

pois L; = L;. Finalmente, para provar (5), note que
1o(1) " Ano(n) = Ap()o(p(1)) " Apm)o(p(n))s ¥V 0@ € Sn.
Assim, em particular, para ¢ = 0! e sgno = sgno !, temos que

det A = Z SEN TU1(1) * * * Ano(n) Z SgN TUy-1(1)1 * * * o1 (n)n

O'GSn O'ESn
= E sgn 0'_101071(1)1 G- (ny, = det Al
O'GSn

Observagao 1.6 A Proposicio 2.14 continua vdlido para colunas ao invés de linhas.

Teorema 1.7 (Teorema de Binet-Cauchy) Sejam A, B € R"*". Entdo

det(AB) = det(BA) = det A det B.
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Prova. (Caso n = 2) Sejam

[ by b
A — ailp aig e B— 11 012 .
i a21 a29 b21 b22
Entao _
AB — ay11b11 + a12ba1  @11012 + 12022 .
i a21011 + a22b21  az1b12 + agabas
Logo,

det Adet B = (a11a22 — a12a21)(b11b22 — b12bay)
= a11b11a22092 4 a12b12a21b21 — a11a22012b21 — 12021011022
= (a11b11 + a12b91)(az1bia + agabas) — (ag1b1y + ag2bar)(a11b12 + a12ba2)
= det(AB).
Portanto, det(AB) = det A det B. |

Seja A = [a;;] € R**3. Entao

a31 as2

A22 A23 ag1 A23
det A = a1 det — 12 det
az2 as3 asyp ass

+ ais det [ @21 A2 ] .

Mais geralmente, pode ser provado que
det A = Z(_l)i+jaij det(Ayj), i=1,...,n.
j=1

onde A;; é a matriz obtida de A eliminando-se a i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz
A. O escalar ¢;; = (—1)"" det(A;;) é chamado o cofator do termo a;; no det A e a matriz

C = [¢;;] € R™™ & chamada a matriz dos cofatores da matriz A.
Teorema 1.8 Seja A € R™*"™. Entao
A-adjA =adjA- A= (detA)L,,

onde adj A é a transposta da matriz dos cofatores de A, a qual é chamada de adjunta

classica de A.

Prova. Seja B = adj A = [b;;], de modo que b;; = ¢;; = (—1)""7 det(A;;), para todos i, j.

Entao

A-adjA = AB = [d;], onde dij = anby; = am(—1)""* det(Aj).
k=1 k=1

Sei = j, entao d; = det A. Agora, sei # j, digamosi < j, e seja A= [a;;] a matriz obtida

de A substituindo-se a j-ésima linha pela i-ésima linha, isto é, se Ly, ..., L, sao as linhas
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de A, entdo Ly,...L;,...,L;j_1,L;,L;.4, ..., L, s@o as linhas de A. Logo, @i, = a;, = Qjk
e det(.&jk) = det(Ajx), para todo k. Em particular, det(A) = 0, pois A tem duas linhas

iguais. Assim,

det A sei1=
0 se 1 # J,

isto ¢, A -adj A = (det A)I,. Como (adj A)" = adj A’ temos que

dij =Y Qj(—1)" det(A;,) = det(A) = {
k=1

(det A)I,, = (det AT, = A’ -adj A" = (adj A - A)".

Logo,
adjA - A = ((det A)L,)" = (det A)IL,,.
Portanto,
A-adjA =adjA-A=(detA)I,
[
Teorema 1.9 (Regra de Cramer) Sejam A € R"*" ¢ Cy,...,C, as colunas da matriz
A. Se existirem x4,...,x, € R tais que B=2,Cy + --- + 2,C,,, entao
xjdetA:det[Cl Cj—l B Cj+1 Cni|
Em particular, se det A # 0, entdo
det[ G - Ciu B G o G
- =1,...,n.
v det A 0 el
Prova. Aplicando, indutivamente, os itens (1) e (3) da Proposicao 2.14, obtemos
det[Cl ... C, B Cjy - C,| =
det| G+ Gy Yh,mCy Cin o+ G| =
Z.’Ek det [ Cl ce Cj_l Ck Cj+1 te Cn = Tj det A,
k=1 )
pois as outras matrizes tém duas colunas iguais quando k # j. [ |
Uma matriz A = [a;;] € R™" é invertivel ou ndo-singular se existir uma matriz

B = [b;;] € R™™ tal que
AB=BA =1,.

Caso contrério, A é nao-invertivel ou singular. Vamos denotar a matriz inversa de A por

A~!. A inversa de matrizes possui as seguintes propriedades:

1. Se A, B € R"™ " sdo invertiveis, entao AB ¢ invertivel e (AB)™! = B~!A~L.
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2. A € R™™ ¢ invertivel se, e somente se, det A # 0. Neste caso,

1
— djA.
det A "7
Em particular, se
A=V eree
c d ’

entao

c R2X2

1 d —=b
Al =
det A [ —Cc a

Sejam A, B € R™*". Dizemos que A e B sao equivalentes se existirem matrizes
invertiveis P € R"™*™ e Q € R™*" tais que

B=PAQ .

Em particular, se m =n e P = Q, dizemos que A e B sao semelhantes ou conjugadas.
Sejam A, B € R™". Dizemos que A e B sao congruentes se existir uma matriz
invertivel P € R™*" tal que
B = P'AP.

Uma matriz A = [a;;] € R™*™ é chamada uma matriz triangular superior (inferior) se
a;; =0, para i >j (a;; =0, para i < j).
Note que se A = [a;;] € R™*" é uma matriz triangular, entdo

det A = 11492 * * * App-

EXERCICIOS

1. Mostre todas as afirmacoes deixadas nesta secao.
2. Mostre que existem matrizes A, B € R?*? tais que

(A—-B)(A+B)#A? - B

3. Seja
-3 3 -4 0
Al T 22 b
2 —1 3 1
0 3 13

Existe uma matriz B # O com AB = O7? Existe uma matriz C # O com CA = O?
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10.

11.

12.

13.

14.
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Sejam A, P € R"*" com P invertivel. Mostre que

(PAP )" =PA"P™', V meN.

. Seja A € R™™. Mostre que det(cA) = ¢" det(A), para todo ¢ € R.

Seja A € R™". Mostre que det(adj A) = (det A)"! e adj(adj A) = (det A)"2A.

Sejam A, B € R™ " invertiveis. Mostre que A + B é invertivel, para todo exceto

uma quantidade finita de z € R.
Sejam A = [a;;], B = [b;;] € R™", onde b;; = (—1)"a,;. Mostre que

det(B) = det(A).

Sejam A, P € R™*" com P invertivel. Mostre que det(PAP ') = det(A).
Seja A € R™" tal que A? = A. Mostre que det(A) =0 ou det(A) = 1.
Seja A € R™" tal que A* = O, para algum k € N. Mostre que det(A) = 0.

Sejam A, B € R™*"™ tais que I,, — AB seja invertivel. Mostre que I,, —BA ¢é invertivel
e
(I, -BA) ' =1, +B(I, - AB) A,

Sejam A, B, P € R™ " tais que B, P e APA' + B! sejam invertiveis. Mostre que
P! + A'BA ¢ invertivel e

(P! 4+ A'BA)"! =P — PA/(APA' + B™!)'AP.

Sejam A, B, C, D € R"" ¢

A B
O D

A B
C D

E = e F=

Mostre que det(E) = det(A) det(D). Mostre que se A é invertivel, entao
det(F) = det(A) det(D — CA™'B).

Em particular, se AC = CA, mostre que det(F) = det(AD — CB). (Sugestao:
Note que

AB| |ILLO||AB
OD| |OD 0 I,
€
Al O AB| |I A-'B
—CA! 1, C D| [ 0 D-CA'B )
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15. Seja A = [a;;] € R™™. O trago de A é definido por

n
= E (0778
=1

Mostre que:

(a) tr(A + B) = tr(A) + tr(B), para todas A, B € R"*".

(b) tr(aA) = atr(A), para toda A € R™™ e a € R.

(c) tr(AB) = tr(BA), para todas A, B € R"*".

(d) tr(PAP™') = tr(A), para todas A, P € R™" com P invertivel.
) tr(

(e) tr(AB — BA) = 0, para todas A, B € R"*".

16. Seja A € R ™. Mostre que AD = DA, para toda matriz diagonal D € R"*" se, e

somente se, A é uma matriz diagonal.

17. Seja A € R™". Mostre que AB = BA, para toda B € R"*" se, e somente se,
A = al,,, para algum a € R. (Sugestao: Calcule AE;; = E;;A.)

18. Seja A € R™", Dizemos que A ¢ uma matriz simétrica se A = A e que A é uma

matriz anti-simétrica se At = —A.

(a) Mostre que se A e B sdo simétricas (anti-simétricas), entdo A + B e A — B

sao simétricas (anti-simétricas).

(b) Mostre que se A e B sao simétricas entao AB é simétrica se, e somente se,
AB = BA.

(c) Mostre que AA" e A + A sdo simétrica e A — A’ é anti-semétrica.

(d) Mostre que se A ¢é anti-simétrica e n é impar, entao det(A) = 0.

19. Seja A € R™™. Dizemos que A é uma matriz ortogonal se AA" = A'A =1,
Mostre que se A é ortogonal, entao det A = +1.

20. Seja f : R™"™ — R uma funcao tal que
f(AB) = f(A)f(B), V A,B € R™",

e existem X, Y € R"" com f(X) # 0e f(Y) # 1. Mostre que se A é invertivel,
entdo f(A) # 0.
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1.3 Sistemas de Equacoes Lineares

Um sistema de equagoes lineares com m equagoes e n incégnitas é um conjunto de

equagoes da forma:

anry + o0 4+ T, = b
anri + -+ agx, = b "
. S ) S oo Y aym; =D, (1.1)
: : : =
am11 + -+ AmnTp = bm7

onde a;;,b; €R,i=1,... mej=1,...,n.

Uma solu¢do do sistema de equagoes lineares (1.1) é uma n-upla

Y =y yn) oY = [y1,..., ¥

que satisfaz cada uma das m equacgoes, isto é,
Zaijyj = bi, 1= 1,...,777,.
j=1

Observagao 1.10 Se

b1:b2:"':bm20,

dizemos que o sistema de equagoes lineares (1.1) é um sistema homogéneo. Note que a
n-upla
0,...,0)

é sempre uma solucao do sistema homogéneo.

O sistema (1.1) pode ser escrito sob a forma matricial

AX =B ou X'A' = B,

onde
a1 Q2 - Qip
Q21 Q22 -+ Q2
A =
L am1 Qm2 - Amn i
é a matriz dos coeficientes,
T
T2
X = )
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¢ a matriz das incégnitas e

é a matriz dos termos independentes. Neste caso,

L.X = b,
LQX.: % (1.2)
L,X — b,
onde
L — [aﬂ iy - an} i=1,...,m.

O sistema de equagoes lineares (1.2) é chamado de sistema compativel se para qualquer
escolha de r; € R tal que

Zm:TiLi =0,
i=1

entao necessariamente

Caso contrario, ele é chamado de sistema incompativel.
Se o sistema de equagoes lineares (1.2) tem solugao, entao ele é compativel, pois se Y

é uma solucao do sistema e
Z TiLi =0
i=1
entao
Z = rZLY:Z :( riLi)Y:OY:[).
=1 =1 =1 =1

A matriz associada ao sistema de equagcoes lineares (1.1) ou (1.2)

@11 - dip : by
A=[A:B|= a1 -+ Qg by
_aml Amn bm_

é chamada de matriz ampliada (aumentada) do sistema.
Dizemos que dois sistemas de equacoes lineares sao equivalentes se eles admitem as

mesmas solugoes.
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Exemplo 1.11 Vamos resolver o sistema de equagoes lineares

331—{-33‘2—2.',63:4
$1+£U2—$3:3
ZE1+4ZE2—4CE3:5

usando algumas operacoes sobre as linhas da matriz ampliada do sistema.

Solugao. Considerando a matriz ampliada do sistema, temos que

(11 -2 : 4 11 -2 4
1 1 -1 3| Lo—Lo—Ly {00 1 ¢ —1| Ls—Ls—1L,
14 —4 5 1 4 -4 5
11 -2 ° 4] 11 -2 ¢ 4 1
00 1 1| Lee=Ls [0 3 -2 ¢+ 1| Ly— <Ly
- 5 3

: . —_—
03 —2: 1 00 1 : —1
11 -2 4] 11 0 2 ,
01 -2 s | Lo Lit2ly Jo 1 =3 1 g | Le—latgls
00 1 : —1] 00 1 : —1
110 2 100 I
010! 2| Li=li=Ly O10: -4
(00 1 —1 001 °: —1

Assim, nosso sistema é equivalente ao sistema

T %
) = —%
r3 = —1
Logo,
7 1
- ~1
(37 37 )

¢ a unica solucao do sistema.
As operacoes usadas na matriz ampliada do sistema foram:
1. Permutagao das i-ésima e j-ésima linhas. (L; < L;)
2. Multiplicagao da i-ésima linha por um escalar ndo-nulo c. (L; — cL;, ¢ # 0)

3. Substituicao da i-ésima linha pela i-ésima linha mais ¢ vezes a j-ésima linha, ¢ # j.



1.3. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES 19

Estas operacgoes sao chamadas de operacoes elementares sobre as linhas da matriz
A (operagoes elementares sobre as colunas da matriz A podem ser definidas de modo
andlogo). E facil verificar que operacoes elementares sobre as linhas da matriz ampliada A’

correspodem a efetuar combinagoes lineares das equagoes do sistema de equacoes lineares
AX =B.
Observacgoes 1.12 1. Cada operacao acima tem uma inversa do mesmo tipo:

(a) L; — L; é sua prdpria inversa.
(b) Ly — cL; e c'L; — L; sio inversas.

(¢) Li —» Ly +cLj e Ly + ¢ 'L; — L; sdo inversas.
2. Note, também, que as operacoes acima sao equivalentes a:

(CL) PijA, OTld@ Pij = In — E” — Ejj + Eij + Eﬂ
(b) Si(c)A, onde S;(c) =1, + (¢ — 1)E;; (a matriz S;(c) é chamada de dilatacao).
(¢) Vij(c)A, onde Vii(c) = I, + cE;j,i # j (a matriz V,j(c) é chamada de

transversao).

Teorema 1.13 Se um sistema de equagoes lineares é obtido de outro através de um

numero finito de operagoes elementares, entao eles sao equivalentes.

Prova. E claro que basta provar que uma operacao elementar sempre produz um sistema
equivalente. As operagoes (1) e (2) sao facilmente provadas. Suponhamos que a operagao
consiste na substituicao da i-ésima linha pela ¢-ésima linha mais ¢ vezes a j-ésima linha

com i < j. Entdo o sistema (1.2) pode ser escrito sob a forma

L1X - b1
Li X =0
L + L)X = b; + cb,
( .7) . J (1.3>
LjX - bj
L, X =b,,.

Agora, se Y ¢é solucao do sistema (1.2), entao é claro que Y também é solugao do sistema

(1.3). Reciprocamente, seja Y uma solugao do sistema (1.3), de modo que, em particular,

(Lz + CL]‘)Y = bl + ij € L]Y = bj.
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Como
(LZ + CLj)Y = LZY + CL]‘Y
temos que
LY =b;
Portanto, Y é solucao do sistema (1.2). |

Uma matriz n X n é chamada de matriz elementar se ela foi obtida por efetuar exata-

mente uma operacao elementar sobre as linhas (as colunas) da matriz identidade I,,.

Proposicao 1.14 Sejam A € R™" e E,, (E,) a matriz elementar obtida por efetuar
uma operagao elementar T sobre as linhas (as colunas) da matriz L, (I,), isto é, E,, =
T(,) (E, = T(L,)). Entao E,,A (AE,) é a matriz obtida por efetuar uma operagao
elementar T sobre A.

Prova. (Caso m = 3 e n =4). Consideremos a matriz

11 a2 Q13 aiq
A= Q21 Q22 Q23 A24

a31 dazz G33 (a34

Se E3 é a permutacao Ly < Ly de I3, entao

010 aix Q12 A13 Qaig Q21 Q22 A23 Q24
E3A: 1 00 a21 QA22 Q23 Q24 = ail a2 aiz Qaiq :T(A)-
0 01 agy sy a3z 034 azy Ay a3z 034

Se E3 é a multiplicacao Ly <+ cLo de I3 com ¢ # 0, entao

100 ain Q2 a3 Q14 a;r Q2 a3 Qg
EgA = 0 ¢c O 21 Q922 23 A4 = Cl21 CQg2 Cd23 Ca24 =T (A) .
0 01 a31 32 33 434 a31 A3z Ga33  A34

Se E5 é a substituicao Ly — Lo + cLq de I3, entao

1 00 a1 Q12 Q13 Q14
E3A = c 1 0 o1 Q922 Q23 0A24 =
| 0 01 azp asp asz a3
[ ai a2 ai13 Q14
G21 + ca11 Qg2 + Caiz Qg3 + Caiz G4 + CA14
i asy aso ass 34
= T(A).

Esse procedimento se aplica ao caso geral. [ |
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Corolario 1.15 Toda matriz elementar E € R™*™ é invertivel e sua inversa é uma matriz

elementar.

Prova. Como E = T(I,,) temos, pelo item (1) da Observagao 1.12, que I, = T7'(E). Se
F ¢ a matriz elementar obtida por efetuar T~! sobre I,,, isto ¢, F = T~1(I,), entao, Pela
Proposigao 2.20,

FE =T 'E) =1L,

E facil verificar diretamente que EF = I,,. |

Coroléario 1.16 Sejam A, B € R™*". Se B for obtida de A através de um nimero finito

de operacoes elementares sobre as linhas e as colunas da matriz A, entao B é equivalente
a A.

Prova. Pela Proposicao 2.20, temos que
B=E,---E/AF, - -F,,

onde E; e F; sao matrizes elementares. Fazendo P = E;---E; e Q = F; - - - F;, obtemos

matrizes invertiveis P e Q tais que
B = PAQ,
isto é, B é equivalente a A. [ |

Sejam A e R duas matrizes m x n. Dizemos que R é equivalente por linha (por coluna)
a A se R for obtida de A através de um nidmero finito de operacoes elementares sobre as
linhas (as colunas) da matriz A, isto é,

R=E, --E/A, (R=AF, - -F)
onde E; (F,) sdo matrizes elementares.

Exemplo 1.17 As matrizes abaixo sao equivalentes por linhas:

11 -2 4 100 12
A=11-13|—-—=R=[010 —3
14 -45 001 -1

€
1 4 31 100 3
A=|2 5 44|—---—>R=]010 -2
1 -3 -2 5 001 2

Uma matriz R é reduzida por linha a forma em escada se:

1. O primeiro elemento nao-nulo em cada linha nao-nula de R for igual a 1.
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2. Cada coluna de R que contém o primeiro elemento nao-nulo de alguma linha tem

todos os outros elementos nulos.

3. Toda linha de R cujos elementos sao todos nulos ocorre abaixo de todas as linhas

que possuem um elemento nao-nulo.

4. Se as linhas i = 1,...,r, com r < m, sao as linhas nao-nulas de R e se o primeiro

elemento nao-nulo da linha ¢ ocorre na coluna k;, entao

ki <ky<---<k,.

Observagao 1.18 O primeiro elemento em qualquer linha de R na posicao (i,k;) é

chamado de pivo.

Exemplos 1.19 1. A matriz

100 3

R=|010 -2

001 2

estd na forma em escada.
2. A matriz

00 3

R=|001 -2

1 0 4

nao estd na forma em escada, pois k1 = 1, ko = 3 e k3 = 2 ndao implica que
ki1 < ko < ]{73.
Exemplo 1.20 Sejam A € R™" e E uma matriz elementar n X n. Mostre que

det(AE) = det(EA) = det A det E.

Em particular, prove o Teorema de Binet-Cauchy.

Solugao. Aplicando os itens (1), (2) e (6) da Proposigao 2.14 e a Proposicao 2.20, obtemos

det(AE) = det(EA) = det A det E.

Teorema 1.21 Toda matriz m X n é equivalente por linha a uma matriz na forma em

escada.
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Prova. Seja A = [a;;] uma matriz m x n. Se A = O, nada hd para ser provado. Se
A # O, entao existe a;; em A tal que a;; # 0. Entre todas as linhas de A, escolhemos
aquela em que k; seja o primeiro j para o qual a;; # 0. Logo, permutando a i-ésima
linha com a primeira linha (L; < L;) movemos o elemento a;;, para a posicao (1, k).

Multiplicando a primeira linha de A por ai’ki, obtemos uma matriz cuja primeira linha é

[0 .. 01 bl(k+1) bln]'

Agora, substituindo a i-ésima linha pela i-ésima linha mais (—a;, ) vezes a primeira linha,

i #1 (L; — L; + (—aix)L1), obtemos uma matriz da forma

0 -+ 0 1 by -+ b
0 -+ 0 0 bygger)y -+ ban
0 -+ 0 0 buggirny b

Se todos b;; = 0, acabou. Se algum b;; # 0, entao o processo acima pode ser repetido,

obtendo uma matriz da forma

0 .- 010 --- 00 Clihot1) c1n |
0 - 000 -+ 01 Cyprry =+ Com
0 -+ 000 -+ 00 C3hpr) - Can
[0 - 000 -+ 00 Cothost) "+ Coun |
E assim sucessivamente. [ |

Corolario 1.22 Toda matriz m X n é equivalente a uma matriz da forma

I. O

E"" =
0 O

Y

onde r < min{m,n}, I, é uma matriz identidade r X r e O siao matrizes nulas.

Prova. Seja A = [a;;] uma matriz m x n. Se A = O, nada hd para ser provado. Se
A # O, entao existe a;; em A tal que a;; # 0. Entao permutando a ¢-ésima linha com a
primeira linha (L; <> L) e a j-ésima coluna com a primeira coluna (C; < C}) movemos o
elemento a;; para a posicao (1,1). Multiplicando a primeira linha de A por ai_jl, obtemos

uma matriz cuja primeira linha é

[1 bz -+ bi, .

Agora, substituindo a i-ésima linha (j-ésima coluna) pela i-ésima linha (j-ésima coluna)

mais (—a;1) ((—a1;)) vezes a primeira linha, ¢ # 1 (primeira coluna, j # 1) (L; —
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L; + (—an)Ly (C; — Cj + (—ay;)Ch)), obtemos uma matriz da forma

1 0 - 0
0 by -+ by
0 bm2 e bmn

Se todos b;; = 0, acabou. Se algum b;; # 0, entao o processo acima pode ser repetido

com a submatriz (m — 1) x (n — 1) [b;;]. E assim sucessivamente. |

Sejam A uma matriz m X n e R uma matriz m x n linha reduzida & forma em escada
de A. O posto (linha) de A, em simbolos posto(A), é igual ao nimero de linhas nao-nulas
de R. A nulidade de A, em simbolos nul(A), é igual a

nul(A) = n — posto(A).

Em particular,
posto(E™") = r, onde r < min{m,n}.

Exemplo 1.23 Determine o posto e a nulidade da matriz

1 210
A= -1 035
1 =2 11

Solucao. Reduzindo a matriz A & forma em escada

1 210 100 —%
A=|-1 035|—-—R=|010 —31],
1 -2 11 001 &

|

temos que o posto(A) =3 eanul(A)=4—-3=1.
Proposigao 1.24 Seja A € R"™". Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

1. O posto de A é igual a n;
2. A ¢é equivalente por linha a 1,;
3. A é invertivel;

4. A é um produto de matrizes elementares.

Prova. (1. = 2.) Suponhamos que posto(A) = n e que R seja uma matriz linha reduzida
a forma em escada de A. Entao, por definicao, R = I,,. Logo, A é equivalente por linha

al,.
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(2. = 3.) Seja R uma matriz linha reduzida a forma em escada de A. Entao
R =E;---E/A,

onde E; sao matrizes elementares. Assim, se R = 1I,,, entao
A=E" - E'

é invertivel, pois cada E; ¢é invertivel, para:=1,... k.

(3. = 4.) Seja R uma matriz linha reduzida a forma em escada de A. Entao
R=E; - --E/A,

onde E; sao matrizes elementares. Assim, se A ¢é invertivel, entao
R=E;---E/A

é invertivel. Logo, R =1, e
A=E" - E

(4. = 1.) Suponhamos que A seja um produto de matrizes elementares e que R seja uma
matriz linha reduzida a forma em escada de A. Entao, por definicao, R = 1,,. Portanto,

o posto de A é igual a n. [ |

Teorema 1.25 Sejam AX = B um sistema de equacgdes lineares com m equagoes e n

incognitas e A’ sua matriz ampliada. Entao o sistema tem solucdo se, e somente se,
posto(A) = posto(A’)

ou, equivalentemente, a forma reduzida da matriz A’ ndo contém uma linha da forma
(0,...,0,b) comb+#0.

Prova. Seja R uma matriz linha reduzida a forma em escada de A. Entao, pelo Teorema

1.13, os sistemas AX = B e RX = C tém exatamente as mesmas solucoes. Logo,
posto(A) = posto(A’).
Reciprocamente, se
r = posto(A) = posto(A’),

entao R possui r linhas nao-nulas com o primeiro elemento nao-nulo da linha ¢ ocorrendo
na coluna k;. Logo, o sistema AX = B ¢é equivalente ao sistema RX = C, onde C = [¢;]*

com ¢; = 0, para ¢ > r. Portanto, o sistema AX = B tem solucao. [ |

Observagao 1.26 Sejam AX = B um sistema de equagoes lineares com m equagoes e n

incognitas e A sua matriz ampliada.



26

CAPITULO 1. MATRIZES E SISTEMA DE EQUACOES LINEARES

1. Se posto(A) = posto(A’) e posto(A) = n, entdo o sistema tem uma dnica solugdo.

Em particular, se m = n, entao para determinar a solu¢ao do sistema basta trans-

formar a matriz

na matriz

. Se posto(A) = posto(A’) e posto(A) < n, entio o sistema tem infinitas solugdes.

Neste caso, existem

nul(A) = n — posto(A)

varidveis livres.

. Se posto(A) < posto(A’), entao o sistema nao tem solugdo.

. Uma maneira alternativa de resolver o sistema AX = B é considerando a matriz

A-associada
At 1,

-B' ! O

Assim, o sistema AX = B tem uma solugdo particular X, se, e somente se,

At T, R' : S

_B' i O o i Xt

onde R' é a matriz linha reduzida o forma em escada de A'. Portanto, a solugdo

geral do sistema é X = X, + X, onde

n

Xy = E ¢iSi, ¢ € R,
i=k+1

k = posto(A') es;, i = k+1,...,n, sio as linhas da matriz S. Note que X, é a

solugao do sistema homogéneo AX = O.

Exemplo 1.27 Resolva o sistema

r+2y—22=1
2v+y—22=6
x+8y—62=-T7.
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Solugao. Vamos escalonar a matriz A-associada

1 2 1: 1 0 0 1 0 5 : -2 0

2 1 8: 0 1 0 0 1 -2 2 -3 0

-2 -2 —6: 0 0 1|—=-—| 0 0 0 2 21

-1 =6 7 i 0 0 0] 0 0 0 H -2 0]
Portanto,

11 4 2 2
X=(=,-= | R
<37 370)+c(3737 >7VC€ )

é a solugao geral do sistema. Fazendo ¢ = 0, temos que a solugao particular do sistema é

11 4
Xp - (g, —g,O)

EXERCICIOS

. Determine a,b € R, de modo que o sistema

$1+2$2—2$3:7
3x1+x2—5x3:b .

—o1 +avy + 23 =3

tenha infinitas solucgoes.

Seja o sistema
r1 — 229 + 13 = by
201 + 22+ 23 =0bo .
5xy — T3 = b3

Determine condicoes sobre by, by e bz, de modo que o sistema tenha solucao.

Determine A € R, de modo que exista uma matriz B € R?**? tal que
1 2 3 1 2
4 5 6| B=|31
7T 8 A 5 5
Sejam
1 1 2 1
A' = 7B - bl C - G R2X2
-1 -1 1 2

Determine uma matriz X € R?*2, de modo que

XA —2X + XB? = C? - XA — XB2
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5. Seja t € R fixado e considere os conjuntos

U = {(z.y.2) R 1o —y+tz =2}V ={(z,9,2) ER* 1y + 2 =1},
W = {(v,y,2) eR*: 2 — (1 +t)y =t}

Determine U NV N W. Dé uma interpretacao geométrica desse problema.

. Seja a matriz

1 210
A=| -1 0 3 5| eR¥>,
1 -2 11

Determine uma matriz R linha reduzida a forma em escada que seja linha equi-
valente a A e uma matriz 3 x 3 invertivel P tal que R = PA. (Sugestao: Basta
reduzir a matriz

[A i I;]— - —[R ! P]

a forma em escada.)

. Determine a inversa da matriz

11
L5 3
|1 11
A=|3 35 1
1011
3 4 5
(Sugestao: Basta reduzir a matriz

a forma em escada.)

. Sejam A, B € R™*". Mostre que A é equivalente B se B for obtida de A por uma

seqiiéncia finita de operacoes elementares por linha e coluna.

. Seja
1 2 =3
A= 2 5 —4
-3 —4 8

Determine uma matriz invertivel P tal que

10 0
P'AP=D=[01 0
0 0 =5

Note que A* = A e D é diagonal. (Sugestao: Considere a matriz
1 2 -2 :100
B=1 2 5 -4:010]/,
-2 —4 8 : 001
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agora aplique as operacoes de linhas e as correspondentes oparagoes de colunas para

reduzir B & forma
10 -3: 100
01 2 -2 10,
-3 2 8: 001
continue até obter
[D : P])
10. Determine todas as fungoes f : R — R da forma

f(z) = a+ bz + cx? + da® + e,

de modo que

f+f/+f//+f///:1
11. Uma matriz
aq bl C1
A= a9 bg (&) € RSXS
as bg C3

é um quadrado mdgico de ordem 3 se a soma das trés linhas, a soma das trés colunas

e a soma das duas diagonais sao todas iguais ao mesmo niimero s.

(a) Reescreva as condigoes para um quadrado mégico como um sistema de 8

equacoes lineares nas variaveis s, a;, b; € ¢;, 1 = 1,2, 3 e resolva esse sistema.
(b) Mostre que 3by = s.

(c) Substitua as estrelas por nimeros, de modo que a matriz

* 1 x
A= % x x
2 % 4

seja um quadrado mégico.

12. Mostre que as matrizes do item (2) da Observacao 1.12, possui as seguintes pro-
priedades:
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13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Sejam A € R™" ¢ B € R™*!. Mostre que se o sistema AX = B tem uma solugao

X € C™! entao ele tem também uma solucao X € R™*!,

Considere a matriz

1 -1 1
A=|[2 01
3 01
Determine matrizes elementares Eq, ..., E; tais que
E. - --EA=1;.
Mostre que
1 2 22 - ot
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Esse determinante ¢ conhecido como o determinante de Vandermonde. (Sugestao:
Use inducao em n e considere as operagoes elementares sobre colunas Cj11 — Cjpq —
ijy,j ::1,...,nm— 1)

Mostre que
So S1 S22
det | s1 sy s3 | =[(a=b)(a—c)(b—)P,

So2 53 54

onde s; =a' + b + ¢, i=0,1,2,3,4.
Seja A € R™*". Mostre que as seguintes condigoes sao equivalentes:
(a) A é invertivel;

(b) O sistema AX = O tem somente a solugao nula X = O;
(c) O sistema AX =Y tem uma solugao X, para toda Y € R™*!,

Seja A € R™™. Mostre que se existir B € R"*" tal que BA =1, ou AB =1,

entao A é invertivel.



