Capitulo 2

Geometria Analitica

Neste capitulo apresentaremos uma representacao geométrica do conjunto dos niimeros
reais, o sistema de coordenadas cartesianas, a equacao geral da reta, métodos gerais para
tracar graficos de curvas e conicas.

No que segue vamos precisar das nocoes primitivas no plano ponto e reta. Entre essas
nogoes primitivas Hilbert (matemédtico alemao David Hilbert, 1862 - 1943), supde que
existem trés relacoes primitivas: um ponto estd entre dois pontos, um ponto estd em uma
reta e a relacao de congruéncia. Essas nocgoes e relagoes primitivas devem satisfazer os

seguintes axiomas:.

e Axiomas de ordem (estd entre)
e Axiomas de incidéncia (estd em).
e Axiomas de congruéncia.

e Axioma das paralelas

O leitor interessado em mais detalhes pode consultar [1].

2.1 Representacao (Geométrica dos Niimeros Reais

Nesta secao vamos mostrar, de um ponto de vista intuitivo, que os nimeros reais
podem ser identificados com os pontos de uma reta.

Dados os pontos A e B do plano, com A # B. A tnica reta r que passa por A e B
serd chamada de reta suporte ou diregao.

Um segmento de reta (fechado) determinado por A e B, denotado por AB ou BA, é
o conjunto de todos pontos formado por A e B e os pontos da reta suporte que estejam
entre A e B. Neste caso, A e B chamam-se os pontos extremos.

Fixemos sobre a reta r um ponto O. Agora, escolhamos um outro ponto P; sobre r e
uma unidade de comprimento u, de modo que u seja igual ao comprimento do segmento
OP;.
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32 CAPITULO 2. GEOMETRIA ANALITICA

Com um compasso de abertura OP; centrado em P; marcamos o ponto P, a partir

do qual, obtemos o ponto Pj, e assim sucessivamente, obtemos a seqiiéncia de pontos
P1>P2>P3>"'7

sendo que o n-ésimo ponto P, dista n unidades do ponto O. De modo andlogo, obtemos

a seqiiéncias de pontos

P, Py Py, ...
na diregao oposta (confira Figura 2.1).
u

I;_3 ];_2 P'-l b ];1 };2 };3 r

Figura 1: Marcando os pontos P, sobre 7.

Assim, identificamos cada n € Z com um ponto P, € r. Portanto, a figura acima se
transforma na Figura 2.1.

o3 2 1 0 1 2 3.7

Identificando cada n € Z com um ponto P, € r.

Dado

m
r=—€qQ,
n

com n > 0. Como podemos associar x a um inico ponto da reta r?

Primeiro. Se m > n, entao, pelo algoritmo da divisao, existem tnicos ¢, s € Z tais

que
m=qgn—+s, onde s € {0,1,...,n—1}.
Assim,
m s s
r=—=q+-=q",
n n

onde ¢2 é chamada de fragao musta.

Segundo. A partir de ¢ tracemos uma reta que faz um certo angulo com a reta r.
Agora, com uma dada abertura do compasso, marcamos a partir de ¢, n pontos sobre essa
reta. Unimos o ultimo ponto P ao ponto g+ 1 e tracemos paralelas ao segmento P(q + 1).
Essas paralelas dividem o segmento ¢(q + 1) em n partes iguais.

Terceiro. Tomamos as s primeiras dessas partes. O ponto final da tltima parte é o

ponto que corresponde ao nimero z Figura a seguir??
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Exemplo 2.1 Marque o ponto x = —% sobre a reta r.

Solugao. Como —7 = (—2)6 + 5 temos que

=245
+6

7 5
6

o resultado segue da Figura 77?.

372 A0 0 1 2 3 r

N

Marcando o ponto —g sobre a reta 7.

Assim, identificamos cada z € Q com um ponto P € r. Portanto, obtemos a Figura 77.

I~

“3 2 1 0 1 2 3. 7

Identificando cada z € Q com um ponto P € r.

Lema 2.2 \/5 é um numero irracional.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que v/2 seja um nimero racional, digamos

a
D
V2 b

com mdc(a,b) = 1, isto é, ¢ é uma fragao irredutivel. Elevando ao quadrado ambos os

membros, obtemos
2

a
22? ou 2b* = d®.

Logo, 2 | a® implica que 2 | a (prove isto!) e, assim, existe ¢ € Z tal que a = 2c. Assim,
20% = 4c? & b? = 2¢7,

de modo andlogo, 2 | b. Portanto,

2 | mdc(a, b),

ou ainda, 2 | 1, o que é uma contradicao. |
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Agora, vamos mostrar como podemos associar o nimero irracional /2 a um tnico
ponto da reta r?

Primeiro. Desenhamos a partir de 0 um quadrado com um lado sobre r e de compri-
mento igual a 1.

Segundo. Usamos o Teorema de Pitdgoras para calcular a diagonal do quadrado d e
com uma abertura do compasso igual a d tracemos uma circunferéncia C' centrada em 0.

Terceiro. O ponto P da intersecio de C' e r é o niimero irracional /2 (confira Figura
77?).

e300 2 < 0 IV 2 3 r

Marcando o ponto V/2 sobre a reta .

Conclusao 2.1 Fuxiste uma correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta r e o con-

junto dos nimeros reais.

Uma reta r na qual foi estabelecida uma correspondéncia biunivoca entre seus pontos
e o conjunto dos nimeros reais R serd chamada de reta numérica ou eizo real. O ponto
O serd chamado de origem e o nimero x associado a um ponto P de r serd chamado de
coordenada de P ou abscissa de P. A reta r fica orientada, pois nela podemos destiguir
dois sentidos de percurso: sentido positivo ou semi-reta positivo, que é o das coordenadas

crescentes, e sentido negativo ou semi-reta negativo, que é o das coordenadas decrescentes.

-3 -2 -1 0 1 2 3 mas ¥

Identificando cada z € R com um ponto P € r.

1
TN

\ 4

Se na reta numerica os pontos P e () tém coordenadas x e y, repectivamente, entao

|x — y| é a distancia entre P e @), denotada por

d(P,Q) = |z —yl|.

De fato, se x —y > 0, isto é, x > y, entao a distancia é x — y, enquanto que se v —y < 0,

isto é, < y, a distancia é y —x = —(z — y). Portanto, a distancia entre P e Q) é |z — y|.

EXERCICIOS
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1. Marcar os pontos abaixo sobre a reta r:

(@ 3 0 =% (7 @ -2 (o 3§ ()5 (9 104
2. Marcar os pontos abaixo sobre a reta 7:

@ V3 () VB () V5 (d v2+v3 (e) V2T (f) V7.
3. Seja p € N um ntimero primo. Mostrar que ,/p é irracional.

4. Sejam r,s € R, com r # 0. Mostrar que se r é racional e s é irracional, entao r + s,
r—s,rse % sao irracionais. Conclua que se r, s sdo irracionais e r? — s? é racional

nio-nulo, entdo r + s e r — s sio irracionais. Por exemplo, se r = /3 e s = V2.

5. Marcar o ponto ¢ + v/2 sobre a reta r, para todo ¢ € Q.

2.2 Sistema de Coordenadas Cartesianas

Dados dois conjuntos nao-vazios A e B, o produto cartesiano de A por B é o conjunto

de todos os pares ordenados (z,y), com x € A e y € B. Notagao
AxB={(z,y):z € A evyéc B}
Por exemplo, se A = {1,2,3} e B = {a, b}, entao
Ax B=A{(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}.

Seja O um ponto fixado no plano. Com origem em O, consideremos dois eixos perpen-
diculares entre si, os quais sao chamados de eizo dos = e dos y, respectivamente (confira
Figura 2.1).

VA
S
A B
: r
0 ‘P X

Figura 2.1: Sistema de eixos perpendiculares.

Para cada ponto P do plano tracemos uma paralela ao eixo y, que intercepta o eixo

dos = no ponto P, cuja coordenada = é chamada de abscissa de P. Tracemos, também,
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por P uma paralela ao eixo x, que intercepta o eixo dos y no ponto P, cuja coordenada
y é chamada de ordenada de P. Portanto, cada ponto P do plano determina um par
ordenado de nimeros reais (x, y) e vice-versa. Os pontos P; e P, sao chamados as proje¢ées

ortogonais de P sobre os eixos dos x e dos y, respectivamente.

Conclusao 2.2 Fuxiste uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano e os pares

ordenados de nimeros reais.

Para indicar que x e y sao a abscissa e a ordenada do ponto P, escreveremos
P = (z,y).
Vamos usar R? para indicar o conjunto dos pares ordenados de niimeros reais, isto &,
R*=R xR ={(z,y): 2,y € R}.

O sistema formado pelo dois eixos perpendiculares é chamada de sistema de coorde-
nadas cartesianas ou plano cartesiano e O = (0,0) é a origem do sistema. Os eixos z
e y sao chamados de eizos coordenados. (Sistema de eixos foi introduzido pelo filésofo e
matemadtico francés René de Descartes, 1596 - 1650). Note que eles dividem o plano em

quatro partes chamadas de quadrantes (confira Figura ?7).

YA

Sistema de coordenadas cartesianas.

Exemplo 2.3 Faga o grifico dos pontos (—4,—-3), (—3,0), (—2,3), (1,2), (0,—-2), (2,0)
e (4,3).

Solugao. Para marcar o ponto (—4, —3) no plano cartesiano, devemos andar quatro
unidades para & esquerda no eixo dos x e trés unidades para baixo no eixo dos y. Os

outros pontos sao marcados de modo andlogo (confira Figura ?77).
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Representacao grafica de pontos.

Uma equacdo em R? é uma igualdade da forma
3t —6y+6=0ou2?—4y*+3=0.
O grifico ou (a curva ou o lugar) de uma equagao em R? é o conjunto de todos os pontos
(z,y) que satisfazem esta equagao.

Exemplo 2.4 FEsbocar o grifico da equag¢ao
v —x—2=0.
Solucao. Como
V—r—-2=0y =c+2ey* >0
devemos escolher os = € R tais que x > —2. Assim, vamos construir a tabela
zl-2 -1 -1 0 0 1 12 2

y| 01 -1 V2 -2 V3 —VB 2 —2

para depois esbogar o grafico (confira Figura 77).
VA

O gréfico da equacdo y? —z — 2 = 0.
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EXERCICIOS
1. Faga o gréfico dos pontos (3,0), (0,—-2), (2,2), (—=2,-3), (1,—1), (=3,4) e (—:—;,2).
2. Todo ponto pertencente ao eixo das abscissas possui uma mesma ordenada. Qual é
o valor dessa ordenada?
3. Todo ponto pertencente ao eixo das ordenadas possui uma mesma abscissa. Qual é
o valor dessa abscissa?
4. Dar os sinais da abscissa e da ordenada de um ponto, conforme ele pertenca ao 1.7,
2.2, 3.2 e 4.° quadrante.
5. Determinar x e y de modo que:
(a) 2z —1,y+2)=(3x+ 2,2y — 6).
(b) (x+2,y—3)=(2x+1,3y—1).
(c) (22,2 —8)=(1—3y.y).
(d) (2% +,2y) = (6,5°).
(e) (% ]2]) = (3,2)
6. Determinar x de modo que:
(a) (3z — 1,2x — 1) pertenga ao 1.° quadrante.
(b) (z + /3, —2x — 4) pertenca ao 4.° quadrante.
7. Dados os pares ordenados (2,1), (0,1), (—=2,3), (1,0), (—1,—2), determinar quais
deles pertencem ao conjunto
A={(z,y):y=2-1}
8. Se A=[-2,5] e B =]1,6], determinar A x B e B x A. Representar graficamente.
9. Esbocar o grafico das equacoes abaixo:
(@) y=22+5 (d) y=5 (9) y=lz|-5
(b) y=—-4x+3 (e) z=3y*+1 (h) y=2a°
() y*=2-3 (f) y=lz=5 (i) 2>+y*=4
10. Escreva uma equagao cujo grafico é o eixo dos z. Escreva uma equacao cujo grafico
é o eixo dos y.
11. Sejam C e D subconjuntos de B. Mostrar que se B = C'U D, entao

AxB=(AxC)U(Ax D).
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2.3 Distancia entre Dois Pontos

Sejam P, = (x1,71) e Py = (x4, y,) dois pontos distintos de R%. Entao h4 trés casos a
ser considerado:
1.2 Caso. Se o segmento P, P, é paralelo ao eixo dos y, isto é, x1 = x5, entao a

distancia entre P, e P, é
d(Pr, P2) = [y2 — y1].

2. Caso. Se o segmento PP, é paralelo ao eixo dos z, isto é, y; = y», entao a
distancia entre P, e P, é
d(Pl,PQ) = |£U2—l’1|.

3.2 Caso. Se o segmento P; P, nao é paralelo ao eixo dos x e nem ao eixo dos y, isto
é, T1 # x5 e Y1 # Yz, entao tracando por P; uma paralela ao eixo dos x e por P, uma
paralela ao eixo dos y, obtemos um triangulo retangulo P,QP,, com Q) = (x2,¥;), cujos

catetes P1() e QP, tém, pelos casos anteriores, distancias
d(Py, Q) = |[rg — 1] e d(P, Q) = |y — 4],
respectivamente. Assim, obtemos pelo Teorema de Pitdgoras
d(Py, Po)? = |zy — 21 + yo — wa |

ou, equivalentemente,

d(Py, P2) = \/(z2 — 71)% + (32 — 11)?

(confira Figura ?7).

VA VA
3 1 P P
R P
5| : .
> —>
0 =x x % 0 X
B ulleyl 0

i) — 4P

Distancia entre os pontos P; e Ps.

Exemplo 2.5 Mostrar que o ponto P = (1,2) é eqiidistante dos pontos P, = (0,0),
P2 = (2,0) €P3 = (0,4)
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Solucao. Basta mostrar que

d(P,P)) = d(P, P,) = d(P, Py).

Logo,
d(P,P1) = /(0 -1)2+ (0 —2)2 = /5
d(P,P)=/(2-12+(0-2)2=+5 .
d(P,P) = /(0-1)2+ (4 -2)2 =5

Portanto, o ponto P = (1,2) é eqiiidistante dos pontos P, = (0,0), P, = (2,0) e P; =
0,4).

Sejam A = (z1,1), B = (22, 32) pontos distintos de R? e P = (z,y) um ponto da reta
suporte de A e B. A razdo simples ou razao de divisao (A, B; P) é um elemento A\ € R

tal que
_ron_y—u
To =T  Ya2—Y

Note que A > 0 se P estd entre A e B, caso contrdrio, A < 0. Se A\ # —1, entao

A

_ZL“1—|-)\£L“2€ Yyt Ay
1+x YT T

Em particular, se A = 1, entdo P é o ponto médio do segmento AB. Além disso,

d(A, P) = |\ d(P, B).

EXERCICIOS

1. Calcular a distancia entre:
(@) PL=1(2,-3) e P,=(-3,2) (¢) PL=1(2,3) e P,=(-2,6)
(b) Pr=(1,2) e P,=(-3,4) (d) Pr=(3,3) e Po=(—-1,7).

2. Sejam os pontos A = (2,7), B = (6,4) e C = (—2,4), mostrar que o tridngulo ABC

¢é isésceles.

3. Dados os pontos A = (1,4), B= (5,1) e C = (5,4).

(a) Calcular o perimetro do tridangulo ABC.

(b) Mostrar que o triangulo ABC' é retangulo e calcular sua drea.

4. Determinar = de modo que a distancia entre A = (z,2) e B = (1,—1) seja 5

unidades.
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5. Determinar um ponto P do eixo das abscissas, sabendo que P é eqiiidistante dos
pontos A = (3,8) e B=(9,2).

6. Determinar x de modo que o ponto P = (3,x) seja eqiiidistante dos pontos P; =
(0,4) e P, = (6,0).

7. Sabendo-se que A = (2, —1) e B = (—1, 3) sao vértices consecutivos de um quadrado,

determinar os outros dois.

8. Calcular o comprimento da mediana relativa ao lado BC' do tridngulo de vértices
A=(2,17), B=(—6,1) e C = (—4,—15).

9. Se arazdo de divisao (A4, B; P) ¢ igual a 2, onde A = (1,7) e B = (6, —3), determinar
o ponto P.

10. Se a razao de divisao (A, B; P) é igual a —%, onde A = (=2,1) e B = (3,—4),

determinar o ponto P.

2.4 A Reta

O gréfico da equacao
Ax 4+ By+C =0, (2.1)

onde A, B e C sao constantes e pelo menos um dos dois, A ou B, seja nao-nulo, é uma
reta. A equagao (2.1) é chamada de equagdo geral do 1.° grau em x e y ou equag@o
cartesiana da reta. (A geometria analitica foi ciriada pelo matemadtico francés Pierre de

Fermat, 1601-1665). Note que a equagao
ANz + ABy + \C' =0,

para todo A € R com A # 0, representa o mesmo gréfico da equagao (2.1).
Uma maneira de esbogar o grédfico de uma reta é determinar as suas intersecoes com

os eixos coordenados: Se A # 0, entao, fazendo y = 0, obtemos o ponto
C
(_27

de intersecao da reta com o eixo dos z, o qual é chamado de intercepto x. Se B # 0,

P = 0)

entao, fazendo x = 0, obtemos o ponto

de intersecao da reta com o eixo dos ¥y, o qual é chamado de intercepto y.

Exemplo 2.6 FEsbocar o grifico da reta

3+ 2y —6=0.
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Solucao. Para esbocar o griafico de uma reta basta determinar os interceptos = e v,
respectivamente. Fazendo y = 0, obtemos
6
3x—6:0:>3x:6:>x:§:2.
Logo, P, = (2,0) é o ponto de intersegdo da reta com o eixo dos z. Fazendo y = 0,
obtemos

6
2y—6:0:>2y:6:>y:§:3.

Logo, P, = (0,3) é o ponto de intersegao da reta com o eixo dos y. Portanto, o gréfico da

reta é dado pela Figura ?77.
VA

Gréfico da reta 3x + 2y — 6 = 0.

Angulo & um conjunto de duas semi-retas ndo colineares de mesma origem. Assim,
se r e s sao duas semi-retas de mesma origem, denotamos o adngulo por 0 = Z(r,s) ou
0 = Z(s,r). Note que se 7’ e s’ sdo as semi-retas opostas a r e s, respectivamente, entao
0 = Z(r',s") (oposto pelo vértice), o = £(1',s) e B = Z(r,s’) sdo os angulos adjacentes a
6.

A inclinacdo, declive ou coeficiente angular de uma reta é a tangente do angulo que

ela faz com o eixo dos z (confira Figura 77).

yjr y‘#

. {(; B \—\6
/A_ % o _¢C

C\>x
¢ A

Inclinagao da reta Az + By + C = 0.
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Logo,
% se 0 <0 <3,
—
—% se 5 <0 <m.

Portanto, se B # 0, a equacao (2.1) pode ser escrita sob a forma

y=mx+b, onde b= —%. (2.2)

A equacao (2.2) é chamada de forma inclinagdo intercepto (ou equagdo reduzida) da reta

e b é chamado de coeficiente linear da reta.

Observagao 2.7 Se B =0, entdo a equagao (2.1) é a reta

C
= _——

A

paralela ao eixo dos y. Neste caso, a inclinacao m nao estd definida.

Exemplo 2.8 Determinar a equac¢iao da reta que passa pelo ponto P = (2,1) e tem
mclinagao m = —1.
Solugao. A equacao da reta que tem inclinacao m = —1 é

y=—x+b.

Como P = (2,1) é um ponto dessa reta temos que
1=-24+b=0b=23.

Portanto, y = —z 43 é a equagao da reta que passa pelo ponto P = (2, 1) e tem inclinagao
m = —1.

Proposigao 2.9 Sejam P, = (z1,y1) e Py = (xa,y2) pontos distintos de R?. Entdo a
equacao da reta que passa Py e Py é dada por

T=xT 0ouUY—Y = (%) (x — xq). (2.3)
2 — T1

Prova. Como P, # P, hé trés casos a ser considerado.

1.2 Caso. Se r; = x4, entao a reta é paralela ao eixo dos y e, portanto, sua equacao é
r = .

Neste caso, a inclinacao m nao estd definida.
2.2 Caso. Se w1 # x5 € y; = Yo, €ntao a reta é paralela ao eixo dos z e, portanto, sua
equacao é

Yy =1y
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Neste caso, m = 0.

3. Caso. Se w1 # x5 € y; # 1o, €ntao a reta tem inclinacao
Y2—h ( Yi— Y2 )
m = oum=-——-
To — T1 Ty — Tg
e, portanto, sua equacao é
To — X1

Como P, = (x1,41) (ou P2 = (x2,%2)) € um ponto dessa reta temos que

Yy = (92—y1>x1+b.
To — X1
Logo, por subtracao, obtemos

Y= = (u> (z — 1)

To — T
que é a equagao da reta que passa por P; e P, (confira Figura 1.1). |
VA VA
y=5
0 yo= x] =x 0 =X

Reta determinada por dois pontos.

Exemplo 2.10 Determinar a equacao da reta que passa pelos pontos Py = (3,1) e P, =
(—1,2).

Solugao. A reta tem inclinacao

_2-1 1 1
T T T3 T Ty
Logo, a equacao da reta é
1
—1=—(x-3
y 4('17 )7
ou ainda,
1 7
Yy=—-r+-
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Consideremos duas retas, r e s, dadas por suas equagoes cartesianas
Ar+By+C=0e Az+ By+C =0.

Se r nao é paralela ao eixo dos y, entao r e s sao paralelas se, e somente se, elas tém a

mesma inclinacao, isto é,

A A
—_ = —— AB' — A'B =0.
B B = 0

Se r & paralela ao eixo dos ¥y, entao r e s sao paralelas se, e somente se, B = B’ = 0, de

modo que
AB'— AB=0.

Portanto, r e s sao paralelas se, e somente se,

AB'— A'B =0.

Retas paralelas.

Note que, se
C C, / ! / !/
5= (CB"—BC"=0) e AB — AB=0,
entao r e s sao coincidentes. Portanto, r e s sao concorrentes se, e somente se,
AB' — A'B #0.

O feize (a familia) de retas paralelas a r é o conjunto de todas as retas em R? que sao

paralelas a r, cuja equacao é dada por
Ar+By+C+X=0, V A eR.

O feize (a familia) de retas concorrentes a r é o conjunto de todas as retas em R? que

se intercepam em um ponto Py = (g, %) € R?, cuja equagao ¢ dada por

Ar+ By+ C+ M Az +By+C')=0, V AeR.
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Exemplo 2.11 Determinar se as retas sao paralelas ou concorrentes:
1. z2-2y+5=0e3x—-6y+2=0.
2.x—y+1=0e2x—y+2=0.
Solugao. (1) Pelas equagoes temos que A =1, B=—-2e A’ =3, B’ = —6. Logo,
AB' —AB=1-(—6)—3-(~2) = —6+6 = 0.

Portanto, as retas sao paralelas.

(2) Pelas equagoes temos que A =1, B=—-1e A’ =2, B’ = —1. Logo,
AB —AB=1-(-1)—2-(-1)=—-1+4+2=1#0.
Portanto, as retas sao concorrentes.
Finalmente, consideremos duas retas, r e s, dadas por suas equagoes cartesianas
Ar+By+C=0e Az+ B'y+C' =0.

Se r nao é paralela ao eixo dos y, entao a inclinacao de r é

m:tanﬁz'g'.

ylr YA

N

Assim, pela Figura 77, r e s sao perpendiculares se, e somente se,

us
0 =0+ —.
+ 2
Como )
us
'=tan® =tan(0 + =) = —
m an an(f + 2) oy
temos que m - m’ = —1 ou, equivalentemente,

AA"+ BB = 0.
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Se r é paralela ao eixo dos y, entao r e s sao perpendiculares se, e somente se, B = A’ =

de modo que,
AA"+ BB =0.

Portanto, r e s sao perpendiculares se, e somente se,
AA’+ BB =0.
Exemplo 2.12 Determinar se as retas sao perpendiculares ou nao:

1.3r—y—1=0ex+3y=0.

2.xr—y=0ex+2y—1=0.

Solugao. (1) Pelas equagoes temos que A =3, B=—-1e A’ =1, B’ = 3. Logo,
AA + BB =3-1+4(-1)-3=3-3=0.

Portanto, as retas sao perpendiculares.

(2) Pelas equagoes temos que A =1, B=—-1e A =1, B’ = 2. Logo,
AA+BB' =1-1+(-1):3=1-3=-2+#0
Portanto, as retas nao sao perpendiculares mas sao concorrentes, pois

AB'—AB=3-2—1-(-1)=6+1=7#0.

Observagao 2.13 Para estudar a posicao relativa de duas retas r e s, basta discutir o
sistema

Ax + By = -C
Az + B'y = -,

pois quando AB' — A'B = 0, hd dois casos a ser considerado: se CB' — BC" = 0, entao
o sistema é compativel e indeterminado, isto é, infinitas solugées (retas coincidentes);
se CB' — BC'" # 0, entdo o sistema é incompativel, isto é, nao possui solu¢ao (retas
paralelas). Finalmente, quando AB' — A'B # 0 o sistema é compativel e determinado,
isto é, tem uma unica solugdo (retas concorentes). Em particular, se AA'+ BB’ = 0,

entao elas sao perpendiculares.

Proposigao 2.14 Sejam Py = (x,y0) € R? e r uma reta, cuja equagdo cartesiana é
Ax + By + C = 0. Entdo a distdncia de Py a reta v é dada por

dbr) == P
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Prova. E ficil verificar que a equagdo da reta s que passa por Py e é perpendicular a r é
dada por
Seja P, = (z1,71) € R? o0 ponto de intersecao dessas retas, isto é, o pé da perpendicular

tragada de Py a r. Entao
Ar1+ By +C =0e — Bxy + Ay; + Bxrg — Ayg =0,
ou ainda,
A(rg — 1) + B(yo — 1) = Azg + Byo + C
B(zo — 1) — A(yo —y1) = 0.
Assim, multiplicando a primeira equacao por A, a segunda equacao por B e adicionando-

as, temos que

A

Top —T1 =

De modo anélogo, temos que

B
Yo — Y1 = W(A% + By + C).

Portanto, desenvolvendo, obtemos

d(FPo,r) = d(P0>P1):\/($0—$1)2+(yo—y1)2

VA2 + B2

Para finalizarmos esta se¢ao, vamos expressar a equagao da reta que passa em dois
pontos, em forma de determinante.
A equagdo da reta que passa pelos pontos distintos P, = (z1,11) € P, = (x2,2) &,

conforme equagao (2.3), dada por

Y-y = (yr‘%)(éﬂ—xl)

To — T1

ou, equivalentemente,

(2 —21)(y —11) = (g2 — 1) (z — 21),

ou ainda,
(11 — y2)z — (21 — 22)y + (T1y2 — T291) = 0.
E fécil verificar que isto ¢ o desenvolvimento, relativo a primeira linha, do determinante

da matriz
z y 1

A=|x g 1
T2 Y2 1
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Portanto, a equagao da reta que passa pelos pontos Py = (z1,y;) € P, = (x2,12) pode ser

escrita sob a forma de determinante
det (A) = 0.

Exemplo 2.15 Determinar a equagdo da reta que passa pelos pontos P, = (—1,3) e
P2 == (2, 1)

Solugao. J& vimos que a equagao da reta que passa pelos pontos P, = (—1,3) e P> = (2,1)
¢é dada por

z y 1
det -1 3 1 =0 B-1z—(-1-2)y+(—-1-6) =0,
2 11

isto é, 2x + 3y — 7 = 0. O determinante de uma matriz de ordem trés pode, também, ser
obtido pela Regra de Sarrus.

X. . y y
S 3 = Gx+2y-1)-(6+x-y)=2x+3y-7.

7 e
+ 4+ O+

Figura 2.2: Regra de Sarrus.

Observagao 2.16 Sejam r e s duas retas

1. Se suas equagoes cartesianas sao:
Ar+By+C=0e Az+By+C =0.

Uma condi¢do necessdria e suficiente para que r e s sejam paralelas (concorrentes)

é que
0 0 1 0 0 1
det A B 1 =0 |det A B 1 #0
A B 1 A B 1

Observacgoes 2.17 1. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que trés pontos P, =

(x1,91), Po = (22,92) € Py = (x3,y3) estejam alinhados é que

oy 1
det To Yo 1 = 0.

r3 Yz 1
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Exemplo 2.18 Determinar se os pontos Py = (2,3), P, = (3,5) e P3 = (0,—1) estdao

alinhados.
Solucao. Os pontos estao alinhados se, e somente se,
det 3 5 1 =(1040-3)—(0—-24+9)=7—-7=0.
0 -1 1
Portanto, os pontos P, = (2,3), P> = (3,5) e P; = (0, —1) estao alinhados.

Exemplo 2.19 Determinar a equacgao da reta que intercepta os eixzos coordenados, fora

da origem, nos pontos A = (p,0) e B=(0,q).

Solugao. Jé vimos que a equagao da reta que passa pelos pontos A = (p,0) e B = (0,q)

¢é dada por

1
det 1 =0% pqg —qr —py =0.
1

oz R
QO

Portanto, dividindo essa equacao por pq, obtemos

a qual é chamada de equac¢do segmetdria da reta.

EXERCICIOS

1. Determinar a inclinacao da reta que passa pelos pontos dados:

(a) Pr=1(2,-3) e b,=(-42) () Pi=(5.3) e P=(-2,-2)
(b) Pl:(5>2) € PQZ(_2>_3) (d) Pl:(%p_%) € PQZ(_gu_l;)'
2. Determinar k£ de modo que a reta de equacao 3z — 5y + k = 0 passe pelo ponto

P=(1-1).

3. Obtenha a equacgao reduzida de cada uma das retas. Em cada caso, determinar a

inclinagao e o coeficiente linear.
(@) bx—y+3=0 (¢c) z—2y+4=0 () Bxr—6y—14=0
(b) 20 +3y—7=0 (d) 62+3y—1=0 (f) 7Tx+5y+9=0.

4. Determinar, se existir, o ponto de intersecao das retas

(a) 2 +y+2=0e3z—y—17=0.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(b) 6x+4y—1=0e3zx+2y+5=0.
Determinar a equagao da reta que tem inclinacao 4 e passa pelo ponto P = (2, —3).
Determinar a equagao da reta que passa pelos pontos P; = (3,1) e P, = (—5,4).

Determinar a equacao da reta que passa pelo ponto P = (1,4) e é paralela a reta

cuja equagao é 2x — 5y + 7 = 0.

Determinar a equagao da reta que passa pelo ponto P = (—2,3) e é perpendicular

a reta cuja equacao é 2x —y — 2 = 0.

Determinar a equacao da reta que intercepta o eixo dos y no ponto —4 e é perpen-

dicular a reta cuja equacao é 3z — 4y — 2 = 0.

Determinar a equacao da reta que passa pelo ponto P = (—3,—4) e é paralela ao

eixo dos y.

Determinar a equagao da reta que passa pelo ponto P = (1, —7) e é paralela ao eixo

dos z.

Determinar se as retas 3z + 5y + 7 = 0 e bx — 3y — 2 = 0 sao perpendiculares ou

nao.
Determinar se as retas 3z + 5y + 7 =0 e 62 + 10y — 5 = 0 sao paralelas ou nao.

Considere as retas k*r —y+3=0e (3k+4)z —y—5=0.

(a) Determinar k para que elas sejam paralelas.
(b) Determinar k para que elas sejam concorrentes.

(c) Existe algum valor de k para que elas sejam coincidentes?

Determinar se os pontos dados estes alinhados ou nao:

(a) PL=1(2,3), L =(—4,-T7) e Ps=(5,8).
(b) P, = (2,—1) =(1,1) e Py =(3,4).

(c) P = (4,6), P (1 2) e Py =(—5,—4).
(d) P = (-3, ) =(3,2) e P =(9,—2).

Sejam P,() € R? com P # (. Determinar o conjunto de todos os pontos de R?

eqiiitistantes de P e (). Dar uma interpretacao geométrica deste conjunto.

Calcular a distancia entre o ponto P e a reta r nos seguintes casos:

(a) P=1(0,0) e 12z + 5y + 26 = 0.
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(b) P=(3,-2) e 3z —dy +3 =0.
(c) P=(5,—2)ex+2y—1=0.
(d) P=(-3,7) ey=11—a.

() P=(1,1)e+%=1.

18. Calcular a distancia do ponto P = (1,2) a reta definida por A = (5,7) e B =
(—1,-1).

19. Calcular a distancia entre as retas r e s nos seguintes casos:
(a) Te +24y —1=0e 7x + 24y + 49 = 0.

(b) 2r+y—11=0edx+2y—17=0.
(¢c) Ar+ By+C=0e Az + By + C'=0.

20. Calcular a altura AH do tridngulo ABC, dados A = (1,1), B = (-1,-3) e C =
(2,-7).

21. Calcular a altura do trapézio ABCD, dados A = (0,0), B = (8,1), C = (16,4) e
D =(0,2).

22. Determinar as equacoes das retas paralelas a reta r, cuja equacao é 12z —5y+1 = 0,

e distantes 3 unidades de 7.

23. Sejam A = (x1,y1), B = (x2,y2) e C = (x3,y3) trés vértices de um triangulo.

Mostrar que drea do tridngulo ABC' é dada por

1 T oy 1
S:§-|D| onde D =det(A) e A= | 25 7y 1

r3 Yz 1

24. Calcular a drea do triAngulo ABC' nos seguintes casos:

(a) A=(9,2), B=(1,10)e C = (—3,—8).

(b) A=(0,0), B=(3,0)eC =(0,5).

(c) A=(-2,6), B=(8,—4) e C = (11,11).

(d) A=(z,z+3),B=(x—1,x)eC=(x+1,2+1).

25. Calcular a area do quadrilatero ABC' D, dados A = (1,2), B = (5,0), C = (7,10) e
D =(1,6).

26. Calcular a drea do pentdgono ABCDE, dados A = (0,0), B = (2,0), C = (4,2),
D =(1,6) e E=(0,4).
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27. Dados A = (5,1), B=(7,3) e C = (—1, ), determinar z, de modo que o triangulo
ABC tenha drea igual a 4 unidades.

28. Dados A = (—3,0) e B = (0,—3), determinar C', de modo que o triangulo ABC

tenha drea igual a 9 unidades, sabendo-se que pertence a reta y = 2x.

29. Considere os pontos A = (2,0) e B = (0,1). Determinar o ponto P = (z,y)
pertencente ao terceiro quadrante, de modo que as retas passando por A e B; B e
P, respectivamente, sejam perpendiculares e o tridngulo ABP tenha drea igual a 10

unidades.

30. De um tridngulo ABC sao dados:

B =(1,0), d(A,C)* =45, d(B,C)* =89 e M = P%—%).

Sendo M o ponto médio do segmento AB, determinar as coordenadas do ponto C,

sabendo que essas sao nimeros inteiros.

31. Determinar a equagao da reta que passa pelo ponto P = (3, —2) e pela intersecao
dasretasx —y+1=0e 22+ 3y —2 =0.

32. Sejam r e s duas retas em R? com inclinacoes m, e m,, respectivamente.

(a) Se r e s ndo sao paralelas ao eixo dos y, entao o angulo entre elas é dado por

My, — My
tand = |———

1+ m,mg

(b) Se r ou s, ndo ambas, é paralela ao eixo dos y, entao o angulo entre elas é dado

por

tanf = ou tanf = |—|.

1
r
33. Calcular o angulo entre as retas r e s nos seguintes casos:

a

b

(a) 3z +2y—3=0ex+5y+1=0.
(b) 2r+y—3=0e2zx—4y+5=0.

)
)
(c) 3x —2By+1=0ex—3=0.

(d) 2 —3y+5=0ex+2y—3=0.

34. Determinar %, de modo que a reta 3z — ky — 8 = 0 forme um éangulo de § com a
reta 2x + by — 17 = 0.
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2.5 Conicas
O gréfico da equacao
Az? + Bay+ Cy?* + Dx+ Ey+ F =0, (2.4)

onde A, B, C, D, E e F sao constantes com A, B e C, nao todos nulos, é uma conica. A
equagao (2.4) é chamada de equagdo geral do 2.° grau em x e y ou equagdo cartesiana da

conica. Note que a equacao
MAz? + \Bxy + ACy? + A\Dx + AEy + A\F =0 =0,

para todo A € R com A # 0, representa o mesmo gréfico da equagao (2.4).
Sejam C' um ponto de R? ¢ R € R com R > 0. Uma circunferéncia (ou um circulo) C

de centro C e raio R é o conjunto de todos os pontos P € R? tais que
d(P,C) = R.

Geometricamente, uma circunferéncia C é o conjunto de todos os pontos de R? que sao
eqiiidistantes de C' (confira Figura 77).

yl\

() S

v

X0 X

Circunferéncia

Proposigao 2.20 Sejam C = (x9,7) € R? e R € R fizados com R > 0. Entdo o

conjunto de todos os pontos P = (x,y) € R? tais que
(z — 20)* + (y — 0)* = R?
representa uma circunferéncia C de centro C' e raio R.

Prova. Um ponto P = (z,y) pertence a uma circunferéncia C de centro C' e raio R se, e
somente se, d(P,C') = R. Logo,

d(P,C) = \/(x — 20> + (y — w)?> = VR* = |R| = R,
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pois i > 0. |
Note que

(r—20)+(Wy—y)P=R*e 2>+ +ar+by+c=0,

onde a = —2xg, b = =2y, e ¢ = 2% + y3 — R?. Portanto, uma circunferéncia C de centro

C' e raio R representa uma conica. Reciprocamente, o grafico da conica
22+ y* + 2ax +2by + ¢ =0,

quando a? + b?> — ¢ > 0, é a representacao analitca da circunferéncia C de centro C' =

(—a,—b) e raio R = v/a? + b*> — ¢, pois
224yt 4 20 + 2y +c = (x 4+ a)* + (y+0)? — (A +b* —¢) =0,

ou ainda,
(z+a)+ (y+b)?=ad+b"—c

Exemplo 2.21 Determinar a equagdo da circunferéncia de centro C' = (—4,3) e raio
R =3.

Solucao. Pela Proposicao 2.20, temos que a equagao da circunferéncia é dada por
(z+4)?2+ (y—3)* =3
ou ainda, x? + y? + 8z — 6y + 16 = 0.

Exemplo 2.22 Determinar o centro e o raio da circunferéncia C : 2> +y?—122+8y+16 =
0.

Solucao. Uma maneira de resolver este problema é completando os quadrados.

(22 —122) + (y* + 8y) + 16 = 0.

Como

72— 122 =2 -2-62+6%—6>= (v — 6)* — 36
e

V4 8y=19"+2-4y+4>—4*= (y+4)*—-16
temos que

o’ +y* =122+ 8y + 16 = 0 = (v — 6)* + (y + 4)* = 36.

Portanto, C' = (6, —4) e R = 6 sao o centro e o raio da circunferéncia C.

Proposicao 2.23 Sejam 11, ry retas distintas em R? e Cy, Cy circunferéncias distintas

em R2. Entao:
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1. riNry =0 our; Nry é um ponto em R2.
2. 1NC =0 our,NC éum ou dois pontos em R?.

3. CiNCy=0 ouCNCy é um ou dois pontos em R2.
Prova. Vamos provar apenas o item (2). Se
Ci:®+ P +ar+biy+cer=0e Co: 2>+ 12+ aot + boy+ o =0,
entao multiplicando a segunda equacao por —1 e adicionando-se, obtemos a reta
r:(a; —ag)r+ (by — b))y + (1 — ) = 0.

Logo, o item (3), reduz-se ao item (2) com r N C; ou r N Cy. Suponhamos que 7; tenha
equagao cartesiana
ri:Ar+ By+C =0.

Se B # 0 (o caso B = 0 fica como um exercicio), entdo podemos supor, sem perda de

generalidade, que B = 1. Logo,
ri:y=—Ax—C.

Se (z,y) € r; N Cy, entdo substituindo y na equacdo de C; e desenvolvendo, obtemos
de? +ex + f =0,

onded=1+A2+#0,e=2AC+a;, —bjAe f =b,C+c,. Seja A = e? — 4df. Entao hd
trés casos a ser considerado:

1. Caso. Se A = 0, entdao r; N C; é um ponto em R?, isto ¢, a reta r; é tangente a
circunferéncia C;.

2.2 Caso. Se A > 0, entdao r; N C; sao dois pontos em R?, isto &, a reta r; é secante a
circunferéncia C;.

3.2 Caso. Se A < 0, entao r; NC; = (), isto é, a reta r; nao intercepta a circunferéncia
Ci. |

Exemplo 2.24 Determinar as equagoes das retas tangentes a circunferéncia C de equagao
cartesiana
24y =204+ 4y =0

e perpendiculares a reta r:x — 2y +9 = 0.

Solucgao. As retas desejadas tém equacao reduzida da forma y = —2x + b. Entao substi-

tuindo y na equacao de C, obtemos

5% — (4b+ 10)z +4b + b* = 0.
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Por hipétese, devemos ter A = (4b + 10)? — 20(4b + b?) = 0, isto é, 100 — 4b* = 0. Logo,
b = —5 ou b = 5. Portanto, as equacoes das retas tangentes a C sao: y = —2x — 5 e
y = —2xr+5.

Sejam 7 uma reta em R? ¢ F' um ponto de R? com F ¢ r. Uma pardbola P de diretriz

r e foco F' é o conjunto de todos os pontos P € R? tais que
d(P,F)=d(P,r).

Geometricamente, uma parabola P é o conjunto de todos os pontos de R? que sao eqiiidis-

Parabola

Observacgoes 2.25 1. A reta passando pelo foco F e perpendicular a diretriz r serd

chamada de eixo da pardbola P.

2. A intersecao do eizo com a pardbola P serd chamada de vértice da pardbola P.

Proposigao 2.26 Seja p € R fixrado com p # 0. Entdo o conjunto de todos 0s pontos
P = (z,y) € R? tais que
y? = 4dpx

representa uma parabola P cuja diretriz é a reta vertical x = —p e cujo foco é o ponto
F=(p,0).

Prova. Como 7 : x + p = 0 e por defini¢ao d(P, F') = d(P,r) temos que

1-24+0-y+p|
V(x—p)2—|—y2= \/m :|l‘—|—p|

Assim, elevando ao quadrado ambos os membros dessa equacao, obtemos

(@ —p)Q+y*=(z+p)

Desenvolvendo, obtemos 3% = 4px, que ¢ a equacdo reduzida da pardbola. |
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Exemplo 2.27 Determinar a equagao da pardbola com diretriz x = —1 e foco F' =
(_770)'

Solugao. Pela Proposicao 2.26, temos que a equagao da parabola é dada por
y? = 4.
Exemplo 2.28 Determinar a diretriz e o foco da pardbola P : y* = 12x.
Solugao. Como y? =4 -3 -z temos que z = —3 é a diretriz e F' = (3,0) ¢ o foco de P.

Proposicao 2.29 Sejam r uma reta em R? e P uma pardbola em R%. Entior NP =0

our NP éum ou dois pontos em R2.
Prova. Fica como um exercicio. [ |

Sejam F, Fy pontos de R? com F} # Fy e a € R com a > 0 tal que d(F}, F3) < 2a.

Uma elipse € de focos Fy e F, ¢ o conjunto de todos os pontos P € R? tais que
d(P, Fl) + d(P, FQ) = 2a.

Geometricamente, uma elipse £ ¢ o conjunto de todos os pontos de R? cuja soma das

distancia a dois pontos fixos F} e F» é constante (confira Figura 77).

P

Elipse

Observagoes 2.30 1. A reta determinada pelos focos Fy e Fy serd chamada de eixo

focal da elipse £.

2. Os pontos de intersecoes do eixo focal com a elipse £ serao chamados de vértices da

elipse £ e denotados por A, e Ay, repectivamente. Note que
d(Al, Ag) = 2a
e a serd chamado de semi-eixo focal.

3. O centro C' da elipse £ é o ponto médio do segmento que une os focos Fy e F5. A
distancia entre Fy e Fy serd chamada de distancia focal e denotada por d(Fy, Fy) =

2c. Neste caso, ¢ < a.
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4. A mediatriz do segmento de reta que une os focos Fy e Fy serd chamado de eixo
normal. Se denotarmos por By e By 0s pontos de intersegoes da elipse £ com o eixo

normal, o escalar b tal que d(By, By) = 2b, serd chamado de semi-eixo normal.

5. Pode ser provado, usando o Teorema de Pitdgoras, que a®> = b* + c2. Portanto,
0<b<a.

A razao entre a distancia focal ¢ e o semi-eixo focal a serd chamada de ezcentricidade
da elipse £ e denotada por
c
e=—el<e<l.

Note que

Logo,

lime=0 e lime = 1.

b—a b—0
Portanto, quando b se aproxima de a a elipse se aproxima de uma circunferéncia e quando
b se aproxima de 0 a elipse se aproxima de um segmento de reta. Assim, a excentricidade

caracteriza a forma da elipse.

Proposicao 2.31 Sejam a,b € R fixados com a > b > 0. Entao o conjunto de todos os
pontos P = (x,y) € R? tais que

representa uma elipse € de centro C = (0,0), semi-eizo focal a, semi-eizo normal b e de
focos nos pontos Fy = (—c,0) e Fy, = (¢,0), onde ¢ = +/a? — b2.

Prova. Um ponto P = (z,y) pertence a uma elipse £ de focos F; e F, se, e somente se,
d(P, Fl) + d(P, FQ) = 2a.

Logo,

Vet o2+ + V(@ — o) +47 =20,
ou ainda,
(x+c)?+y?=2a—+/(x—c)®>+y>
Assim, elevando ao quadrado ambos os membros dessa equacao, temos que

(x+c)+1y*=4a®> —da/(x — )2+ 2+ (z — c)* + 9~

Desenvolvendo, obtemos

(a® — cx) = a/(z — ¢)% + y2.

Novamente, elevando ao quadrado ambos os membros dessa equagao, temos que

a* — 2d%cx + 2* = a*c? — 2d’cx + a*x® + a*yP.
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Simplificando, obtemos

(a® — A)a® + a®y? = a*(a® — ).

Como a? — ¢ = b* temos que

que é a equacao reduzida da elipse. |

Observagoes 2.32 1. Os focos na Proposi¢ao 2.31 podem ser dados por Fy = (—ae, 0)

e Fy = (ae,0), onde e é a excentricidade da elipse & .

2. As retas v = —2¢ e x = £ serao chamadas de diretrizes da elipse £. Note que
a a
—<—-aea<-—.
e e

3. Seja P = (x,y) € R? qualquer ponto da elipse £. FEntio pode ser provado que
d(P,F;) = e-d(P,r), onde r é a reta diretriz correspondendo ao foco F;, i = 1,2.

De fato, como

temos que

Logo,

d(P, F3) = /(v —¢)2 +y% =/ €? (x—%)QZe\I(x—g)Qze-d(P,r).

Exemplo 2.33 Determinar as diretrizes e os focos da elipse £ : 4% + 9y? = 36.

Solugao. Dividindo todos os termos por 36, obtemos

Como a =3 > b =2 temos que F; = (—¢,0) e F; = (¢,0), onde

c=vVa2 -0 =+9—4=+/5.

Logo, Fi = (—/5,0) e Fy = (1/5,0) séo os focos de €. Sendo

temos que

sao as diretrizes de £.
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Proposicao 2.34 Sejam r uma reta em R? e & uma elipse em R2. Entaor NE =0 ou

rNE é um ou dois pontos em R2.
Prova. Fica como um exercicio. [ |

Exemplo 2.35 Seja £ uma elipse de equagao reduzida

com a > b > 0. Determinar o conjunto de todos os pontos P € R? externos a £ tais que

as retas tangentes a £ por P sejam perpendiculares.

Solugao. Sejam P; e P, os pontos de tangéncias das retas com a elipse £. Entao, por
hipétese, P,PP,; é um tridngulo retangulo em P. Logo, OP, PP, é um retangulo cuja

diagonal ¢ o segmento OP = P, P,. Assim, pelo Teorema de Pitdgoras, obtemos
d(O, P)* = d(Py, P,)* = d(P, P)* + d(P, P,)* = a® + 1”,
ou ainda,
Y =a+ b

Portanto, o conjunto de todos os pontos P € R? externos a £ tais que as retas tangentes

a & por P sejam perpendiculares é uma circunferéncia de centro C' = (0,0) e raio R =

Va2 + b2

Sejam F, Fy pontos de R? com Fy # F; e a € R com a > 0 tal que d(Fy, Fy) > 2a.

Uma, hipérbole H de focos F; e Fy é o conjunto de todos os pontos P € R? tais que
|d(P, F}) — d(P, F»)| = 2a.

Geometricamente, uma hipérbole H é o conjunto de todos os pontos de R? cujo valor

absoluto da diferenca das distancias a dois pontos fixos F; e F; é constante.

Observacoes 2.36 1. A reta determinada pelos focos Fy e Fy serd chamada de eixo
focal da hipérbole H.

2. Os pontos de intersegoes do eixo focal com a hipérbole H serao chamados de vértices

da hipérbole H e denotados por A, e Ay, repectivamente. Note que
d(Al, Ag) = 2a
e a serd chamado de semi-eixo focal.

3. O centro C da hipérbole H é o ponto médio do segmento que une os focos Fi e
Fy. A distancia entre Fy e Fy serd chamada de distancia focal e denotada por
d(Fy, Fy) = 2c. Neste caso, a < c.
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4. A mediatriz do segmento de reta que une os focos Fy e Fy serd chamado de eixo

normal da hipérbole H.

Proposicao 2.37 Sejam a,b € R* firados. Entdo o conjunto de todos os pontos P =
(z,y) € R? tais que

representa uma hipérbole H de centro C' = (0,0), semi-eizo focal a, semi-eixo normal b e
de focos mos pontos Fy = (—c,0) e Fy = (c,0), onde ¢* = a* + b*.
Prova. Fica como um exercicio. |

A razao entre a distancia focal ¢ e o semi-eixo focal a serd chamada de ezcentricidade
da hipérbole H e denotada por

c
e=—¢el<e.
a

Note que
2 b 2
62 =5 = 1+ (-) .
a a
Logo,
lime = 1.
b—0

Observagoes 2.38 1. Os focos na Proposi¢ao 2.37 podem ser dados por Fy = (—ae, 0)

e Iy = (ae,0), onde e é a excentricidade da hipérbole H.

2. Asretas v = —2¢ e x = £ serao chamadas de diretrizes da hipérbole H. Note que

a a
—a< — € — <a.
€ €

3. Seja P = (x,y) € R? qualquer ponto da hipérbole H. FEntao pode ser provado que
d(P, F;) =e-d(P,r), onde r é a reta diretriz correspondendo ao foco F;, i =1,2.

Pela equacao cartesiana da hipérbole H, obtemos
b

y=x—vzr2—a?
a

Logo, a representacao grafica da fungao

y:é 12 — g2 (y:—éﬂ/ﬁ—cﬂ)

a

aproxima-se assintoticamente da reta
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quando x se torna arbitrariamente grande para direita (esquerda) da origem, notagao,

T — 00 (x — 00), pois

nmé(m_l«):o.

T—00 (1

As retas
b b

y=-rey=-——=x
a a

serao chamadas de assintotas da hipérbole H.
Exemplo 2.39 Determinar as diretrizes e os focos da hipérbole H : 5z — 4y? = 20.

Solucao. Dividindo todos os termos por 20, obtemos

Como o semi-eixo focal a = 2 temos que F; = (—c,0) e 5 = (¢,0), onde

c:\/a2+62:\/4+5:\/§:3.

Logo, F1 = (—3,0) e F» = (3,0) s@o os focos de H. Sendo

c 3
6:—:—’
2
temos que
a 9 a 9
3 3

sao as diretrizes de £.

Proposicao 2.40 Sejam r uma reta em R? e H uma hipérbole em R%. Entaor N"H =0

our NH é um ou dois pontos em R2.
Prova. Fica como um exercicio. [ |

Uma inequagao em x é uma desigualdade da forma

2x — 3
L <0

2_4x+3>0 .
T T+ 95 > oux_10

Uma, regidgo determinada por uma inequacao em R? é o conjunto de todos os pontos (x, )

que satisfazem essa inequacao.

Exemplo 2.41 Esbocar a regiago em R? determinada pela inequacdao x > 0.

Solugao. Seja R a regiao em R? determinada pela inequacao = > 0. Entao
R={(z,y) €eR*: 2 > 0}

(confira Figura ?7).
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A

Regiao determinada pela inequacao x > 0.

Exemplo 2.42 FEsbocar a regiio em R? determinada pela inequacdo y + x — 1 > 0.
Solucao. Seja R a regiao em R? determinada pela inequaciao y +x — 1 > 0. Entao
R={(z,y) eR*:y > —x+1}

(confira Figura 77).

VA
. :
< '
L -
4 1
%
<
15
LY
LS
................. »
0 1 9 X

Regiao determinada pela inequacao y +x — 1 > 0.

Exemplo 2.43 FEsbocar a regiio em R? determinada pelas inequacgoes
l<2?+y* <4
Solucao. Seja R a regiao em R? determinada pelas inequacoes 1 < % + y? < 4. Entao

R—{(r,y) R :1<a?+y? <4}
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(confira Figura ?7).

Regido determinada pelas inequacoes 1 < 22 + y? < 4.

EXERCICIOS

1. Calcular o raio da circunferéncia que tem centro em C' = (4,9) e que passa pelo
ponto P = (—2,1).

2. Sejam A = (z1,11), B = (x,12) e C = (x3,y3) pontos distintos de R?. Mostrar
que A, B e C determinam uma unica circunferéncia se, e somente se, eles sao nao-

colineares.

3. Determinar todos os pardmetros das equagoes abaixo.

2?2 +y? — 62+ 4y — 38 = 0.

4. Esbocar a regiao em R? determinada pelas inequacoes abaixo:

a) r—y+2=>0.

(a)
(b)) z+y—1>0exz—y>0.
(c)x—2y—3>0ex+3y+1<0.
(d) 22 +y*—4|z| <0.

)

(e) (2% +y*—62)(2% + 1% —4y) > 0.
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10.

11.

12.
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Sejam A € R com A > 0 e F; = (—3,0), F5 = (3,0) os focos da elipse de equagao
cartesiana 1622 + \y?> = 16\. Sabendo-se que P é um ponto dessa elipse, cuja
distancia ao foco I3 mede 5 unidade de comprimento. Determinar a distdncia de P

ao foco F7.

Sejam A = (Rcosa, Rsena) e B = (Rcos 3, Rsen 3) dois pontos de R? com R > 0.

Mostrar que
a—p
sen | —— | |.
2

Sejam 7 e s as retas tangentes a circunferéncia de equacao cartesiana z? + y? = 25,

d(A, B) = 2R

Dé uma interpretacao geométrica.

nos pontos A = (—3,4) e B = (5,0), respectivamente. Sabendo-se que P é o ponto

de intersecao dessas retas, determinar a area do triAngulo ABP.

Determinar a equacao da hipérbole que tem assintotas as retas 2x + 3y = 0 e

2x — 3y = 0, e que passa pelo ponto P = (4,0).

Seja A o conjunto de todas as retas de equagoes reduzidas y = mx—>5. Determinar as

retas de A que sdo tangentes a circunferéncia de equacao cartesiana x?+y? —4y—2z =
0.

Determinar a posicao relativa entre a reta r : v2z—y+3 = 0 e a elipse £ : 22+4y* =
4.

Determinar a posicao relativa entre a reta r : 2x — 2y — 2 = 0 e a hipérbole H :
x? — 8y* = 8.

Seja P = (z,y) € R? um ponto qualquer da elipse £ de equagao carteseiana

Yy
2t =t
Mostre que
_a(l—¢€?)
~ 1—-ecosb’

com r = d(P, F}), F1 = (—c,0) e 0 o angulo entre o eixo dos x e o segmento de reta

P

2.6 Mudanca de Coordenadas

Uma isometria ou um movimento rigido em R? é uma transformagao (funcao) T :

R? — R? que preserva distancia, isto &,

d(T(A), T(B)) =d(A,B), V A B c R
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Um ponto P € R? ¢ um ponto firo de uma isometria T em R? se T(P) = P.

Seja r uma reta em R%. Uma reflexdo em r é a tinica transformacao S : R? — R?
que associa cada P € R? um unico S(P) € R? tal que o ponto médio do segmento W(P)
¢ o pé da perpendicular tragada de P arse P ¢ re S(P) = Pse P €r. Aretaré
chamada o eizo de S. Note que S?*(P) = So S(P) = P, para todo P € R?, isto é, S? = I
¢é a transformacao identidade.

Dados A, B € R2. Sejam s a reta passando por B e perpendicular r, C € 7y N s, com
r1 a reta passando por A e paralela a r. Entao os triangulos ABC e S(A)S(B)S(C) sao

congruentes (confira Figura ?7).

S(A)

Reflecao com eixo a reta r.

Portanto,
d(S(A),S(B)) =d(A, B), ¥V A, B € R?,

isto ¢, toda reflexdo com eixo r é uma isometria em R2.
Agora vamos determinar a expressao analitica de uma reflexdo com eixo r. Sejam

y = mx + b a equacao reduzida da reta r, P = (z,y) € R? e Q = S(P) = (u,v). Entao
Yy=——T+ —u+vouut+muv=x+my
m m

é a equacao reduzida da reta s perpendicular a e passando por ). Como d(P,r) = d(Q, )

temos que
|max —y + b |mu—v+b|:>| b= L
= mx — = |mu —v .
V1+m? V1+m? Y
Logo,

mr—y+b=mu—v+boumr—y+b=—(mu—uv+b).
Assim, temos os seguintes sistemas de equacoes lineares

mu—v=—mzx+y — 2b.

U+ muv =1+ my u+muv =1+ my
ou
mu—v=ms—1Y
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Resolvendo, obtemos

_ _ 1-m? N 2m (y—b), v 2m 1 —m? N 2b
T T T e T e T T T et T e T T
Portanto, S(z,y) = (x,y) ou

1—m?2 2m 2m 1 —m? 2b
S = —b -
(z.9) (1—|—m2x+1+m2(y )’1—|—m2x 1—|—m2y+1—|—m2>

Finalmente, se 0 é o angulo que a reta r faz com o eixo dos x e b = 0, entao m = tanf e

é fécil verificar que
S(z,y) = (x cos 20 + ysen 20, x sen 260 — y cos 20).

Em particular, quando ¢ = § temos que

S(x,y) = (y, ).

Neste caso, dizemos que S é uma permutacao de eixos.
Uma translag¢io ou translagdo de eizos ¢ a unica transformagao T, : R? — R? dada
por
Top(z,y) = (x 4+ a,y+ D).

Geometricamente, uma translacao é uma transformacao que move todo ponto a mesma
distancia na mesma direcao, isto ¢, dados A, B € R?, entao d(A, T,,(A)) = d(B, T,,(B))

e os segmentos AT, ,(A) e BT,,(B) sao paralelos. Note que T, ; nido tem pontos fixos.

Proposigao 2.44 Sejam T,; : R? — R? e P = (a,b). Entdo T,, = S30S;, onde Sy é a
reflexio de eizo a mediatriz do segmento OP e Sy € a reflexdo de eizo & reta perpendicular

ao segmento OP por P. Em particular, T, wb € uma isometria em R?.

Prova. Sejam y = (—l;x a reta suporte dos pontos O e P e d = a® + b*. Entao

e 4 e
Y=yt Ty ST Ty

sao os eixos de S; e Sy, respectivamente. Logo,

b? — a? 2ab d 2ab b —a?
Suto) = (e = - gy e = g )

b? — a? 2ab d. 2ab b — a?
52(%9):( d $—7(9—5)>—7$— d y+2b>.

Assim,
52 o Sl(x>y) = 52(51(x>y)) = (SE’ + a,y + b) = Ta,b(x>y)>

isto é, T = Sz 0 57. [ |
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Exemplo 2.45 Sejam A = (a,b) e B = (c, d) pontos quaisquer em R?. Entdo existe uma
isometria T em R? tal que T(A) = B.

Solugao. Sejam T, ;e T, 4 translagoes em R%. Entao T = T, 40T, _; tem a propriedade

desejada, pois

T(A) = T(a,b) = Tog o T-o_y(a,b) = T..4(0,0) = (c,d) = B.

Uma rotacdo é a unica transformacao Ry : R? — R? tal que Rp(O) = O e
0=/ (W,ORQ(P)) .V PER? com P+0,

onde O é chamado o centro de R e 6 o dngulo de rotacao de Ry. Note que O é o tinico

ponto fixo de Ry.

Proposicao 2.46 Seja Ry : R? — R? uma rotacdo anti-hordrio de dngulo de rotacao 6.
Entio Ry = S50 51, onde Sy € a reflexao de eixo a bissetriz do dngulo 0 e Sy é a reflexdo

de eizo & reta v suporte de O e Ro(P). Em particular, Ry é uma isometria em R?.

Prova. Podemos supor, sem perda de generalidade, que P esteja no eixo dos x. Entao

y = tan (g) r e y = tan fx sao os eixos de S; e Sy, respectivamente. Logo,

Si(z,y) = (rcosf 4+ ysend, rsenf — y cos )

Sa(x,y) = (zcos20 + ysen 20, x sen 260 — y cos 20).
Assim,
Sy 0 S1(z,y) = So(Si(x,y)) = (rcosd — ysenb, xsen d + ycosb).
Portanto, Sy 0 S1(0,0) = (0,0) é o unico ponto fixo e § = £ (OP, O(Sy 0 Sl)(P)), isto é,
Re = 52 9] Sl. [ ]

Exemplo 2.47 Identificar a equacdo x> — 4py = 0.

Solucgao. Fazendo a mudanca de coordenadas u = y e v = z, isto é, uma permutacao de
eixos, obtemos

v? = dpu.

Assim, essa equagao representa uma parabola no plano u0v com foco F' = (p,0) e diretriz
u = —p. Portanto, a equacao 4py = 2% representa uma pardabola no plano 0y com foco
F =(0,p) e diretriz y = —p.

Exemplo 2.48 Identificar a equacgao

r = =1 com b>a>0.
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Solucgao. Fazendo a mudanca de coordenadas u = y e v = x, isto é, uma permutacgao de

eixos, obtemos

w?  v?

ﬁ—l———l com b>a > 0.

Assim, essa equagao representa uma elipse no plano u0v com centro C' = (0,0) e focos
Fy = (—¢,0), F5 = (¢,0), onde ¢ = /b*> — a?. Portanto, a equagao

2 2

x——l—ﬁ—l com b>a>0

representa uma elipse no plano z0y com centro C' = (0,0) e focos F; = (0,—c) e Fy =
(0, 0).

Exemplo 2.49 Identificar a equacgao
222 + 9y* + 4x + 36y + 26 = 0.
Solucao. Como
22° + 41 =2(z +2)* — 8 e 9y* + 36y = 9(y +2)* — 36
temos que
222 + 9y* + 42+ 36y +26 =0 = 2(z +2)* +9(y + 2)? = 18.

Dividindo todos os termos por 18, obtemos

(x+2)2+ (y+2)° _

1.
9 2
Fazendo a mudanca de coordenadas u = z+2 e v = y+ 2, isto é, uma translagao de eixos,
obtemos
u? 0P
—f— =1
9 + 2

Assim, essa equagao representa uma elipse no plano u0v com centro C' = (0,0) e focos
Fy = (—V/7,0) e F, = (\/7,0). Portanto, a equacio

22 4 9y* + 4x + 36y + 26 = 0

representa uma elipse no plano 0y com centro C' = (—2, —2) e focos F; = (-2 — V7, —2)
e Fy=(—2++7,-2).

Exemplo 2.50 Identificar a equagao xy — 1 = 0.
Solucao. Fazendo a mudanca de coordenadas

(z—y) e r=

U= (x+y) e

51~
P
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isto ¢, uma rotacao de angulo 6§ = —7, obtemos
u? — vt =2.

Dividindo todos os termos por 2, temos que

Assim, essa equacao representa uma hipérbole no plano u0v com centro C' = (0, 0) e focos
Fy =(-2,0) e F;, = (2,0). Portanto, a equagao

zy—1=0
representa uma hipérbole no plano 20y com centro C' = (0,0) e focos
2 2 2 2
FF=|-—F—"F) ekh=|—7,—&%].
() cm ()
Teorema 2.51 Seja
Az® 4+ By +Cy* + Dx + Ey + F = 0,

onde A, B, C, D, E e F sao constantes com A, B e C, nao todos nulos, a equac¢ao

cartesiana de uma conica.

1. Se A=C, A-C+#0 e B=0, entao a equacdo representa uma circunferéncia, um

ponto ou o conjunto vazio.

2. Se A-C =0 e B =0, entao a equacao representa uma pardbola, duas retas ou o

conjunto vazio.

3. Se A#C,A-C>0eB=0, entio a equacdo representa uma elipse, um ponto ou

0 conjunto vazio.
4. Se A-C <0 eB=0, entdo a equacdo representa uma hipérbole ou duas retas.
Prova. Fica como um exercicio. |

Seja
Az® 4+ By +Cy* + Dx + Ey + F = 0,

onde A, B, C, D, E e F sao constantes com A e C', nao ambos nulos, e B # 0, a equagao

cartesiana de uma conica. Entao a mudanca de coordenadas
u=1xcost —ysent e v =2xsenf + ycosb,
ou, equivalentemente,

r=ucosf +vsenf e y=—usenf + vcosf
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transforma essa equacao em
A'v® + B'uv + C'v?* + D'u+ E'v+ F' =0,
onde

A" = Acos’f — Bsenfcos + Csen 30
B" = (A—C)sen(20) + B cos(20)
C' = Asen?f+ Bsenfcosf + Ccos?6

D' = Dcosf — Esenf
E' = Dsenf+ Ecosf
F' = F

Assim, pela segunda equacao, B’ = 0 se, e somente se,

C—-A
cot(20) = ——.
(20) =~
Portanto, é sempre possivel, por uma rotacao conveniente Ry, obter uma nova equagao

da conica sem o termo cruzado uv. Note que

B
sen(26)

C+A=C+AeC-A=

se sen(260) # 0, simplifica os cdlculos dos coeficientes da nova equagao, pois

1 B?

2
20) = — .
sen “(20) = TP R) ~ AZ4 BT+ (7 —9AC

EXERCICIOS

1. Identificar as equacgoes abaixo:

(a) 42% + 4y* — 8x + 8y + 7 = 0.
(b) 2> —y* —x —y=0.

)

)

(¢) x* —4x — 6y + 10 = 0.

(d) 922 + 25y® — T2z — 100y + 19 = 0.

(e) 922 — 4y? — 18z — 16y — 43 = 0.

(f) 2 +y? — 2zy —4x + 6 = 0.
)
)

g) 522 +5y* — 8xy — 9 = 0.

(
(h) 3z% +3y? — 8xy — 7= 0.
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(i) 2 +y?> — 22y — 4 =0.
(j) 1622 + 4y® — 32 + 16y + 96 = 0.

. Seja Isom(IR?) o conjunto de todas as isometrias de R2.

(a) Mostrar que se Ty, Ty € Isom(R?), entao Ty o T} € Isom(R?).

(b) Mostrar que se T € Isom(R?), entao 7! € Isom(R?).

. Determinar todas as isometrias T : R?> — R? definidas por

T(z,y) = (ax + by, cx + dy),

onde ab+cd=0,a’2+c*=1elb?>+d*=1.

. Seja A € Rcom A > 0. Uma homotetia de centro O e razao A € a inica transformacao

H : R* — R? tal que H(O) = O e H(P) ¢é o tnico ponto da semi-reta OP com
d(O, H(P)) = M(O, P), para todo P € R? com P # O. Determinar a expressao

analitica de H. Conclua que H é bijetora e que

d(H(P)),H(P,)) = Md(P,,P,), ¥ P, P, € R?.

. Seja A € R com A > 0. Uma tnversao de polo O e razao A\ é a tinica transformacao

E:R2—{(0,0)} — R2 — {(0,0)}

tal que E(P) ¢ o tinico ponto da semi-reta OP com d(O, P)-d(O, E(P)) = \?, para
todo P € R? — {(0,0)}. Determinar a expressao analitica de E. Conclua que E ¢

bijetora e que o conjunto
C={PecR*: E(P)=P}

é uma circunferéncia de centro C' = (0,0) e raio A, o qual é chamado de circulo

1sométrico.

. Seja I’ uma figura em R?. Uma simetria de F' é uma isometria T de R? tal que

T(F) = F. Determinar todas as simetrias de um triangulo equildtero e das letras
A, HeN.

. Seja T : R? — R? a transformacao definida por

T(z,y) = (x,y) exceto T(0,0) = (1,0) e T'(1,0) = (0,0).

Mostrar que T' é bijetora mas nao é uma isometria.
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8. Sejam C5(R) o conjunto de todas as matrizes 2 X 2 da forma

x
[ y] com z,y € R.

e C o conjunto de todos os nimeros complexos. Mostrar que as transformacoes
Ty : R? — O5(R) e Ty : R? — C dadas por

T

Tl(x>y) = € Tg(l’,y) =2z, ou z=1x+1y,

sao bijetoras. Conclua que podemos identificar esses conjuntos.

9. Seja Isom(R?) o conjunto de todas as isometrias de R2.

(a) Mostrar que se T' € Isom(R?) fixa dois pontos distintos A e B, entao T fixa

todo os pontos da reta suporte de A e B, isto é, T'= I ou T é uma reflexao.

(b) Mostrar que se T' € Isom(R?) fixa trés pontos nao-colineares A, B e C, entao
T =1 é a identidade.

(c) Mostrar que existe no maximo um elemento 7' € Isom(R?) tal que T(A) = A’,

T(B)=B eT(C)=C" onde ABC e A’B'C’ sao triangulos congruentes.

10. Mostrar que toda isometria de R? pode ser escrita como a composta de uma reflexao
)

uma rotagao e uma translacao.

11. Seja Isom(C) o conjunto de todas as isometrias de C.

(a) Mostrar que se T' € Isom(C) é uma translagao, entao 1'(z) = z+w, para algum
w e C.

(b) Mostrar que se T' € Isom(C) ¢ uma rotagao de angulo 6, entdao T'(z) = €% 2.

(¢) Mostrar que se T' € Isom(C) é uma reflexao de eixo x, entdo 7'(z) = Z, onde z

¢é o conjugado complexo de z.

(d) Mostrar que todo T' € Isom(C) pode ser escrito na forma
T(z) =uz+w ou T(z) =uz+ w, onde u,w € C e |u| =1.

12. Seja Py = (a,b) um ponto fixado em R2. Uma semelhanca ¢ a tinica transformagao
T : R? — R? dada por

T(QE‘, y) = (CL,CE’ - by> br — ay)
Mostrar que T'= H o Ry, onde Ry é uma rotacao de dngulo # e H uma homotetia.

13. Seja Isom(RR) o conjunto de todas as isometrias de R.
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(a) Mostrar que se T' € Isom(R) fixa dois pontos distintos a e b, entao T' =1 é a
identidade.

(b) Mostrar que todo T" € Isom(RR) pode ser escrito na forma

T(x)=mx+b me{-1,1} e b=T(0).

Respostas, Sugestoes e Solucoes

Secao 1.2
3. Sim. O valor da abscissa igual a 0.

5. (a) x =-3ey=8 (b)zr=1ley=—-1;(c)xr=5ey=-3;(d)zr=-3o0u2e
y=0o0u2;(e)z=—-20u2ey=—3ou+3.

7. (2,1) € A4;(0,1) ¢ A; (—2,3) ¢ A; (1,0) € Ae (—1,-2) € A.

11. Seja (z,y) € Ax B. Entaox € Aey € B. Como B=CUD ey € B temos que
yeCouyeD. Logo,r€ AeyeCourxr € Aey € D. Assim, (x,y) € Ax C ou
(z,y) € A x D. Portanto,

(x,y) € (Ax C)U (A x D),

ou seja, Ax BC (A xC)U (A x D). A reciproca prova-se de modo andlogo.

Secao 1.3

1. (a) 5v2uc; (b) 2v/5uc; (c) 5uc.
3. (a) Como d(A,B) =5, d(A,C) =4 e d(B,C) = 3 sao os comprimentos dos lados

do tridangulo ABC temos que o perimetro é igual
p=3+4+5=12;

(b) Como
d(A,B)* =d(A,C)* +d(B,C)?

temos que o tridngulo ABC é retangulo e sua drea é igual a 6 u a.
5. P =(1,0).
7. C=(3,6)eD=(6,2)ouC =(-5,0)eD=(-2,—4).

9. P =(3,3).
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Secao 1.4

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

() m=—1; (b)) m =2 (c) m = 1; (d) m = — .

(a) y=>5r+3, m=>5eb=3; (b)y:—%er%,m:—%eb:

m:%eb:2; (d)y=—2$+%am:_2eb:

[SMIEN

i (0) y =33 +2,

1
3

.y =4z —11.

22 — 5y + 18 = 0.

Az +3y+12=0.

y=—T.

(a) Sim; (b) Nao; (c) Nao; (d) Sim.

(a)2uc; (b)4uc; (c)0uc; (d)%‘/Quc; (e) 3v2 uc.

5 c-C
(a) 2uc; (b) % u c; (c) \)WLL? uc.

Sabemos que area do triangulo ABC' é dada por

1
S = §(base - altura).

Fixando um dos vértices, digamos A, obtemos que o comprimento da base é igual a

d(B,C) e da altura é igual a d(A,r), onde r é a reta que passa pelos pontos B e C,

isto &,
(Ys — y2)x + (22 — x3)y + (w32 — T2y3) = 0.

Como

(s =) + (w2 — 23)y1 + (T3Y2 — T2y3)]

d(A,r) =
\/@3 —12)? + (Y3 — 12)?
_ |(ys — Y2)@1 + (22 — 3)11 + (T30 — T2Y3)|
d(B,C)

temos que

d(B,C)-d(A,r)

|(ys — y2)x1 + (2 — x3)1h + (T3y2 — T2y3)|

NI~ -
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25.

27.

29.

31.

33.
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onde
1 1
D=det(A) e A= | 2y 1y 1
r3 Yz 1
32 u a.
r=-9oux=—1.
P=(—4,-7).

Consideremos o feixe
r—y+1+A2x+3y—2)=0.

Entao é facil verificar que Py = (—%, ‘—51) ¢ o ponto de intersecao do feixe. Como
Py = (—%, %) e P = (3,—2) pertencem a reta temos que a inclinagao é dada por
-2-% 7
m=—-—"=——.
3+1 8

Logo, a equagao da reta é

7
y—l—2=—§(x—3) ou 7x+8y—5=0.

(a) 75 (b)

[SIE]

; (¢) 0 = arctan 3; (d) Z.

Secao 1.5

1.

O raio da circunferéncia que tem centro em C' = (4,9) e que passa pelo ponto
P =(-2,1) é dado por
r =d(C, P) = 10.

(a) Circunferéncia de centro C' = (3, —2) e raio R = 5; (b) Parabola de diretriz a

reta & = —5; e foco F' = (3, 0); (c) 777777

6.

2c —y—5=0ellz+2y+5=0.

.rNH={(4,1)}.

Secao 1.6



