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2.5 Conicas
O gréfico da equagao
Ax? + Bay + Cy* + Dx + Ey + F =0, (2.4)

onde A, B, C, D, FE e F sao constantes com A, B e C, nao todos nulos, é uma conica. A
equagao (2.4) é chamada de equagdo geral do 2.° grau em x e y ou equagdo cartesiana da

conica. Note que a equacao
MA2? + ABxy + A\Cy* + ADx + AEy + A\F =0 =0,

para todo A € R com A # 0, representa o mesmo gréifico da equagao (2.4).
Sejam C' um ponto de R? ¢ R € R com R > 0. Uma circunferéncia (ou um circulo) C

de centro C e raio R & o conjunto de todos os pontos P € R? tais que
d(P,C)=R.

Geometricamente, uma circunferéncia C é o conjunto de todos os pontos de R? que sao

eqiiidistantes de C' (confira Figura 77).
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Proposigao 2.20 Sejam C = (z9,40) € R? ¢ R € R fizados com R > 0. Entdo o

congunto de todos os pontos P = (z,y) € R? tais que
(x = 20)* + (y — 90)* = R?
representa uma circunferéncia C de centro C' e raio R.

Prova. Um ponto P = (z,y) pertence a uma circunferéncia C de centro C' e raio R se, e
somente se, d(P,C) = R. Logo,

d(P,C):\/(I—x0)2+(y—y0)2:\/ﬁ:|R|:R,
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pois R > 0. ]
Note que

(z =20’ + (y—w0)* = R & 2? +y* +ax + by + ¢ = 0,

onde a = —2xq, b = =2y e ¢ = 2% + y3 — R*. Portanto, uma circunferéncia C de centro

C e raio R representa uma codnica. Reciprocamente, o grafico da conica
2? +y? + 2ax +2by +c =0,

quando a? + b? — ¢ > 0, é a representacdo analitca da circunferéncia C de centro C' =

(—a, —b) e raio R = v/a? + b? — ¢, pois
2+t 4202 +2by +c= (z+a)? + (y+b)? — (a* + 0> —¢) =0,

ou ainda,
(z+a)+ (y+b)>=ad>+b"—c

Exemplo 2.21 Determinar a equagdo da circunferéncia de centro C' = (—4,3) e raio

R =3.

Solucao. Pela Proposicao 2.20, temos que a equacao da circunferéncia é dada por
(x+4)°+ (y—3)* =3,

ou ainda, 22 + y? + 8z — 6y + 16 = 0.

Exemplo 2.22 Determinar o centro e o raio da circunferéncia C : x*+y*—12x+8y+16 =
0.

Solucao. Uma maneira de resolver este problema é completando os quadrados.

(2% — 122) + (y* + 8y) + 16 = 0.

Como

2* =12z =2"—2-62+6°— 6" = (v —6)>— 36
e

VA8 =9y +2-4y+4* -4 = (y+4)* - 16
temos que

x2+y2—12x+8y+16:():>(37—6)2—1—(3/—}—4)2:36.

Portanto, C' = (6, —4) e R = 6 sdo o centro e o raio da circunferéncia C.

Proposicao 2.23 Sejam 11, ry retas distintas em R? e Cy, Cy circunferéncias distintas

em R?. Entao:
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1. riNry =0 our; Nry é um ponto em R2.
2. mNC =0 our,NCy éum ou dois pontos em R?.

3. CiNCy =0 ouCiNCy é um ou dois pontos em R2.
Prova. Vamos provar apenas o item (2). Se
Cr o+ +ax+by+c=0¢e Co:a?+y?+ ax + by +co =0,
entao multiplicando a segunda equacao por —1 e adicionando-se, obtemos a reta
r:(ay —ag)r + (by — b))y + (c1 — c2) = 0.

Logo, o item (3), reduz-se ao item (2) com r N C; ou r N Cy. Suponhamos que 7 tenha
equagao cartesiana
r1: Az + By + C = 0.

Se B # 0 (o caso B = 0 fica como um exercicio), entdo podemos supor, sem perda de

generalidade, que B = 1. Logo,
ri:y=—Ax —C.

Se (x,y) € r1 N Cy, entdo substituindo y na equagao de C; e desenvolvendo, obtemos
de* +ex+ f =0,

onded=1+A42+#0,e=2AC+a; —bhAe f=bC +c;. Seja A = e? — 4df. Entao h4
trés casos a ser considerado:

1.° Caso. Se A = 0, entao r, N C; ¢ um ponto em R?, isto &, a reta r; é tangente a
circunferéncia C;.

2.2 Caso. Se A > 0, entao r; NC; sao dois pontos em R?, isto ¢, a reta r, é secante a,
circunferéncia C;.

3. Caso. Se A < 0, entao r; NC; = (), isto é, a reta r; nao intercepta a circunferéncia
Cy. [ |

Exemplo 2.24 Determinar as equacoes das retas tangentes a circunferéncia C de equacao
cartesiana
22+ =20 +4y =0

e perpendiculares a retar 1 x — 2y +9 = 0.

Solugao. As retas desejadas tém equagao reduzida da forma y = —2x + b. Entao substi-

tuindo y na equacao de C, obtemos

522 — (4b+ 10)x + 4b + b* = 0.
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Por hip6tese, devemos ter A = (4b + 10)? — 20(4b + b?) = 0, isto ¢, 100 — 4b*> = 0. Logo,
b = —5 ou b = 5. Portanto, as equagoes das retas tangentes a C sao: y = —2xr — 5 e
y = —2x 4+ 5.

Sejam r uma reta em R? e F' um ponto de R? com F ¢ r. Uma pardbola P de diretriz

r e foco F' é o conjunto de todos os pontos P € R? tais que
d(P,F) =d(P,r).

Geometricamente, uma parabola P é o conjunto de todos os pontos de R? que sao eqiiidis-

Pardbola

Observacgoes 2.25 1. A reta passando pelo foco F e perpendicular a diretriz r serd

chamada de eixo da pardbola P.

2. A intersecao do eizo com a pardbola P serd chamada de vértice da pardbola P.

Proposigao 2.26 Seja p € R fixado com p # 0. Entdo o conjunto de todos os pontos
P = (z,y) € R? tais que
y? = dpx

representa uma pardbola P cuja diretriz é a reta vertical x = —p e cujo foco é o ponto
F = (p,0).
Prova. Como r: 4+ p = 0 e por definicao d(P, F') = d(P,r) temos que

1-2+0-y+p|

r—p)P+4y?= = |z +p|.
(x—p)?2+y Nt [z + pl

Assim, elevando ao quadrado ambos os membros dessa equacao, obtemos

(x—p)° +y* = (z+p)*

Desenvolvendo, obtemos 3% = 4px, que é a equacdo reduzida da pardbola. |



58 CAPITULO 2. GEOMETRIA ANALITICA

Exemplo 2.27 Determinar a equacao da pardbola com diretriz v = —1 e foco F' =
(=7,0).

Solugao. Pela Proposicao 2.26, temos que a equagao da parédbola é dada por
y? = 4z
Exemplo 2.28 Determinar a diretriz e o foco da pardbola P : y? = 12x.
Solugao. Como 3? = 4 -3 - x temos que z = —3 ¢ a diretriz e F' = (3,0) é o foco de P.

Proposicao 2.29 Sejam r uma reta em R? e P uma pardbola em R%. Entior NP =0

our NP éum ou dois pontos em R2.
Prova. Fica como um exercicio. |

Sejam F}, Fy pontos de R? com F} # Fy e a € R com a > 0 tal que d(Fy, F») < 2a.

Uma elipse € de focos Fy e I, é o conjunto de todos os pontos P € R? tais que
d(P, Fy) + d(P, F3) = 2a.

Geometricamente, uma elipse £ é o conjunto de todos os pontos de R? cuja soma das

distancia a dois pontos fixos F; e Fy é constante (confira Figura 77).

P

Elipse

Observagoes 2.30 1. A reta determinada pelos focos Fy e Fy serd chamada de eixo

focal da elipse £.

2. Os pontos de intersecoes do eixo focal com a elipse £ serao chamados de vértices da

elipse € e denotados por Ay e Ay, repectivamente. Note que
d(Al, AQ) = 2a
e a serd chamado de semi-eixo focal.

3. O centro C da elipse £ é o ponto médio do segmento que une os focos Fy e Fy. A
distancia entre Fy e Fy serd chamada de distancia focal e denotada por d(Fy, Fy) =

2c. Neste caso, ¢ < a.
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4. A mediatriz do segmento de reta que une os focos Fy e Fy serd chamado de eixo
normal. Se denotarmos por By e By 0s pontos de intersecoes da elipse £ com o eixo

normal, o escalar b tal que d(By, By) = 2b, serd chamado de semi-eixo normal.

5. Pode ser provado, usando o Teorema de Pitdgoras, que a®> = b* + ¢. Portanto,
0<b<a.

A razao entre a distancia focal ¢ e o semi-eixo focal a serd chamada de excentricidade
da elipse £ e denotada por
c
e=—¢e0<e<l.

Note que

Logo,

lime=0 e lime =1.
b—a b—0

Portanto, quando b se aproxima de a a elipse se aproxima de uma circunferéncia e quando
b se aproxima de 0 a elipse se aproxima de um segmento de reta. Assim, a excentricidade
caracteriza a forma da elipse.

Proposigao 2.31 Sejam a,b € R fixados com a > b > 0. Entdo o conjunto de todos os
pontos P = (z,y) € R? tais que

representa uma elipse € de centro C' = (0,0), semi-eizo focal a, semi-eixo normal b e de

focos nos pontos Fy = (—c¢,0) e F» = (c,0), onde ¢ = v/a? — b2.
Prova. Um ponto P = (z,y) pertence a uma elipse £ de focos F} e F se, e somente se,
d(P, Fy) + d(P, F3) = 2a.

Logo,

VE+e)?2+ 24+ (x—c)?+y?=2a,

ou ainda,
V4?2 +y?2=2a—/(x—c)+y2

Assim, elevando ao quadrado ambos os membros dessa equacao, temos que
(x+c)?+9* =4a®> —da/(vr — )2 +y2 + (z — c)* + 9~

Desenvolvendo, obtemos
(a® — cx) = ar/(z — ¢)2 + 92
Novamente, elevando ao quadrado ambos os membros dessa equagao, temos que

a' — 2d%cx + A22? = a’® — 2d’cx + a*2® + a*yP.
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Simplificando, obtemos

(a® — A2 + a®y? = a*(a® — ).

Como a? — ¢? = b? temos que

que é a equacao reduzida da elipse. |

Observagoes 2.32 1. Os focos na Proposi¢ao 2.31 podem ser dados por F} = (—ae,0)

e Iy = (ae,0), onde e é a excentricidade da elipse &.

2. As retas v = —% e x = 2 serdo chamadas de diretrizes da elipse £. Note que
a a
—<—aea<-—.
e e

3. Seja P = (x,y) € R? qualquer ponto da elipse £. Entio pode ser provado que
d(P,F;) = e-d(P,r), onde r é a reta diretriz correspondendo ao foco F;, i = 1,2.

De fato, como

temos que

Logo,

AP, Fy) = /@ — P+ 2= /e (x_g)Q—e,/(x_g)Q—e.d@,r).

Exemplo 2.33 Determinar as diretrizes e os focos da elipse € : 4x* + 9y? = 36.

Solucgao. Dividindo todos os termos por 36, obtemos

Como a =3 > b= 2 temos que F; = (—¢,0) e F5 = (¢,0), onde

c=vVa2 - =+9—4=1/5.

Logo, I} = (—/5,0) e Fy = (v/5,0) sdo os focos de €. Sendo

temos que

sao as diretrizes de £.
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Proposicao 2.34 Sejam r uma reta em R? e £ uma elipse em R2. Entaor NE =0 ou

rNE é um ou dois pontos em R2.
Prova. Fica como um exercicio. [ ]

Exemplo 2.35 Seja & uma elipse de equacao reduzida

xQ y2
2!

com a > b > 0. Determinar o conjunto de todos os pontos P € R? externos a £ tais que

as retas tangentes a £ por P sejam perpendiculares.

Solugao. Sejam P, e P, os pontos de tangéncias das retas com a elipse £. Entao, por
hipétese, P, PP, é um tridngulo retdngulo em P. Logo, OP; PP, é um retangulo cuja

diagonal é o segmento OP = P, P,. Assim, pelo Teorema de Pitdgoras, obtemos
d(0, P)* = d(Py, P,)* = d(P, P)* + d(P, Py)* = a® + 1,
ou ainda,
2?4yt =a*+ V.

Portanto, o conjunto de todos os pontos P € R? externos a £ tais que as retas tangentes

a & por P sejam perpendiculares é uma circunferéncia de centro C' = (0,0) e raio R =

va? + b2,

Sejam Fy, Fy pontos de R? com F} # Fy e a € R com a > 0 tal que d(F}, Fy) > 2a.

Uma hipérbole H de focos F; e Fy é o conjunto de todos os pontos P € R? tais que
|d(P, FI) — d(P, F2)| = 2a.

Geometricamente, uma hipérbole H ¢ o conjunto de todos os pontos de R? cujo valor

absoluto da diferenca das distancias a dois pontos fixos F; e Fy é constante.

Observacgoes 2.36 1. A reta determinada pelos focos Fy e Fy serd chamada de eixo
focal da hipérbole H.

2. Os pontos de intersegoes do eixo focal com a hipérbole H serao chamados de vértices

da hipérbole H e denotados por Ay e As, repectivamente. Note que
d(Al, AQ) = 2a
e a serd chamado de semi-eixo focal.

3. O centro C' da hipérbole H é o ponto médio do segmento que une os focos F| e
Fy. A distincia entre Fy e Fy serd chamada de distancia focal e denotada por
d(Fy, F5) = 2c. Neste caso, a < c.
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4. A mediatriz do segmento de reta que une os focos Fy e Fy serd chamado de eixo
normal da hipérbole H.

Proposigao 2.37 Sejam a,b € R* fixados. Entao o conjunto de todos os pontos P =
(z,y) € R? tais que

representa uma hipérbole H de centro C' = (0,0), semi-eixo focal a, semi-eixo normal b e
de focos nos pontos Iy = (—c,0) e Fy = (c,0), onde ¢* = a® + 1°.
Prova. Fica como um exercicio. |

A razao entre a distancia focal ¢ e o semi-eixo focal a serda chamada de excentricidade
da hipérbole H e denotada por

&
e=—¢el<e.

a
Note que
2 b 2
62 = —2 =1 + <—) .
a a
Logo,
lime = 1.
b—0

Observagoes 2.38 1. Os focos na Proposi¢ao 2.37 podem ser dados por F} = (—ae,0)

e Iy = (ae,0), onde e é a excentricidade da hipérbole H.

2. As retas v = —% e x = % serao chamadas de diretrizes da hipérbole H. Note que

a a
—a< — e —<a.
€ (&

3. Seja P = (x,y) € R? qualquer ponto da hipérbole H. Entdio pode ser provado que
d(P,F;) =e-d(P,r), onde r é a reta diretriz correspondendo ao foco F;, i =1,2.

Pela equacao cartesiana da hipérbole H, obtemos
b
y=t+t—vVar?—a?
a
Logo, a representacao grafica da funcao
a

b b
y=ve—a (y: _-m)

aproxima-se assintoticamente da reta
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quando z se torna arbitrariamente grande para direita (esquerda) da origem, notacao,

x — 00 (z — 00), pois
b
lim — (\/91:2 —a? —:1:) = 0.
T—00 (

As retas
b b
y=-rey=——2x
a a

serao chamadas de assintotas da hipérbole H.
Exemplo 2.39 Determinar as diretrizes e os focos da hipérbole H : 5% — 4y* = 20.

Solucao. Dividindo todos os termos por 20, obtemos

Como o semi-eixo focal a = 2 temos que F; = (—¢,0) e F5, = (¢,0), onde

c=vVa2+b2=+4+5=+9=3.

Logo, F1 = (—3,0) e F» = (3,0) sao os focos de H. Sendo

c 3
62_:_,
2
temos que
a 9 a 9
rT == ——€6r=-—=—
e 3

sao as diretrizes de £.

Proposicao 2.40 Sejam r uma reta em R? e H uma hipérbole em R%. Entaor N'H =0

ourNH é um ou dois pontos em R2.
Prova. Fica como um exercicio. |

Uma inequacao em x é uma desigualdade da forma

2x — 3
x <0

2
—4 3>0 .
T T+ o > oux_10

Uma regido determinada por uma inequacao em R? é o conjunto de todos os pontos (x,y)

que satisfazem essa inequacao.

Exemplo 2.41 Esbocar a regiao em R? determinada pela inequagdao x > 0.

Solugao. Seja R a regiao em R? determinada pela inequacao z > 0. Entao
R={(x,y) e R*: 2 >0}

(confira Figura 77).
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yA

Regiao determinada pela inequagao x > 0.

Exemplo 2.42 Esbocar a regidgo em R? determinada pela inequagdio y + x — 1 > 0.
Solucgao. Seja R a regiao em R? determinada pela inequacao y + x — 1 > 0. Entao
R={(z,y) eR*:y > -2 +1}

(confira Figura 77).

VA
. E
« i
.
4
<
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] 3
“
L3
................. »
o] 1'% X
A3
-
-
A3
y==x+1

Regiao determinada pela inequacao y +x — 1 > 0.

Exemplo 2.43 Esbocar a regiao em R? determinada pelas inequagoes
<2 +y* <4
Solugao. Seja R a regiao em R? determinada pelas inequacoes 1 < 22 + y? < 4. Entao

R={(v,y) e R*: 1 <2 +3* < 4}
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(confira Figura 77).

Regiao determinada pelas inequacoes 1 < 22 + 3% < 4.

EXERCICIOS

1. Calcular o raio da circunferéncia que tem centro em C' = (4,9) e que passa pelo
ponto P = (—2,1).

2. Sejam A = (z1,y1), B = (w9,92) e C = (x3,y3) pontos distintos de R?. Mostrar
que A, B e C determinam uma unica circunferéncia se, e somente se, eles sao nao-

colineares.

3. Determinar todos os pardmetros das equagoes abaixo.

4. Esbocar a regiao em R? determinada pelas inequacoes abaixo:

(a) x—y+22>0.

(b) z+y—1>0ex—y>0.
(c
(d

(e) (z%+y*—6x)(x*+y? —4y) > 0.

)
)
)r—2y—3>0ex+3y+1<0.
) 2?2 +y? —4]z| <O0.

)
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10.

11.

12.
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Sejam A € R com A > 0 e F} = (—3,0), F; = (3,0) os focos da elipse de equagao
cartesiana 1622 + M\y?> = 16)\. Sabendo-se que P ¢ um ponto dessa elipse, cuja
distancia ao foco F, mede 5 unidade de comprimento. Determinar a distancia de P

ao foco Fj.

Sejam A = (Rcosa, Rsena) e B = (Rcos 3, Rsen f3) dois pontos de R? com R > 0.

Mostrar que
a—p
sen [ —— ||.
2

Sejam r e s as retas tangentes & circunferéncia de equacao cartesiana 2% + y? = 25,

d(A,B) = 2R

Dé uma interpretacao geométrica.

nos pontos A = (—3,4) e B = (5,0), respectivamente. Sabendo-se que P é o ponto

de intersecao dessas retas, determinar a drea do triAngulo ABP.

Determinar a equacao da hipérbole que tem assintotas as retas 2x + 3y = 0 e

2x — 3y = 0, e que passa pelo ponto P = (4,0).

Seja A o conjunto de todas as retas de equagoes reduzidas y = maz—>5. Determinar as
retas de A que sdao tangentes & circunferéncia de equacao cartesiana z2+y?—4y—2x =
0.

Determinar a posicao relativa entre a reta r : v/2r—y+3 = 0 e aelipse & : 224+4y? =
4.

Determinar a posicao relativa entre a reta r : 2z — 2y — 2 = 0 e a hipérbole H :
2? — 8y? = 8.

Seja P = (z,y) € R? um ponto qualquer da elipse £ de equagao carteseiana

.fll'2 y2
St =1

Mostre que
2
. a(l —e?) ’
1 —ecost

com r = d(P, F1), F1 = (—c¢,0) e 0 o angulo entre o eixo dos x e o segmento de reta

FP.

2.6 Mudanca de Coordenadas

Uma isometria ou um movimento rigido em R? é uma transformagio (fungao) 7T :

R? — R? que preserva distancia, isto &,

d(T(A),T(B)) =d(A,B), V A, B € R
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Um ponto P € R? é um ponto fizo de uma isometria T em R? se T(P) = P.

Seja r uma reta em R?. Uma reflexdo em r é a unica transformacao S : R> — R2
que associa cada P € R? um tinico S(P) € R? tal que o ponto médio do segmento PS(P)
é o pé da perpendicular tragada de P arse P ¢ re S(P) = Pse P €r. Aretaré
chamada o eizo de S. Note que S?(P) = So S(P) = P, para todo P € R?,isto ¢, 52 = [
é a transformagao identidade.

Dados A, B € R%. Sejam s a reta passando por B e perpendicular r, C' € r; N s, com
71 a reta passando por A e paralela a r. Entao os triangulos ABC e S(A)S(B)S(C) sao

congruentes (confira Figura 77).

S(A)

Reflecao com eixo a reta r.

Portanto,
d(S(A),S(B)) = d(A, B), ¥ A,B € R,

isto ¢, toda reflexao com eixo r é uma isometria em R?.
Agora vamos determinar a expressao analitica de uma reflexdo com eixo r. Sejam
y = mz + b a equagao reduzida da reta r, P = (z,y) € R? e Q = S(P) = (u,v). Entao

1
Yy=——2T+—u+v ouu+mv=c+my
m m

é a equacao reduzida da reta s perpendicular a r e passando por Q). Como d(P,r) = d(Q, )

temos que
|mz —y + b \mu—v+b\:>| o= iy
= mx — = |mu — v :
V14 m? V1+m? Y
Logo,

me—y+b=mu—v+boumr—y+b=—(mu—v+b).
Assim, temos os seguintes sistemas de equagoes lineares

{u+mv—x+my {u+mv—x+my
ou

mu—uv=mx—1y mu—v=—mx+y— 2b.
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Resolvendo, obtemos

1 —m? n 2m ( ) 2m 1 —m? n 2b
x — v = T — )
1+m?2 1—i—m2y ’ 1+ m?2 1+m2y 14+ m?2

Uu=x, v=y ou u=

Portanto, S(z,y) = (z,y) ou

S _
1+m2x+1+m2(y )’1+m2x 1—|—mQy+1—l—m2

S(x,y)—(

1—m? 2m 2m 1—m? 2b )

Finalmente, se 6 é o angulo que a reta r faz com o eixo dos z e b = 0, entao m = tanf e

é facil verificar que
S(x,y) = (zcos20 + ysen 20, z sen 20 — y cos 20).

Em particular, quando 6 = § temos que

S(z,y) = (y, ).

Neste caso, dizemos que S é uma permutacdo de eixos.
Uma translagio ou translagao de eizos é a unica transformagao T, : R* — R? dada
por
Top(z,y) = (x 4+ a,y+b).

Geometricamente, uma translagao é uma transformagao que move todo ponto a mesma
distancia na mesma diregao, isto ¢, dados A, B € R?, entao d(A,T,,(A)) = d(B,T,,(B))

e os segmentos AT, ,(A) e BT,,(B) sdo paralelos. Note que 7,; nio tem pontos fixos.

Proposigao 2.44 Sejam T, : R? — R? e P = (a,b). Entdo T,, = Sz0S1, onde Sy é a
reflexdo de eiro a mediatriz do segmento OP e Sy é a reflexio de eixo & reta perpendicular

ao segmento OP por P. Em particular, T, € uma isometria em R?.

Prova. Sejam y = 2z a reta suporte dos pontos O e P e d = a? + b?. Entao

L
Y=y T ST Y

sao os eixos de S; e Sy, respectivamente. Logo,

b? — a? 2ab d 2ab b? — a?
51(37,y)_< g 37—7(3/—2—6),—737— 7 y+b)

b? — a? 2ab d. 2ab b? — a2
52(%?/):< d f—j(y—g),—7$— ¥ y+26).

Assim,
SQ © Sl(xvy) = SQ(Sl(xay)) = (Q? +a,y+ b) = Ta,b(xay)a

isto é, Ta,b = SQ o Sl. [ |
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Exemplo 2.45 Sejam A = (a,b) e B = (c,d) pontos quaisquer em R?. Entdo existe uma
isometria T em R? tal que T(A) = B.

Solucao. Sejam 7., _; e T, 4 translagoes em R?. Entao T = Tt 40T, tem a propriedade
desejada, pois

T(A) =T(a,b) = T.q0 T 4_p(a,b) = T,.4(0,0) = (c,d) = B.

Uma rotagdo é a Unica transformagao Ry : R? — R? tal que Ry(0) = O e
0=/ (W,ORQ(P)) , ¥V PeR? com P#0,

onde O é chamado o centro de R e 6 o dngulo de rota¢ao de Ry. Note que O é o tinico
ponto fixo de Rjy.

Proposicao 2.46 Seja Ry : R? — R? uma rotacao anti-hordrio de dngulo de rotacdo 6.
Entao Ry = Sy 08571, onde Sy é a reflexdo de eixo a bissetriz do dngulo 0 e Sy é a reflexdo

de eizo a reta v suporte de O e Ry(P). Em particular, Ry é uma isometria em R?.

Prova. Podemos supor, sem perda de generalidade, que P esteja no eixo dos . Entao

Yy = tan (g) x e y = tan Az sao os eixos de Sy e S5, respectivamente. Logo,

S1(z,y) = (xcosh + ysend,xsenf — ycosh)

So(z,y) = (xcos 20 + ysen 20, xsen 26 — y cos 20).

Assim,
Sp0S1(x,y) = S2(S1(z,y)) = (xcosd — ysen, xsenb + y cosb).

Portanto, S5 0 S1(0,0) = (0,0) é o tinico ponto fixo e § = £ (OP, O(Sz 0 Sl)(P)), isto é,
R@ = SQ O Sl. [ |

Exemplo 2.47 Identificar a equagdo x* — 4py = 0.

Solucao. Fazendo a mudanca de coordenadas u = y e v = x, isto é, uma permutacao de
eixos, obtemos

v? = 4pu.

Assim, essa equagao representa uma parabola no plano u0v com foco F' = (p,0) e diretriz
u = —p. Portanto, a equacao 4py = 22 representa uma pardbola no plano 20y com foco
F = (0,p) e diretriz y = —p.

Exemplo 2.48 Identificar a equagao

T
—+>==1comb>a>0.
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Solugao. Fazendo a mudanca de coordenadas u = y e v = x, isto é, uma permutacao de

eixos, obtemos

u?  v?

ﬁ+——1 com b>a>0.

Assim, essa equagao representa uma elipse no plano u0v com centro C' = (0,0) e focos
Fy = (—¢,0), F5, = (¢,0), onde ¢ = v/b?> — a?. Portanto, a equagao

2 2

T b
——i—ﬁ—l com b>a>0

representa uma elipse no plano z0y com centro C' = (0,0) e focos F; = (0, —c) e Fy =

(0,¢).
Exemplo 2.49 Identificar a equagao
227 4 9y? + 42 + 36y + 26 = 0.
Solugao. Como
20 + 4z =2(z +2)* — 8 e 9> + 36y = 9(y + 2)* — 36
temos que
227 + 9y® + 47 + 36y + 26 = 0 = 2(z + 2)* + 9(y + 2)* = 18.

Dividindo todos os termos por 18, obtemos

(x +2)2 N (y + 2)?

= 1.
9 2
Fazendo a mudanga de coordenadas u = x+2 e v = y+2, isto é, uma translacao de eixos,
obtemos
u? 0P
92"

Assim, essa equagao representa uma elipse no plano u0v com centro C' = (0,0) e focos
Fy = (—=/7,0) e F, = (\/7,0). Portanto, a equacio

227 + 9y® + 4x + 36y + 26 = 0

representa uma elipse no plano z0y com centro C' = (=2, —2) e focos Fy = (=2 — /7, —2)
e Fy = (—24+7,-2).

Exemplo 2.50 Identificar a equagio xy — 1 = 0.
Solugao. Fazendo a mudanca de coordenadas

(z+y) e (z-y) o=

MH
MH
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isto ¢, uma rotacao de angulo 6 = —7, obtemos
u? —v? = 2.

Dividindo todos os termos por 2, temos que

Assim, essa equagao representa uma hipérbole no plano u0v com centro C' = (0,0) e focos
Fy =(-2,0) e F, = (2,0). Portanto, a equagao

zy—1=0
representa uma hipérbole no plano z0y com centro C' = (0,0) e focos
2 2 2 2
F=(-——=_-—2) emn=(==).
= () <2 ()
Teorema 2.51 Seja
Az? + Bry+ Cy* + Dz + Ey + F =0,

onde A, B, C, D, E e F sao constantes com A, B e C, nao todos nulos, a equacao

cartesiana de uma coénica.

1. Se A=C, A-C+#0 e B =0, entao a equagdo representa uma circunferéncia, um

ponto ou o conjunto vazio.

2. Se A-C =0 e B =0, entdo a equacao representa uma pardbola, duas retas ou o

conjunto vazio.

3. Se A#C,A-C >0 e B =0, entdo a equagdo representa uma elipse, um ponto ou

0 conjunto vazio.
4. Se A-C <0 e B=0, entao a equacao representa uma hipérbole ou duas retas.
Prova. Fica como um exercicio. |

Seja
Ar? + Bay +Cy* + Dx + Ey + F =0,

onde A, B, C', D, E e F sao constantes com A e C', nao ambos nulos, e B # 0, a equagao

cartesiana de uma conica. Entao a mudanca de coordenadas
u=xcost) —ysenl e v==xsent + ycosb,
ou, equivalentemente,

r=wucosf +vsenf e y=—usenf + vcost
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transforma essa equacao em
A'u? + B'uv + C"v? + D'u+ E'v+ F' =0,
onde

A = Acos’0 — Bsenfcosf + C sen 20
B = (A-C)sen(20) + B cos(20)

C' = Asen?# + Bsenfcosf + C cos® 0
D' = Dcosf — Esenf

E' = Dsenf + Ecosf

F' = F

Assim, pela segunda equacao, B’ = 0 se, e somente se,

cot(20) = CTEA

Portanto, ¢ sempre possivel, por uma rotacao conveniente Ry, obter uma nova equagao

da conica sem o termo cruzado uv. Note que

B

! A/: A I_AI:
'+ C+AeC sen(20)

se sen(20) # 0, simplifica os célculos dos coeficientes da nova equagao, pois

1 B?

2(20) = = :
sen “(26) 1+ cot?(20) A2+ B2+ (C?—2AC

EXERCICIOS

1. Identificar as equacoes abaixo:

(a) 42% + 4y* —8x + 8y + 7 = 0.
(b) 2> —y* —x —y=0.

(c) 22 —4x — 6y + 10 = 0.
(d

)

)

)

) 922 + 25y% — T2z — 100y + 19 = 0.
(e) 922 — 4y? — 18z — 16y — 43 = 0.
(f)

)

)

f) 22 +y? — 20y — 4z +6 = 0.

g) 5a? + 5y? — 8xy — 9 = 0.

h

(
(h) 322 + 3y?> — 8xy — 7 = 0.
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(i) 2 +y* — 22y —4=0.
() 1622 + 4y — 322 + 16y + 96 = 0.

. Seja Isom(R?) o conjunto de todas as isometrias de R2.

(a) Mostrar que se T}, Ty € Isom(RR?), entao Ty o T € Isom(R?).

(b) Mostrar que se T' € Isom(R?), entao T~ ' € Isom(R?).

. Determinar todas as isometrias 7' : R? — R? definidas por

T(x,y) = (ax + by, cx + dy),

onde ab+cd=0,a’2+c2=1eb®+d*=1.

. Seja A € Rcom A > 0. Uma homotetia de centro O e razao A é a tnica transformagao

H : R? — R? tal que H(O) = O e H(P) é o tinico ponto da semi-reta OP com
d(O, H(P)) = Md(O, P), para todo P € R? com P # O. Determinar a expressao

analftica de H. Conclua que H é bijetora e que

d(H(Py), H(Py)) = M(P1, P5), ¥V Py, Py € R

. Seja A € R com A > 0. Uma inversao de polo O e razao \ é a unica transformagao

E:R?*—{(0,0)} - R*—{(0,0)}

tal que E(P) ¢ o tinico ponto da semi-reta OP com d(O, P)-d(O, E(P)) = \?, para
todo P € R? — {(0,0)}. Determinar a expressao analitica de E. Conclua que E ¢

bijetora e que o conjunto
C={PcR?:E(P)=P}

é uma circunferéncia de centro C' = (0,0) e raio A, o qual é chamado de circulo

1sométrico.

. Seja I’ uma figura em R?. Uma simetria de F' é uma isometria T de R? tal que

T(F) = F. Determinar todas as simetrias de um tridngulo equildtero e das letras
A, HeN.

. Seja T : R? — R? a transformacao definida por

T(xz,y) = (z,y) exceto T(0,0) = (1,0) e T(1,0) = (0,0).

Mostrar que T' é bijetora mas nao é uma isometria.
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8. Sejam C3(R) o conjunto de todas as matrizes 2 x 2 da forma

[ * y] com z,y € R.

e C o conjunto de todos os nimeros complexos. Mostrar que as transformacoes
Ty : R? — C5(R) e Ty : R? — C dadas por

T

Ti(z,y) = e Ta(x,y) =2z, ou z=x+ 1y,

sao bijetoras. Conclua que podemos identificar esses conjuntos.

9. Seja Isom(R?) o conjunto de todas as isometrias de R.

(a) Mostrar que se T € Isom(R?) fixa dois pontos distintos A e B, entao T fixa

todo os pontos da reta suporte de A e B, isto é, T' =1 ou T é uma reflexao.

(b) Mostrar que se T € Isom(R?) fixa trés pontos nao-colineares A, B e C, entao
T =1 é a identidade.

(c) Mostrar que existe no méximo um elemento 7' € Isom(RR?) tal que T'(A) = A’,

T(B)=BeT(C)=C" onde ABC e A'B'C’ sao triangulos congruentes.

10. Mostrar que toda isometria de R? pode ser escrita como a composta de uma reflexao,

uma rotacao e uma translacgao.

11. Seja Isom(C) o conjunto de todas as isometrias de C.

(a) Mostrar que se T' € Isom(C) é uma translagao, entao T'(z) = z+w, para algum
w e C.
(b) Mostrar que se T € Isom(C) é uma rotagao de angulo 6, entdo T(z) = ez.

(¢) Mostrar que se T € Isom(C) é uma reflexao de eixo z, entdo T'(z) = Z, onde Z

¢ o conjugado complexo de z.

(d) Mostrar que todo T € Isom(C) pode ser escrito na forma
T(z) =uz+w ou T(z) =uz+w, onde u,w € C e |u|=1.

12. Seja Py = (a,b) um ponto fixado em R2. Uma semelhanca é a unica transformagao
T : R? — R? dada por

T(Qj‘, y) = (ax - bya bx — ay)
Mostrar que T'= H o Ry, onde Ry é uma rotacao de dngulo § e H uma homotetia.

13. Seja Isom(R) o conjunto de todas as isometrias de R.
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(a) Mostrar que se T' € Isom(R) fixa dois pontos distintos a e b, entdo 7' =1 é a
identidade.

(b) Mostrar que todo 7" € Isom(R) pode ser escrito na forma

T(z)=mx+b, me{-1,1} e b=T(0).

Respostas, Sugestoes e Solucoes

Secao 1.2
3. Sim. O valor da abscissa igual a 0.

5. (a)z=-3ey=8 (b)x=1ley=—-1;(c)z=5ey=-3;(d) x=-30ou2e
y =0 ou 2; (e)x:—QouQey:—ﬁou\/g

7. (2,1) €A (0,1) ¢ A; (—2,3) ¢ A: (1,0) € A e (—1,-2) € A.

11. Seja (z,y) € Ax B. Entaox € Aey € B. Como B=CUD ey € B temos que
yeCouyeD. Logo,r€ AeyeCouxr € Aey € D. Assim, (z,y) € Ax C ou
(x,y) € A x D. Portanto,

(z,y) € (Ax C)U (A x D),

ouseja, Ax BC (AxC)U(Ax D). A reciproca prova-se de modo anélogo.

Secao 1.3

1. (a) 5v2uc; (b) 2v/5uc; (c) 5uc.

3. (a) Como d(A,B) =5, d(A,C) =4 e d(B,C) = 3 sao os comprimentos dos lados

do tridngulo ABC' temos que o perimetro ¢é igual
p=3+4+5=12;

(b) Como
d(A,B)? = d(A,C)* +d(B,C)?

temos que o tridngulo ABC' é retangulo e sua drea é igual a 6 u a.
5. P=(1,0).
7. C=(3,6)e D=(6,2) ouC =(-50)eD=(-2-4).

9. P=(3,3).
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Secao 1.4

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

(a)y=>5c+3,m=5eb=3;(b)y=—2z+I, m=-2eb=2%(c)y=30+2,

2
m=seb=2(d)y=—-2r+3, m=-2eb=3.

.y =4xr —11.

22 — 5y + 18 = 0.

Az +3y+12=0.

y=—T.
Sim.
(a) Sim; (b) Nao; (c) Nao; (d) Sim.

(a) 2uc; (b)4uc (c)0uc (d) 22 uc; (e) 3v2 uc.

2

c-C
(a) 2uc; (b) %uc; (c) \/‘WB'Q u c.
—166‘é6_5 u a.

Sabemos que drea do tridngulo ABC' é dada por
1
S = §(base - altura).

Fixando um dos vértices, digamos A, obtemos que o comprimento da base é igual a

d(B,C) e da altura é igual a d(A,r), onde r é a reta que passa pelos pontos B e C,

isto é,
(ys — y2)x + (9 — x3)y + (z3y2 — T2y3) = 0.
Como
d(A, ) = |(ys — y2)x1 + (22 — z3)y1 + (T3y2 — T2y3)|
\/(9133 — 22)2 + (Y3 — 12)?
_ |(ys — y2)z1 + (22 — z3)y1 + (x3y2 — T2y3)|
d(B,C)
temos que

d(B,C)-d(A,r)

(Y3 — y2)z1 + (22 — 23)y1 + (T3y2 — T2y3)|

NI, ~RDN] -
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25.

27.

29.

31.

33.
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onde
1 yr 1
D=det(A) e A= | 25 yp 1
r3 y3 1
32 u a.
r=—-—9oux=-—1.
P=(-4,-7).

Consideremos o feixe
r—y+1+A2x+3y—2)=0.

Entao é facil verificar que Py = (—%, %) é o ponto de intersecao do feixe. Como
Py=(—1%,%) e P =(3,-2) pertencem a reta temos que a inclina¢éo ¢ dada por
—2-% 7
m = ==,
3+% 8

Logo, a equacao da reta é

7
y+2:—§(3:—3) ou 7x+ 8y —5=0.

(a) §; (b)

o3

; (¢) 0 = arctan ; (d) Z.

Secao 1.5

1.

O raio da circunferéncia que tem centro em C' = (4,9) e que passa pelo ponto
P =(-2,1) é dado por
r=d(C, P)=10.

(a) Circunferéncia de centro C' = (3, —2) e raio R = 5; (b) Pardbola de diretriz a
reta © = —o; e foco F' = (57,0); (c) 777777

6.

2v —y—5=0ellz+2y+5=0.

.rNH={4,1)}

Secao 1.6
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. (a) Circunferéncia de centro C' = (1, —1) e raio R = 3; (b) Duas retas z —y = 0 ou

x4y = 0; (c) Pardbola com foco F' = (2,2) e diretriz y = —2; (d) Elipse de centro
C = (4,2) e focos F} = (0,2) e F; = (8,2); (e) Hipérbole de centro C' = (1,-2) e
focos Fy = (1 —/13,-2) e F, = (1 + /13, —2); (f) Parabola com foco F = (2,1)
e diretriz x + y — 2 = 0; (g) Elipse de centro C' = (0,0) e focos F; = (—2,—2) e
F; = (2,2); (h) Hipérbole de centro C' = (0,0) e focos F; = (—2,2) e F; = (2, -2);

(i) Duas retas ¢ —y +2 =0 ou z — y — 2 = 0; (j) Conjunto vazio.

. Como a? + ¢* = 1 temos que P = (a,c) pertence a uma circunferéncia de centro

C = (0,0) e raio R = 1. Logo, existe 6 € R tal que a = cosf# e ¢ = senf. Mas as
equacoes ab+cd = 0 e b* +d? = 1 implicam que b = —senf e d = cos ou b = sen @)

e d = — cos . Portanto,
T(xz,y) = (xcosf — ysend, xsenb + ycos )

ou

T(x,y) = (xcosf + ysenh, zsend — ycosb)

isto é, T' é uma rotacao sobre a origem ou uma reflexdo com eixo uma reta passando

pela origem.

. Sejam P = (z,y) e Q = E(P) = (u,v). Entao Q = (ux, uy), onde p € R e p > 0.

Logo, d(O, Q) = pd(O, P), isto é,

u® 4 v = (2% + y?).
Como d(O, P) - d(O, E(P)) = A? temos que

(u? + ) (2? +¢2) = \".
Assim, encontrando o valor de p, obtemos

Nz Ny
2 + y2’ 2 + y2

E@w:( )aE*:E

. E facil verificar que 7' ¢ bijetora. Sejam A = (0,0), B = (1,0) e C' = (0,1). Entéo

1=d(A,C)#V2=d(B,C) = d(T(A),T(C)).

Portanto, 7' nao é uma isometria.

. (a) Seja P um ponto qualquer de R?. Entao

d(A, P) = d(A,T(P)) e d(B,P) = d(B,T(P)).

Logo, T(P) = P ou SoT(P) = P, onde S é uma reflexdo com eixo a reta suporte
de A e B. Portanto, '=1TouTl = S.
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10.

(b) Se T € Isom(R?) fixa trés pontos nao-colineares A, B e C, entao pelo item (a)
T fixa a reta suporte de A e B. Logo, T ¢ a identidade I ou uma reflexao S com
eixo a reta suporte de A e B. Como S(C) # C temos que T = I.

(c) J4& vimos que existe uma translacao T} tal que 73(A) = A’. Como
d(Alv B/) = d(Aa B) = d(Tl (A)a Tl(B)) = d(Alv TI(B))

temos que B’ e T} (B) estdo na mesma circunferéncia de centro A’. Logo, existe uma

rotagdo Ry com centro A’ tal que Ry o T (B) = B’. Assim,
RyoTi(A)=A"e RyoTy(B)=B'.
Como

d(AI, Cl) = d(A, C) = d(Rg o) TI(A), R@ o TI(C)) = d(A/, Rg o} Tl(C))

d(B',C") = d(B,C) = d(Rg o Ty(B), Ry 0 T1(C)) = d(B', Ry o T1(C))

temos que Ry o T1(C) = C" ou So RyoTy(C) = C’, onde S ¢ uma reflexdo com
eixo a reta suporte de A" e B’. Portanto, T'= RyoTy ouT = So Ryo T tem a
propriedade desejada. A unicidade segue do item (b).

Sejam A = (0,0), B = (1,0), C = (0,1) e T € Isom(R?). Suponhamos que
T(A) = (a,b). Entao
Tfa,fb o} T(A) = A.

Fazendo B' =T, o T(B), obtemos
1= d(A,B) = d(T_q_y 0 T(A), T_o_y o T(B)) = d(A, B).

Logo, B’ estd em uma circunferéncia de centro A e raio 1. Assim, existe 6 € R tal

que B’ = (cosf,sen ). Entao
R 4(B") =B e R_4(A) = A.
Fazendo C' = R_goT_, _, o T(C), obtemos
d(A,C") =1 e d(B,C") =2,

pois R_goT_, p0T(A)=AeR yoT_, 0T (B)=B. Entao C' = (0,1) = C ou
C’" = (0,-1). Seja

) (xy)  se C"=(0,1)
ﬂﬁw_{@;wsemzu—m

Assim, tomando T = So R_goT_, _, temos que
ThooT(A)=A, ThoT(B)=B e ThoT(C)=C.

Portanto, pelo item (b) do Exercicio anterior, T o T = I, isto ¢, T = T, ' =
Ta,b 9 R@ oS.



80

CAPITULO 2. GEOMETRIA ANALITICA

13. (a) Seja ¢ um elemento qualquer de R. Entao

lc —a| =d(a,c) =d(T(a),T(c)) = d(a,T(c)) =|T(c) — al.

Logo,
T(c) —a==%(c—a).

Suponhamos, por absurdo, que T'(¢) # ¢. Se T(¢c) —a = ¢ — a, entdo T(c) = ¢, o
que é uma contradi¢do. Assim, T'(c¢) — a = —c + a, isto &, T'(¢c) = —c + 2a. De
modo andlogo, obtemos T'(¢) = —c+ 2b. Logo, 2a = 2b, ou seja, a = b, o que é uma

contradigao. Portanto, T'(¢) = c e T = I, pois ¢ é arbitrario.

(b) Seja T' € Isom(R) e suponhamos que 7'(0) = b. Entao
1=4d(0,1) =d(T(0),T(1)) =d(b,T(1)) = |T(1) — b].

Logo, T'(1) =b+ 1. Se T'(1) = b+ 1, entao T} _; € Isom(R). Logo, T, o T(0) =0
e Th_po0T(1) = 1. Assim, pelo item (a), 71,0 T = I, isto ¢, T" = T1;. Se
T(1)=b—1, entdo T_1 _p € Isom(R) Logo, 71 _,0T(0) =0e T3 _0T(1) = 1.
Assim, pelo item (a), 7y 0T = I, isto ¢, T'=T_; ;. Portanto, em qualquer caso,
T(xz) =mx+0b, onde m € {—1,1} e b =T(0).



