INVESTIGANDO O CALCULO DE DISTANCIAS INACESSIVES COM O USO DO
GEOGEBRA

Evanilson Landim Alves
landime@hotmail.com

Conceicéo de Lourdes Farias Bandéo
clfb_05@hotmil.com

Wagner Willen Cavalcanti Araguam
wagnerwillen@hotmail.com

Resumo: Desde as civilizacdes egipcias, babildnias e gregas a relacdo entre as medidas de
angulos e segmentos tém proporcionado a solucdo de grandes problemas como o calculo da
medida do raio da Terra, a distancia relativa do Sol e da Lua e a localizacdo de um navio em
alto mar. Estes problemas eram geralmente motivados pela necessidade de calcular distancias
gue ndo podiam ser medidas diretamente, por isso, matematicos como Tales e Eratostenes
sentiram-se motivados a investiga-los. Diante disso, propomos nesta oficina uma proposta de
ensino para calculos de distancias inacessiveis e compreensao do conceito de tangente por
meio do Geogebra que é um software de geometria dindmica.
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Resolucdo de problemas.

1. Introducéo

A resolucdo de problemas que envolvam o calculo de distancias inacessiveis, como calcular a
altura de uma arvore, a largura de um rio ou a distancia relativa entre o Sol e a Lua, tem sido
uma necessidade de todas as civilizagdes, sejam elas antigas, como a dos egipcios, babildnios
e gregos ou mais contemporaneas como a nossa. Mas, apesar de ser uma necessidade
cotidiana, e por isso uma recomendacao dos Parametros Curriculares Nacionais, 0s estudantes
do Ensino Fundamental e do Ensino Médio apresentam muitas dificuldades nestes conceitos
que geralmente sdo trabalhados a partir do 9° ano do Ensino Fundamental, como apontam
algumas pesquisas (OLIVEIRA, 2006; BRITO e MOREY, 2004; GOUVEIA, 1998; COSTA,
1997; LORENZATO, 1993; DANTE, 1988).

Os softwares de geometria dindmica tém sido apontados como midias que podem colaborar
com a elaboracgdo e consisténcia da aprendizagem destes conceitos de trigonometria quando

bem utilizados pelos professores e professoras.
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2. O calculo de distancias inacessiveis no decorrer da historia da matematica

Determinar um marco inicial para a histéria da matematica, ou da geometria, como parte dela,
ndo e tarefa simples, por considerarmos que o desenvolvimento de atividades relacionadas
com o uso da matemaética € inerente a espécie humana e por identificarmos hé cerca de 6.000
anos 0 surgimento da escrita que proporcionou a esta espécie representar seus registros e

pensamentos.

A existéncia de uma matematica anterior ao aparecimento da escrita pode ser observada ha
cerca de 2,5 milhdes de anos, quando os australopitecos utilizaram a pedra, como uma
tecnologia para descarnar animais (D’AMBROSIO, 2005). Com isso, esta espécie utiliza o
raciocinio l6gico-dedutivo, caracteristico da matematica, para garantir a sua alimentacdo com

mais eficiéncia e ainda colabora com a evolucao da espécie.

As mudancas climaticas motivaram o desenvolvimento da agricultura e a criagdo de
calendarios e almanaques que serviam para ajudar o0s agricultores a prever as chuvas ou a sua
escassez. Contudo, aconteciam constantes enchentes no vale dos rios Amarelo, Nilo, Tigre e
Eufrates. E a partir deste que contexto que Herdédoto (484-425 a.C.) acredita ter surgido a
geometria, mais especificamente, nas margens do rio Nilo, tendo em vista que os egipcios
cultivavam terras divididas em lotes pelos funcionarios do farad. Assim, a cada enchente do
Nilo estas divisdes precisavam ser refeitas a fim de controlar a arrecadacéo dos impostos pelo

farad.

Mas, foram os gregos que nomearam e desenvolveram as técnicas egipcias utilizadas na
medicdo de terras. Com isso, tanto os egipcios quanto os gregos trabalharam com outras
atividades geométricas, como por exemplo, a invencdo do rel6gio do sol e a construcdo de
pirdmides que serviam de timulo para os farads. Isso mostra que a ciéncia é resultado do
conhecimento acumulado por outros povos, ou seja, a geometria grega € resultante de

conhecimentos que os egipcios e babilénios ja possuiam.

Tales (624-548 a.C.) foi um matematico grego que causou grande admiragdo nos egipcios ao
calcular a altura da piramide de Quéops, observando o comprimento da sombra da piramide e

0 comprimento da sombra de um bastéo vertical.



Outras medidas de distancias inacessiveis foram calculadas por Aristarco e Eratostenes, por
volta do seculo Il a. C. Aristarco, utilizando instrumentos rudimentares para a nossa época,
percebeu que a distancia entre o Sol e a Lua (quando meio cheia) é 29/30 de um angulo reto.
Com isso, mostrou que a distancia da Terra ao Sol é cerca de 20 vezes maior que a distancia
da Terra a Lua. J4 Erat6stnes, observou que ao meio dia do solsticio' de verdo, uma vara
colocada na vertical ndo projetava nenhuma sombra em Siena (h& aproximadamente 1 000 km
de Alexandria), ou seja, os raios solares caiam verticalmente (figura 1). Porém, em
Alexandria, no mesmo instante, os raios do Sol formavam um éangulo de 1/50 da
circunferéncia completa com a vertical (figura 2). Eratdstenes tinha conhecimento de que a
distancia entre Siena e Alexandria era de aproximadamente 5 000 estadios’. Com essas
informacdes, Eratostenes obteve 250 000 estadios como sendo a medida da circunferéncia da
Terra. Como naquela época ja era conhecida a relacdo entre o comprimento de uma

circunferéncia e o seu diametro, pode-se obter facilmente a medida do raio da Terra.
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! Segundo a astronomia é quando o Sol aparenta atingir a maior declinacdo em latitude medida a partir da linha
do equador. O solsticio de verdo ocorre no hemisfério norte em junho e no hemisfério sul em dezembro.

? Unidade de comprimento utilizada por vérios povos. Para os gregos a referéncia era o estadio de Olimpia,
cidade da Grécia antiga que sediou no século VIII a.C os primeiros jogos olimpicos e que tinha cerca de 185
metros de comprimento. Eratostenes utilizou como referéncia o estadio egipcio que tinha cerca de 135 metros de
longitude.



3. Geogebra: um software de geometria dinamica

O termo Geometria Dinamica foi inicialmente utilizado por Nick Jakiw e Steve Rasmussen,

eles tinham como objetivo diferenciar este tipo de software dos demais softwares

geométricos. A Utilizacdo dos softwares de construcbes geométricas permite designar

programas interativos para a criagdo, manipulacdo e transformacéo de figuras mantendo suas

propriedades. Sendo assim 0s programas usados em geometria dinamica ndo devem ser vistos

como referéncia a uma nova geometria.

O Geogebra é um software livre de geometria dindmica para 0 ensino da matematica que

junta a geometria, algebra e o calculo e foi desenvolvido por Markus Hohenwarter e Judith

Hohenwarter. Este software esta disponivel em mudltiplas plataformas (Windows, Linux,

Macintosh, etc.) e para funcionar deve ter o Java Script instalado.

O Geogebra possibilita apresentar um objeto matematico por meio da zona grafica, da zona

algébrica ou numérica e da folha de célculo (figura 3).
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Usando a Entrada de Comando podemos inserir diretamente expressdes algébricas no

Geogebra. Por exemplo, inserindo f(x) = x"3 + 4 na entrada de comando, a fungéo f aparecera

na zona algébrica e o respectivo grafico na zona grafica. Na zona algébrica, 0s objetos



matematicos sdo organizados em duas classes: objetos livres e objetos dependentes. Na folha
de célculo cada célula tem um nome especifico que permite identifica-la diretamente. Por

exemplo, a célula da coluna G e linha 1 é nomeada como célula G1.
4. A Teoria das Situacgdes didaticas

O mateméatico e didata francés Guy Brousseau (1986) apresenta por meio da teoria das
situacdes didaticas uma forma de compreender e agir com relacdo ao ensino e a aprendizagem
de matematica. Essa teoria € motivada por estudos construtivistas e pela critica levantada por
Brousseau contra os métodos adotados pelos professores nas décadas de 60 e 70, quando
estava em ascensdo a Matematica Moderna. Assim, Brousseau desenvolveu uma proposta que
apresenta como base a problematizacdo matematica, por acreditar que o individuo aprende

guando enfrenta situaces que o conduz a contradicdes e desequilibrios.

Sempre que o professor tem a intencdo de favorecer a aprendizagem do aluno com relagéo ao

algum objeto matematico, tem-se uma situacdo didatica. Segundo Brousseau (1986):

Uma situagdo didatica € um conjunto de relagdes estabelecidas
explicitamente e ou implicitamente entre um aluno ou um grupo de alunos,
num certo meio, compreendendo eventualmente instrumentos e objetos, e
um sistema educativo (o professor) com a finalidade de possibilitar a estes

alunos um saber constituido ou em vias de constituigdo. (p. 8).

A teoria das situacdes didaticas envolve professor, aluno e conhecimento matematico. Ao
professor cabe selecionar uma boa situacédo, isto €, buscar uma situacdo que seja capaz de
promover a aprendizagem, tendo em vista, que é ele quem conhece 0s objetivos educacionais
esperados para o dominio de determinadas competéncias. Contudo, s6 havera aprendizagem
se 0 aluno se apropriar da situacdo, ou seja, € necessario que o problema proposto seja
motivador e que ele o tenha como seu e se interesse pela busca de estratégias que sejam
capazes de resolvé-lo. Isso é o que Brousseau chama de devolucdo o processo de
transferéncia de propriedade psicoldgica do professor para o aluno. A partir da devolugdo da
situacdo para o aluno é que ele comeca a pensar e investigar caminhos para apresentar ao

professor uma solucdo, por isso, 0 processo de devolucdo é uma via de mao dupla. Enquanto



o professor prepara 0 meio® para apresentar a situagio ao aluno, este considera o trabalho do
professor e as regras do contrato didatico® para devolver a resposta da situaco a ele proposta.

No decorrer da dialética existente na devolucdo das responsabilidades (professor-aluno e
aluno-professor) da situacdo ocorre a aprendizagem. Contudo, até que iSSo ocorra é necessario
investigar alguns tipos de situacdes didaticas que levam a tona diversas varidveis, inclusive,
varidveis que vao além do controle do professor. Brousseau chamou de situacdes adidaticas,
aquelas nas quais o aluno age sem a influéncia direta do professor no decorrer do processo de
aprendizagem, ou seja, sdo nestas situacdes que os alunos séo convidados a investigar e
descobrir sozinho, sendo assim, momentos privilegiados da aprendizagem. E importante
considerar que a auséncia do professor faz com que ele perca o controle apenas
momentaneamente do saber produzido pelo aluno, mas foi o professor quem escolheu a

situacdo. Por isso, toda situacdo adidatica é um tipo de situacdo didatica.

A partir da analise das especificidades da aprendizagem da matematica, Brousseau apresentou
quatro categorias para as situacdes didaticas: situacdo adidatica de acdo, situacdo adidatica de
formulacdo, situacdo adidatica de validagdo e situacdo de institucionalizag&o.

Na situacdo de acdo o aluno age de modo mais operacional na busca de solugdo para o
problema, por isso, € comum nesta fase 0 aluno apresentar uma resposta para a situacdo
mesmo sem conseguir uma explicacido mais elaborada que justifique a sua afirmagdo. E o

momento da tomada de decisoes.

E na situacdo de formulacio que o aluno mostra utilizar alguns modelos tedricos, mas sem se
preocupar com a validade das suas afirmacdes, ou seja, ele faz algumas afirmacdes que sédo
resultados da sua interacdo com o problema, mas embora estas afirmacfes tenham uma

intencdo de validacdo ndo é uma exigéncia da situacdo.

Na situacdo adidatica de validagdo espera-se que as proposices levantadas pelos alunos
sejam verificadas cuidadosamente a fim de serem validadas ou abandonadas. Nesta tipologia
de situacdo didatica, o aluno ja estd convencido da validade da sua afirmagdo, mas precisa

elaborar algum tipo de discurso a fim de ajudar outras pessoas a compreenderem este saber.

% E onde ocorrem as mudancas que visam desestabilizar o sistema didatica e provocar o surgimento de conflitos
cognitivos que favorecem a aprendizagem.
* Conjunto de comportamentos do professor que sdo esperados pelos alunos e vice-versa (BROUSSEAU, 1986).



Como o conhecimento elaborado naquela situacdo particular precisa ser utilizado em outras
situacOes, a situacdo didatica de institucionalizacdo envolve professor e aluno na busca de
uma sintese que o envolva com outros saberes e permita uma validade cultural, ou seja, é ai

que ocorre a sistematizacdo do saber por meio de defini¢bes e propriedades matematicas.
5. O célculo de distancias inacessiveis utilizando o Geogebra

Desde os egipcios com o estabelecimento de comunidades fixas e a necessidade de cobrar
impostos, até os dias de hoje, a humanidade tem tido a necessidade de resolver inUmeros
problemas como a altura de piramides e prédios, a largura de rios e mais recentemente
investiga distancias inacessiveis até mesmo no espa¢o cosmico. Em todas estas situagdes o
homem recorre a conhecimentos basicos de geometria, como por exemplo, o estudo do

triangulo, do retangulo e do circulo.

Estes conte(idos, embora, integrem o campo conceitual® da geometria bésica ainda n&o sdo
bem compreendidos pelos alunos que quando se deparam com problemas que exigem tais
abordagens acabam fracassando como apontam diversos estudos (GOUVEIA, 1998;
LORENZATO, 1993; DANTE, 1988).

Os parametros curriculares nacionais de matematica apontam a importancia do aluno
reconhecer a natureza de uma situacdo-problema e situar o objeto de estudo dentro dos
diferentes campos da matematica, o que pode acontecer, por exemplo, em situacGes que
envolvam o célculo de distancias. (BRASIL, 2002, p. 159).

Para Nascimento (2004) grande parte das dificuldades pontuadas no processo de
aprendizagem é resultado da maneira utilizada pelos alunos na organizacdo do raciocinio e na
construcdo de argumentacdes logicas. No que se refere a aprendizagem de conceitos
geométricos Souza, Diniz, Vieira (1997) apontam o uso de softwares de geometria dindmica
como tecnologias que podem colaborar com o processo de ensino-aprendizagem de

geometria.

Segundo Silveira

O uso de softwares educacionais oferece muitas potencialidades, como por
exemplo: ambiente rico de imagens, sons e animacg6es, fornecendo dessa
maneira um estudo mais dindmico, permitindo que o aluno, experimente,

> Vergnaud (1988) define um campo conceitual como sendo um conjunto de situacdes que exigem o dominio de
varios conceitos de naturezas distintas.



construa, interprete, visualize situacdes relativas ao conteudo de sala de aula.
Diante do computador os alunos procuram as solucBes para 0s seus
problemas e dessa maneira constroem ao mesmo tempo 0 proprio
conhecimento. (2008, p. 24)

Contudo, estes mesmos autores enfatizam que ndo basta inserir uma determinada tecnologia
na escola, € preciso que o professor consiga proporcionar ao aluno situa¢fes que permitam a
manipulacdo, a construcdo e o dinamismo que os softwares de geometria dindmica devem
apresentar. Tendo em vista que:

Um software pode ser usado de diversas formas em funcéo do seu tipo, mas
pode também ser usado em diferentes momentos de uma aprendizagem e ter
funcBGes variadas nessa aprendizagem. (BELLEMAIN, BELLEMAIN,
GITIRANA, 2006, p. 2).

No intuito de oferecer uma melhor compreensdo dos conceitos aqui discutidos propomos esta
oficina a ser desenvolvida com os participantes organizados em pequenos grupos em trés
momentos. O primeiro momento tem como objetivo familiarizar os participantes com o
Geogebra, por meio de algumas atividades tais como: representacdo de pontos, segmentos,
retas, angulos e demais figuras geométricas. No segundo momento sugerimos a resolucéo de
uma atividade, que chamamos de pré-teste (figura 4) a fim de observarmos como, e se, 0S
participantes resolvem problemas envolvendo o célculo de distancias inacessiveis. Enfim, no

terceiro momento desenvolveremos duas atividades.

Vitor esta numa das margens de um rio (ponto A) e quer medir sua largura x. Ele observa uma
arvore que esta na margem oposta do rio (ponto B) e caminha em linha reta até ficar de frente
para a arvore (ponto C). Ajude Vitor determinar a largura do rio. sabendo que BAC mede 36°.

(Dado tg 36°=0.73)

C 4m

Figura 4 — Pré-teste (BONJORNO, BONJORNO, OLIVARES, 2006)



Atividade 1 — Investigando razdes

Construa no Geogebra um angulo de medida qualquer. Marque em um dos lados deste angulo

um ponto e passando por ele uma reta perpendicular a este mesmo lado do angulo. Em

seguida, marque o ponto que indica a interseccao entre a perpendicular tragada e o outro lado

do angulo. Agora, complete 0 quadro abaixo e responda as questdes propostas. Lembramos

que para realizar esta atividade sera necessario em alguns momentos mover a perpendicular

construida mantendo o angulo fixo, em outros, faz-se necessario mover um dos lados do

angulo. Ainda, para o célculo da razdo sugerimos utilizar a calculadora ou a planilha do

Geogebra.

Medida do angulo

Medida do
segmento oposto ao

angulo

Medida do
segmento adjacente

ao angulo

Razao entre o
segmento oposto e o

segmento adjacente

Observando os dados do quadro acima, 0 que parece acontecer com a razao entre o segmento

oposto e 0 segmento adjacente ao angulo construido:

a) quando a medida do angulo permanece fixa?

b) quando a medida do angulo sofre variacao?

Atividade 2 — Calcular a medida do pé direito desta sala, considerando-a inacessivel.

Atividade 3 — Realizando um procedimento analogo ao da atividade 2 (manual com régua e

compasso ou no Geogebra) preencher o quadro abaixo:




Medida do angulo Tangente

50

10°

20°

30°

40°

45°

60°

75°

89°

Nesta atividade cada grupo ira obter a tangente para duas medidas de angulos. Assim, ao
término da atividade cada grupo socializa o valor da tangente obtido e organizaremos o

quadro acima.
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