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ACOES DE GRUPOS E GEOMETRIA
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Resumo: Um dos conceitos mais importantes na matemética moderna certamente é o conceito de grupo.
Podemos ver a ubiqiiidade dos grupos em quase todas as areas da matemadtica, como na proépria dlgebra, na
geometria, nas equacgoes diferenciais, na teoria de ntmeros, bem como nas ciéncias naturais, como a fisica e a
quimica. A idéia principal que confere aos grupos esta importancia capital é a nogao de simetria. Sempre em ciéncia
tentamos reconhecer padroes e simetrias em nossos objetos de estudo, sejam eles uma molécula, um péndulo fisico,
uma equagao diferencial, um sélido geométrico, as raizes de uma equacgao polinomial, etc. A partir do momento em
que identificamos as simetrias de nosso sistema, estamos introduzindo um grupo de transformagoes, ou uma agao de
grupo. Uma ag¢ao de um grupo em um conjunto é uma fungao do grupo no conjunto das bijecoes daquele conjunto
dado de forma que as operagoes do grupo sejam compativeis com a composicao de fungdes no conjunto. O grupo é
uma abstracao deste conjunto de bijecoes neste conjunto especifico, podemos falar dos elementos de um grupo de
maneira intrinseca, auto-contida, sem qualquer referéncia a um conjunto externo onde ele age. Esta é a perspectiva
da maioria dos livros de algebra existentes na atualidade. No entanto, no nivel das aplicagoes, os grupos somente
sao relevantes quando “encarnados”, em grupos de transformagoes. Nosso objetivo neste minicurso é esclarecer
melhor esta inter relacao entre o ponto de vista abstrato, do grupo como uma estrutura existente por si prépria,
e o ponto de vista concreto, do grupo agindo em outros conjuntos como bijegoes. Para tornarmos esta discussao
interessante e motivadora, pretendemos abordar varios aspectos da geometria afim e projetiva sob o ponto de vista

de agoes de grupos.

1 Introducao

A primeira apari¢ao do conceito de grupo em matemaética se da no contexto do estudo de equagoes polinomiais. O
problema em questao era encontrar formulas para se determinar as raizes de um polinémio de grau maior ou igual a 5.
Desde os trabalhos de Lagrange' as permutacoes das raizes de um polinémio eram consideradas importantes para a
procura de métodos gerais de solucdo. Com o teorema de Abel? ficou claro que nem todas as equacoes polinomiais
admitiam métodos de soluc@o por radicais. A pergunta que restou era: “Quais equagoes polinomiais admitiam
solucdo por radicais?”. Esta pergunta foi respondida por Galois®, que formulou muitos conceitos matematicos
inovadores para resolver este problema, inclusive o conceito de grupo. Os trabalhos de Galois somente puderam ser
apreciados e entendidos postumamente, pois a primeira edicao de seus trabalhos completos foi editada por Joseph
Liouville em 1846.

Apenas algumas décadas mais tarde, ainda no século XIX a teoria de grupos jd havia se expandido para outras
dreas da matemética, isto se deve grandemente ao trabalho do matematico noruegués Sophus Lie*. Basicamente,
Lie tentou estender a teoria de Galois para equagoes diferenciais, mas, diferentemente das equagdes algébricas, onde
as simetrias envolvendo as raizes eram finitas, as simetrias das solugoes das equagdes diferenciais eram continuas.
Pela primeira vez, além de técnicas puramente algébricas para se tratar de grupos, foram necessarios varias técnicas

oriundas da andlise para se compreender melhor a estrutura dos grupos de Lie®. Os grupos de Lie sdo os grupos
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mais utilizados em aplicagbes desde ramos da matemaética pura, como equacoes diferenciais, geometria diferencial,
até aplicacOes em ciéncias fisicas como mecanica clédssica, fisica quéantica, teoria de campos, entre outras. Partic-
ularmente em geometria, que serd o tema principal destas notas de aula, a importanncia da teoria de grupos foi

ressaltada pelo matemdtico alemao Felix Klein®

. Em 1871, ainda em Gottingen, Klein escreveu um artigo sobre
a geometria nao euclidiana, dando especial atengao aos espacos projetivos. Ficou claro para ele que os grupos de
transformagao exercem influéncia capital na definigdo dos objetos geométricos. Isto motivou a criacao, em 1872, ja
na universidade de Erlangen, de todo um projeto de pesquisas com o intuito de definir as geometrias como sendo o
estudo dos objetos que sao invariantes por grupos de transformacoes, este projeto é hoje conhecido como “Programa
de Erlangen”.

Neste minicurso, vamos mostrar os diferentes aspectos de aces de grupos em geometria. Para isto, vamos nos
restringir a dois tipos especiais de geometria, a geometria afim e a geometria projetiva. Por que geometria afim?
Bem, em primeiro lugar, os espagos afins sao, desde a antiguidade, os ambientes mais naturais para se descrever
os objetos geométricos. em segundo lugar, porque os espacos afins sdo a coisa mais préxima de espacos vetoriais,
portanto, as técnicas e a linguagem da algebra linear ainda podem ser adaptadas para o contexto destes espacos. E
a geometria porjetiva? Também porque os espagos projetivos sao definidos a partir de espacos vetoriais e porque os
espagos projetivos sao conjuntos quocientes, assim podemos exemplificar muitos conceitos pertinentes a teoria dos
grupos, como grupos quocientes e espacos de 6rbitas utilizando elementos da geometria projetiva. Faremos o maximo
possivel para mantermos estas notas de aula autocontidas, o tinico pré-requisito assumido é um conhecimento
elementar dos contetidos bésicos de algebra linear, como o conceito de espaco vetorial e de transformacao linear,
assumimos também uma certa familiaridade com matrizes de transformagoes lineares, é necessario que se saiba
escrever a matriz de uma transformagao linear em qualquer base. Os resultados mais importantes serao todos
demonstrados, no entando, alguns detalhes serao sempre deixados como exercicio para se adquirir pratica com a

linguagem e os conceitos.

2 Grupos, Subgrupos e Homomorfismos
Definicao 2.1. Um grupo é um par (G,-) onde G € um conjunto nao vazio e

GxG — G
(a,b) +— a-b

€ uma funcao, denominada operagao do grupo, satisfazendo
1. (Associatividade) Para todos os elementos a,b,c € G temos (a-b)-c=a- (b-c).
2. (Elemento neutro) Existe um elemento e € G tal que para todo a € G tenhamos a-e =¢€-a = a.
1 —1

3. (Elemento inverso) A todo elemento a € G associa-se um elemento a=! tal que a-a~' =a"1-a=e.

Exercicio 2.1: Mostre que existe um tnico elemento neutro em um grupo.
Exercicio 2.2: Mostre que existe um tnico elemento inverso para cada elemento a € G.

A operag@o no grupo nem sempre é comutativa, quando isto ocorre, temos uma classe particular de grupos, os

grupos abelianos.

Definicao 2.2. Um grupo (G,-) € dito ser abeliano, ou comutativo se para todos os elementos a,b € G tivermos

a-b="b-a, ou seja, a operacdo do grupo satisfaz A propriedade da comutatividade

Shttp://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Klein



Antes de irmos para os exemplos, uma tultima defini¢ao.

Definigcao 2.3. Um subconjunto nao vazio H de um grupo G € dito ser um sub-grupo de G se H com a opera¢ao
de G também for um grupo.

Exercicio 2.3 mostre que se H C G é subgrupo, entdo o elemento neutro de H é igual ao elemento neutro de

G e para qualquer a € H, seu inverso com relagao a H é o mesmo inverso com relagao a G.

Exercicio 2.4: Mostre que uma condigao necessaria e suficiente para que H C G seja subgrupo de G é que
para quaisquer a,b € H, tivermos que a - b~ € H.

Exercicio 2.5: Mostre que um subgrupo de um grupo abeliano também é abeliano.

Vejamos alguns exemplos de grupos e subgrupos.

Exemplo 2.1. O conjunto dos nidmeros inteiros com a operagdo de adigdo, (Z,+), € um grupo abeliano,pois a
soma € associativa, comutativa, o elemento neutor € o nimero 0 e o inverso de n € Z é o seu oposto, —m. Os

numeros inteiros multiplos de um determinado m € Z, sao subgrupos de Z com a operacao adi¢do.

Exemplo 2.2. Sejan € Z um nimero inteiro positivo. O conjunto das classes de congruéncia mddulo n, denotado

por Ly, é wum grupo, induzido pela operacio de adi¢do dos nimeros inteiros: k +1 =k + 1. Este grupo é um grupo
abeliano com n elementos, que sdo 0,1,...,n — 1.

Exemplo 2.3. O conjunto dos nimeros reais também com a operacdo de adi¢do, (R,+), também é um grupo
abeliano e podemos ver que (Q,+), (Z,+) sdo subgrupos de (R, +).

Exemplo 2.4. O conjunto dos nimeros complexos nao nulos com a operagdao de multiplicagio, (C*,-) € um grupo
abeliano, pois a multiplicagao € associativa, comutativa, o elemento neutro € o numero 1 e todo nimero complexo

ndo nulo possui inverso multiplicativo. Os conjuntos (R*,-) e (Q*,-) sdo subgrupos abelianos de (C*,-).

Exemplo 2.5. O subconjunto dos niimeros complezos de médulo unitdrio, U(1) = {z € C| |z| = 1} € um subgrupo
de (C*,-). Geometricamente, este conjunto corresponde a circunferéncia no plano complezo de raio 1 e centro na
origem. Se z = a + bi, entdo

2] = Vzz = /(a + bi)(a — bi) = Va2 + b2.
Se |z| =1, entdo 2zt =a—bi e |27 = |z| = 1. Além disto, se z,w € U(1), entdo

71|: 71|:

2w |2|Jw |2|Jw] = 1.

Portanto zw=! € U(1), mostrando que U(1) é subgrupo de (C*,-).

Exemplo 2.6. Seja X um conjunto qualquer e Bij(X)={f: X — X | f € bijecdo }. Vamos verificar que Bij(X)
€ um grupo com a operacdo dada pela composi¢do de fungoes, de fato, veremos mais adiante que todo grupo pode
ser visto como um subgrupo de um grupo de bijecoes sobre um determinado conjunto.

Em primeiro lugar, a composicao de fungies € associativa, isto €, fo(goh) = (fog)oh, sempre que for possivel
efetuar a composicao. Em nosso caso, todas as funcoes possuem como dominio todo o conjunto X e seus conjuntos
imagem também sao o conjunto X. Também sabemos que a funcao identidade Idx quando composta com qualquer
fungao f: X — X resulta na prépria f, isto é, foldy = Idx o f = f. Além do mais, Idx é uma bije¢ao e portanto
pertence a Bij(X). Além disto, uma fungdo f: X — X € bijecdo se, e somente se, possuir funcao inversa, isto é€,

uma funcao g: X — X tal que go f = fog = Idx, e esta inversa € também uma bijecdo.



z

Resta-nos saber o principal, isto €, se a composta de duas bijecoes também é uma bijecao para caracterizarmos
Bij(X) como um grupo. Para isto, tome f,g € Bij(X), entio existem f~' e g=t, também pertencentes a Bij(X).
Note que

fogogtof =g 0 o og= lix.

Portanto (fog)™! = g7t o f=1, 0 que mostra que f o g € Bij(X). Note que, em geral, o grupo Bij(X) ndo é
abeliano.

Exemplo 2.7. Seja I, = {1,...,n}, uma permuta¢io em I, é uma bijecio 7 : I, — I,. O conjunto S, = {r :
I, — I, | m € permutagao } com a operagio dada pela composicao € um grupo, pois € um caso particular do exemplo
anterior.

Um elemento genérico do grupo de permutagdes Sy, pode se esrito da sequinte maneira
1 2 DY n
= .
m(1) w(2) -+ w(n)
Vamos exemplificar com n = 3. Em S3 temos os elementos

1 2 3
e = m =

1 2 3

1 2 3
T3 = Ty =

T\l3 21 !

Este € o menor grupo nao abeliano ezistente.

g =

Ty =

N = N
W N =N
=W W W
W = = =
=N W N
N W N W

A composicdo de duas permutacies € feita como composta de fungoes (leitura da direita para a esquerda’ ).

1 2 3 1 2 3 1 2 3
T O g = = = T14.
2 1 3 1 3 2 2 31

Exercicio 2.6: Escreva a tidbua de composicao do grupo de permutagoes Ss.

Assim, por exemplo

Exemplo 2.8. Consideremos um subconjunto interessante das bijecoes em R: Sejam a,b € R nimeros reais tais
que a # 0, defina fop : R — R por fop(x) = ax +b. Seja Aff(R) o conjunto de tais fungdes (que depois veremos
se tratarem das transformagdes afins na reta), vamos verificar que Af f(R) é um subgrupo A composta de duas
funcoes deste tipo € dada por

fed© fap(x) = fealax +b) = c(ax + b) + d = cax + (cb + d) = fea,co+a().

@)

Em particular, desta expressao € facil ver que fa_; = fi_» € Aff(R). Também podemos ver que a fungdo
identidade Idg pode ser escrita como Idg = fi10 € Aff(R). Assim, chegamos a conclusio que Aff(R) é um

subgrupo de Bij(R).

Exemplo 2.9. De particular interesse para o estudo da geometria sdo os grupos de transformagoes lineares e
alguns de seus subgrupos. Para fizarmos as notagoes, seja V um espago vetorial (a menos que se diga o contrdrio,
VaMos assumir que os espagos vetoriais sejam todos sobre o corpo dos reais, R). Seja GL(V) o conjunto de todas
as transformagoes lineares invertiveis de V.em V. Certamente, este é um subconjunto do grupo de bije¢ies Bij(V),
como a composicao de duas transformagoes lineares também € linear e a inversa de uma transformacdo linear
também € linear, entao temos que GL(V) € um subgrupo de Bij(V).

"Muito embora alguns autores adotem a convencio oposta para que a leitura seja da esquerda para a direita,



Exercicio 2.7: Mostre que a composta de duas transformagoes lineares invertivel é uma transformacao linear

invertivel e que a inversa de uma transformacao linear também é uma transformacao linear invertivel.

No caso em que o espago vetorial V é de dimenséo finita (digamos, dim(V) = n podemos identificar as trans-
formagoes lineares de V em V com matrizes quadradas n x n. Para isto, basta tomarmos uma base {ej,...,e,} e
definirmos, para uma dada transformacao linear T : V — V, a matriz T = (tij)i; tal que T'(ej) = > oi tije;. A
condicao de que T' € GL(V) equivale, em termos matriciais, a condicdo det(f) # 0. Geometricamente, podemos
entender o determinante det(f) como o volume (com sinal) do peralelepipedo n dimensional determinado pelos
vetores T'(e1),...,T(ey). Dizermos que T : V — V ¢ inversivel, em dimensao finita, é equivalente a dizermos que T'
é injetiva, ou ainda, que T'(e1),...,T(e,) sao linearmente independentes, o que equivale a dizer que o volume do

paralelogramo determinado por estes vetores é nao nulo.

Exemplo 2.10. Definamos GL(n,R) como o conjunto das matrizes n X n de determinante nao nulo. Como vocé

ja deve ter notado, este conjunto corresponde ao grupo GL(V) no caso em que dim(V) = n, portanto, também deve

ser um grupo. Mais adiante tornaremos mais precisa esta no¢ao de correpondéncia entre os grupos com a defini¢ao

de isomorfismo. Por agora, basta-nos verificar que GL(n,R) é um grupo, para isto, sejam A, B € GL(n,R), entdo

det(AB) = det(A)det(B) # 0, logo AB € GL(V). Também temos que det(I) =1 # 0 e que det(AA™) = det(I) =
1

1, logo det(A™!) = det #£0. Com estes resultados, temos que GL(n,R) é um grupo.

Exercicio 2.8: Mostre que det(AB) = det(A)det(B).

Exemplo 2.11. Ezistem alguns sub-grupos dos grupos lineares que sao importantes para aplicagoes: O primeiro
exemplo € o subgrupo linear especial SL(n,R) = {A € GL(n,R)|det(A) = 1. Para vermos que, de fato, SL(n,R)

¢ subgrupo de GL(n,R), tome A, B € SL(n,R), temos que det(B~!) = detl(B) =1 e, portanto

det(AB™") = det(A)det(B™') = 1.
Portanto AB~! € SL(n,R).
Exemplo 2.12. Considere agora que V de dimensao finita esteja munido com um produto escalar euclidiano

(,y: VxV — R

(v,w) = (v, w)

onde, se v = (vt v ... ,0") ew = (wh,w?, ..., w"), entao

n
(v,w) = Z v'w'.
i=1

O conjunto das transformacgoes lineares que preserva o produto escalar, ou transformagoes ortogonais € denotado

por O(V). Um elemento de O(V) é uma transformacao linear A tal que
(Av, Aw) = (v, w).
Vamos mostrar que O(V) é um grupo. Primeiramente, se A, B € O(V) entao
((AB)v, (AB)w) = (A(Bv), A(Bw)) = (Bv, Bw) = (v, w).

Portanto AB € O(V). Também temos que
(Idv, Idw) = (v, w),



o0 que nos leva a conclusao que Id € O(V). Finalmente, dada a tranformagdo linear A : V. — V| definimos a adjunta

da transformacao linear A como a transformacao linear B : V — V tal que
(Av,w) = (v, Bw), Yo, w € V.

E’fdcil ver que a adjunta de uma transformacao linear é inica, portanto denominaremos por A*. Agora, se A € O(V)

entao, dados quaisquer v,w € V temos
(v,w) = (Av, Aw) = (v, A* Aw),

portanto
(v, (w — A*Aw)) =0, Yv eV,

o que implica que A* Aw = w para todo w € V, ou seja, A*A =1d. Um raciocinio andlogo, com
(Av, w)
mostra que AA* =1d. Portanto A* = A=' o que nos leva a conclusio que O(V) é um grupo.

Exercicio 2.9: Mostre que, realmente, a adjunta de uma transformacao linear, se existir, é tnica.

Exercicio 2.10: Considere uma base ortonormal {ei,...e,} de V com produto interno euclidiano e uma
tranformagao linear A : V — V uma transformagao linear qualquer. Construa explicitamente a adjunta A*. Mostre
que a matriz de A* na base acima é a transposta da matriz de A, isto é, Ax = AT = (@53)i,5-

Exercicio 2.11: Mostre que (AB)* = B*A* e que isto, matricialmente, implica em (@)T = BT AT,

Exercicio 2.12: Mostre que a matriz de uma transformagao ortogonal A satifaz AT = A1,

Vocé percebeu que com a mesma associagao que fizemos de cada transformagao linear a sua matriz de trans-
formacao linear, as transformagoes ortogonais estarao associadas a matrizes que satisfarao a propriedade do exercicio
2.12. Estas matrizes sdo chamadas matrizes ortogonais. Também vocé ja desconfia que o conjunto das matrizes
ortogonais n x n, denotado por O(n), também serd um grupo, de fato serd subgrupo de GL(n,R).

Exercicio 2.13: Mostre que o determinante de uma matriz ortogonal s6 pode assumir os valores 1 e —1.

Exemplo 2.13. O conjunto das matrizes ortogonais de terminante 1, denotado por SO(n) = SL(n,R) N O(n)
também é um grupo, demominado grupo ortogonal especial, pois trata-se da interseccao de dois subgrupos de
GL(n,R).

Exercicio 2.14: Mostre que, de fato, a interscgdo de dois subgrupos de um grupo G também é um subgrupo
de G.

Com esta colecao de exemplos suficientemente ampla para nos fornecer intuicao, podemos avancar um pouco
mais na teoria de forma a entendermos as interrelacées entre diversos grupos. Para relacionarmos grupos distintos,
precisamos definir fungoes entre eles que sejam compativeis com as suas operagoes internas, estas fungoes sao

denominadas homomorfismos.

Definicao 2.4. Dados dois grupos G e H, uma funcao ¢ : G — H € dita ser wm homomorfismo de grupos se
w(a - b) = ¢(a) - ¢(b), para todos os elementos a,b € G. Se o homomorfismo € injetivo, dizemos que ele € um

s s

monomorfismo. Se o homomorfismo € sobrejetivo, dizemos que ele é um epimorfismo. Se o homomorfismo €

bijetivo, dizemos que ele € um isomorfismo.
Denotaremos G = H quando os grupos G e H forem isomorfos.

Definicao 2.5. Um homomorfismo sobre o mesmo grupo ¢ demominado um endomorfismo. Um endomorfismo

bijetor, isto € um isomorfismo sobre o mesmo grupo € denominado uwm automorfismo.

Exercicio 2.15:Mostre que, se ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos, entao



1. pleq) =en.
2. Para qualquer a € G, temos que ¢(a~t) = (p(a)) L.

Exercicio 2.16: Mostre que, se ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos e K C G é um subgrupo, entao
¢(K) C H também é um subgrupo. Mstre também que de K é um subgrupo abeliano de G, entdo ¢(K) também
é subgrupo abeliano de H.

O primeiro grande resultado que vamos mostrar é que todo grupo é isomorfo a um subgrupo de um grupo de

bijecoes.
Teorema 2.1. Todo grupo G € isomorfo a um sub-grupo do grupo das bijecées em G.
Demonstragao: Seja a € G, defina a fungao

L,: G —
b — a-b

Vejamos que L, é injetiva. De fato, se L,(b) = L4 (c), isto significa que a - b = a - ¢. Multiplicando esta tltima

1. a-c, e portanto, b = ¢, o que implica que L, é injetiva.

igualdade & esquerda por a™!, teremos ¢~ ! -a-b=a"
Para vermos que L, é sobrejetiva, tome b € G, podemos escrever b = a-a~!-b, ou seja, b = L,(a~'-b). Portanto
L, é sobrejetiva.

Disto concluimos que L(G) C Bij(G). Sejam agora a,b, c € G, temos que
LooLp(c)=La(b-c)=a-(b-c)=(a-b) -c= Lap(c).
Temos também que, para todo elemento a € G
Le(a)=c-a,
portanto, L. = Idg. Finalmente, temos que para todo a € G,
Ly10oLy=Ly1.,=L.=1dg,

de maneira aniloga, podemos mostrar que L, o L,~1 = Idg. Portanto L,—1 = (Lg) L.
Sejam a,b € G, temos que
Loo(Ly) ™' =LgoLy1 =Lgy1 € L(G),

logo L(G) é sub-grupo de Bij(G). Resta-nos mostrar que G estd em correspondéncia 1 a 1 com L(G), ou seja,
falta-nos verificar que a funcao
L: G — L(G) CBijG)

?
a +— L,

que é um homomorfismo de grupos, conforme foi mostrado, também é bijetiva.

Para a injetividade de L, suponha que L, = Ly, isto significa que, para qualquer ¢ € G temos L,(c) = Ly(c), ou
ainda a-c =b-c. Em particular, para ¢ = e, o elemento neutro de G, temos a = a-e =b-e = b. A sobrejetividade
sobre L(G) é ébvia, pois toda bije¢ao em L(G) é da forma L, para algum a € G. Portanto G é isomorfo ao subgrupo

L(G) em Bij(G) e portanto, pode ser identificado com este subgrupo. l

Um corolario muito famoso do teorema acima é o chamado teorema de Cayley, que caracteriza todos os grupos
finitos como subgrupos do grupo de permutacao:
Corolario 2.1. (Teorema de Cayley) Todo grupo finito é isomorfo a um subgrupo de um grupo de permutagées.

Para a verificagao da injetividade dos homomorfismos, podemos estabelecer um critério muito 1til, analogo ao

critério para decidir de uma transformagao linear é injetiva ou nao:



Definigao 2.6. Dado um homomorfismo de grupos ¢ : G — H, definimos o kernel de ¢, como o subconjunto

ker(¢) = {g € G|¢(g) = en}.

Exercicio 2.17: Mostre que o kernel do homomorfismo ¢ : G — H, é um subgrupo de G.
Proposicao 2.1. O homomorfismo ¢ : G — H € injetivo se, e somente se ker(¢) = {eg}.

Demonstragao: (=) Se ¢ é injetiva e g € ker(¢) entdo ¢(g) = ey = d(eq), entdo, pela injetividade, temos
que g = eg.
(<) Cousidere g, h € G tais que ¢(g) = ¢(h), entdo

e = ¢(9)(¢(h) ™" = p(g)p(h™") = ¢(gh™),

ou seja, gh~! € ker(¢). Como ker(¢) = {eg} entdo gh~! = eg, o que implica em g = h. B
Exercicio 2.18: Seja V um espago vetorial de dimensao n, com uma base {ey, . .., e, } e dada uma transformagao

linear A : V — V, denotemos por A a matriz da transformagao linear nesta base escolhida. Mostre que a aplicagao

T GL(V) — GL(n,R)
A — A

é um isomorfismo de grupos.

Exercicio 2.19: Dado o isomorfismo do exercicio anterior, e supondo que V é um espago com produto interno

~

e que a base escolhida é ortonormal com relagdo a este produto interno, mostre que O(V) = O(n).

Exemplo 2.14. Para darmos nosso prorimo exemplo de isomorfismo. Consideremos o caso particular do grupo
SO(2), que é o grupo das matrizes ortogonais 2 x 2. Se A € SO(2) entdo

()
o (5a)- (5 )

Portanto a =d e b = —c, o que reduz a matriz a forma

tal que

A condigao det(A) =1 nos fornece a igualdade
a4+ =1,

0 que nos leva a conclusao que existe 0 € R tal que a = cosf e ¢ =sinf, ou seja,

A C.OS 0 —sind .
sinf  cosf
Esta € a matriz de rotagdo de um angulo 6 no plano, que denominaremos de Ry.
Defina agora a aplicagdo
¢: Ul) — SO2)

61'9 N R0



E fdcil ver que esta aplicagcao é realmente um homomorfismo de grupos (verifique os detalhes como exercicio). Para

verificarmos a injetividade, considere ¥ € ker(¢), entdo

Ry = Id = 1 0 _ C?SO —sin0 .
0 1 sin0  cos0

Portanto cosf = cos0 e sinf = sin0, o que nos leva a § = 0, ou seja € = €0 = 1, que € o elemento neutro do
grupo U(1). Portanto, ¢ é um morfismo injetor. Para a sobrejetividade, seja A € SO(2). Como vimos, existe um

nimero real 0 tal que A = Ry = ¢(e*?).

Exemplo 2.15. A aplicacao

det: GL(n,R) — R*
A —  det(A)

onde R* € o grupo multiplicativo dos reais nao nulos, € um homomorfismo de grupos, devido & propriedade multi-
plicativa dos determinantes. Note que o kernel da aplicacao determinante é o conjunto das matrizes de determinante
igual a 1, ou seja, ker(det) = SL(n,R).

Exemplo 2.16. Considere o grupo Af f(R) e a aplicagdo
¢: AffR) — GL(2,R)
fap — ( 3 i ) '
Vamos verificar que ¢ é um monomorfismo. Primeiramente

¢(fa,b o fc,d) = ¢(fac,ad+b) = (

O fap)d(0f o) = (3 f)(o f)z ( I b)’

o que mostra que ¢ é homomorfismo. Para provarmos a injetwidade, seja fq, € ker(¢), entao

10
¢(fap) =1d = ( 0 1 )

o que nos leva a conclusdo que a =1 e b= 0, ou seja, fop = f1,0 =1d, o que significa que ¢ € injetivo.

ac ad+b
0 1 '

Por outro lado,

Exercicio 2.20: Utilizando o mesmo homomorfismo do exemplo acima, determine o subgrupo de GL(2,R) que
é isomorfo ao grupo aditivo dos reais.
Exercicio 2.21: O grupo diedral D3 é o grupo das simetrias do triangulo equilatero, seus elementos sao mostra-

dos na figura a seguir:



B c B C B C A C
A A A C
T, T§
B C C B B C B A
A B A c
/ \ , T
B C C A B C A B

Figura 2.1: Simetrias do tridngulo equilatero.
Construa um isomorfismo entre Sz e Dg.

Como um ultimo tépico a ser abordado nesta segao, mostraremos como um sub-grupo H de um grupo G pode
introduzir uma relacao de equivaléncia em G.

Exercicio 2.22: Seja G um grupo e H um subgrupo. Mostre que as relacdes g ~r h < g 'h € H e
g~grh < gh~!' € H, sdo relacdes de equivaléncia em G.

Definigao 2.7. Dado um sub-grupo H de um grupo G e um elemento g € G, definimos a classe lateral d esquerda
de g associada a H como o conjuunto
gH ={k € G|k ~, g}.

Similarmente, a classe lateral a direita de g em relagao a H € o conjunto
Hg={k e G|k ~r g}

Podemos também caracterizar a classe lateral a esquerda gH como o conjunto dos elementos k& € G tais que
podem ser escritos como k = g - h para algum h € H. Durante toda nossa discussao, utilizaremos classes laterais a
esquerda, a menos que se diga o contrario.

Proposicao 2.2. Duas classes laterais a esquerda g1 H e goH ou sao disjuntas ou sao iguais
Demonstragao: Suponha que exista um elemento k € g1 H N g2 H, entao existem hi, he € H tais que
k=g1-h1 =gz hs.

Multiplicando-se esta ultima igualdade a direita por hl_l7 temos que

g1=g2-ha-hi' € goH.
Logo para qualquer gy - h € g1 H concluimos que

g1-h=g2-ha-h{'-hegH.

Analogamente, podemos provar também que go H C g1 H e portanto, as duas classes sdo iguais. W

Uma outra propriedade importante das classes laterais a esquerda é que elas estao em bijecao com o sub-grupo
H.

Exercicio 2.23: Mostre que a aplicagdo L, : H — gH ¢é uma bijecao (ndo homomorfismo) entre H e gH.

No caso de grupos finitos, temos um importante resultado sobre a ordem das classes laterais, o teorema de
Lagrange.



Teorema 2.2. Seja G um grupo finito e H um sub-grupo e sejam |G| e |H| suas respectivas ordens (nimero de
elementos). Entao a quantidade de classes laterais relativas e H € igual a
G|

C=—.
#C=1m]

Demonstragao: Pela proposicao anterior, podemos ver que as classes laterais sao disjuntas duas a duas. Entao,
escolhamos um representante para cada classe: g1, 9o, ..., gn, 0 que queremos saber é qual o valor deste niimero n.
Pelo exercicio anterior, verificamos que todas as classes g1 H, goH, ..., g, H estao em bijecao com H, logo o nimero
de elementos de cada classe é igual a ordem do sub-grupo H. Assim, a ordem do grupo G pode ser escrita como o
produto do nimero de classes laterais pelo nimero de elementos em cada classe lateral, ou seja |G| = n|H|, sendo

assim,
(]
|H|

Como corolario imediato do teorema de Lagrange, podemos enunciar que

#C =

Corolério 2.2. A ordem de um sub-grupo de um grupo finito é sempre um divisor da ordem do grupo.

Note que, se um grupo G nao é abeliano, e H é um subgrupo qualquer, nem sempre ocorrerd de as classes
laterais A esquerda coincidirem com as classes laterais a direita.
Exercicio 2.24: Considere o grupo S3 e o subgrupo H = {e,m}. Construa as classes laterais & esquerda e &

direita.

Definicao 2.8. Seja G um grupo e H C G um subgrupo. Se as classes laterais a esquerda e a direita de H

coincidirem, diremos que H é um subgrupo normal de G, denotado como H < G.

Proposigao 2.3. Seja G um grupo e H C G um subgrupo. Entao sdo equivalentes as sequintes afirmativas:
(i) H € subgrupo normal.
(ii) Para qualquer g € G, temos que gHg™' = H.

(iii) Para qualquer g € G, temos que gHg=' C H.

Demonstracgao: (i)=-(ii) Seja g € G e considere as duas classes laterais gH e Hg. Por hipdtese, estes dois
conjuntos sdo iguais, isto é, para todo h € H existe k € H tal que gh = kg, assim, seja ghg~! € gHg™', temos que
ghg™" = kgg™*
novo, existe [ € H tal que hg = gl, entao

=k € H, portanto temos que gHg~' C H. Por outro lado, seja h € H, entdo h = gg~'hgg™?, de

1 1 -1

h=gg 'hgg™' =gg 'glg = glg~" € gHg™ ",

o que implica em que H C gHg~!. Portanto, os dois subconjuntos sdo iguais.
(ii)=(iii) Obvio.
(iii)=-(i) Considere as classes laterais gH e Hg. Seja gh € gH, mas gh = ghg~'g e como gHg~! C H, temos

1

que existe k € H tal que k = ghg~'. Portanto gh = ghg~'g = kg € Hg. Semelhantemente, seja hg € Hg, mas

hg = gg~'hg e como g~ 'Hg C H, temos que existe k € H tal que k = g~'hg. Portanto hg = gg~'hg = gk € gH.

Portanto as duas classes sao iguais, o que faz com queH < G. R

Exemplo 2.17. Considere ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Podemos verificar que o kernel deste

homomorfismo € um subgrupo normal de G. De fato, seja g € G e h € ker(¢), entdo

$lghg™") = d(9)e(h)b(g™") = dlg)en (6(h)) ™! = en.

Portanto ghg™' € ker(¢), ou ainda g(ker(¢))g~" C ker(¢).



O fato de um subgrupo H de G ser normal faz com que o conjunto quociente, G/H, seja munido de uma
estrutura de grupo. De fato, dadas duas classes (indiferentemente se & esquerda ou & direita, pois o subgrupo é
normal) g1 H e goH, podemos definir seu produto como g1 H.goH = g1goH. Para mostrarmos que esta operagao

estd bem definida, suponha que g1 H = ¢’ H e goH = ¢’'5H, isto significa que g'l_lgl €He g’g_lgg € H, entao
A o o1 o o o1 _ _
919:H =919295 92H =g192H =9 1Hgo =919 91Hg2 = g1Hg2 = g192H,

onde na terceira e na sexta igualdades utilizamos o fato de as classes a esquerda serem iguais as classes a direita.
Com isto, verificamos que a operagao de grupo em G/H estd bem definida. A as outras propriedades de grupos sao
facilmente verificadas a partir das propriedades da operacao em G.

Exercicio 2.25: Seja G um grupo e h < G. Mostre que a aplicacao canonica,

. G — G/H
g — g

)

é um epimorfismo.
Com isto, podemos finalizar esta se¢ao com um grande teorema sobre homomorfismos de grupos e grupos

quocientes, o teorema do homomorfismo.

Teorema 2.3. Seja ¢ : G — H wm homomorfismo de grupos, entdo existe um tinico isomorfismo ¢ : g/ker(¢) —

Im(¢) tal que o diagrama abaizo comute

Onde i : Tm(¢) — H € a inclusao candnica.

Demonstragio: Defina a aplicacio ¢ : g/ker(¢) — Im(¢) como, ¢(gker(¢)) = ¢(g). Por construcio, uma
vez verificado que a aplicacdo estd bem definida e é um homomorfismo, teremos a comutatividade do diagrama.
Primeiramente, temos que verificar que esta fungio estd bem definida. Para isto, considere gker(¢) = g'ker(¢), isto

significa que g~ 1g’ € ker(¢), logo
d(g'ker(¢)) = d(g") = d(997"9") = ¢(9)e(9™'g") = b(9) = (gker(¢)),

o que implica que a aplicacido ¢ estd bem definida.

O segundo passo é mostrar que ¢ é, de fato, um homomorfismo de grupos. Isto pode ser facilmente verificado:

p(gker(p)hker(¢)) = p(ghker(9)) = d(gh) = ¢(g)p(h) = d(gker(¢))d(hker(¢)).

Por tltimo, precisamos verificar a injetividade e sobrejetividade do homomorfismo. Para a injetividade, considere

gker(¢) € ker(¢), entdo

P(gker(¢)) = ¢(g) = e,

o que significa que g € ker(¢), ou ainda, que gker(¢) = eker(¢). Portanto o homomorfismo ¢ injetivo. A sobreje-
tividade decorre direto do fato que dado qualquer ¢(g) € Im(¢), entdo ¢(g) = ¢(gker(4)) € Im(¢). O que conclui
a demonstragao do teorema. W

O corolério abaixo serd muito 1til na obtengao de isomorfismos em vérios contextos no decorrer deste trabalho.

Corolario 2.3. Se ¢ : G — H é um epimorfismo, entao H = G /ker(o).



3 Acoes de Grupos

Como vimos na se¢ao anterior, todo grupo é isomorfo a um sub-grupo de um grupo de bije¢bes em um conjunto
(em particular, das bijegdes no préprio grupo). As situagoes onde um grupo pode ser visto como grupo de bijegoes
sao as que realmente aparecem nas aplicagoes da teoria. E somente agindo como um grupo de bije¢oes que o grupo

se concretiza, se incorpora e pode ser utilizado como uma ferramenta poderosa para o estudo das simetrias.

Definicao 3.1. Uma ag¢do a esquerda de um grupo G em um conjunto X € um homomorfismo de G no grupo das

bijecoes em X, que serd denotado por Bij(X).

Neste trabalho, lidaremos apenas com agoes a esquerda, mas também é possivel definirmos acoes a direita. Para

isto, primeiramente precisamos definir o grupo oposto.

Definigao 3.2. Dado um grupo G, definimos o seu grupo oposto, GP como o conjunto G munido com uma opera¢ao

dada como:

o: GxG — G
(9,h) + geh=hg

Definigao 3.3. Uma a¢do a direita de um grupo G em um conjunto X é um homomorfismo de G°P no grupo das
bijecoes em X.
Vamos fixar as notagoes: Vamos denotar uma agao (& esquerda, a menos que se diga o contrdrio) por
a: G — BijX)
g = Qg

e portanto oy é uma bijecdo no conjunto X, qua associa a cada elemento x € X outro elemento ay(z). Como « é

um homomorfismo, entao temos que
1. ag(an(z)) = agn(x) para todos elementos g,h € G e z € X.
2. a. =Idx, ou seja, a.(x) = x para todo z € X.

3. a;l = a1 para todo g € G (isto, na verdade, é facilmente concluido a partir dos dois itens anteriores).

Antes de mostrarmos exemplos de a¢oes de grupos sobre conjuntos, vamos a mais algumas defini¢oes adicionais

Definigao 3.4. Seja o uma agao de um grupo G sobre um conjunto X e considere um elemento x € X. Definimos

a orbita do elemento x como sendo o conjunto
Om = {ag(x)|g € G}
Proposigao 3.1. Uma a¢do o de um grupo G sobre um conjunto X introduz uma relag¢ao de equivaléncia em X.

Demonstragao De fato, diremos que dois elementos z,y € X serao relacionados, denotando por = ~ y, se
existir g € G tal que y = a4(x). E f4cil ver que esta é uma relagao de equivaléncia:

REFLEXIVA: Para qualquer x € X, temos que & = . (), portanto x ~ .

SIMETRICA: Sejam z,y € X tais que z ~ y, entdo, existe ¢ € G tal que y = ag(x). Mas agz-1(y) =
ag-1(ag(r)) = x, portanto y ~ .

TRANSITIVA: Sejam ,y, z € X tais que z ~ y e y ~ z, entdo existem g, h € G tais que y = ay4(z) e z = an(y).
Portanto z = ap(y) = an(ay(z)) = ang(x), o que implica emque z ~ z. W

As classes de equivaléncia, neste caso, serdo dadas pelas érbitas dos elementos.

Proposicao 3.2. Duas orbitas pela acdo de um grupo ou sao disjuntas ou coincidentes.



Demonstracao: Suponha que O, N O, # (. Entdo existe z € O, N Oy, ou seja existem g,h € G tais que
z = ag(x) = ap(y). Mas desta igualdade obtemos que x = ay-15(y) e y = ap-14(x). Considere w € O, entdo, existe
k € G tal que w = (), ou seja w = ag(z) = ap(ag ' h(y)) = arg-14(y), 0 que nos leva & conclusao que w € O,,.
Analogamente, seja t € O, entao, existe | € G tal que t = oy(y), ou seja t = ay(y) = ay(ah™tg(z)) = ap-14(x), 0
que nos leva a conclusao que t € O,. Portanto O, =O,. R

O resultado mostrado na proposigao anterior nos leva a conclusao que o conjunto quociente do conjunto X
pela relagao de equivaléncia definida pela acao do grupo G é igual ao conjunto das érbitas dos elementos de X.
Denotaremos este quociente por X/G. Além do quociente, muitas vezes é importante reconhecer subconjuntos de
X que contenham apenas um representante de cada orbita definida pela acao, estes subcon juntos sao denominados

dominios fundamentais.

Definigao 3.5. Seja X um conjunto e a uma a¢do de um grupo G sobre X. Um subconjunto F' C X € dito ser

um dominio fundamental se, para todo x € X, existem unicos y € F e g € G tal que x = ay(y).

Note que, segundo esta definicdo, ndo ode haver dois elementos da mesma érbita no dominio fundamental e
todas as érbitas devem estar contempladas neste domini, pois por definicao deve ser possivel atingir qulquer outro
ponto de X agindo sobre pontos de F. Vejamos alguns exemplos para conseguirmos distinguir as definigoes de
conjunto quociente e dominio fundamental.

Exemplo 3.1. Seja o grupo aditivo Z agindo sobre a reta real R da sequinte maneira: a,(x) = x + n. Efoicil ver
que o € uma a¢@o, pois ap(m(x)) = an(z+m) =z +m+n = antm(z) € ag(x) =2+ 0 =2z. Dado um elemento
x € R, sua orbita serd o conjunto

O, ={z+n|neclZ}.

Assim, se tomarmos um intervalo da forma [n,n + 1], com n € Z certamente teremos um dominio fundamental,
pois para quaisquer dois pontos, x,y deste intervalo, temos que |x — y| < 1, portanto ndo podem existir dois pontos

da mesma orbita neste intervalo. Por outro lado, seja x € R wm numero qualquer, entao
r=n+z-—n=n+@-n—|v-—n])+|r—n]=a, 0O+ @-—n-|[z-n])),

onde |a] denota o maior inteiro menor que a, e a— |a] € [0, 1] € a parte fraciondria do nimero a. Assim, o nimero
x € a agdo do ndmero inteiro |z —n| sobre n+ (xr —n — [z —n]) € [n,n+1[, o que mostra que este intervalo é um
dominio fundamental.
Por outro lado, o quociente é o conjunto das drbitas, podemos caracterizd-lo como a circunferéncia unitdria
através da funcao
f: R/Z — St

O, + (cos2mx,sin2rz)

Esta aplicacao estd bem definida, pois se O, = O, isto significa que y = x +n, para algum nimero inteiro n. Entao
f(Oy) = (cos 2my, sin 2ry) = (cos 2w (x + n),sin 2w (z + n)) = (cos 27wz, sin 27z) = f(Oy).

Também podemos ver a injetividade, pois se f(Oy) = f(Oy), entdo (cos2my,sin2wy) = (cos2mx,sin2rwx), o que
implica que cos 2my = cos 2wz e sin 2wy = sin 27x. Isto somente ocorre quando existe um inteiro n tal que y = x+n,
ou ainda, quando y € O, que equivale a dizer que Oy = O,. A sobrejetividade decorre imediatamente do fato que
todo ponto p € S' possui coordenadas p = (cos0,sin @), para 0 € [0,27[, assim p = f((’)%)

Exemplo 3.2. Um exemplo andlogo ao exemplo anterior é o da acdo do grupo aditivo Z x Z sobre o plano R?
dada por cm ) (z,y) = (v +m,y +n). Também € facil verificar que o €, de fato, uma agdo e que um dominio
fundamental pode ser dado, por exemplo, pelo quadrado [0,1[x[0, 1], as verificacées podem ser feitas coordenada por

coordenada conforme fizemos no exemplo anterior.



Jd o quociente do plano por esta agdo pode ser caracterizado pelo toro, T? = S* x S! através da aplicacdo

fi RYZ? - T?

O,y + (cos2mz,sin2mz, cos 27y, sin 27y) '

Note que este toro estd imerso no espaco quadridimensional R*. as verificacées dos detalhes sdo deizadas como

exercicio.

Exemplo 3.3. Considere a ac¢io do grupo multiplicativo (R*,-) sobre o plano R?, excluido a origem, dado por
ax(z,y) = (Az, \y). Verifica-se facilmente que se trata de uma a¢do de grupo. De fato, ax(au(z,y)) = ax(prpy) =
(Auxdpy) = adu(z,y) e ar(z,y) = L.z, 1.y) = (z,y). Dado um ponto no plano (z,y) € R2\{(0,0)}, sua dorbita é
dada pelo conjunto

O,y = {(Az, Ay) [X R},

ou seja, a orbita de um ponto é a reta que passa pela origem, (0,0) e pelo ponto dado, excluida a origem. Um
dominio fundamental pode ser dado pelo conjunto

F ={(cosf,sinf) € R*|0 <0 < 7},

isto €, a semi-circunferéncia de raio 1 ao redor da origem, excluido o ponto (—1,0). E claro que cada reta que
passa pela origem cruza o conjunto F' apenas uma vez, portanto, ndo hd dois pontos pertencentes a mesma orbita
em F. Por outro lado, temos que todo (z,y) € R?\{(0,0)}, com y # 0 pode ser escrito como

= (sign 2 + 92 , 81gn 2 + 92 L =
(z,y) = (sign(y)va®+y gn(y)vVa? +y Sign(y)\/m)

x
sign(y) /=% + y?
a (——— )
SIgn(y) /= +v? sign(y) /2% + y2 sign(y)/2Z +y2
onde ( L Y )€ F. Sey=0 temos que (z,0) = a,(1,0).

81gN(y)\/22+y2 " S1gN(y)\/ 22 +y2
Por outro lado, o quociente pode ser caracterizado como a circunferéncia unitdria pela aplicacdo

fo R0 R —
Oay) —  (cos26,sin26) ’

onde 0 € o angulo que define a érbita do ponto no dominio fundamental. A boa definicao e a injetividade decorre
naturalmente do fato de a aplicagao f ser definida a partir do dominio fundamental. A sobrejetividade pode ser
verificada pois qualquer ponto (cosp,sinp) € S' pode ser wisto como f((’)(cos%sin%)). Discutiremos com mais
detalhes este tipo de exemplo quando discutirmos os espacos projetivos, na se¢cao 5.

Dada uma agdo de um grupo G sobre um conjunto X, podemos definir outros subconjuntos que caracterizarao

tipos especificos de agoes.

Definigao 3.6. Considere uma ac¢do o de um grupo G sobre um conjunto X. O sub-grupo estabilizador de um

elemento x € X € definido como
Stab, = {g € Glag(x) =z}

Exercicio 3.1: Mostre que Stab, é, de fato, um sub-grupo de G.
De forma semelhante, podemos falar do sub-grupo estabilizador de um sub-conjunto Y C X

Staby = {g € Glay(Y) CY}.

Note que os elementos de um sub-conjunto nao precisam ficar fixos pela acao do grupo, apenas que suas 6rbitas
precisam estar contidas neste sub-conjunto. Quando Staby = G, dizemos que Y C X é um sub-conjunto invariante
pela agdo do grupo G.

Uma defini¢do dual é o conjunto dos pontos fixos pela acao de um determinado elemento ou sub-grupo de G.



Definigao 3.7. O sub-conjunto dos pontos fixos de um elemento g € G € o conjunto
Fiz, = {z € X|ay(z) = z}.
Se H C G é um sub-grupo de G, o conjunto dos pontos fixos pela a¢do de H € definido por
Fizg ={z € X|oy(z) =z, Vg € H}.
Definicao 3.8. Uma acdo a de G em X € dita ser
1. Fiel, se dado g € G tal que Fizy = X, entdo g = e.
2. Livre, se dado g € G tal que Fizy # 0, entao g = e.

3. Transitiva, se O, = X, para todo elemento x € X. Ou, equivalentemente, se x,y € X entao existe g € G tal

que y = ay(z).

Exemplo 3.4. Seja G = R o grupo aditivo dos reais. Considere V um espaco vetorial e v € V um vetor neste
espaco. Entio podemos indicar as translacées em V na direcio de V. como a acio T™) de R em V dada por
ngv)(w) =w+av.

Exemplo 3.5. Na mesma linha do exemplo anterior, Considere A um conjunto e uma acdo T do grupo aditivo de
um espago vetorial V em A por translagoes. Se T € livre e transitiva, entdo dizemos que o conjunto A, junto com
o espaco V e a acdo T forma um espaco afim. Se a dimensao de V € igual a n, dizemos que o espago afim tem

dimensao n. Discutiremos melhor a estrutura dos espacos afins na secdo sequinte.

Exemplo 3.6. Considere o grupo
AffR) ={fap : R = R| fap(z) =az +b, a0},

e o conjunto
X ={(z,1)|z e R}.

Uma agao de Af f(R) sobre X pode ser dada por

afa.b(x71) = < g ll) ) ( :f ) = (fa,b(x)vl)'

Esta agao nao € livre, pois se a # 1 temos que ay, , (Tba’ 1) = ( b 1), E facil verificar que a agdo € transitiva

1—a’
pois (y,1) = ay, . (x,1).

Exemplo 3.7. O grupo multiplicativo (R*,-) pode agir sobre qualquer espago vetorial, excluido o vetor nulo, pela

acdo ay(v) = v, para v # 0. Este tipo de ag¢do é que vai definir, como veremos adiante, todos os espagos projetivos.

Exemplo 3.8. Um grupo G pode agir sobre um espago vetorial através de transformagées lineares invertiveis, ou
seja, através de um homomorfismo de grupos p : G — GL(V), este tipo especial de ag¢do de grupos é chamado de
representacao linear de um grupo. O estudo das representacées lineares de grupos constitui-se em uma ferramenta
poderosa tanto em matemdtica pura como também nas aplicagoes, pois associa as técnicas e resultados oriundos da

teoria de grupos com técnicas de dlgebra linear.

Exemplo 3.9. Seja G um grupo. FEste grupo pode agir sobre si mesmo de vdrias maneiras, dentre as quais

destacamos duas de particular interesse:

(a) A acdo regular d esquerda: Lg(h) = gh, para todo g,h € G.



(b) A agao adjunta: Ady(h) = ghg™*, para todo g,h € G.

Exercicio 3.2: Mostre que a agao regular a esquerda é livre e transitiva.

Exercicio 3.3: Mostre que, na acdo adjunta, para todo g € G a aplicagao Ad, : G — G ¢é um isomorfismo do
grupo G nele mesmo. Mostre também que, para todo g € G, Ad, é um automorfismo de G.

Exercicio 3.4: Se um automorfismo ¢ : G — G é tal que existe g € G de forma que ¢(h) = Ady(h) para todo
h € G, entao ele é dito ser um automorfismo interno. denote por Inn(G) o conjunto de todos os automorfismos
internos de G. Mostre que Inn(G) < Aut(G).

Exercicio 3.5: Faga explicitamente com o grupo S3 o cédlculo da acao adjunta, verifique as érbitas, os pontos
fixos, os estabilizadores, etc.

Exercicio 3.6: Mostre que h € G é um ponto fixo de Ady, se, e somente se, h comuta com g. mostre também

que um subconjunto H C G invariante pela agao adjunta é um subgrupo normal de G.

Exemplo 3.10. Seja G = 7Z o grupo aditivo dos inteiros e X = S! a circunferéncia unitdria no plano (também

denotado na se¢do anterior por U(1))
St = {(cosf,sin0) € R?|0 € R}.

Para cada o € R podemos definir uma acdo de Z em S' por rotacées da sequinte forma:

R@ < C?SG ) _ < c?sna —sinna ) ( C?SG ) _ < C?S(G—i—na) )
sin 0 sinna  cosna sin 0 sin(f + na)
Exercicio 3.7: Mostre que, se 5~ = § € Q, a 6rbita de cada ponto de S! é um poligono regular de ¢ lados.
Exercicio 3.8: Mostre que se 5~ € R\Q entdo a acao ¢ livre.
Este tltimo caso, o das rotagoes por um angulo incomensuravel com 27 é um conhecido exemplo na teoria de
sistemas dinamicos e possui a propriedade que todo ponto possui uma 6rbita densa, isto é, em qualquer intervalo
da circunferéancia, por menor que seja, existem infinitos pontos de qualquer érbita.

Quando temos um grupo G agindo sobre um grupo H por automorfismos, podemos construir um novo grupo,

que codifica em si a estrutura do grupo G, a estrutura do grupo H e a acdo o de G em H, o produto semidireto:

Teorema 3.1. Seja o uma ac¢do de um grupo G sobre um grupo H por automorfismos. Entdo, o produto cartesiano
H x G pode ser munido com uma opera¢do dada por

(h1,91) - (h2,g2) = (h1ag, (h2), 9192).

Com esta operacao, o produto cartesiano € investido de uma estrutura de grupo, denotado por H X, G e denominado
produto semidireto de H por G. Além disto

(i) As inclusoes
ih: H — Hx,G . in: G — Hx,G
ho = (heg) ' g — (en,9)
sao monomorfismos de grupo.

(ii) O subgrupo i1(H) € subgrupo normal.

(1ii) A acdo de G em H € escrita como um automorfismo interno de H xo G, isto €, i1(ag(h)) = i2(g) - i1(h) -

(i2(9))~!
Por outro lado, se K € um grupo tal que

(a) Os grupos G e H sdo subgrupos de K e H < K.



(b) Para todo k € K existem g € G e h € H tal que k = hyg, isto é, K = HG.
(¢) Para todo g € G e todo h € H, temos que gh = ay(h)g.
entao K = H x, G.

Demonstragao: Vamos primeiramente verificar que o produto cartesiano H x G com a operacao - é, de fato,
um grupo:
ASSOCIATIVIDADE:

(h1,91) - ((h2,92) - (h3,g3)) = (h1,01) - (haog,(hs), g293) =
hiag, (haag, (h3)), 91(9293)) =
hiag, (h2)ag, (org, (h3)), (9192)93) =
hiag, (h2)og, g,(hs), (9192)93) =
hiag, (h2), 9192) - (hs, g3) =
(h1,91) - (h2,92)) - (hs, g3).
ELEMENTO NEUTRO: O elemento (eg,eq) € H x4 G é 0 elemento neutro do produto semidireto. De fato,
dado qualquer (h,g) € H X, G temos que

(
(
(
(
(
(

(em,eq) - (h,9) = (emacg(h), ecg) = (h, g),

(h,g) - (er, eq) = (hay(en), gea) = (hew, g) = (h, g).
ELEMENTO INVERSO: Seja (h, g) € H x4 G, vamos verificar que (h, g) ™! = (ag-1(h™1), g7 '): Primeiramente
(g1 (A1), 971) - (hg) = (ag-1(hHag-1(h),g7'g) = (ag-1(h7'h),eq) = (ag-1(en), ec) = (en, ec).
Por outro lado,
(h,9) - (ag-1(h™1),g7") = (hag(ag-1(h71),997") = (haee (K1), eq) = (hh™ eq) = (en eq).

Portanto, (H x4 G,-) é um grupo. Agora resta-nos verificar os ftens (i), (ii) e (iii):

(i) Verifiquemos, primeiramente que i; é homomorfismo:
i1(h1) - i1(h2) = (h1,eq) - (ha,eq) = (hiaeg (h2), ecec) = (hih,eq) = i1(hiha).

A injetividade de i é facilmente verificada, pois se h € ker(i1) entdo (h,eq) = (en, eq) 0 que nos leva & conclusao
que h = ey.
Para a aplicagao io temos

i2(g1) - i2(92) = (en, 91) - (em, g2) = (enmay, (en), 9192) = (en, g192)-

A injetividade de iy segue um raciocinio analogo ao utilizado para ;.
(i) Seja k € H e (h,g) € H X4 G, entao

hag(k)ag,—1 (b1, eq) =
hay(k)h ™' eq) € i1(H).

(h,g)-i1(k) - (h,g)™" = (h,9)-(k,eq) - (ag1(h™1),g7") =
= (h,9) - (kaeg (g1 (A1) eqg™!) =
= (hg)- (kag(h7'),g7") =
= (hag(kag-1(h™")),997") =

(
(



Portanto i1 (H) é subgrupo normal do produto semidireto.
(iii) Seja h € H e g € G, entao

ia(g) -ir(h) - (ia(9)) ™" =

Por outro lado, seja K um grupo satisfazendo os ftens (a), (b) e (¢) do enunciado. E facil ver que ex = egeq.

agora defina a aplicacao
d: K — Hx,G

hg —  (h,g)

Podemos ver que ® é um homomorfismo de grupos, pois

®(h1g1) - (h2g2) = (h1,91) - (h2, g92) = (h1ay, (h2), 9192)

®((h1g1)(h2g2)) = ®(h1ag, (h2)g192) = (h1ay, (h2), 9192),
o que mostra que ®(h1g1) - ®(hags) = ®((h191)(h2g2)). A injetividade de ® pode ser obtida facilmente, tomando
hg € ker(®), entao ®(hg) = (h,g) = (en, eq) 0 que nos leva a conclusdo que h = ey e g = e, ou seja hg = egeg =
ex. Finalmente, a sobrejetividade de ® é dbvia, pois para qualquer (h,g) € H %, G temos que (h,g) = ®(hg).
Portanto K 2 H x, G. R

Exemplo 3.11. O primeiro exemplo de produto semidireto € o trivial, o produto direto. Se G age sobre H com a
agao trivial, isto é, se ag = Id(H) para todo g € G, entdo H xo G = H x G e o produto é dado por (h1g1)-(h2, g2) =
(h1h2,9192)-

Exemplo 3.12. Se G age sobre si mesmo pela a¢do adjunta, entdo G xaq G = G X G. Este isomorfismo é dado
pela aplicagdo
v: GxG — G X Ad G
(9;h) +— (gh™',h) "

Para a verificacao de homomorfismo, temos que

U(g1,h1) - W(ga,he) = (g1hi',ha) - (g2h5 " he) =
gihT Y Ady, (g2hyY), hihs) =
g1hy thigahs *hit hihy) =
9192(h1h2) ™t hihe) =

= Y(g192, hih2) = V((g1, h1)(g2, h2))-

A injetividade é verificada tomando-se (g,h) € kerW¥, entio ¥(g,h) = (gh~1,h) = (eq,eq). Assim, h = eq, e por

o~ o~ o~ o~

conseguinte g = eq, o que implica em (g, h) = (eq, ec), que € equivalente a dizer que ¥ € injetiva. A sobrejetividade
advém do fato que (g,h) = (ghh=1, h) = W(gh, h). Isto conclui a demonstracio do isomorfismo.

Exemplo 3.13. Como um dltimo exemplo desta se¢do, consideremos o grupo diedral D,,, ou seja o grupo das
simetrias de um poligono regular de n lados. Para caracterizarmos estas simetrias como transformacoes no plano,

podemos colocar os vértices do poligono sobre as raizes n-ésimas da unidade, ou seja, sobre os pontos



para k € {0,...,n—1}. As simetrias sdo geradas por duas tranformagoes:

1. Uma rotacao mo sentido anti-hordrio de um angulo de %’T Vamos denominar esta transformacao de a. € facil

ver que a” = Id.

2. Uma reflexdo com respeito ao eizo x, isto €, uma transformagdo no plano que associa ao ponto (x,y) o ponto

(x, —y). Denotemos esta transformacdo por b. € fdcil ver que b* = 1d.

Assim, o grupo D,, € um grupo de ordem 2n cujos elementos sdo Id,a,...,a™ 1, b,ab,...,a" 'b. Deizamos como
exercicio a verificagio que ba® = a™~*b, para todo k € {0,...n —1}.

Agora, consideremos a agdo do grupo aditivo Zs sobre o grupo aditivo Z,, dada por ag(k) =k e aj(k) =n — k.
Podemos utilizar a sequnda parte do teorema para mostrarmos que Dy, = Z, X4 Zo. De fato, temos os subgrupos
H = {ld,a,...a" '} 2 Z, e G = {Id,b} = Zy e é fdcil ver que H < D,,. Também, por construgdo, temos que
D, = HG. A acao de Zs sobre Z,, pode, essencialmente, ser traduzida como ab(ak) = " . Finalmente a relacio

ba* = a"*b = oy (a®)b nos fornece a iltima condicio para garantirmos o isomorfismo. Portanto, Dy = Zy, X o Zo.

4 Geometria Afim

A geometria teve sua primeira estruturagao com a obra de Euclides. Todos os objetos geométricos podiam ser
representados em qualquer lugar do plano, sem qualquer posicao privilegiada. Com o advento da geometria analitica,
com Descartes, um ponto privilegiado foi introduzido no plano, a origem do sistema de coordenadas. Pela primeira
vez, 0s objetos geométricos podiam ser descritos por meio de equagoes algébricas, o que abria um sem niimero
de possibilidades no que se refere ao aspecto computacional. A evolugao natural da geomeria analitica levou
ao surgimento da &lgebra linear, originando a estrutura de espago vetorial. Em todo espago vetorial, existe um
ponto privilegiado, uma origem, que é o vetor nulo. Por isto, embora a estrutura de espaco vetorial permita
uma versatilidade muito grande em termos de calculos, os espacos vetoriais nao sao apropriados para descrever
objetos ou espagos que apresentem uma homogeneidade espacial. Era necessaria uma nova estrutura geométrica
que unificasse os dois aspectos, de um lado, a homogeneidade do espago existente na geometria euclidiana, de outro
lado, a estrutura algébrica de espago vetorial. A estrutura que vem suprir a esta necessidade é a estrutura de espago

afim.

Definigao 4.1. Um espago afim (real) € uma tripla (A, V,T), onde A é um conjunto, V é um espago vetorial (sobre
o corpo dos reais) e T é uma agao livre e transitiva do grupo aditivo do espago vetorial V sobre o conjunto A.

Algumas observagoes decorrentes da definigdo de espago afim:
1. O espago afim por um abuso de notagdo, acaba sendo denotado por A.

2. A agao do espaco vetorial V sobre o espago afim A é dita ser uma agao por translagoes. E o grupo aditivo de

V é chamado o grupo de tranlacoes do espago afim.
3. A dimenséao do espago afim é, por defini¢ao, a dimensao do espago vetorial que nele age livre e transitivamente.

4. Sendo p € A e v € V, costuma-se denotar a translacao T, (p) por p+ v, lembrando que este sinal de adi¢ado nao
implica que o espago afim seja munido de uma operagao, apenas este sinal estd representando o transladado

de p pelo vetor v.

5. Como a agdo é transitiva, dados quaisquer dois pontos p,q € A existe v € V tal que ¢ = T, (p). Neste caso,
também costuma-se denotar o vetor v por p — q, deixando claro que esta nao é uma subtragao, apenas um

simbolo para denotar o vetor que translada o ponto p no ponto q.



6. Ainda dentro desta notacdo, podemos ver que T,(xz) — x = v, para qualquer = € A e qualquer v € V, e

T(y—a)(z) = y para quaisquer z,y € A.
Exercicio 4.1: Mostre que, se ,y,z,t € A, entdo (z —y)+ (2 —¢t) = (v —t) + (z — y).

Exemplo 4.1. Um espago vetorial V agindo sobre si mesmo pela soma, isto é, T,(w) = w+wv faz com que (V,V,+)
seja um exemplo de espaco afim. As propriedades de a¢do decorrem diretamente das propriedades da soma no espago
vetorial. O fato de a acdo ser livre também € direto, pois se v+ w = w para algum w € V, entdo v = 0. Por fim, a
transitividade da a¢ao vem do fato que se v,w €'V, entdo w = v + (w — v) = Ty—y(v).

Como caso particular, temos que a reta real R agindo sobre si mesma pela soma torna a reta (R,R,+) um

exemplo de espago afim

Exemplo 4.2. O hiperplano H C R"™ descrito pela equagao
axt + ax® + -+ apz, = b

€ um outro exemplo de espaco afim. O espago vetorial subjacente € o kernel do funcional linear f : R™ — R dado

por
flzt, . . 2™ =axt + -+ ana”,
e a acdio ¢ dada pela soma vetorial em R™. De fato, seja p = (y',...,y") € H e seja v = (z',...,2") € ker(f),
vamos verificar que T,(p) = p+v € H, para isto, uma vez que p+v = (y* + 2, ... ,y" +2"), temos que
al(y1+x1)++an(yn+xn) e a1y1+...+anyn+a1x1+...+anxn:

= ay1+-+ay" + f(v) =p.

Portanto p+v € H. As propriedades de agdo decorrem das propriedades da soma vetorial em R™. O fato de a
agdo ser livre pode ser visto facilmente, pois se p+v = p para algum p € H e v € ker(f), entdo coordenada por
coordenada teremos y' + x' = 4, o que implica em x* = 0, e portanto v = 0. A transitividade da acdo também
¢ facilmente deduzida: Considere dois pontos p = (y*,...,y") € H e q¢ = (2%,...,2") € H. Podemos escrever
q=p+(qg—Dp), pois estamos no espaco ambiente R™, resta-nos verificar que ¢ —p € ker(f), que decorre diretamente
de

ar(zt =y + - Fan (" —y") =azi+F a2t —ayt — - —any" =p—p=0.

Portanto (H,ker(f),+) € um espago afim.

Exemplo 4.3. Seja V um espaco vetorial, W C V um subespaco vetorial e vg € V um vetor firado. Vamos mostrar
que A = W + vy € um espaco afim cujo espaco vetorial subjacente € W e a acdo € dada pela soma vetorial no
espago ambiente V. Este é o exemplo paradigmdtico de espaco afim. Seja p € A, portanto, existe w € W tal que
p = w+ vy, considere também v € W. Assim, p+v =w+v9+v = (w+v) +v9 € A. Novamente, as propriedades
de acao decorrem das propriedades da adicdo no espaco ambiente V. A acdo € livre, pois se v+ p = p, isto implica
que v +w + vy = w + vy, resultando em v = 0. A transitividade da a¢do também € facilmente demonstrada, pois se
p,q €A, entdop=w+vy e q=1t+ vy, comw,t €W, assim, g=p+q—p=w+vy+ (t —w) = Ti_pw(w+ vg).

Portanto, a tripla (W + vo, W, +) constitui-se em um espago afim.

Em matemaética, toda vez que definimos uma estrutura, torna-se necessario definir os morfismos desta estrutura,
isto é, as fungoes entre os objeto que sao compativeis com a estrutura dada. Por exemplo, para os espagos vetori-
ais, definimos as transformacoes lineares, para os grupos, definimos os homomorfismos de grupo, para os espagos
topolégicos, definimos as fungoes continuas, etc. Portanto, para o caso dos espagos afins, precisamos definir cor-
retamente as fungoes entre espacgos afins que sejam compativeis com a estrutura afim, estas sdo as transformacoes

afins.



Definicao 4.2. Uma transformagdo afim entre dois espacos afins, (A, V,T) e (B,W,S) é um par (f,Df) onde
f:A—B € uma funcio e Df : V — W € uma transformacao linear tal que para qualquer par de pontos x,y € A

tenhamos f(y) — f(x) = Df(y — z). A transformacdo linear Df é denominada derivada de f.

Uma forma equivalente de definir transformacao afim é dizermos que é um par (f, Df) tal que para qualquer

ponto x € A e qualquer v € V, temos que

[(Ty(z)) = Sps) f(2).

De fato, seja y = T,(x), isto quer dizer que v = y — z. Entao, a férmula acima se escreve como

f(y) = f(To(x)) = Spyy—a) f (),

o que significa que

fly) = f(x) =Df(y —x),
que garante que (f, Df) é uma transformacao afim. Por outro lado, seja v = y — x, entao

fly) = f(x) = Df(y — =),
de onde temos que

fW)=5Spsy-f(x) = f(Tu(2)) = Sppy—a) f ().

Proposigao 4.1. Uma transformacao afim estd unicamente determinada pela fungdo f: A — B.

Demonstragao: Suponha que os pares (f, D1f) e (f, Daf) definam duas transformagoes afins. Vamos mostrar

que as transformacoes lineares D1 f e Do f sdo iguais. Fixe z¢p € A e tome qualquer v € V, entao

Dy f(v) = f(To(w0)) = f(x0) = D2f(v).

Portanto Dy f(v) = Do f(v), Vo € V 0 que implica na igualdade entre as derivadas. H

Este resultado nos permite referir a transformagao afim apenas pela funcao f : A — B.

Exemplo 4.4. Toda transformacgdo constante f : A — B, onde f(z) =a € B, Vo € A, € uma transformacao afim

com sua derwada, Df, sendo a transformacao linear identicamente nula. De fato
fly) = f@)=a—a=0=Df(y— )

Exemplo 4.5. Seja (A, V,T) um espaco afim. A fungdo 1dy € uma transformagio afim e DIdy = Idy. Sejam
z,y € A entao
Ida(y) —Ida(z) =y — z = Idy(y — )

Exemplo 4.6. Uma vez que todo espago vetorial € um espago afim sobre si mesmo, com a ac¢ao dada pela soma,

toda transformacao linear f:V — W é uma transformagao afim com Df = f. De fato, sejam v,w € V, entdo
f) = f(w) = f(v—w) = Df(v—w),

onde a primeira iqualdade foi obtida devido a linearidade de f.

Exemplo 4.7. Seja (A, V,T) um espago afim e v € V, entdo a translacao por v, isto é, a fun¢ao

T,: A — A
p = Tv(p)

€ uma transformacdao afim, com DT, = Idy. Para verificarmos esta afirmacao, tomemos x,y € A, definamos
w=y—x ez=T,(x) entdo

T,(y) —Ty(z) =Ty(Tw(x)) — 2 = Togw(z) —2=Tuw(Ty(z)) —2=Tw(z) —z=w=y — oz =1d(y — z).

Portanto, obtemos o resultado enunciado.



Exemplo 4.8. As funcées fop : R — R, apresentadas na secdo 2, sao também trasnformacdes afins no espago
afim (R,R,+), neste caso, a derivada D fqp, € a multiplicacao por a, ou seja, D fqp(x) = ax. Para vermos este
fato, sejam x,y € R, entdo

fap(y) = fap(x) =ay +b— (ax +b) = ay — ax = a(y — z)

Proposicao 4.2. (Regra da Cadeia) Sejam f : Ay — Ag e g : Ay — Ag duas transformagoes afins. Entdo, a
composta go f : Ay — Ag também é uma transformacao afim e D(go f) = Dgo Df.

Demonstragao: Sejam z,y € A; entdao

fly) = f(@) =Df(y — ).

Temos, portanto, que

go fy) —go f(z) =9(f(y)) —9(f(x)) = Dg(f(y) — f(z)) = Dg(Df(y —x)) = Dgo Df(y — x),
o que conclui a demonstracao. W

Proposicao 4.3. Sejam (A, V,T) e (B,W,S) dois espacos afins e seja f : A — B uma transformacao afim que é
bijetiva como funcao. Entao

1. Df :V—>W € um isomorfismo de espagos vetoriais.
2. f~1:B — A ¢ uma trasnformacdo afim.

3. D(f~1) = (Df)~.
Demonstragao: (1) Seja v € kerDf e fixe z € A, entao
f(To(x)) = f(x) = Df(To(x) — ) = Df(v) = 0.
Logo, temos que
f(To(x)) = So(f(x)) = f(a).

Pela injetividade de f, concluimos que
T,(z) =z,

mas como 7' é uma acao livre, entdo se v deixa algum ponto fixo, temos que v = 0, portanto D f é uma transformagao
linear injetiva.

Para a sobrejetividade, seja w € W, fixe y € B, pela sobrejetividade de f, temos que y = f(x) para algum z € A
assim como T, (y) = f(z) para algum z € A, assim

w="Tuy) ~y = f(z) - f(&) = Df(z ~ )

Portanto, D f é uma transformagao linear sobrejetiva. Concluimos, assim que D f é um isomorfismo entre V e W.
(2) e (3) Sejam y1,y2 € B, entao

yo —y1 = f(f 7 (%) — F(F 7 w1) = DF(F (y2) = £ ()
Por outro lado, temos que
y2 —y1 = Df((Df) " (2 — m1))-
Juntando estas duas informagoes, temos que
Df(f~ (y2) — f(y1) = DF((DF) " (y2 — w1))-
Do item (1), vimos que D f é injetiva, isto nos leva & igualdade
FHy2) = FH ) = (D) "y — w),

mostrando que f~! é uma transformacao afim e que D(f~!) = (Df)~!. &



Definicao 4.3. Diremos que (A, V,T) e (B,W,S) sao dois espagos afins isomorfos se existir f : A — B uma
transformacdo afim bijetiva entre eles. FEste transformacgao afim serd demominada um isomorfismo de espacos

afins.

Exemplo 4.9. Um exemplo de isomorfismo entre espagos afins € o isomorfismo existente entre o espago afim e seu
espago vetorial subjacente. este exemplo serd importante para que posteriormente possamos falar em coordenadas em
um espago afim. Seja (A, V,T) um espaco afim e considere o espago vetorial V com sua estrutura afim: (V,V,+).
Fizemos um ponto a € A e definamos

fo: A — \Y%

r = TrT—a

Esta funcao é uma funcao afim com Df, = Idy. Isto pode ser facilmente visto, pois, dados x,y € A temos
fay) = fa(@) = (y —a) — (z —a) =y — 2z = Idy(y — 2).
Também podemos ver que f, € bijetiva, pois podemos calcular sua inversa, que € a funcdo

g: V — A
v = Ty(a)

Para verificarmos que g = f; ! sejam x € A ev € V, entdo

go f(l(x) = g(f(l(x)) = g(.]? - Cl) = T(xfa)(a‘) =z

faog(w) = fu(Ty(a)) = Ty(a) —a=wv.

Portanto, f, € uma transformacao afim bijetiva, o que caracteriza um isomorfismo de espacos afins.
Em particular, quando V € um espaco vetorial real de dimensdo n, ele em si € isomorfo a R™. Vamos denotar

por A™ o espago afim isomorfo, como espaco afim, a R™.

Tendo em vista o isomorfismo entre o espaco afim A e seu espago vetorial subjacente, V, visto como espago afim,
podemos introduzir coordenadas para os pontos de A. Fixado um ponto a € A e uma base {ey,...,e,} de V, para

todo ponto x € A podemos escrever

n

ful@) = —a =) (w—a)e = Y v

i=1

Assim, o ponto = pode ser descrito como
n n
v = [ (fal@) = £ Q_vie) =at ) v'e,
i=1 i=1

onde o sinal de adi¢do representa a translacao pelo vetor dado. Assim, as coordenadas afins do ponto x, uma vez
escolhida a origem no ponto a, sdo dadas pela n-upla (v!,...v").
Vamos agora demonstrar dois resultados que caracterizam as transformagoes afins. Basicamente, uma trans-

formacao afim pode ser unicamente determinada conhecidos o seu valor em um ponto fixado e sua derivada.

Teorema 4.1. (Teorema da reconstrucao) Sejam (A, V,T) e (B, W,S) dois espacos afins. Para todo par de pontos
x € A ey €B e para toda transformacgao linear g : V. — W, existe uma unica transformacdo afim f : A — B tal

que f(z) =y e Df =g.



Demonstracgao: Suponha dadosz € A, y € Be g: V — V uma transformacao linear. Associe para todo z € A

o elemento
f(z) = Sy(z-a)(y) € B.
Vamos verificar que a aplicagao
f: A - B
z = f(2)

é uma transformacao afim e que D f = g. De fato, sejam z,t € A, entao
fR) =) = Sge-a)(¥y) = Syt—a)(y) =
= Sg(zftthfa:) (y) — Sg(tfa:)(y) =
= Sg(z—t)—i—g(t—r{:) (y) — Sg(t—m)(y) =
= Sg(z—t)(Sg(t—2)(¥)) = Sgt—a)(y) =
= g(z—1).

Para verificarmos a unicidade, suponha que existe outra transformacao afim F' : A — B tal que F(x) =y e DF =g,

entao, tomando qualquer z € A temos

w=F(z)—y=F(z) - F(z) = DF(z —z) = g(z —x) = f(z) — f(z) = f(2) —v.
Assim, F(z) = f(2) = Sy (y), como esta igualdade vale para todo z € A temos que F = f. B

Corolario 4.1. Sejam (A, V,T) e (B,W,S) dois espacos afins. Duas transformagées afins f1, fa : A — B possuem
a mesma derivada se, e somente se, existir um vetor w € W tal que fo =Sy, o fi.

Demonstragao: (=) Suponha que Df; = D fs. Seja x € A e considere os pontos y1 = f1(z) e y2 = fa(z) em

B. Vamos verificar que fa = Sy o f1, onde w = yo — y1. De fato, se z € A, entao

f2(2) = fa(x) = Dfa(z —x) = Dfi(2 — z) = f1(2) — fi(x).
Assim
f2(2) —ya = f1(2) =1 = f1(2) —y1 +y2 —y2 = f1(2) +w — y2
Portanto
Tw(f1(2)) = f1(2) + w0 = Tfy(2)—yo) (y2) = f2(2),

o que conclui a demonstracao. W

Este corolédrio nos auxilia a caracterizarmos uma transformagao afim basicamente por uma transformacao linear
e uma translacgao. Isto nos permite escrever uma transformagao afim em coordenadas:

Sejam (A, V,T) e (B, W, S) dois espagos afins. Fixe um ponto a € A e um ponto @ € B como sendo as respactivas
origens do sistema de coordenadas. Fixe, ainda, uma base {ej,...,e,} em V e uma base {f1,...,f —m} em W.

Assim, para qualquer z € A temos que
x—azszviei.
i=1
Considere agora uma transformacao afim f : A — B, entao podemos escrever para qualquer x € A
fle) —a=f(x)—a+ fla) - fla) = f(z) — fla) + fla) —a=Df(x —a) + f(a) —a= Df(v) +b,

onde b = f(a) —a € W. Com o auxilio das duas bases, podemos escrever a matriz da transformacao linear D f, que

serd denotada por A = (aij)i,; € Mmxn(R) de forma que

Df(ej) = Z aij fi-
i=1



Portanto

fl) = a+Df)+b=a+Y v'Df(e;)+» b'fi=
=1

Jj=1

ou seja, em coordenadas afins, temos que
m
flx) = E a;jv? + b
Jj=1

Isto é, uma transformagao afim é, essencialmente, uma transformagao linear mais uma translagao.

Exercicio 4.2: Seja A" o espaco afim de dimensdo n. Mostre que A™ é isomorfo ao hiperplano z"*! = 1 em
RnJrl

Exercicio 4.3: Ainda dentro do contexto do isomorfismo do exercicio anterior, fixe como origem do espago
afim A", visto como subespaco afim de R"*!, o ponto (0,0,...,0,1). Mostre que, com isto, que toda transformacao

afim f: A” — A" pode ser vista como uma transformacao linear em R™*! cuja matriz é da forma

0 1

Finalmente, estamos em condigoes de apresentarmos o grupo das transformacoes afins de um determinado espaco
afim. Seja (A,V,T) um espago afim, denotaremos por Af f(A) o grupo das transformagoes afins bijetivas em A.
Como vimos anteriormente, se f € af f(A), entdo sua derivada, Df é um isomorfismo no espago vetorial V, ou seja

Df € GL(V). Denotando também por V o grupo abeliano aditivo do espago vetorial V, temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.4. Seja (A, V,T) um espaco afim, e Af f(A) o grupo das transformacoes afins bijetivas em A. Entdo
Aff(A)/V = GL(V).

Demonstragao: Pela regra da cadeia, demonstrada anteriormente, temos que a aplicagao

D: Aff(A) — GL(V)
f —  Df

¢ um homomorfismo de grupos. Pelo Teorema da reconstrucao, dado qualquer isomorfismo linear g € GL(V) é
possivel construir uma infinidade de transformacoes afins f tais que Df = g, bastando escolher um par de pontos
a,b € A de forma que f(a) = b. Deixamos como exercicio a verificagao de que qualquer uma destas transformagoes
afins assim construidas sio bijetivas, ou seja, que f € Aff(A). Portanto, D é um epimorfismo. O coroldrio do
teorema do homomorfismo de grupos nos afirma que neste caso GL(V) = Aff(A)/ker(D). Resta-nos calcular o
kernel do homomorfismo D. Para isto, tome f € ker(D), ou seja, D f = Idy, fixe um ponto a € A e denote po b sua

imagem pela funcdo f, isto é, b= f(a). Mostraremos que f = T{;_g), de fato para qualquer z € A

fl@)—z = f(@)—z+(a—f(a)+ (fla) —a) =
= (flo)=fla)+(@-z)+(b—a)=
= Df(x—a)+(a—2)+(b—a)=
= (z—a)+(a—z)+(b—a)=

= b—a.



Portanto f(x) = Tp—a(x), € como isto vale para qualquer ponto, entdo f = Tp_,. O mesmo céalculo acima mostra
também que poderiamos ter iniciado com qualquer ponto ¢ € A para definirmos o vetor de tranlagdo, uma vez que
f(e) —c= f(a) — a. Identificando um vetor v € V com sua transla¢io T,, mostramos, com o que foi exposto acima
que ker(D) C V. Por outro lado, vimos que toda translagdo possui como derivada a funcao Idy, o que implica que
V C ker(D). Isto prova que V = ker(D), e, como consequéncia, que Af f(A)/V=GL(V). &

Teorema 4.2. Seja (A, V,T) um espaco afim, e Af f(A) o grupo das transformagées afins bijetivas em A. Entdo
Aff(A) =V x GL(V).

Demonstragao: Fixemos a € A como a origem do espaco afim. Entdo, para qualquer f € Aff(A) defina
vf = f(a) — a. Defina a aplicacao
. Aff(A) — VxGL(V)
f = (Ufa Df)
Esta aplicacao estd bem definida, pois dada uma transformagao afim f, sua derivada e o valor do ponto a por f
estdo unicamente definidos.
Vamos verificar que ® é homomorfismo de grupos: Sejam f,g € Aff(A), entao, primeiramente, pela regra da

cadeia, sabemos que D(go f) = DgoDf e

Vgoi = go fla) —a=g(f(a)) —a+(g9(a) —g(a)) =
= (9(f(a)) = g(a)) + (9(a) — a) = Dg(f(a) = a) + vy =
= Dg(vy) + vy.

Assim
®(go f) = (vg + Dg(vy), Dgo Df) = (vg,Dg) - (v, Df) = ®(g) - 2(f),

o que significa que ® é homomorfismo de grupos.
Para mostrarmos a injetividade, seja f € ker(®), entdo ®(f) = (0,Idy). Deste fato, concluimos que Df = Idy.

Como visto anteriormente, existe v € V tal que f = T,,. Por outro lado, como vy = 0, temos que
0=v5=fla) —a=Ty(a) —a=w.

Assim f = Tp, ou seja, para qualquer = € A tem-se que f(x) = To(z) = = Ida(x). Portanto f = Ida.
A sobrejetividade de ® decorre do teorema da reconstrucdo, pois dado um elemento (v,g) € V x GL(V) existe
uma unica transformagao linear F' € Af f(A) tal que DF = g e F(a) = T,(a). Com isto, temos o isomorfismo. W
Exercicio 4.4: Counsidere o espago afim (A" R™, +) e defina uma distancia em A™ dada pelo produto escalar

em R", isto é, dados dois pontos x,y € A" sua distancia é dada por
5 5 p Y p

d(z,y) = /{y —z,y —x).

Uma isometria em A", é uma transformacao afim f : A" — A™ tal que para qualquer par de pontos z,y € A"

tenhamos

d(f(x), f(y)) = d(z,y)

1. Mostre que o conjunto das isometrias, ISO(A™) é um subgrupo de Af f(A™).
2. Mostre que as tranlagoes sao isometrias.
3. Mostre que a derivada de uma isometria é uma transformagao ortogonal.

4. Mostre que ISO(A™) 2 R™ x O(n).



5 Geometria Projetiva

A geometria projetiva tem sua origem mais remota na renascenga, com o surgimento da perspectiva na pintura.
Basicamente, nossa visao das coisas depende dos raios de luz incidentes sobre nossas retinas. Uma pintura seria
a interseccao deste feixe convergente de raiso de luz com a superficie da tela. Portanto, os objetos fundamentais,
ao invés de serem os pontos seriam os raios de luz, ou semirretas, todas convergindo para um unico ponto. Esta
idéia simples nos leva abstratamente a nogao de espago projetivo, muito embora, historicamente, este conceito
matematico ainda levou quatro séculos para se consolidar. H& duas maneiras equivalentes de se construir um
espaco projetivo: A primeira é por adi¢do de pontos no infinito em um espaco afim, de modo que todo feixe de reas
paralelas no espaco afim possua um ponto em comum no infinito. A segunda maneira é através do feixe de ratas
em um espacgo vetorial que passa pela origem. Esta segunda construcao estd mais adequada ao nosso contexto de
acoes de grupos, como veremos a seguir. Primeiramente, vamos revisitar um exemplo 3.7 da segao 3 sobre a agao

do grupo multiplicativo do reais sobre um espago vetorial.

Proposicao 5.1. Seja V um espaco vetorial real. Entao existe uma agao livre do grupo multiplicativo (R*,-) sobre

o conjunto V\{0} dada por ax(v) = Av.

Demonstragao: Os axiomas de espago vetorial asseguram que « é, de fato, uma agao. Para vermos que € livre,
considere A € R* tal que exista um vetor v # 0 satisfazendo a)(v) = Av = v. Disto temos que (A — 1)v = 0 e como
v nao é um vetor nulo, obrigatoriamente temos que A — 1 =0, ouseja, A=1. W

A érbita de qualquer vetor v € V é a reta que passa pela origem na dire¢do de v, excluida a origem, ou seja
O, = { ]| A #0}.

Definigao 5.1. Seja V um espago vetorial real e o uma agdo do grupo multiplicativo do numeros reais ndo nulos
sobre V\{0}. O espago projetivo real associado a 'V € o quociente P(V) = (V\{0})/R*.

Apenas para fixarmos a notagio, dado v € V denotaremos sua drbita pela agao do grupo (R*,-) por [v]. Quando
o espaco vetorial em questdo é R™t! entdo o espaco projetivo associado a este espaco vetorial, PR™t! ¢é mais
comumente denotado como RP", e denominado espago projetivo real n dimensional. A primeira vista, parece
estranho que o espago projetivo associado a um espago n dimensional tenha dimensao n. Para podermos ver melhor
esta situacdo, temos que introduzir coordenadas no espago projetivo. Considere uma base {ej,...ept1} em V,

assim qualquer vetor v € V pode ser escrito como
n
_ i _ 1 n+1
v—g zle; = (..., 2",
=1

entdo, o elemento associado em P(V) serd denotado da forma

[v] = [z}, ..., 2" ).

Estas séo as coordenadas homogéneas do ponto [v] € P(V). Mas esta ndo ¢ toda a histéria, uma vez que existe

uma redundancia infinita na descrigdo deste ponto, pois para qualquer A € R* temos que
[v] = [t ..., 2" = Azt .. AT

Nao existe uma maneira Unica de associar coordenadas a um ponto do espago projetivo, o que podemos fazer é
determinar vizinhancas em P(V) para as quias exista uma correspondéncia um a um com um espago vetorial com

uma dimensio a menos que o espaco vetorial V. Para cada i € {1,...,n+ 1}, defina

U= {[z',..., 2" € P(V)|2" #0}.



Quem sabe um pouco de topologia, reconhecerd imediatamente que estes subconjuntos do espago projetivo sao
abertos. Devido ao escopo e interesse destas notas, nao entraremos nos detalhes topolégicos envolvidos. Agora

defina duas aplicagoes

¢ Ui —
[z,...2"] (ai_l, , , 795’;“) ’
e
0 R™ — U;
€ I e I L B L O |

E facil ver que ambas as aplicagoes sao continuas, verificando, portanto, que estas aplicagoes sao mutuamente
inversas, chagaremos a conclusao que estes conjuntos sao homeomorfos, vistos como espagos topoldgicos. Em
linguagem topoldgica, dizemos que o espago projetivo P(V) é localmente homeomorfo a R™. Esta é a razao de

dizermos que a dimensao do espago projetivo é uma dimensao a menos que o espago vetorial que lhe deu origem.

Vamos, entdo, verificar que estas duas aplicagdes sao mutuamente inversas: Seja [z!,..., 2" 1] € U;, entdo
1 i—1 i+l n+1
x x x x
1 n+1 _ —
¢O¢([$a~~ax ]) - 1?(;7, i ) s PO s >_
xl xzfl szrl anrl
= ) : 715 RN : =
xt xt xt xt
_ 1 i—1 i i+l nt1
= [z,...2 7t 2t 2T,
sendo que, na tltima igualdade, multiplicamos por x% que é um ntimero diferente de 0. Seja agora (x!,...2"), entdo
1 n _ 1 i—1 7 ny __
pop(x’,...2") = Pla7,...,a" Lzt .. 2" =
_ 1 i—1 i n
- (J? 9 » L y Ly » L )7

o que conclui a verificagao
Os espacos projetivos nao sdo particularmente interessantes do ponto de vista puramente algébrico, pois nao sao
fechados por nenhuma operagao algébrica. Por outro lado, os espacos projetivos constituem uma fonte riquissima

de exemplos de espagos com propriedades topoldgicas interessantes. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 5.1. Como vimos no exemplo 3.8 da secio 3, o conjunto dos vetores nio nulos do espaco vetorial R? sob
a agdo do grupo multiplicativo dos reais nao nulos dd origem ao espaco projetivo unidimensional, ou reta projetiva
RP!. Muito embora tenha este nome, a reta projetiva nio é wma reta, mas jé vimos que estd em bijecdo com uma

circunferéncia, conforme ilustrado na figura abaixo.

A

Figura 5.1: Representagdo da reta projetiva como uma circunferéncia no plano.




Para caracterizarmos um espago projetivo como algum espaco topolégico mais conhecido, primeiramente notemos
que a esfera n dimensional,

§n = {(3;1, . ,a:nJrl) c R | (321)2 4oy ($n+1)2 -1 }’

Intersecta exatamente duas vezes qualquer reta que passe pela origem, e esta interseccao se dd sempre em pontos

antipodas, isto é, se z = (x!,...,2"T1) € S" é o ponto de interseccio da esfera com uma reta que passa pela

origem, entdo o ponto —x = (—z!,..., —a2""!), que também pertence a S", é o outro ponto de interseccio da esfera
com a mesma reta. Portanto, o espago projetivo RP™ pode ser caracterizado como uma esfera S™ com seus pontos
antipodas identificados. Sendo mais precisos, podemos definir uma acao do grupo multiplicativo Zo = {1,—1}
sobre a esfera S” da maneira ébvia: a_1(z) = —z. assim a 6rbita de qualquer ponto da esfera é o par de pontos
antipodas por ele determinado. O quociente S™/Zy estd, portanto, em correspondéncia um a um com o espago
projetivo, ou seja S™/Zs = RP", onde o simbolo & aqui representa mais do que simplesmente bijecao, representa
um homeomorfismo entre espacos topoldgicos. Nestas notas de aula, por questao de tempo, nao vamos abordar os

aspectos topoldgicos envolvidos no estudo dos espagos projetivos.

Exemplo 5.2. O plano projetivo, RP? €, basicamente, a esfera S* com os pontos antipodas identificados, ou ainda,
podemos pensar um dos hemisférios com os pontos antipodas do equador identificados, conforme ilustrado na figura
abaizo.

Figura 5.2: Hemisfério com o spontos antipodas do equador identificados como uma representacdo do plano pro-
jetivo RP?.

Este € um exemplo de superficie bidimensional ndo orientdvel, como a faiza de Mdébius ou a garrafa de Klein. E
impossivel mergulhar o plano projetivo, como uma superficie no espaco tridimensional sem que haja auto- inter-
secgoes. Uma das maltiplas formas de se representar o plano projetivo € tomar uma faixa de Mobius, cujo bordo
€ uma circunferéncia, e um disco, cujo bordo também € uma circunferéncia, e identificar as duas circunferéncias
que correspondem aos bordos destas duas superficies. O resultado final serd o plano projetivo.

Exemplo 5.3. O espaco projetivo tridimensional, RP® pode ser identificado com o grupo das rotagées em R?, o
grupo SO(3). Para melhorarmos nossa percepgdo, retornemos ao caso de RP?. Como vimos, RP? também pode ser
entendido como um hemisfério com os pontos antipodas do equador identificados. Mas todo hemisfério € homeomorfo

a um disco. Por exemplo, o hemisfério norte da esfera S%, denotado por
Un ={(z,y,2) e R®2® +¢y* + 22 =1, 2 > 0},
€ homeomorfo ao disco
D= {(z,y) € R?|z® +4* <1},
pela aplicacdo
f+ D — S?
(r,y) — (zy,/1—-2—y?)

cuja aplicacdo inversa € a projecdo nas primeiras duas coordenadas. Assim, o plano projetivo €, ainda, homeomorfo

ao disco unitdrio com os pontos antipodas da borda identificados. Da mesma forma, um hemisfério de S® pode ser



visto como homeomorfo a um disco tridimensional (uma bola). Vejamos: o hemisfério norte de S3,
Un ={(z,y,2,t) eRY2® +9° + 22 +t> =1, t > 0},

€ homeomorfo a bola

IN

D ={(z,y,2) e R%la® +¢* +2* <1},

pela aplicacdo
f: D — S3

(r,y,2) = (2,y,,2,/1—22—y2—22)

cuja aplicagio inversa € a projecio nas primeiras trés coordenadas. Como RP? é homeomorfo a S* com os pontos
antipodas identificados, também podemos caracterizd-lo como um hemisfério de S® com os pontos antipodas da borda
(que é homeomorfa a uma esfera S?) identificados. E através deste homeomorfismo de um hemisfério de S® com
uma bola, podemos finalmente ver o espaco projetivo RP? como uma bola tridimensional com os pontos antipodas
de sua borda identificados.

Como este espago estd relacionado com o grupo SO(3)? Bem, podemos estabelecer uma aplicacio de R® em
SO(3) associando a cada vetor v € R3 uma rotagdo cujo eizo é dado pelo vetor unitdrio v = ﬁ e com angulo dado
por ||v||. Estd claro que esta aplicagdo € continua, sobrejetiva e que dois vetores corresponderao a mesma rotagao se,
e somente se, forem co-lineares e a sua diferenca for um maltiplo inteiro de 2w. Portanto, se tomarmos a restri¢cao

desta aplica¢do a bola fechada B(0,7), teremos uma aplicagdo continua entre um espago compacto (a bola fechada
m} e um espago Haussdorff (o grupo SO(3), pois a sua topologia € herdada da topologia métrica existente
no espaco das matrizes M3(R) =2 R®), logo aberta®. Podemos identificar os pontos antipodas da superficie da bola
m que Tepresenta o grupo de Totacoes, isto € feito pois uma rotacao de w cujo eixo € um vetor unitdrio v € o
mesmo que uma rotacdo de —m com respeito ao eixo —v. Temos, entdo uma aplicagcao continua, aberta, injetiva e
sobrejetiva entre RP? (que € homeomorfo a bola com os pontos antipodas da borda identificados), e o grupo SO(3),
isto é 0 mesmo que dizer que RP® é homeomorfo ao grupo SO(3). O que conclui nossa discussio sobre a estrutura

topoldgica do grupo SO(3). Para mais detalhes, veja a referéncia [4].

Para apresentarmos o préximo exemplo e seus desdobramentos posteriores, termos que introduzir a nogao de

espago projetivo complexo.

Definicao 5.2. Seja V um espago vetorial sobre o corpo dos niumeros compleros. Definimos o espaco projetivo
complezo P(V) como o conjunto das drbitas determinadas pela acao do grupo multiplicativo (C*,-) sobre o conjunto
V\{0}, dada por a,(v) = zv.

Se considerarmos o espaco vetorial complexo C"*! entdo o espaco projetivo correspondente serd denotado por
CP™. A maioria das notagoes e convengdes acima sdo analogas ao caso real, a diferenca estd na interpretagio, pois a
orbita de cada vetor dada pela acao dos niimeros complexos nao nulos é um plano complexo que passa pela origem
de C"*!, que como espaco vetorial real tem dimensdo 2n + 2. O espaco projetivo real tem dimensdo complexa n, o

que significa que sua dimensao sobre os reais é igual a 2n.

Exemplo 5.4. O nosso tltimo exemplo de espago projetivo serd o espago projetivo complezo unidimensional CP*.
Que o conjunto de todos os planos complexos passando pela origem de C%. Se olharmos sua dimensdo sobre R,
veremos que este terd dimensao 2, isto €, serd uwma superficie real. Vamos ver que, CP! ¢ homeomorfo & esfera S2.
Para isto, precisamos, primeiramente, entender a projecdo estereogrifica, que promove um homeomorfismo entre a
esfera bidimensional S?, menos um ponto, e o plano complexo. Vejamos como isto se processa: Tomemos o ponto
N = (0,0,1) sobre ~2, que chamaremos de polo norte, e associarmos a cada ponto P = (x,y,z) € S? o ponto
Z = p(P) = X +1Y € C que € a interseccio da semirreta NP com o plano x,y, conforme mostrado na figura
abaizo.

8Um teorema importante em topologia nos garante que toda aplicacio continua entre um espaco compacto e um espaco Haussdorff

é aberta, isto é, que a imagem de um aberto é um aberto



Figura 5.3: Projecdo estereogrdfica.
Em coordenadas, podemos calcular facilmente a projecao estereografica considerando as semelhangas de triangulos

existentes nos planos x,z ey, z, conforme mostrado na Figura a seguir:

0 X X 0 y Y

Figura 5.4: Cdlculo em coordenadas da projecao estereogrifica.
Assim, temos

Tty
11—z °

A inversa da projecio estereogrdifica também pode ser facilmente calculada, pois, dado Z = X +1Y € C podemos

e portanto Z = p(x,y,2) =

encontrar um ponto sobre S* com coordenadas (x,vy,z), tais que
x=X(1-2z), y=Y(1-2),
disto temos que
4y = (X2 +Y?)(1-2)2
Mas, lembrando que x + 3% + 22 = 1, vemos que 22 + y?> = 1 — 22, o que resulta na igualdade

1-22=(X?4+YH1 -2 =14+2=(X2+Y?)(1-2).

Desenvolvendo esta ultima igualdade, temos que
X?24+v2-1
2= =
X2+Y2+1
E comox=X(1—-2) ey=Y(1l—2), concluimos que

2X 2Y
r= - e
X24+Y24+1 Txrrvear



e portanto

2X 2V X24+V7%2-1
X 42Y) = .
S eI T Tl e T c I

L sdo, de fato, mutuamente inversas. Estas aplicacdes também

Deizamos com exercicio a verificacao de que p e p~
sao continuas, assim a esfera menos o polo norte € homeomorfa ao plano complezo.

Temos também que a aplicacdo
p: S2\(0,0,—-1) — C

T—1Y )

(z,9,2) = T3

pode ser vista como uma projecdo estereogrdfica a partir do polo sul mas compativel com a orientac¢do do plano

complexo. Esta plicacdo também € inversivel e constitui-se um homeomorfismo entre a esfera menos o polo sul e o

plano complexo. Exceto os polos norte e sul, todos os outros pontos da esfera estao mos dominios das aplicacoes p
e p. Pode-se mostrar facilmente que, para P = (z,y, z) € S? temos p(P) = ﬁ.

Em vista do que foi exposto acima, temos que a esfera S* pode ser coberta por dois abertos Us = S?\(0,0, —1)
e Uy = S?\(0,0,1), cada um deles homeomorfo ao plano complezo C e na intersec¢do entre estes dois abertos, a
composta po p~t : C — C produz a inversio no plano complexo, isto €, po p~1(z) = %

Vejamos que CP!' também possui as mesmas propriedades que S?, isto é, pode ser coberta por dois abertos
homeomorfos ao plano complexo e que na interseccdo entre eles produz a inversao no plano complexo: Os abertos
5G0

Vn = {[z,w] € CP'|w # 0}, Vs = {[z,w] € CP'|z # 0},
onde [z,w] é a drbita do ponto (z,w) € C2.
As bijecdes, ou melhor, os homeomorfismos sdo, andlogas as aplicagées definidas no caso real, e sdo, respecti-

vamente
on: Vn — C
[zw] — £ 7
e
(ﬁs: VS — (C
[Z,'UJ] —s w

F suas inversas se escrevem como
qﬁ;vl : C - Uy

z — [z,1]

¢§1: C — Vg
z — [1,7]

Efdcz'l ver que, realmente, todas estas aplicagoes sao continuas e que N € gbj\,l e gs e qbgl sao, de fato, mutuamente
inversas. Também temos que ¢g o ¢1}1(z) = %, ou seja, estas aplicacoes funcionam da mesma maneira que as
projecoes estereogrdficas. Compondo, portanto, estes homeomorfismos entre abertos de CP! ¢ o plano com as
inversas das transformagées estereogrdficas, teremos um homeomorfismo entre CP' e S?, conforme anunciado

previamente.

Definigao 5.3. Sejam V e W dois espagos vetoriais e P(V) e P(W) seus respectivos espacos projetivos para cada
transformacao linear f : V. — W definimos a transformagao projetiva associada P(f) : P(V) — P(W) dada por

P(f)([v]) = [f(0)].
O proximo resultado é necessario para garantir que as transformagoes projetivas estao bem definidas e que elas

se comportam bem sob composigao.

Proposicao 5.2. Sejam U, V e W espacos vetoriais (reais ou complezos) e P(U), P(V) e P(W) seus espagos

projetivos associados. Entao



(1) Se f:U — V é uma transformagdo linear, entao P(f) estd bem definida.

(2) Se f:U—Veg:V—>W sio duas transformagoes lineares, entao P(go f) = P(g) o P(f).
(3) Temos que P(Idv) = Idp(v). E 0 mesmo vale para qualquer espago vetorial.

(4) Se f:U —V € um isomorfismo, entdo P(f) também € bijetiva e P(f)~' = P(f~1).

Demonstragao: (1) Sejam dois vetores v, w € U tais que [v] = [w], isto significa, em particular que existe um

escalar A (real ou complexo, conforme for o caso) tal que w = Av. Entao

P()([w) = [f ()] = [f ()] = [Mf(0)] = [f ()] = P(F)([v])-

(2) Seja [v] € U, entao

P(g) o P(f)([v]) = P(g)(P(f)([v])) = P(9)([f(v)]) = [9(f(v))] = [g o f(v)] = P(g o [)([v]).
(3) Seja v € V, logo
P(Idv)([v]) = [{dv(v)] = [v] = Idpey)[v].

(4) Dos ftens (2) e (3) temos

P(f~") o P(f)=P(f "o f) = P(Idy) = Idp

P(f)o P(f7!) = P(fo f™') = P(ldy) = Idp(y).
Portanto, P(f) é inversivel e P(f)~' = P(f~!). &

Exercicio 5.1: Mostre que uma transformacao projetiva P(f) é inversivel, se, e somente se, f é inversivel.
A partir deste resultado, temos condigoes de analisar a estrutura do grupo de transformacdes projetivas in-

versiveis.

Teorema 5.1. Seja V um espago vetorial (real ou complexo). Entao o grupo das transformagdes projetivas in-
versiveis em P(V), denotado por PGL(V), € isomorfo a GL(V)/K*Id, onde K € o corpo subjacente (K =R , ou
K = C, conforme o caso).

Demonstragao: Devido a proposicao acima, podemos definir a aplicacao

P: GL(V) — PGL(V)
g — Pl
O f{tem (3) da proposigido anterior nos garante que P estd bem definida. O exercicio acima nos garante que a
aplicagao é sobrejetiva e o ftem (1) da proposi¢ao anterior nos garante que P é um homomorfismo de grupos. Logo,
pelo teorema do homomorfismo, temos que PGL(V) = GL(V)/ker(P), resta-nos, tdo somente, determinarmos

ker(P). Seja f € ker(P) entao, P(f) = Idp(v), ou ainda, para qualquer v € V temos

P(f)([v]) = Idpe ([v]) = [v].

Por outro lado

ou seja, [f(v)] = [v] para todo v € V. Com esta informacao, concluimos que f(v) = A\,v, isto é, f age como um

fator multiplicativo, mas que, a priori, pode ser diferente para cada vetor. Vamos mostrar que nao é este o caso,



isto é, a funcao v — A, é uma funcdo constante. Sejam v, w € V, vamos dividir em dois casos: o primeiro quendo

v e w sao linearmente independentes e o segundo quando eles sao linearmente dependentes. Para o caso LI, temos
o+ w) = Appo (v +w),
e por outro lado
f(U + ’LU) = f(’U) + f(w) = AU+ Apw.
Isto implica que
(Motw — X))V + (Mgt — Aw)w = 0.

como v e w sdo LI, concluimos que A, = Ay, = Aytyw. Para o caso LD, entdo podemos escrever w = av, com a # 0

uma vez que estamos tratando de vetores nao nulos. Assim
ApQU = AW = f(w) = f(Oé’U) = Oéf(’U) = Oé/\UU,

o que nos leva a conclusao que Ay,a = Ay, ou ainda A\, = \,. Com isto, mostramos que f = AId, ou seja,
ker(P) C K*Id. A outra inclusao é trivialmente verificada. Portanto ker(P) = K*Id, o que conclui a demonstragao.
|

Uma propriedade importante das transformagoes projetivas decorrente deste isomorfismo é que, dada uma
transformagcao projetiva P(g) € PGL(V), sempre podemos escolher como transformacao linear representante desta

transformagao projetiva uma transformagao linear cujo determinante é igual a 1. por isto, é verdade que PGL(V) =
PSL(V).

Exemplo 5.5. Considere agora o grupo GL(2,C) das transformacées lineares em C2. Entdo, a cada matriz
b
< “ ) € GL(20),
c d

[z,w] +— [az + bw,cz+ dw).

associamos a transformacdao projetiva

Como CP' é homeomorfo a S?, esta tranformacdo projetiva equivale a um homeomorfismo em S?. Adicionalmente, a
esta transformagdo projetiva, podemos associar uma transformagao no plano complezo, por exemplo, se [z,w] € Vy

entao a4 transformagdo projetiva [z, w] — [az 4+ bw, cz + dw] associamos a tranformagao no plano complezo

aC +b

¢ Ctw

onde ¢ = Yy ([z,w]) = £. As transformagdes no plano complexo definidas pela forma acima, constituem uma classe

w

importante de fungdes de uma varidvel complexa e sdo chamadas transformacoes de Mdbius.

Note que uma transformagao de Mébius nao esta definida sobre todo o plano complexo, pois se a transformacao

é da forma
az+b

cz+d

Z —

entdo o dominio desta fungao é igual a C\ {—g} e o seu conjunto imagem nao possui o ponto ¢ pois este seria
a “imagem” do ponto no infinito. Esta restircdo de dominios e contradominios das transformacgoes de Mdbius
impede que haja uma acgao do grupo PGL(2,C) sobre o plano complexo. Esta dificuldade técnica nos motiva a
introduzirmos uma generalizagao do conceito de agao de grupo que venha a contemplar este importante caso: O
conceito de acao parcial de grupo.

Definicao 5.4. Seja G um grupo e X um conjunto. Uma a¢ao parcial de G sobre X é uma familia {Dgy}gecc de

subconjuntos de X junto com uma familia {og : Dy—1 — Dy}eeq de bije¢oes entre estes subconjuntos satisfazendo:



(i) Do =X e a. =1dx.
(i1) Dh—l(Dg—l NDy) C D(gh)_l
(iii) ag(an(z)) = agn(x), para todo v € Dy—1(Dy—1 N Dy,)

Os itens (ii) e (iil) s@o necessarios para garantir que a composicao das bijegoes parcialmente definidas, onde for
possivel fazer a composicao, deve ser compativel com a operacdo de grupo, como se esperaria de uma boa acao de
grupos. O estudo das agoes parciais de grupos ainda é relativamente recente, tendo iniciado na década de 90 do
século XX e originou muitos desenvolvimentos importantes na matematica desde entao. certamente é um assunto
fascinante e muito promissor para jovens matematicos que queiram se lancar no mundo da pesquisa cientifica.

Exercicio 5.2: Verifique que o conjunto das transformagoes de Mébius no plano constitui uma agao parcial do
grupo PGL(2,C) sobre o plano complexo.

Exercicio 5.3: Determine as transformagoes de Mobius que constituem bijegoes sobre todo o plano complexo.

Exercicio 5.4: Mostre que o subgrupo PSL(2,R) possui uma agao, via transformagdes de Mébius, sobre o
semiplano superior

H={z€eC|Z(z) > 0},

onde Z(z) é a parte imagindria do nimero complexo z.
com isto, encerramos estas pequenas notas, esperando que elas tenham contribuido positivamente para um en-
riquecimento de sua compreensao matamatica e que tenham motivado vocé a se aprofundar neste rico e interessante

assunto.
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