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1 Introducao

A maioria das demonstracoes sobre o Teorema Fundamental da Algebra (TFA, daqui em diante) apresentadas nos
cursos de bacharelado em matemadtica segue, muito facilmente, do Teorema de Liouville (cf. [1], [3], [6] ou [11]).
Em contrapartida, para se chegar ao Teorema de Liouville, o aluno precisa ter cursado uma disciplina de anélise
complexa ou de fungoes analiticas, como queiram denominar. Um ponto que também consideramos importante
ressaltar é que, embora o TFA seja assunto obrigatério no Ensino Médio, muitos professores de matemaética nunca
viram, em seus cursos de licenciatura, uma demonstragao desse importante resultado.

O objetivo deste minicurso é apresentar uma demonstragao elementar do TFA que néo utiliza as técnicas usuais
de andlise complexa. De fato, a prova que aqui serd apresentada utiliza basicamente as nogoes de continuidade e
compacidade no plano complexo. Observamos que esta prova é conhecida (cf. [10]). Nosso trabalho é destacar essa
demonstracao para professores do ensino médio e alunos de licenciatura em matematica, desde que tenham sido
apresentados aos conceitos e teoremas basicos de compacidade e continuidade. Para esse fim, nosso texto traz uma
secao sobre os numeros complexos e secoes sobre alguns conceitos e resultados sobre compacidade e continuidade

no plano complexo.

2 Consideragoes histdéricas sobre as equacoes polinomiais

O que hoje sabemos sobre equagoes do primeiro grau (ou lineares) teve seu inicio, discretamente, nos papiros de
Ahmes (1650 a.C.). Nele, por exemplo, encontramos o seguinte problema: “Uma quantidade, somada a sua sétima
parte da 24. Qual € essa quantidade?” Para resolver esse problema, que recafa em uma equacao linear, os egipcios
utilizavam um método conhecido atualmente como regra da falsa posicdo. Porém, sé foi possivel obter a forma geral
da soluc@o da equagao linear, com os axiomas sobre igualdades, contidos nos Elementos de Euclides (330 a.C - 260
a.C.) .

Se por um lado a &lgebra egipcia tratava exaustivamente sobre as equagdes lineares, de outro, os babilonios
as achavam demasiado elementares para merecer muita atengdao. Além disso, os egipcios demonstravam certa
inseguranca, como pode ser observado em seus documentos, na manipulacao de equagoes de grau 2 com trés
termos, que foram tratadas de modo eficiente pelos babilénios em problemas praticos. Contudo, os babilénios
nao reconheciam as solugoes negativas de uma equacgao quadratica, pois nao conheciam os nimeros negativos. Foi
somente na fndia, através do matemaético e astronomo Brahmagupta (598 - 670), que foram reconhecidas as solugoes
negativas de uma equagao de grau 2, que com base numa algebra de sinais exibida em sua obra, desenvolveu-se
as operagoes com quantidades negativas. Basicamente, os hindus resolviam as equagoes quadraticas pelo método
do completamento de quadrados, deste modo unificando a resolucao algébrica destas equagoes. Por fim, Bhaskara
Acharya (1114 - 1185), em sua obra Lilavati, esclarece e completa as lacunas deixadas por Brahmagupta, dando
importantes contribuicoes nas resolugoes de equacoes diofantinas e equagoes de grau 2. Assim, a férmula resolutiva

da equagao do segundo grau leva o nome de Formula de Bhaskara. Devemos ressaltar que a forma geral da
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equacdo quadratica az? + bx + ¢ = 0, que conhecemos atualmente, se deve principalmente ao matematico francés
Francois Viete (1540 - 1603), que introduziu o uso de letras para representar quantidades desconhecidas e sinais

para representar algumas operacoes.

Aproximadamente cinco séculos depois da descoberta da solugdo da equagio quadrética (séc. XI), em meio ao
progresso comercial que os italianos atravessavam no século XVI, o mais importante feito matematico, sem duvida,
foi a descoberta da solugao algébrica das equagoes de graus 3 e 4 por mateméaticos que ali viviam. Tudo comecou
em 1494, quando Fra Luca Pacioli (1445 - 1509), na sua obra Summa de Arithmetica, afirmou que os matemadticos
daquela época nao eram capazes de resolver uma equacao de grau 3 através de métodos algébricos. Para sua
infelicidade, por volta de 1506, Scipione del Ferro (1465 - 1526) resolveu algebricamente a equacio x + mz = n,
baseando-se provavelmente na matemédtica drabe e hindu. Apesar de ndo ter publicado sua descoberta, Scipione
revelou seu segredo ao seu discipulo Antonio Maria Fior. Vinte anos apds esta descoberta, Nicolo Fontana de Brescia
(1499 - 1557), mais conhecido como Tartaglia, anunciou ter descoberto uma solucao algébrica para a equagao de
terceiro grau x> + ma? = n. Desconfiado, Fior o desafiou para um duelo em piblico, envolvendo a resolucio de
equagoes de grau 3. Restando poucos dias para o duelo, Tartaglia descobriu também o método de resolugao de
equacoes de grau 3 da forma 22 + ma = n, sendo evidente sua vitéria sobre Fior. Vale observar que Tartaglia
desenvolveu também um método para resolver equacoes de grau 3 da forma az® + bx? + cx + d = 0 fazendo a
transformacio z = z — b/3a, obtendo uma equacao da forma 2® + pz + ¢ = 0 cuja solucio era conhecida. Sabendo
deste grande feito, o matemédtico e também médico Girolamo Cardano (1501 - 1576) jurou sigilo absoluto para que
Tartaglia lhe revelasse este segredo (era comum entre os matemdticos desta época guardar para si as descobertas,
utilizando-as em disputas ptblicas!). Aproveitando-se deste fato, Cardano publicou esta férmula em sua Ars Magna
em 1545. Apesar de mencionar que esta descoberta se devia a Tartaglia, este ficou indignado com a traigdo, pois

reservava esta descoberta para publicar um tratado sobre equacoes de grau 3.

Em 1560, passados alguns anos do falecimento de Cardano, Rafael Bombelli (1526 - 1573) escreveu sua “Algebm 7,
que s6 foi impresso em 1572, de notével contribuicao as equagoes de grau 3, no ambito das solugoes. Em seu livro,
Bombelli se utiliza das mesmas regras sobre nimeros reais, para manipular as raizes de nimeros negativos (nimeros
complexos imagindrios), acabando com o desconforto que os matemadticos da época tinham ao se deparar com os
ntimeros da forma a + by/—1.

Um outro matemédtico que contribuiu com a teoria das equagoes foi Albert Girard (1590 - 1633). Em sua obra
Invention Nowvelle em L’algébre (1629), apresentou um importante teorema que relaciona as raizes de uma equagao
polinomial com seus coeficientes, o que hoje apresentamos no ensino médio como as “Relagoes de Girard”. Parece

que a ele também se deve a percepcao de que o grau de uma equagao indica a quantidade de raizes.

Por volta de 1750, o suigo Leonhard Euler (1707 - 1783), baseado na solugado dada por Tartaglia, tentou igual-
mente reduzir a resolugdo de uma equacao geral de grau 5 a de uma equacao de grau 4 associada. Euler falhou, assim
como Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813) falharia uns trinta anos mais tarde nesta busca, publicando seu trabalho
Reflexoes sobre a solucao de equacdes polinomiais. Surgia entdao a seguinte pergunta: “Sera que toda equagao
polinomial possui solucdo?” Mais prescisamente, dada a equacdo a,z™ + ap_12" "' + -+ 4+ a22? + a1 + ag = 0,
onde n é um inteiro positivo e os coeficientes da equagao sdo numeros reais, podemos dizer que ela tem solugao? A
resposta a esta pergunta foi dada pelo matematico alemao Carl F. Gauss (1777 - 1855), que aos vinte e um anos
de idade apresentou o que ainda hoje é considerada a maior tese de doutorado jé vista, sustentando toda a teoria
das equagoes polinomiais, provando que “Toda equacao polinomial de grau n, com coeficientes reais ou complexos,

possui uma solucao no corpo dos nimeros complexos.”

Vimos que, em 1545, em sua obra Ars Magna, Cardano publicou a solucao das equagoes de terceiro e quarto graus,
exibindo as correspondentes férmulas resolutivas que se expressam através de radicais. Apos a apresentacao do que
hoje chamamos de Teorema Fundamental da Algebra7 por Gauss em sua tese de doutorado, alguns matematicos
se empenharam em tentar descobrir se existia uma férmula resolutiva para equagoes polinomiais de grau maior do

que quatro, por meio de radicais. Coube ao matemadtico francés Evariste Galois (1811 - 1832), completando um



trabalho do matemético noruegués Niels Henrik Abel (1802 - 1829), demonstrar a impossibilidade dessa resolucao.

Resumindo...
Equacgao de grau 2: Bhaskara (séc. XII)

A equacio do segundo grau az? + bx + ¢ = 0, a # 0, foi resolvida por Bhaskara da seguinte forma: Dividindo a
equacao por a # 0, temos

b
xZ—l—fx—i—E:O,
a a

ou equivalentemente

9 b c
"+ -—r=——.
a a
b2
Feito isto, basta agora completarmos o quadrado do lado esquerdo da equagao anterior. Para tal, somamos e em
a

ambos os membros da equagao, resultando em
L b S P
z+—| =—+—
2a a 4a?’

. —b+Vb% — dac
o 2a '

ou seja,

Equacao de grau 3: Tartaglia (séc. XVI)

Historicamente, Tartaglia resolveu primeiro equacoes de terceiro grau do tipo 3 + pz + ¢ = 0, mais tarde desen-
volvendo um método para resolver equagoes de terceiro grau completas. Deste modo, vamos resolver inicialmente
a equagao

z® +pr+q=0. (2.1)

Tartaglia supds que a solugio procurada era da forma x = a + b. Deste modo, 2% = (a + b)?, o que implica que

23 —a® — b — 3abx = 0, j4 que © = a + b. Deste modo, vamos determinar a e b que satisfazem a igualdade

22+ pr+q=2a°—a® —b® — 3abz.
Para tal, temos que
—a> =P =q e ab=-%

ou, equivalentemente,

A+ =—q e a®d = -2

E facil ver que a® e b3 sdo as raizes da equacdo quadritica

3
2 p
——==0.
Yy +qy o7

Conseqiientemente, temos que

A =




Notemos que

2 4pr+q = 2°—a®—b>—3abx
= (z—a—-0b)(a®+b*+ 2% - ab+ ax + bx).

Portanto a solucao da equagao (2.1) se reduz a solugao da equagao de primeiro grau  —a — b = 0, dada por

r1=a+b,

0 que era 6bvio pois supomos que z = a + b, e a solugao da equacao do segundo grau

isto é,

22+ (a+b)x +a® +b* —ab=0,
a qual nos fornece as outras solugoes

_a+b (a—b)V3 .

Ty = 9 + 5 2,
a+b (a—0b)V3.
Ir3 = — B — 5 7,

onde a e b sdo determinados por (2.2). Cabe observar que Tartaglia, por ndo conhecer os nimeros complexos, s6
considerava a primeira solugao.

Este resultado nos permite encontrar a solucao da equacao completa de terceiro grau
az® +br* +cx+d=0 (a#0). (2.4)
Com efeito, fazendo a substituicdo = = y + m, obtemos
aly+m)>+bly+m)?+cly+m)+d=0,
ou equivalentemente,
ay® + (b+ 3am)y? + (3am? + 2bm + c)y + (am® +bm?* + em + d) = 0.

Como sabemos resolver equacoes de terceiro grau desprovidas do termo de 2° grau, entao, fazendo b 4+ 3am = 0,

temos

b

m=——.
3a

b
Deste modo, se fizermos a substituicdo = =y — 35 o (2.4), teremos
a
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Dividindo esta equacao por a # 0, temos
3 + ,i + E + E — E + g =0
4 3¢2 " a)? 2742 3a2  a)

¥ +py+q=0,

que é da forma



b c 203 be
comp=—-——5+—¢€egq

d . - .. .
32 a = aZ 32 + = cuja solugao foi vista anteriormente.

Equacao de grau 4: Ferrari (séc. XVI)

A solucao de equacoes de grau 4 foi dada por Ferrari da seguinte forma: Consideremos a equagao
az +bxd +cx? +dr+e=0 (a#0).
Fazendo a substituicao x = y + m, temos
aly+m) + by +m)® +cly+m)? +d(y+m) +e=0,
isto é,
ay® + (dam + b)y3 + (6am? + 3bm + c)y? + (4dam? + 3bm? + 2cm + d)y + (am?* + bm3 + em? + dm + ¢e) = 0.

Assim como Tartaglia resolvia as equagoes de terceiro grau desprovidas do termo de 2° grau, vamos calcular m
de modo que a equagao acima nao possua o termo de 3° grau. Para tal, devemos ter 4am + b = 0, o que implica
que

b

da°

Logo, a substituicdo = y — b/4a nos dard

a4+ —371)24-6 2+ M_E_Ard + —3717414—@—%—&-6 =0
Y 8a 4 1602 % g3 " 160 4a -

Dividindo esta equagao por a # 0, obtemos

v oy +qy+r =0, (2.5)
e B e AW b 4wl Re W e
L T 202  a T 4%% 1602 4a? o

De (2.5), se obtém
vt 207 + 07 =py’ —qy—r 417,
isto é,
W+’ =p’ —qu+p° -,

e entao, para um z arbitririo

Y’ —aqy+p* —r+22(y° +p) + 2
(p+22)y* — qu+ (* — 7+ 2pz + 2°). (2.6)

(y> +p+2)°

Escolhamos agora z de modo que o 2° membro de (6) seja um quadrado perfeito. Como o 2° membro é uma equagao

do segundo grau em y, sabemos que isto é possivel se, e somente se, A = 0, isto é,
4(p+22)(p* —r +2pz+2%) —¢* =0,

que é uma equacao do terceiro grau em z, que pode ser resolvida pelo método precedente. Encontrado o valor de
z, teremos entao algo do tipo

(V> +p+2)° = 4% (2.7)



onde A é o quadrado do 2° membro de (6), que depende do valor de z. Extraindo as rafzes quadradas em ambos
os membros de (2.7), encontramos os valores de y e conseqiientemente os de z, pois z = y — b/4a.

Equacgoes de grau > 5

No século XVIII, Gauss apresentou o Teorema Fundamental da Algebra, garantindo que toda equacgao polino-

mial possui uma solucao em C.

No século XIX, Abel prova que a equacdo completa de grau 5 ndo pode ser resolvida por meio de radicais. Por

fim, Galois caracteriza quando uma equagao de grau > 5 pode ser resolvida por meio de radicais.

3 Ntumeros complexos
Relembremos que o corpo dos nimeros compleros é o conjunto
C={(z,y): =,y € R},
com as seguintes operagoes de adicdo e multiplicacdo: Se z = (x,y) e w = (a,b) pertencem a C, entao
z4+w=(r+a,y+b) e zw=(ra—yb,xb+ ya). (3.8)

Os elementos de C sao chamados de nimeros complezos. Denotamos o nimero complexo (0,0) simplesmente por 0
e o numero complexo (1,0) simplesmente por 1. Para cada z = (x,y) € C, definimos

_ X -y
—z=(-z,~y) e Zl(xQ—l-yQ’xQ—l—yQ)’SGZ?éO'

1
Podemos também denotar o complexo z~! por ~ ou 1/z.
z

Proposigao 3.1. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z,w,t € C:
(a) Associatividade da adigao: z+ (w+t) = (z + w) + ¢;

(b) Comutatividade da adi¢do: z +w = w + z;

(¢) Elemento neutro: 0+ z = z;

(d) Elemento oposto: z + (—z) = 0;

(e) Associatividade da multiplicagao: z(wt) = (zw)t;

(f) Comutatividade da multiplicagao: zw = wz;

(g9) Elemento unidade: 1.z = z;

(h) Elemento inverso: z.z=1 = 1;

(i) Distributividade da multiplicagao em relagdo & adi¢do: z(w +t) = zw + zt.

Demonstragao. Como todas as propriedades decorrem diretamente das defini¢ées de adi¢ao e multiplicacdo em

C, provaremos apenas o item (a). Com efeito, sejam z = (z,y), w = (a,b) e t = (¢, d) pertencentes a C, temos que

z+ (w+t) (,y)+(a+c,b+d)=(x+ (a+c),y+ (b+d))

—~
*
=

((z4+a)+c,(y+b)+d) =(x+a,y+b)+ (cd)
(2 +w)+1,

notando que em () usamos a associatividade da adigdo em [R. m



Com as operagoes de adi¢ao e multiplicagdo em C, vistas em (3.8), definimos as operagoes de subtracao e divisdo
da maneira usual: Dados z,w € C,
z

z—w=z+(—w) e = =zw 'sew#0.
w

Além disso, a potenciacdo também é definida da maneira usual:

D=1, 2"=z2...2 e z"=z' .21 sez#0(n<1).
o~ ——
n—vezes n—vezes

Segue da Proposigao 3.1 que diversas propriedades das operagoes aritméticas em IR sao validas também em C. Por
exemplo, a soma e o produto de fragbes 21 /wy e z2/we, wi,wy # 0, de ntimeros complexos sdo dados por

A m_awntawn oan n_ an

w1 w2 w1wsz w; w2 w1w2’

€cOmo 0ocorre com os NUmeros reais.

Dizemos que C é um corpo, com as operagoes definidas em (3.8), pois satisfaz a todas as propriedades da Pro-
posicao 3.1.

Vamos agora obter uma outra representacdo para um complexo z = (x,y). Primeiramente, consideremos o
complexo (z,0), com x € IR, simplesmente como z, de modo andlogo ao que fizemos com os elementos neutro e
unidade. Desta forma,

x = (x,0) para todo z € IR. (3.9

Com isso, vemos que IR C C, ou seja, todo nimero real é também um ntmero complexo. Inicialmente esta
inclusdo pode gerar um certo desconforto, pois dados x,a € IR, o que sabemos a respeito de = + a e z.a 7 Estamos
somando e multiplicando nimeros reais z e ¢ ou nimeros complexos = e a? A resposta é tanto faz, pois os valores

sao os mesmos. De fato, usando a convencao (3.9) e as operagoes definidas em (3.8), temos

(2,0)+ (a,0) = (x +a,0) =z +a

(2,0)(a,0) = (xa — 0.0,2.0 + 0.a) = (za,0) = za.

Notemos também que (0,1)% = (0,1).(0,1) = (—=1,0) = —1, ou seja, o ntimero —1 possui uma "raiz quadrada”em
C. Deste modo, o complexo (0, 1), denotado por i, e chamado de algarismo imagindrio, tem a propriedade

i?=—1. (3.10)

Dado um niimero complexo z = (z,y), temos entdao que

z=(z,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (y,0)(0, 1),
isto é,
z =+ yi. (3.11)
Podemos observar que o par (z,y) e a expressdo z + yi representam o mesmo numero complexo. Chamamos a
expressao (3.11) de forma algébrica de z, onde z,y € IR.
Esta forma de representar nimeros complexos nos polpa de memorizar as definigdes de z+w e zw vistas em (3.8).

Para tal, basta usarmos algumas propriedades vistas na Proposicao 1. Com efeito, dados os nimeros complexos

z=x+yi e w = a+ bi temos que:

ztw=(x+yi)+(a+bi)=ax+a+yi+bi=(x+a)+ (y+0b)i,



zw = (z+yi)(a+ bi) = xa + xbi + yia + ybi* = (va — yb) + (zb + ya)i.
Dado um ntmero complexo z = = + yi, definimos a parte real e a parte imagindria de z por
Rez=2z e Imz=y,
respectivamente. Dizemos que z é imagindrio puro quando Re z = 0.
Sabemos que um complexo z = x + yi é o par ordenado (z,y), e podemos representd-lo graficamente como o

ponto do plano cartesiano ou como o vetor que liga a origem a este ponto (Figura 1). Deste modo, chamamos o
plano cartesiano de plano complezo, o eixo dos x de eixo real e o eixo dos y de eizo imagindrio.

Im
 — 2=
0 " Re

Figura 1: z =z 4 yi, onde z,y > 0

Definimos o conjugado de um ntmero complexo z = x + yi como sendo o complexo
zZ=x — yi.

No plano complexo, Z pode ser obtido através da reflexdo de z em relagdo ao eixo real (Figura 2).

Im
4
y .....................
0 x Re
_y .................. 3 E

Figura 2: z =z 4 yi, onde z,y > 0

Proposigao 3.2. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z,w € C:
(a)Z=2,2Fw=Z+W ezwW=Z.W;
(b) (£) =2 sew#0;

(c) z+Z=2Rez e z—Z = 2ilm z;
(d) z € R se, e somente se, Z = z;

(e) z € imagindrio puro se, e somente se, Z = —z;

Demonstragdo. Vamos demonstrar apenas o item (a). Com efeito, sejam os complexos z = x + yi e w = a + bi.
Entao:

(a)Z=(x—yi)=x— (—y)i=x+yi = 2,



zxw=(r4+a)x(y+bi=(x+a)F(y+bi=(r—yi)F(a—bi)=zxw,

zw = (z—yi)(a—bi) = za—bri—ayi—by = (vra—yb) — (xzb+ya)i = (za — yb) + (xb+ ya)i = (v + yi)(a + bi) =

ZW. ]

Definimos o valor absoluto (ou médulo) de um nidmero complexo z = z + yi como sendo o ntmero real dado por
|z] = Va2 + 32
Graficamente, |z| nos d4 o comprimento do vetor correspondente a z no plano complexo, conforme Figura 3. Temos

Im

Figura 3: z = x + yi, onde =,y > 0

também que |z — w| é a distancia entre os pontos do plano que representam z e w.

Proposigao 3.3. As seguintes propriedades se verificam para quaisquer z,w € C:
(a) Rez < |Rez| < |z] eImz < |Imz| < |z|;
(b) 121* = 2.2, [2] = |2] e |zw] = |2].[w];

2| _ |
(c) ‘E‘ =l sew # 0;
(d) |z +w| < [z] + [w];
(e) |2+ w| > ||z] — w]

)

Demonstragao. Provaremos apenas os itens (b) e (d). Com efeito, sejam os complexos z = x + yi e w = a + bi,
temos:

(b) 22 = (z+yi)(z—yi) =2® + > = |2, [2| = V2 + (—y)> = Va2 + 2 = |2 e

lzw| = \/(JCCL —yb)2 4+ (b +ya)? = \/;1:2a2 + y2b? + 2202 + y2a?
\/(Jc2 +y?)(a® 4+ %) = \/332 + yg\/a2 + b2 = |z].|w].

(d) Com efeito,
lz+w® = (+w(z+w)=(z+w)(Z+D)
= 2Z4 W+ WZ+ W0 = 2Z + 20 + 20 +ww
= |z\2+2Re(z@)—|— |w\2 < |z\2+2|zﬁ|+ |w|2
= |22+ 2zllw] + [w]* = (2] + |w])?,

isto 6, |z +w|? < (2| + |w|)?, o que implica que |z +w| < |z| + |w|. =

Provaremos a seguir um resultado que serd utilizado na demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra.

Proposicao 3.4. Se w e ¢ sdo numeros complezxos tais que |w + c| < |c| et € um nidmero real tal que 0 <t < 1,
entdo |tw + ¢| < |c|.



Demonstragao. Com efeito, como |w+c| < |c|, segue que |w+c|? < |¢|2. Logo, (w+c)(w + ¢) < |c|?; o que implica
que |w|? + 2Re(we) < 0. Como 0 < t < 1, entdo t(Jw|? + 2Re(wc)) < 0, o que implica que tjw|? + 2tRe(wc) < 0.
Notemos que t2|w|?+2tRe(we) < tlw|?+2tRe(wc), j& que t? < t. Logo t?|w|?+2tRe(wc) < 0, ou seja, [tw+c|? < |¢|?,

provando a desigualdade desejada. m

4 Nogoes basicas da topologia do plano complexo

Nesta se¢ao, vamos apresentar alguns conceitos e resultados sobre a topologia do plano complexo, a fim de podermos

entender a demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra.

Para cada zg € C e cada niimero real r > 0, definimos

Alzo;r) = {z€C:|z—2| <},
A(z0;7) = {2€C:|z—2| <},
A (zo;r) = {2€C:0<|z—2| <7},
Clzo;r) = {z€C:|z—z|=r}

Os conjuntos A(zg;7), A(zo;7) e A*(29;7) sdo chamados, respectivamente, de disco aberto, disco fechado e disco
aberto deletado de centro zg e raio . O conjunto C(zq;r) é o circulo de centro zg e raio 7.

Notemos que, por exemplo, se considerarmos z = x + yi e 29 = xo + Yoi, temos que |z — zp| < r equivale a

V(@ —20)2+ (y —yo)? < r, isto é, (z —x0)? + (y — yo)? < r?, que representa o interior de um circulo no plano

complexo. Analogamente, obtemos as desigualdades respectivas dos outros conjuntos. Graficamente, temos:

Im4 Im
Yo fe b7
0 Xy Re 0 Xo Re
Figura 4: A(zg;7) Figura 5: A(zg;7)
m% Im
o |- Y
0 Xy Re 0 Xo Re
Figura 6: A*(zg;7) Figura 7: C(20;7)

Seja A um subconjunto de C. Dizemos que um ponto z € A é um ponto interior de A quando existe r > 0 tal
que A(z;r) C A. O conjunto de todos os pontos interiores de A é chamado o interior de A, que denotamos por
int(A). Uma conseqiiéncia natural da defini¢ao é que int(A) C A. O conjunto A C C é dito ser um conjunto aberto

quando todos os seus pontos sao interiores, isto é, int(A4) = A.



Exemplo 4.1. O plano complexo C e o conjunto vazio & sao abertos. O disco aberto A(zg ;1) (e o disco deletado

A*(zp;71)) e 0 semi-plano S = {z € C: Rez > 0} sdo subconjuntos abertos de C.

Em relagdo aos discos aberto e deletado, notemos que A*(zg;7r) C A(zg;r). Logo, se mostrarmos que dado
z € A*(zg;7), 2 € int (A*(20;7)), isto é, existe s > 0 tal que A(z;s) C A*(zo;7), teremos que A*(zg;r) é aberto
e mais ainda, A(z;s) C A*(z9;7) C A(20;7), 0 que mostra que A(zg;r) é aberto. Com efeito, seja z € A*(zg ;7).
Temos que 0 < |29 — z| < r, isto é, existe s > 0 tal que 0 < |zp — z| + s = r. Seja entdo s = r — |z — 2| > 0.
Temos que A(z;s) C A*(zp;7), pois se z1 € A(z;s), entdo |z — 21| < s. Como 0 < |29 — 21| =20 — 24+ 2— 21| <
|20 — 2|+ |2 — 21| < |20 — 2|+ =T, segue que z1 € A*(zg ;7). O que mostra que A*(zg ;) é aberto (Figura 8). Note
que z € A*(z0;7) C A(zo;7) e A(z;8) C A*(20;57) C A(z0;7), logo z € int (A(zp;7)), 0 que mostra que A(zg;7)

é aberto. Por tltimo, para mostrarmos que o semi-plano S = {z € C: Rez > 0} é aberto, seja z; = z1 + y17 € 5,

]m A

Vo |- NN

Figura 8: A*(zp;7r)

com x1 > 0. Tomemos s = |z1 — 0] = z1. Dal, temos que A(z1;s) C S. Com efeito, seja w = a + bi € A(z1;s).
Entao |21 — w| < s = x1, e pela Proposigdo 3.3, temos que Re (21 — w) < |21 — w| < z1, isto é, Re (21 — w) < 1.

Logo z1 — a < z1, 0 que implica que —a < 0, ou seja, a > 0. Portanto w = a + bi € S (Figura 9).

Im

Vi

Figura 9: Semi-plano S

Proposicao 4.1. Se (Ax)aer € uma familia qualquer de conjuntos abertos, a unido A = U Ay € um conjunto
AEL
aberto.

Demonstragao. Com efeito, seja z € A = U Ay. Dal, existe Ay € L tal que z € A,,. Como A,, é aberto,
AeL
existe r > 0 tal que A(z;r) C Ay,. Logo, A(z;r) C U Ay = A. Portanto A é aberto. m
AeL



Um subconjunto A de C é dito ser um conjunto fechado se o seu complementar C/A é um conjunto aberto.

Exemplo 4.2. O plano complexo C e o conjunto vazio @ sdo fechados. O disco fechado A(zy;r) e o circulo
C(z0;r) sao subconjuntos fechados de C.

Com efeito, C é fechado pois o seu complementar C/C = & é aberto e por sua vez @& é fechado pois C/& = C
é aberto. Em relagio ao disco fechado A(zg;7), vamos mostrar que C/A(z;r) = {z € C : |z — z| > r} é
aberto. Com efeito, seja a € C/A(zp;r). Tomemos s = |a — zo| —r > 0. Dai, A(a;s) C (C/A(z0;r)),
o que mostra que a € int (C/A(zo;7)), conseqiientemente C/A(zo;r) é aberto. Portanto A(zo;r) é fechado.
(Figura 10). Para mostrarmos que o circulo C(z;r) é fechado, basta observarmos que o seu complementar

Figura 10: C/A(zo ;1)

C/C(z0;7) = C/A(z;7) U A(zp;7) é reunido de conjuntos abertos e portanto aberto (Figura 11).

Figura 11: C/C(zg;7)

Um subconjunto A de C é dito ser limitado se existe s > 0 tal que A C A(0;s). Caso contrério, dizemos que A

¢ ilimitado.
Exemplo 4.3. Os discos A(zy ;1) e A(zy;7) sio limitados.

Com efeito, vamos mostrar que A(zq;7) é limitado. Tomemos s > |z| + . Dai, A(z;7) C A(0;s). Portanto
A(zp;7) é limitado (Figura 12). Como A(zo;7) C A(z;7), segue que A(zg;r) é limitado.
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Figura 12: A(zo;r) é limitado

Exemplo 4.4. A faiza F ={z€ C:1<Imz <2} éum conjunto ilimitado.

Com efeito, suponhamos por absurdo que F' seja limitado, isto é, existe s > 0 tal que F' C A(0;s). Tome
z=s8+yi € C, comy € [1,2]. Note que z € F e mais ainda, |z — 0] = |z| = /s2+y? > Vs? = s, ou seja,
z &€ A(0; ), o que é um absurdo. Portanto, F' é ilimitado (Figura 13).

Im

Figura 13: F ={z € C:1 <Imz < 2} é ilimitado

5 As nocoes de continuidade e compacidade no plano complexo

Chamamos de fun¢do complera de uma varidvel complera a toda fungdo f : A — C, onde o dominio A é um
subconjunto de C. Assim, a menos que se mencione o contrario, sempre que considerarmos uma fungao f: A — C

assumiremos implicitamente que A C C.

Em nosso trabalho estamos interessados particularmente nas fungoes polinomiais complexas de uma varidavel

complexa. Comecemos definindo funcao racional complexa de uma variavel complexa.



Uma fung¢ao racional complexa de uma varidvel complexa é uma fungao do tipo

£(2) ap+arz+ -+ apz"
Z) =
bo+biz+ -+ bypzm’

onde os coeficientes ag, a1, - - ., a0, € by, b1, ...,b, sao numeros complexos. O dominio de f é o conjunto de todos os

elementos de C nos quais o denominador de f nao se anula.
Uma fungao racional da forma
f(z) :a0+a1z+-~-+anzn (512)
é chamada uma funcao polinomial. Se a, # 0 em (5.12), dizemos que f é uma funcdo polinomial de grau n.

Observamos que nao é atribuido grau a func¢do polinomial nula f(z) = 0.

Dado A C C e dada uma funcao f : A — C, dizemos que um ndmero complexo zg € A é um zero de f (ou
uma raiz de f) se f(z9) = 0. Por exemplo, i/2 é o tnico zero da funcdo f(z) = 2z — 1.
Vejamos a seguir um resultado simples sobre fungoes polinomiais que nos serd tutil mais tarde.
Proposicao 5.1. Seja p(z) = apz™ + -+ + a1z + ap wma fungdo polinomial. Se zo € C é uma raiz de p, entdo
z — zp € um fator de p, isto €, existe uma funcgdo polinomial g tal que p(z) = (z — 20)g(z) para todo z € C.
Demonstragao. Com efeito, p(z9) = anz§ + - + a120 + ag = 0. Logo,
p(2) = p(2) — p(20) = an(z" — 25) + -+ as(2? — 28) + a1(z — 20). (5.13)

E facil verificar que
- - k—2 k—1
zk—zlgz(z—zo)(zkl—&-zk 220+---+220 + 25 ),

para todo inteiro k > 1. Substituindo estas igualdades em (5.13) e pondo-se (z — zp) em evidéncia, segue que p(z) =

(2—20)g(z), onde g é a fungao polinomial g(z) = a1 +az(2+20)+- - +a, (2" 1 +2" 220+ + 22872 26171). ]

Dizemos que uma funcao f: A — C é continua em zy € A se, para todo ¢ > 0, existir § = (e, z9) > 0 tal que
|f(z) — f(z0)] < e sempre que z€ A e |z— 2| <,

ou seja

FIANA(z056)] € A(f(20);¢) -

fANA(fz) 0]

Escrevemos d(g, z9) para enfatizar que o nimero 0 depende, em geral, de ¢ e de zg. Dizemos que f é descontinua
em 2y se f nao é continua em zg. Isto significa dizer que existe algum £ > 0 com a seguinte propriedade: para todo
6 > 0, existe z € A tal que

|z — 20| <6 mas [f(z) — f(20)] = &

Se f é continua em todos os pontos de seu dominio A, dizemos que f é uma fun¢do continua.



Exemplo 5.1. A funcao constante f : C — C dada por f(z) =k, com k € C, € continua.

Com efeito, fixemos zg € C. Temos que ||f(z) — f(20)| = 0 < ||z — 20|| para quaisquer z € C. Assim, dado
e > 0, se tomarmos 6 = ¢, vemos que f é continua em zy. Como zy foi tomado de modo arbitrario, segue que f é

continua em C.

Exemplo 5.2. A funcio f: C — C dada por f(z) = z € continua.

Com efeito, fixemos zy € C. Dado ¢ > 0, tomemos ¢ = ¢ > 0. Dai, |z— 2| < ¢ implica que |f(z)— f(z0)] < d = €.

Portanto f é continua em zy. Como 2 foi tomado de modo arbitrario, segue que f é continua em C.

Proposigao 5.2. Se f,g: A — C sdao fungdes continuas, entio f+g: A — C e f.g: A — C sdo fungdes

continuas.

Demonstragao. Provaremos somente que f + g é continua. Com efeito, tomemos zg € C. Dado € > 0, como f
e g sfo continuas em A, existem d1,d2 > 0 tais que se |z — zg| < &1, entdo |f(2) — f(20)] < €/2 e se |z — 2| < da,
entdo |g(z) — g(z0)] < £/2. Tomemos 6 = min{dy,d2}. Se |z — zg| < J, ent@o |f(2) + g(z) — (f(20) + g(20))| <

lf(z) — f(z0)| + |9(2) — g(20)] < €/2+¢/2 = €. Portanto, f + g : A — C é continua em zy. Como zg € A foi

tomado de modo arbitrario, segue que f + g é continua. =
Exemplo 5.3. A func¢do polinomial p : C — C dada por p(z) = an2" + an_12"" 1+ -+ + a1z + ag € continua.

Com efeito, basta combinarmos os Exemplos 5.1 e 5.2 e a Proposicao 5.2.

Um subconjunto A de C é dito ser um conjunto compacto quando A é fechado e limitado.
Exemplo 5.4. O disco fechado A(zo;7) e o circulo C(zg ;1) sdo conjuntos compactos.

Enunciaremos a seguir uma versao complexa do Teorema de Weierstrass, que serd utilizada para a demonstragao
do Teorema Fundamental da Algebra.

Teorema 5.1. (Teorema de Weierstrass) Se K C C é compacto entao toda funcdo continua f : K — IR €
limitada e atinge seus valores mdximo e minimo em K, ou seja, existem «, 3 € K tais que f(a) < f(2) < f(0)

para todo z € K.

Exemplo 5.5. Consideremos a funcio f : IR — IR dada por f(z) = P Temos que f € continua em IR e
0 < f(z) <1 para todo x € IR. Como f(0) =1, vemos que [ assume seu valor mdzimo em 0 € IR. Porém [ ndo
atinge seu valor minimo em algum x € IR. Com efeito, suponhamos por absurdo que f atinja seu valor minimo no
ponto xq de seu dominio. Se x1 > 0, tomemos ¥’ > x1. Dai, temos que f(z') < f(x1). Por outro lado, se x1 < 0,
tomemos z'' < x1 e dai f(z") < f(x), nos dois casos teremos um absurdo, ji que f atinge seu valor minimo em
x1. Isto se da pelo fato de IR ser um conjunto ilimitado, consequentemente nao € compacto. Portanto o Teorema

de Weierstrass nao se aplica a este exemplo (Figura 14).
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Figura 14: Exemplo 5.5

Exemplo 5.6. Sejam B = A*(0;1) C C e a fungdo continua f : B — IR dada por f(z) = 1/|z|. Temos que
z € A*(0;1) implica que 0 < |z| < 1, que por sua vez implica que f(z) = 1/|z| > 1, para todo z € A*(0;1).
Observemos que z = +i ou z = +1 sao tais que f(z) = 1. Logo, f assume seu valor minimo em um destes
complexos. Porém, f ndao assume seu valor maximo em B. Com efeito, suponhamos por absurdo que f atinja seu
valor mdximo em zg € B. Dai, f(z) < f(z0), para todo z € B, o que é um absurdo pois f(B) é um conjunto ilimitado
superiormente. Neste caso, o Teorema de Weierstrass nao se aplica, pois B nao € fechado e consegiientemente nao

é compacto (Figura 15).

Figura 15: f(z) =1/|z|

Terminamos esta se¢do com o seguinte resultado sobre fungoes polinomiais:

Proposicao 5.3. Sep(z) = ag+a1z+- - -+a,z" é uma fungdo polinomial em C de graun > 1, entao lim |p(z)| =

|z| =400
+00.

Demonstragao. Com efeito, pela Proposicao 3.3 (itens (d) e (e)) temos que

p(z)] = lanz" +an—12""" + -+ a1z + agl
> an2"| = |an_12"" + -+ arz + ag
> anz"| = lan-12"" =+ —Jarz| — |ao|
= lanllz" = lan-1]]z" 7 = = laa||2| = |ao

|an—1] laz] |aol
e n — P R — — —
= I '("‘”' ] Rt )



Como |z] € R e |p(z)] € IR, temos que

lim_[p()| > _lim [w (|an| _lanal el |ao|>} .

jsl=hos oo ] EE=ENPT

1
Sabendo que lim = =0, para todo k € IN*, entdao lim [p(z)| = +oco. =
|zl —-+oo |2] |2l —+oo

6 O teorema fundamental da algebra

No ensino médio somos todos levados a estudar os niimeros complexos. Isto se deve ao fato de podermos com-
preender o chamado Teorema Fundamental da Algebra (T.F.A.), que também é visto no ensino médio. O Teorema
Fundamental da Algebra garante que toda equag@o polinomial ndo constante com coeficientes reais (ou complexos)

possui pelo menos uma solugao em C.

De fato as equagoes polinomiais sao bastante naturais para nés ja que, desde o ensino fundamental, elas aparecem
modelando problemas simples. Por exemplo no 2° ano do ensino fundamental é comum o seguinte tipo de problema:
Problema 1. Jodo tinha duas figurinhas. Ganhou de seu pai mais figurinhas, ficando com sete figurinhas no
total. Quantas figurinhas Jodao recebeu de seu pai? Chamando de x o numero de figurinhas que Joao recebeu de
seu pai, a equagao polinomial de grau 1
r+2=7

modela o problema proposto.

Ja no 9° ano do ensino fundamental é comum o seguinte tipo de problema:
Problema 2. Tente adivinhar o que vou perguntar... Vocé € capaz de encontrar dois niumeros cuja soma € 6 e o

produto € 82 Chamando de = e y os dois numeros que devemos encontrar, temos que as equagoes

z+y = 6
rzy = 8
modelam o problema proposto. Substituindo na 2% equagao, y = 6 — x, obtemos a seguinte equacao polinomial de

grau 2: 22 — 62 4+ 8 = 0. As solucdes dessa equacio, se existirem, dardo os niimeros procurados.

Dessa forma é muito natural para um aluno do ensino médio se perguntar sobre a existéncia de solucoes para

uma equacgao polinomial, com coeficientes reais, nao constante de grau n.

O Teorema Fundamental da Algebra é apresentado no Ensino Médio, mas sao muitos os professores de Ma-
tematica que, na verdade, nunca viram uma demonstragao deste importante teorema. Nesta segao vamos apresentar
uma demonstracao deste resultado que nao usa as técnicas usuais de Andlise Complexa. Vamos apresentar aqui
uma demonstracdo mais elementar, que usa as nogoes de continuidade e compacidade no plano complexo. Antes,

contudo, vamos apresentar o seguinte resultado sobre func¢oes polinomiais:

Proposicao 6.1. Sejap : C — C a funcgdo polinomial p(z) = ag + a1z + -+ + apz™, comn > 1 ea, #0. Se
q(2) = p(z +20), 2 € C, entdo existe 1 < k < n tal que q(2) = p(20) + z¥[a+r(2)], onde a # 0 e r(z) é uma funcdo
polinomial com r(0) = 0.

Demonstracao. Com efeito, temos que

p(z+20) = ao+ai(z+20)+as(z+20)2+as(z+20)°+ -+ an(z+2)"



2 2 2
= ap+ a1z + a1z0 + azz” + 2a0220 + azzg + asz> + 3asz?z +

n
+ 3a3228+a3z8+-~- + apz" + (1)anz”—120+..._|_

n —
(7 Jous o -
= (ap+arz0+ - +anzy) + (a1 +2a220 + - +nanzy 1)z +

n
_|_ <a2+3a320+...+(n_2)an28—2) 22+,..+alnzn'

Logo, q(z) = p(z0) + A1z + A22% + -+ + A,2", onde, para cada 1 < j <n, A; = Z( p _)ap.zpj.
p=i \P 77
n!
~ (n—p)'p!
assim ¢(z) = p(z0) + z[a + r(z)] onde a = A; #0 e r(0) =0. Se A; =0, tome 1 < k < n de modo que Ay seja o

primeiro coeficiente ndao nulo apés A;. Dai,

Lembre que Se Ay # 0, entdo q(2) = p(z + 20) = p(20) + 2[A1 + Aoz + A3z’ + - -+ A, 2" 1 e

q(z) = p(z+20) =plz0) + Apz" + -+ Apz"
= p(ZO) +Zk[Ak +Ak+1z+ +An2’nik]

Tomando a = Ay # 0 e 7(2) = Agr12+ -+ + Apz" %, temos que q(z) = p(z0) + z¥[a + r(2)]. Note que 7(0) = 0.
[

Vejamos agora o resultado central de nosso trabalho.

Teorema 6.1. (Teorema Fundamental da Algebra) Toda fungdo polinomial p: C — C, p(2) = ag + a1z +

" ocomn>1ea,#0, possui uma raiz no corpo C dos numeros complexos.

agz? + -+ anz

Demonstragao. Seja p(z) = ag + a1z + ... + a, 2" uma fungio polinomial em C de grau n > 1. Se a9 = 0,

p(0) = 0. Suponhamos entdo ag = p(0) # 0. Pela Proposi¢ao 5.3, temos que | |lim Ip(2)| = o0, isto é, para
z|——+o0

todo k > 0, existe r > 0 tal que |z| > r implica que |p(z)| > k. Assim, existe r > 0 tal que |z| > r implica que
Ip(2)| > |ao| = |p(0)]. Vimos anteriormente que o disco fechado A(0;r) é um conjunto compacto. Assim, pelo
Teorema 5.1, a fungdo continua z € A(0;7) — |p(2)| € IR assume seu valor minimo em algum ponto zy de A(0;7).
Assim, |z| < r implica que |p(z)| > |p(20)]. Como 0 € A(0;7), entao [p(0)| > |p(20)|. Portanto |p(z0)| < |p(z)| para

todo z € C, isto é, |p| : C — IR assume seu valor minimo no ponto z.

Vamos mostrar que p(z9) = 0. Por absurdo, suponhamos que p(zp) = ¢ # 0. Escrevamos ¢(z) = p(z + 2p). Pela
Proposicao 6.1, temos que existe 1 < k < n tal que

q(2) = ¢+ 2¥[a + r(2)], onde a # 0 e r(0) = 0. (6.14)

Vamos mostrar que existe z; € C tal que |g(z1)] < |c¢|, 0 que nos dard um absurdo. Para isto, consideremos
B={weC:|w+c| <|c|} o disco aberto de centro —c e raio |c|.

Tomemos agora w € C tal que aw® = —c, onde k e a sdo dados em (6.14). Ou seja, w é uma raiz k-ésima do
complexo —c/a. Note que aw® € B, pois |awk +¢c| =| —c+¢c| =0 < |c], j4 que ¢ # 0. Consideremos a funcio
f: C — C dada por

f(z) = zw”.

Note que f é continua. Em particular, f é continua em a. Assim, para € = |c| > 0, existe § > 0 tal que

f(A(a;0)) C A(f(a);e).



Note que A(f(a);e) = B, bastando observar que f(a) = aw® = —ce A(—c;|c|) = {w € C: |w — (—¢c)| < |c|}. Por
continuidade de f, vemos que se u € A(a;d), entdo f(u) = uw* € B. Tomemos agora a funcio

f:C—C

z— r1(z) = a+7r(z)

com a e r(z) dados em (6.14). Temos que r; é um polindémio e portanto uma funcdo continua. Em particular,
r1 é continua em 0 e r1(0) = a. Dali, existe p > 0 tal que |z — 0] = |z| < p implica que r1(z) € A(a;d).
Com isso, f(r1(z)) = w¥[a +r(2)] € B. Seja 0 < t < 1 tal que |tw| < p. Dai, como r(tw) € A(a;6), entdo
f (ri(tw)) = w”[a + r(tw)] € B. Agora, se 0 < s < 1 e z € B, entdo, pela Proposicio 3.4, sz € B. Portanto,
tFw*[a + r(tw)] € B, pois 0 < t* < 1. Logo, pondo z; = tw, temos que

2Mla+1r(2)] € B.

Como q(z1) = ¢+ 2F[a+7(21)], entdo q(z1) — ¢ = 2f[a+7(21)] € B, o que implica que |g(21) — ¢+ ¢| < |c|, ou seja,
lg(z1)] < |c|. Dai,
p(70)=0. m

p(z1 + 20)| < |p(20)|, 0 que é um absurdo ja que |p(29)| < |p(z)| para todo z € C. Portanto,

A seguir apresentamos algumas conseqiiéncias do Teorema Fundamental da Algebra vistas no ensino médio.

Coroldrio 6.1. Toda funcdo polinomial p : C — C de grau n, dada por p(z) = an2" +an_12""* +...+ a1z + ag,
pode ser fatorada como produto de exatamente n fatores, a saber: p(z) = an(z — z1)(z — 22) -+ (2 — zp), onde

21,22, .., 2n € C sdo as raizes de p.

Demonstragao. Vamos demonstrar este corolario por indugao sobre o grau n da fungao polinomial p. Quando
n = 1, temos p(z) = a1z + ap, onde a1 # 0, de maneira que p possui a raiz z; = —ap/a; e pode ser escrito como
p(2) = a1(z — z1). Suponhamos que toda funcio polinomial g(z) = by + by z + byz? + - -+ + b, 12" ! de graun — 1
pode ser fatorada como g(z) = b,—1(z — 21)(z — 22)..... (2 — Zn_1). Pelo Teorema Fundamental da Algebra, existe
zn, € C tal que p(z,) = 0. Dali, pela Proposicao ?7?, segue que existe uma func¢ao polinomial g(z) de grau n — 1,
onde p(z) = (2 — 2z,)g(z). Observe que

a2+ tarztag = (2= zn) (bp—12""" o+ bz + o)
= byp12" 4 (bp—2 — znbnfl)z”—l R

Igualando os coeficientes de z", temos que b,_1 = a, # 0. Como g tem grau n — 1, segue que p(z) = (z —

2n)bn_1.(z = 21)(z2 — 22) - - (2 — 2n—1), ou seja, p(z) = an(z —21)(z — 22) - - (2 — 2,). W

Vejamos que as raizes complexas nao reais de um polindmio com coeficientes reais ocorrem aos pares.

Corolério 6.2. Se um nidmero complexo z = a+ bi, nao real, for raiz de um polinomio p(z) = a,z" + p_12"" 4

<-4 a1z + ag com coeficientes reais, entdo o conjugado Z = a — bi também serd raiz desse polinémio.

Demonstragao. Com efeito, p(z) = 0 implica que An 2" +ap_12"" .. 4ag = 0. Logo, an 2™ + ap_12""t 4+ +ag =
0. Pela propriedade do conjugado, temos a, 2" + a,_12"~* +--- +ag = 0. Como os coeficientes sdo reais, logo seus
conjugados serdo eles mesmos. Daf, temos que a, 2" +a, 12" 1+ -+a1Z+ag = a,(Z)"+an,_1(Z)" 1+ - +a1Z+ag =

0, ou seja, p(z) = 0. Portanto Z é raiz de p. =

Corolario 6.3. Todo polinémio de grau impar com coeficientes reais tem uma raiz real.



Demonstragao. Seja p um polindomio de grau impar com coeficientes reais. Pelo Teorema Fundamental da
Algebra, existe zg € C tal que p(z9) = 0. Se zp € IR, o resultado estd provado. Se zy for um complexo nao real,
pelo Corolario 6.2, Zg também é uma raiz de p. Como o polindémio tem grau impar, tem de existir, pelo menos, um

raiz real. m

7 Um pouco sobre Gauss

O primeiro matematico a demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra foi Carl F. Gauss, um gigante na Ma-

temédtica. A seguir contaremos um pouco da vida e dos grandes feitos deste excepcional matemaético.

Em 1777 nasceu em Brunswick, Alemanha, um menino que ainda pequeno mostrou ter um talento raro para a
Matematica. Este menino chamava-se Carl Friedrich Gauss. Seu pai era um artesao local que tinha opiniao pouco

favoravel aos estudos. Ja sua mae, sempre o incentivou, mantendo grande orgulho pelas realizac¢oes do filho.

Carl quando crianca costumava se divertir com calculos matematicos. H4 uma histéria segundo a qual, quando
Carl tinha apenas 10 anos de idade, seu professor propds que a turma calculasse a soma dos naturais de 1 até
100. Como era uma conta demorada, o professor esperava que esta tarefa durasse ao menos uma hora, mas em
alguns minutos, para a surpresa do professor, o menino Gauss mostrou-lhe o resultado desta soma, que era 5050.
O professor, curioso, lhe perguntou como havia conseguido fazer este cdlculo tao rapidamente. E assim, Carl lhe
explicou que somara primeiramente 1+ 100, depois 2+ 99, 3 + 98, etc, e obtivera 50 somas iguais a 101 e a resposta
era 50 x 101 = 5050. Mais tarde, quando adulto, Gauss costumava dizer que tinha aprendido a contar antes mesmo

de aprender a falar!

O talento precoce de Gauss chamou, nao sé a atencao de seus mestres, como a do Duque de Brunswick, que
acompanhou sua entrada no Colégio de Brunswick com 15 anos e depois na Universidade em Gottingen com 18
anos de idade. Embora ja tivesse descoberto, independentemente, o método dos Minimos Quadrados, Gauss estava
indeciso em tornar-se um filélogo ou um matemdtico. Com sorte (da Matemadtica), tendo apenas 19 anos, Gauss
descobriu que um poligono regular de 17 lados é construtivel nos moldes da Teoria das Construgtes Euclidianas,
o que fez com que trilhasse seu caminho em Matematica. Desde entao, Gauss passou a registrar, de modo crip-
tografico, suas descobertas num didrio. Alguns resultados que ali estavam j& eram suficientes para trazer-lhe fama,

mas Gauss nunca os publicou, pois achava que nao estavam completamente acabados!

Em sua tese de doutorado, na Universidade de Helmstéadt, escrita quando tinha 21 anos de idade, Gauss deu a
primeira demonstragao plenamente satisfatéria do ” Teorema Fundamental da Algebra”. Quase vinte anos depois,
em 1816, Gauss publicou duas novas demonstragoes, e mais tarde ainda, em 1850, uma quarta demonstracao no

intuito de encontrar uma prova inteiramente algébrica.

A publicagdo mais importante de Gauss é, sem divida, sua Disquisitiones Arithmeticae, um trabalho de funda-
mental importancia para a moderna Teoria dos Nuimeros. Gauss deu contribuicoes notéveis a Astronomia e a Fisica.
Em 1801 ele calculou, com pouquissimos dados, a 6rbita de alguns planetéides. Em 1807 ele se tornou professor de
Matematica e diretor do observatério de Gottingen. Gauss acreditava que a Matematica, por inspiragao, deveria
atingir o mundo real. E famosa a frase de Gauss em que "A Matemdtica € a rainha das Ciéncias, e a Teoria dos

Numeros ¢ a rainha da Matemdtica”.

Gauss morreu em sua casa, no observatorio de Gottingen, em 23 de fevereiro de 1855, e logo apds, o rei de

Hannover ordenou que se preparasse uma medalha comemorativa em homenagem ao ”Principe da Matemdtica”.
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