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Introducao

O estudo das populagdes € uma das abordagens fundamentais da Ecologia, ndo
somente pela importancia de se compreender as variacdes de abundancia dos organismos,
mas também para o entendimento dos fendmenos ecoldgicos de escalas maiores, como
comunidades e ecossistemas. Interacdes entre populacdes, diversidade de espécies, e
funcionamento de ecossistemas sdo processos em escalas diferentes, mas cada vez mais
interligados .
Conceitos ecolégicos importantes.

De forma simples podemos dizer que a ecologia estuda fendmenos que se referem a
relacdo entre os seres vivos, € também a relacdo dos seres vivos com o seu entorno.
Dessa forma a ecologia possui abordagens que possibilitam o estudo em escalas diferentes,
J& que os fendmenos ecoldgicos podem ter seu foco na compreensio de apenas uma espécie

indo até escalas onde se busca a compreensdo de como vdrias espécies co-existem.

Assim, para fins didaticos vamos introduzir alguns conceitos importantes para

entender as principais abordagens da ecologia como ciéncia:

- Espécie - € um conceito fundamental da Biologia que designa a unidade bdsica do sistema
na classificacao cientifica dos seres vivos. Espécies sdo grupos de populagdes naturais que
estdo ou tém o potencial de estar se intercruzando, e que estdo reprodutivamente isolados
de outros grupos.

- Populagdes

Grupo de individuos de uma mesma espécie que vive em uma determinada drea (ou

habitat).



- Comunidade

Grupo de populacdes que vive em uma determinada drea, podendo ser composto por
populacdes de espécies diferentes, como, por exemplo, a comunidade de um rio que serd
composta por algumas espécies de peixes, de anfibios, de plancton, etc, mas todos
submetidos a0 mesmo regime das condi¢des ambientais (essas ndo sao o foco do estudo, e
sim a relacdo entre as populagdes presentes). Dentro do estudo de comunidades, ha trés
conceitos ecoldgicos importantes: o conceito de riqueza, o de diversidade e o de equidade.

Riqueza- numero total de espécies de uma determinada drea

Diversidade — A diversidade ¢ uma funcdo do ndmero de espécies e da
equitabilidade.
Ex:
amostra A amostra B
25 25 9% 1
25 25 1 2
(#)

Tanto a amostra A quanto a amostra B possuem a mesma riqueza de espécies (S=4).
No entanto, a amostra A possui alta equitabilidade e baixa dominéncia, enquanto a amostra
B, alta dominancia e baixa equitabilidade. Assim, pode-se concluir que a comunidade A
possui maior diversidade. O indice mais usado para medir a diversidade de uma

comunidade € o indice de Shannon — Wiener.

# Extraido de “Analise de Dados Ecoldgicos”, de Gomes, A. e Ferreira, S. Niterdi. 2004.



Equidade

Expressa a maneira pela qual o nimero de individuos estd distribuido entre as

diferentes espécies, isto €, indica se as diferentes espécies possuem abundéncia (nimero de
individuos) semelhantes ou divergentes.A equitabilidade € mais comumente expressada

pelo Indice de Pielou

- Ecossistema

Um ecossistema € composto pela comunidade e seu ambiente fisico, dessa forma além de
levar em consideragdo as relacdes entre as populagdes da comunidade também se observa a
dinamica da comunidade com o ambiente fisico. No exemplo do rio, incluiriamos no estudo
de um ecossistema, a dinamica das dguas e como isso influenciaria a comunidade: um rio
(em contrapartida a uma barragem) possui carater 16tico, dessa forma os parametros da sua
comunidade (como por exemplo a riqueza) podem ser diferentes.

De forma didatica podemos pensar que esses conceitos ecoldgicos formam sub-conjuntos:

/Ecossistema \
"o N

omunidade

Populagao

> -




- Metapopulacdo

Com o crescente fendmeno da fragmentagdo, o conceito de metapopulacdo vem sendo cada
vez mais usado. Uma metapopulagao se caracteriza por um grupo da mesma espécie que
formam populacdes relativamente isoladas entre si, mas que mantém um fluxo de troca

génica, ou seja, individuos das diferentes populacdes freqiientemente transitam entre elas.

- Cadeia alimentar

A energia passa através do ecossistema pela seqiiéncia de relacdes tréficas chamada
de cadeia alimentar. A cadeia alimentar possui muitos elos chamados de niveis tréficos (ex:
herbivoros e carnivoros). E importante também o conceito de pirimide de energia nos
ecossistemas, com menos energia alcancando cada nivel tréfico superior, em funcdo do
trabalho realizado em cada nivel e pela ineficiéncia das transformagdes bioldgicas de
energia. Pode —se dizer que a energia entra como luz e sai como calor. Dessa forma a
ecologia também pode ser chamada de “Economia da Natureza”, por tratar, por exemplo,
de recursos limitados. Nessa idéia de “economia” poderiamos pensar a energia como uma

moeda do ecossistema, e assim alguns ecossistemas s3o mais ricos que outros.

Relacoes intra-especficas

As interacdes que ocorrem dentro de uma mesma espécie sdo chamadas de
intraespecificas, em particular a dependéncia da densidade € um dos mais importantes
fendmenos que ocorre em uma populagdo. O conceito de dependéncia da densidade é
aplicado a populacdes onde o crescimento € limitado, e sua taxa de crescimento diminui
conforme a populagdo se aproxima de um patamar, que pode ser chamado de capacidade de

suporte.



Relacoes inter-especificas

Todas as formas de vida sdo tanto cosumidoras quanto vitimas de consumidores. A
predacdo, a herbivoria, o parasitismo e outros tipos de consumo sdo as interagdes mais
fundamentais da Natureza. As relagdes predador-presa, herbivoro-planta e parasita-
hospedeiro sdo todas exemplos de interagcdes conumidor-recurso, que organizam as

comunidades bioldgicas numa série de cadeias de consumidores.

Efeitos da espécie 1 sobre a espécie 2
A N D
Efeitos da A + + +0 + -
espécie 2 sobre N 0+ 00 0-
a espécie 1 D - + -0 —

A interacao entre espécies, embora possa ocorrer de vérias formas (luta entre animais, sombra em
plantas, etc.), possui trés efeitos basicos: aumento (A [+]), decrescimento (D [—]) ou neutralidade
(N [0]) na sobrevivéncia, crescimento ou fecundidade da espécie. Estes efeitos estao mostrades
simbolicamente na tabela acima.

(+ —) predacao, herbivona, parasitizmo

(+ U) comensalismo: as condicoes de sobrevivéncia sao fornecidas por outra espécie sem detri-
mento dela prépria. (saprofitismo entre fungos e certas plantas)

(— 0) amensalismo: inverso do comensalismo: ex.: alelopatia

(+ +) mutualismo

(— —) competicao: dependendo do grau, uma espécie pode ser muito maiz prejudicada que a
outra, tornando-se entao amensalismo.

Tabela 1(*)

2

E comum nas intera¢des consumidor-recurso, que os consumidores se beneficiem e o com
isso sua abundancia populacional aumente, enquanto as populacdes de recurso sdo
diminuidas. Dessa forma, apesar da energia e os nutrientes se moverem para cima na cadeia
de consumidores, as populacdes sdo controladas tanto de baixo pelos recursos, quanto de

cima pelos consumidores.

As figuras e as equagdes assinaladas com “*” foram extraidas do material do curso “Modelagem em Ecologia de
populagdes”, ministradas pelo professor Michel Iskin em 2008.1. A maior parte desse material, e adicionalmente
outras aplicacdes da matemdtica a Ecologia, podem ser encontradas no livro do professor Michel Iskin citado na
bibliografia dessa apostila ([1]).



A modelagem matematica na Ecologia

A dindmica populacional possui hoje principios bdsicos estabelecidos, mas ainda
assim tem importantes questoes a serem respondida, muitas delas através da modelagem
matemadtica. Modelos matemdticos em outras ciéncias sdo usados corriqueiramente, como
na Economia ou na Fisica, quando comparadas a Ecologia. Particularmente na academia
Brasileira a modelagem matemadtica tem muito a oferecer na compreensiao dos fendmenos
ecoldgicos, e na formulacdo de novas teorias, mas € ainda relativamente pouco utilizada
pelos pesquisadores no Brasil

A modelagem chama a atenc@o para fendOmenos que muitas vezes sdo contra-

intuitivos. Alguns fendmenos importantes da Ecologia que podem ser observados a partir
da constru¢do de modelos sdo o Paradoxo do Enriquecimento, e os controles do tipo
Bottom Up e Top-down.
Modelos basicos

Como varia uma populagdo ?

AN=B+I1-(D+E)
Nt+1)=N@)+B+I-D—-E

Onde B=nascimentos (do inglés Birth); I=imigracdo; D=morte (do inglés death); e

E=emigracao.

Se tivermos uma populacdo que se reproduz continuamente podemos modelar a
populacdo pela equacao diferencial:

AN B.D+I-E
dt



Na modelagem com equagdes diferenciais ordindrias ndo € considerado
explicitamente variacOes da populagcdo no espago dessa forma, sendo essa uma premissa,

passamos a considerar um modelo de populacdo fechado como sendo:

C;—];] =B-D
=bN(t)-dN(1)
=(-d)N@)
=rN(t)

Onde r € a taxa de crescimento, que resulta da taxa de natalidade menos a taxa de
mortalidade (b-d). Resolvendo:

dan _
dr
J.%dN:J‘rdt

rN

InN =rt+c,
N =Ce"

Fazendo N(0) = N, comr >0

N = N,e"
lim N = o
Considerando interacdes intra-especificas.

Em 1838 foi introduzido por Pierre Verhulst um modelo em que o crescimento seria
limitado pela capacidade do ambiente. Esse modelo foi resgatado por Pearl em 1919,
quando tentou enuncid-lo como uma “lei da natureza”. Entre 1930-1932 o bidlogo Gause
realizou experimentos controlados em laboratorio com populagdes de protozodrios e

bactérias (esse ultimo grupo seria o recurso que O protozodrio teria para se alimentar, e

cOomo 0s outros recursos (como espago, por exemplo,) eram abundantes, o fator limitante do



ambiente seria o alimento dos protozodrios). Os experimentos corroboraram o modelo
introduzido por Verhulst: até certo ponto a populacdo crescia exponencialmente, quando
entdo havia um ponto de inflexdo e seu crescimento desacelerava chegando até um patamar,
que é chamado que capacidade de suporte (designado por K). Devido ao trabalho de Gause
esse crescimento sigmoidal, ou logistico, aplicado as populacdes como ficou conhecido
como “lei de Gause”. Entretanto, conforme Hardin chamou atencdo anos depois, esse
fenomeno populacional (a limitacdo e estabilizagdo do crescimento) ndo pode ser

considerado uma “lei”, ja que flutuagdes de outros tipos foram observadas como as mais

freqiientes.
dt K
am - ot agaret N
E
nIJ z3

Vamos encontrar N em fung¢do de t, para isso integramos a equacao logistica:

b
N
Ni- )

dN = rdt

1
J.mdN:J.rdt:l’[-FC
K



N N
N(A-— 1-—
( K) ( K)
:mﬁﬂ—ml—ﬁ+
K
N
=In
N
K
In =rt+c
N
1—-—
K
N
—_Cert
N
K
C= Ny , NO)=N,
NO
1-—Y
K
NN: NX] o
l-— 1--2
K K

N rt N rt
N(l—?‘)) =N,e —Noge

N, N,
NA-—=2+-—2¢")=N,e"
K K

N,Ke"

SNt =———
K—N,+N,"

N,K

N(r) = -
N, +(K—N,)e™"
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Considerando t tendendo ao infinito teremos:

-
ImN@)=K =—
(t) .

t—o0

r=0,5 & EK=30
Umaa populacieinidal aclma da capaddade saporte ¢ cunra abalxo

K

60
=]
4D
Capacidads _ -

g 30 Buporte 30
2 20
-
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Outro fendmeno populacional comum a algumas espécies ¢ o chamado efeito
Allee. As espécies que apresentam essa caracteristica possuem uma abundancia
populacional chamada de critica, porque abaixo desse valor elas vao para extin¢do. Esse
fendmeno pode caracterizar espécies onde a densidade € importante para a reproducio por

exemplo. A equacdo que modela o efeito Allee com a populacdo dependente da densidade

_ dN (N ch( NJ
g —=r|——— | 1-—
Ndt K K K

Analisando interacoes entre populacoes

Vamos analisar os fatores que influenciam a predacdo antes de apresentarmos a
dinamica predador-presa.

Os predadores respondem de duas maneiras a medida em que a populacdo de presas
aumenta: o aumentando sua taxa de consumo de presas (resposta funcional do predador), e
ganhando mais energia, devido ao maior consumo de presas, a sua abundancia aumenta

(resposta numérica dos predadores).

11



Para entendermos melhor a resposta funcional do predador vamos supor que um
predador tenha uma capacidade perceptual dado por uma area de circulo de raio r, e se
mova a uma velocidade constante s durante um tempo de procura Ts (figura 1).

A drea percorrida pelo predador neste intervalo de tempo sera:

area . T
. = s X ar X s
percorrida havad S ——
) velocidade do predador diametro do circulo tempo de procura

)

Figura 1(*)

Partimos do pressuposto que nem todas as presas sdo detectadas nesse
movimento, entdo apenas uma fracao € capturada dependendo da capacidade percepetual do

predador (k, que varia entre 0 e 1). Dessa forma o nimero de presas detectadas seré:

% = k X 2rTs V
—— S~~~ —_—— S~
detectabilidade reafyarrids presa por unidade de dres

nimero de presas
detectadas *

onde Va € o nimero de presas detectadas e V € a densidade de presas. Tomando k2rs=a,

temos que

V, = aT,V
(1) )

12



Mas somente um fragdo f de presas é capturadas, assim

Ve = fVo = faT,V
e, fVa=fa

mimero de Presas

capturadas
(@)

Agora vamos encontrar o tempo que o predador gasta para procurar a presa (Ts). Para
isso tome Tt como o tempo disponivel total para atividades de alimentacdo em uma unidade
de tempo. Sendo Tc for o tempo médio de caca por presa e Tm o tempo de manipulacdo

médio por presa capturada, logo:

i = T; - TV, — TnfVe
—— —— S S —
tempo de tempo total de tempo de perseguicao tempo de
procura alimentacao apos a deteccao da presa manipulagac

)

Colocando em evidéncia o nimero de presas:

Ts = T:t — 1’:1(1—;* + me]
*)

e tomando Th como o tempo total de manipulagdo por presa capturada

Ty =T, + [T,
™
Temos que
T, =T, — VT,

; (2)
igualando as expressoes (1) e (2) a partir de Ts, temos:

. T,

= 41 npY 1
@)

Acabamos de montar a resposta funcional do predador (essa é conhecida como

resposta funcional do tipo 2). Iremos aplicar essa fun¢do no modelo predador presa que

13



veremos mais a frente. A resposta funcional em fun¢@o do nimero de presas possui uma

saturacdo, conforme vemos abaixo:

B(Y)

Outros tipos de resposta funcional.

A resposta funcional pode ser considerada conforme a espécie em questdo, ou ainda
se quisermos simplificar a modelagem por outras razdes.
Se quisermos supor que o tempo de manipulagdo € igual a zero, teremos que:

B(V)= — —aV

1
al’ (*)

B(V)

)

Ou seja a resposta funcional cresce linearmente com o aumento das presas. Essa
funcdo é conhecida como resposta funcional do tipo 1.
Agora vamos considerar que a taxa de encontro, a, ndo seja constante e sim crescente

com a abundancia de presas. Isso pode ser suposto, por exemplo, no caso em que

14



predadores precisem de um constante reforco de imagem da presa, ou seja, com uma maior

densidade eles capturam mais, com sua capacidade perceptual aumentada. Com essa idéia

fazemos a(V ) = aV , assim

BV) = A0 B 4 A
T T, T 14 aVT,V 1+t alV?

)

)

Finalmente o modelo predador presa:

Denominando as presas por X, e y os predadores um modelo predador-presa pode ser

escrito da seguinte forma :

dx

7 taxa de crescimento das presas — resposta funcional do predador x predadores
d . .

i resposta numérica dos predadores — mortalidade

()

15



Inclusao da resposta funcional

Vamos incluir a resposta funcional f(x) na equacao das presas:

d—x = rx (l —i) — f(z) y

dy g
o —cf@y—ay .

A iséclina das presas sera:

T

rT (l — I) —bf(z)y =0,
(@)
-0-3)

T
(*)

Utilizando a resposta funcional tipo II, obtemos,

rT (l — ;,) (1+dz)

a

)

E a isdclina dos predadores

caxy

“lids

)

as solucdes sdo, y = 0 (eixo x) ou x =q/(ac — qd) (uma iséclina vertical).

A iséclina das presas é uma pardbola cujo maximo se encontra em

1
K — —
- d
max — 2
()

16



1
d

ac-gd d ac-gqd
*)

A isoclina das presas intercepta o eixo x em -1/d e K
Competicao

A competicio € qualquer uso ou defesa de um recurso que reduz a disponibilidade
desse para outros grupo. A competicdo é umas das formas mais importantes nas quais as
atividades dos individuos afetam o bem estar dos outros, seja pertencente a uma mesma
espécie, uma interacdo chamada de competicdo intra-especifica, ou entre espécies
diferentes, ou inter-especificas.

Um recurso € qualquer substancia, ou fator, que é consumido por um organismo e que
sustenta taxas de crescimento populacionais crescentes a medida que sua disponibilidade no
ambiente aumenta. Um recurso pode ser ndo apenas o que € consumido como alimento,
mas também outros fatores como o espago, como, por exemplo, no caso animais sesséis
(animais que ndo se movem, assim os lugares disponiveis para eles se fixarem sao um
recurso). Tocas e esconderijos também serdo recursos para presas em que a sobrevivéncia
depende de se esconderem de predadores: a medida em que as tocas vao sendo ocupadas,
parte da populagdo vai tendo que se abrigar em lugares menos favoraveis, sofrendo assim

uma mortalidade mais alta.

17



No entanto temos que ter atengdo, pois nem todos os fatores sdo recursos: a
temperatura, por exemplo, ndo € um recurso. Temperaturas mais altas podem elevar a taxa
de reprodugdo, mas os individuos ndo consomem a temperatura, isto €, um individuo nao
muda a temperatura em detrimento do outro.

A partir do conceito da Lei do minimo de Leibig foram feitos experimentos de
competicdo, um dos primeiro foi feito pelo bidlogo Gause com duas espécies de
protozodrios competindo por um recurso limitante como alimento. Os resultados
acumulados levaram ao principio da exclusdo competitiva, que estabelece que duas
espécies nao podem coexistir indefinidamente sobre um mesmo recurso limitante.

Podemos comecar a modelar a competicdo considerando duas diferentes dindmicas
competidor/recurso: a competi¢do por interferéncia (implicita), onde a presenca dos
recursos ndo € expressa em uma equacdo separada, e a competicdo por exploracdo
(explicita), quando temos a dinadmica resultante de trés equacdes, ou seja, modelando dois
competidores e um recurso.

Competig¢do por interferéncia.
Nesse tipo de competicdo consideramos que as espécies lutam por um recurso

comum. Pode ser representada da seguinte forma:

)

As duas espécies possuem a competicdo intraespecifica também (crescimento

logistico) representado pela seta que volta para o mesmo circulo.

18



A competicdo por interferéncia pode ser encontrado entre espécies que lutam para

obter o recurso, dessa forma existe uma “equivaléncia” no uso dos recursos entre as duas

espécies. Vamos enunciar as equacdes para melhor compreensao:

dN;

&
Taxa de variacao
instantanea da
populacao N,

dN,

dt
~—~
Taxa de variagao
instantanea da
populacao N

=r N (

Ny
I\;1
Competicao
intraespecifica

Competicao
intraespecifica

Competicao por exploraciao

N
g =)
S~ K
Converte o
nimero
de individuos
da espécie 2
em Individuos

da espécie 1

Competicao
interespecifica

)

_-\:r|

& -

\:i't’ I\g
Converte o

)

niumero
de individuos
da espécie 1
em individuos
da egpécie 2

Competicao
interespecifica

()

Esse tipo de competi¢do ocorre quando duas espécies depletam diretamente o recurso

uma da outra, mas sem necessariamente haver um encontro entre as duas, como por

exemplo, uma espécie de hdbitos noturnos e a outra de habitos diurnos. O modelo pode ser

representado pelo seguinte esquema:

19



*)

Nesse caso as espécies C1, C2, ndo sdo especialistas e usam mais de um recurso. Mas
apenas o recurso 3 (R3) é comum as duas.

A dindmica da competi¢do por um recurso serd dado pelo modelo:

dR I
- = I — - R — Uy RB 1 — quB 2
dt S K ——’ ——
' Tax
. axa taxa de taxa de
Taxa de 1 taxa de
. - e consumo de consumo de
variacao ) perda
. . entrada recurso Tecurso
Instantanea de de
constante por por
recurso recurso : :
R de B, B
recurso
)
dB
— =B 1 ( WU R - ﬂ:l
dt N — N~
S—~— )
Resposta taxa de
Taxa de . )
. - numeérica mortalidade
variagao X )
. R do consumidor B, per capita
Instantanea ,
. do consumidor B,
da densidade
do consumidor
B
*)
dB,
E— = Bg( ’ng‘.-r_)R — dr_)
dt S S
g )
Resposta taxa de
Taxa de o .
.- numeérica mortalidade
variagao . )
. X do consumidor Bs per capita
nstantanea .
) do consumidor B,
da densidade
do consumidor
By
(*)
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Nesse caso a habilidade de competi¢do € a taxa de consumo do recurso, que serd dada
pela taxa de ataque u. O resultado dessa dindmica serd a exclusdo competitiva de uma das

espécies.

Modelagem de rede tréfica
Uma rede tréfica se caracteriza pela seqiiéncia de relagdes tréficas pela qual a

energia passa e pode ser modelada por equacdes diferenciais segundo o modelo abaixo.

R — _rRl 1- 'FE —aR(C
clt K

aC

—— i - “I'f{_" - bCP
dt

E =h{P-d F

.-'.i'.l' F

Nesse exemplo, assume-se uma cadeia simples tri tréfica onde a populacdo do
recurso (R) cresce logisticamente quando ndo hé a presenca de consumidores atingindo a
capacidade suporte (K). J4 os consumidores crescem em fungdo de um consumo sobre seus
recursos e decrescem através de sua taxa de mortalidade independente da densidade.

Quando trabalhamos com redes tro6ficas podemos modelar varias populacdes
interagindo, seja competindo ou em relacdes de predacdo. Mas nem sempre € possivel
conseguir uma solucdo analitica para analisarmos a dindmica resultante do modelo, nesse
caso recorremos aos métodos numéricos, implementando algoritmos, que partem da idéia

do método de Euler para encontrar uma solucdo aproximada.
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Modelo de predacao de Lotka-Volterra

Durante a 1* guerra mundial (1914-1918) a atividade pesqueira no Mediterrdneo
diminuiu bastante. Ao se retomar a pesca em 1918, verificou-se que a propor¢do de
seldqueos nas redes dos portos italianos havia aumentado em relagdo aos dados de antes da
guerra. D’Ancona, bidlogo que estuda o assunto trouxe o problema para Volterra, que
elaborou o modelo abaixo, conhecido como modelo de Volterra-Lotka, por ter sido
estudado independentemente, um ano antes, nos Estados Unidos por Lotka.

O modelo considera dois tipos de peixes: os que comem ndo se alimentam de outros
peixes ( as presas) e os que se alimentam de outros peixes ( os predadores). As equacdes

propostas sao:

dxr _
P r(a— By)

dy
a - —y(y — ox)

onde x é a presa e y € o predador. Todas as constantes a B y & s@o positivas. A ideia € que
sem predador, a quantidade de presas cresce exponencialmente, sem presas a quantidade de
predadores decresce, e os encontros (representados pelos termos xy) fazem aumentar a
populacdo de predadores e diminuir a de presas.

E facil fazer uma anélise qualitativa no plano xy, onde as curvas (x(t) ,y(t))
representam a evolucdo das duas populagdes no tempo.

Consideramos apenas o 1° quadrante, pois x e y s@o positivos, € podemos desenhar o

dx dy

campo de vetores definido por (E’ d_:r) . vemos que a componente horizontal muda de
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. & . . 14
sinal nareta ¥ = E e a componente vertical troca de sinal na reta X = 5 Temos um ponto

singular (ponto de equilibrio) em G ’ %) A figura fica:

Lotka-Volterra modeal
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Nao € claro se as trajetdrias sao fechadas ou se sdo espirais ( abrindo ou fechando).
Podemos examinar a parte linear do campo no ponto de equilibrio, e sabemos que se nao
ha autovalores imagindrios puros, entdo , perto do ponto de equilibrio, 0 comportamento
das trajetérias € o mesmo que o comportamento da parte linear ( este teorema se encontra

em qualquer livro de teoria qualitativa de equacdes diferencias). No nosso caso, temos a

funcdo F(x,y) =( x(a-By),-y(y-0x)), cuja derivada é (ﬂ —By —px ) e no ponto de
’ ’ ’ oy —y + 6x
o 0 —By/6y . .
equilibrio, temos sa/B 0 , cujos autovalores sdo iay e — iay. E nada se pode

dizer sobre o comportamento das trajetérias do campo a partir do exame da sua parte linear.
Neste caso € facil obter as equacdes das trajetorias na forma f(x,y)=K. Basta dividir uma

equacdo pela outra, obtendo uma equacdo diferencial de varidveis separaveis:
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dy _ —wv(y—éx) . ~ - . ~
= ——— cyja solucio é x'y%e™PY=K. Temos curvas de nivel, logo nio podem

dx x(a— By
ser espirais, e sim curvas fechadas, o que indica que as populagdes oscilam . Na verdade o

valor médio das populacdes € exatamente o valor do equilibrio, isto €, se chamamos de T o

1 T
periodo de uma trajetdria arbitraria (x(t),y(t)) e calculamos - f x(t)dt obtemos v/6. Da

1]

1 T
mesma forma, N -’ru y(t)dt = o/p.

T 1 d
A conta € simples: fo Ed—i = In(y(T))-In(y(0)) =0 j& que a fungao € periddica de periodo

T. Usando a equacdo diferencial, temos:

1 dy o _ 1qT 1 dy o 1T _
= 6x — ¥, logo Jo 3o ar 0 Tfﬂ' (6x — y)dt, logo

y(t) dt

1 T
N fu (x(t))dt = y/6. Analogamente se faz o calculo para a média de y(t).

Suponhamos agora que introduzimos a pesca, representada por um termo extra —ex na
1* equag@o e um termo extra —{y na segunda. O que ocorre é que temos um novo o = 0-€ €
um novo y=y+C. Ou seja o equilibrio se desloca para um ponto com X maior € y menor, isto
¢, mais presas e menos predadores. A interrup¢do da pesca tem o efeito inverso: menos
presas e mais predadores.

Este modelo foi aplicado a uma praga do algoddo (inseto), nos Estados Unidos, que
vivia em equilibrio com um predador natural (besouro). A introdugdo do DDT fez aumentar
a praga, pois afetou mais o seu predador.

Modernamente este modelo simples € contestado, entre outras coisas, porque nao é
estruturalmente estdvel ( autovalores imagindrios) , € assim ndo € razoavel que ocorra na

natureza.
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A importincia deste modelo vem de que ele é a base de outros utilizados até hoje,

como os modelos ja apresentados, de espécies em competi¢do, com resposta funcional.

Modelos de propagacao de doencas infecto-contagiosas

A procura de modelos para a propagacio de doencas infecto-contagiosas, como gripe,
sarampo, catapora, caxumba, aids € importante para o desenvolvimento de estratégias de
controle, em particular ,na prevengdo de epidemias. Vamos apresentar 2 modelos basicos:
SIR e SEIR. Esta aula estd baseado no livro A Mathematical Introduction to Population
Dynamics, de H. Weiss, publicado pelo IMPA, nas notas do 27° Coléquio Brasileiro de
Matemitica.

O modelo SIR divide a populagdo em 3 categorias: os suscetiveis, os infectados e os
removidos. Supde-se que a populacdo estd em equilibrio, ou seja S+I+R € constante.
Vamos escrever equagdes para dS/dt, dI/dt e dR/dt, obtendo um campo vetorial em R®, mas
como S+I+R =N ¢€ constante, na verdade tudo se passa em um certo plano,e podemos

sempre eliminar uma das varidveis e ficar com um sistema em R’ As equagoes sdo:

B__ps1 L_psi—o91 B- oyl

dt dt dt

Como se V&, os suscetiveis se tornam infectados, a uma taxa proporcional aos
contatos com os infectados, os infectados aumentam pelo contato com os suscetiveis, € sao
removidos a uma taxa proporcional a quantidade de infectados ( removido quer dizer ficou
curado e imune,ou morreu), € os removidos sdo os que deixam de ser infectados. E facil ver
que a soma dos lados direitos das 3 equacdes dd zero, o que reflete a hipdtese de populacao

constante.
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Este € um modelo simplificado, que supde a populacdo misturada, ndo privilegia
faixas etdrias, o que ndo € muito razoavel pois os jovens circulam mais, logo estdo mais
expostos que os velhos e os bebés que circulam menos. Nao hé periodo de laténcia.

Como R=N-I-S, basta estudar as duas primeiras equacdes. De novo podemos dividir uma

pela outra,obtendo uma equacao de varidveis separdveis, cuja solucao é:

il
I-Ip= B In(S) + S, — S onde (Sp,Ip) é um ponto de passagem.
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Cuidado, a andlise do campo de linhas mostra que o campo vetorial aponta para a esquerda,

isto €, S decresce sempre,
. (- v . ~
O méximo de I é obtido para S:E . A partir deste valor, I decresce. Entdo , para
impedir uma epidemia, definida como uma situagdo onde I cresce, o que se quer é que Sy ja
. @ . . g .
esteja a esquerda de E , ou seja queremos que Ry definido como SOE seja menor que 1. Ry

chama-se indice bdsico de reproducdo, e estratégias de combate a epidemias visam diminuir

Ry, diminuindo Sy através de vacinas, diminuindo o coeficiente de transmissdo [} através

de barreiras, com méscaras no caso da gripe, aumentando o coeficiente de recuperagio ¥

através de anti-virais.
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Uma observacdo interessante sobre vacinacdo € que se p € a fracdo de Sy que é
vacinada, e supomos que a vacina € 100% eficiente, o Sy fica multiplicado por (1-p) e Ry
também. para que o novo Ry fique menor que 1, é preciso que C fique maior que 1- 1/Ry .
Por exemplo no caso da polio que tem Ry =6, basta p>0.84, ou seja, segundo este modelo
simplificado, vacinando 84% da populacdo previne-se a epidemia.

Uma variante deste modelo € o SIS, no qual ndo h4 imunidade, os infectados voltam
a ser suscetiveis. E o caso, por exemplo da gonorréia. As equacdes sdo :
dS/dt = -bSI+vl e dI/dt=bSI-vI

Tal como antes, S+I=N constante, e substituindo S por N-I na 2* equacao, vem:
dS/dt= (bN-v)I -bI?, que ¢ a equagdo logistica, bem conhecida.

O modelo SEIR:
Este ¢ uma variante do anterior, introduzindo-se a classe dos expostos, que nem
sempre ficam infectados. As equacdes sdo:
dS/dt=-bSI dE/dt=bSI-aE dl/dt=aE-vl dR/dt=vI
Tal como antes, S+E+I+R=N constante, e o sistema se reduz a 3 equacdes.
Consideracoes finais

Todos esses modelos t€m sido modificados e aperfeicoados para levar em conta
outros aspectos, como sazonalidade, nascimentos e mortes que ocorrem naturalmente nas
populacdes, etc.

Mais recentemente, tem-se usado equagdes diferenciais parciais, especialmente a
equacdo da difusdo, para levar em conta os deslocamentos das populacdes no espago.

Para terminar , fica a frase de J.E.Cohen, citada por Weiss[W]:
Matemdtica é o novo microscopio da Biologia, so que melhor.

Biologia é a nova Fisica para a Matemadtica, so que melhor.
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