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FOLHEACOES DE GRAU UM NO PLANO PROJETIVO E MATRIZES
DE TRACO NULO
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1 Introducao

O estudo de folheagoes holomorfas tem tido um enorme avango nos ultimos tempos. Trabalhos de J.P. Jouanolou, D.
Cerveau, A. Lins-Neto, J.V. Pereira, F. Cukierman, O. Calvo-Andrade, X. Gémez-Mont e outros focam o interesse
em aspectos globais, estudando questoes como a (ndo-)existéncia de solugdes algébricas, descrigdo das componentes
dos espagos de folheacoes de codimensao > 1, etc.

Nosso ponto de vista segue o da geometria enumerativa cldssica, onde sao consideradas perguntas tais como:
Quantas curvas passam por uma quantidade apropriada de pontos em posi¢do geral? Achar o grau do espago de
curvas planas tendo uma singularidade de odem dado, etc. Em este trabalho consideramos perguntas similares para
espacos de folheagoes .

Vamos nos centrar no caso de folheagbes (=campos vetoriais) de grau um no plano projetivo complexo. O
espaco de campos vetoriais de grau um no plano projetivo forma um espaco projetivo de dimensdo 7, P7. As
singularidades de um campo vetorial sao os pontos onde o campo se anula, i.e., nas singularidades nao temos uma
direcao determinada. Existem varios tipos de singularidades, que definiremos no trabalho.

Queremos estudar que tipos de singularidades podem aparecer em uma folheacdo de grau um (campo vetorial
de grau um), e os subespacos de P” de campos vetoriais que apresentam alguma singularidade de cada um desses
tipos. Fixado um tipo de singularidade, vamos descrever as folheaces que apresentam esse tipo de singularidade
assim como um espago de parametros para campos apresentando tal tipo de singularidades, e calcular codimensao
e grau deste espaco em P7.

O grau do espaco M C P7 de campos vetoriais com singularidade de tipo dado tem a seguinte interpretacio
geométrica: é o numero de campos vetoriais X’ apresentando uma singularidade do tipo prefixado e que sao tangentes
a um numero adequado (= codM) de retas com um ponto marcado, i.e., o campo X(p) é paralelo a ¢, para um
ntimero adequado de pares (ponto, reta) no conjunto {(p,¢) | p € ¢}.

O caso de campos vetoriais de grau um, se simplifica usando a correspondéncia existente (provada por Jouanoulou
[5]) entre campos de grau um e matrizes 3 x 3 de trazo nulo. Mostraremos como é obtida esta correspondéncia e
faremos um diciondario entre folheacoes de grau um e matrizes. Em particular, mostraremos os tipos de singularidades
que correspondem com as possiveis formas de Jordan para matrizes.

Explorando esta correspondéncia, obteremos o grau dos espacos de campos vetoriais com singularidade de tipo
prefixado, olhando para eles como espagos de matrizes com determinada forma de Jordan. O grau dos estratos
determinados por forma de Jordan sao conhecidos, mas nos casos mais simples mostraremos com é obtido esse grau.

Esperamos que este trabalho seja uma 1til (e pela vez compreensivel) introdugéo a problemas enumerativos,
assim como ao estudo da geometria dos espacos de folheagoes.

No trabalho daremos todas as definigoes necessarias, num nivel adequado para um aluno de final de graduagao.

Serao necessarios conhecimentos bésicos de algebra linear, polindmios em varias varidveis, campos de vetores e

1-formas diferenciais.
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Referéncias para o estudo de folheagoes sdo as notas de Gémez-Mont e Ortiz Bobadilla [4] ou o livro de Lins-Neto
e Scardua [6]. Para o estudo de folheagoes (de grau quaisquer) desde o ponto de vista enumerativo, ver a tese [2].

A seguir detalhamos o contetido de cada segao .

Na Secdo 2 comecaremos definindo o plano projetivo P2, o qual serd o ambiente onde trabalharemos. Definiremos
também campo de vetores em P?, discutiremos suas expressdes globais e locais e como obter uma expressdo a partir
da outra. Isto motivard a definigao de folheagao holomorfa de dimensao um. Calcularemos a dimensao do espaco
de campos de vetores de grau d em P2. Ainda no capitulo 2 serdo estudados 1-formas diferencidveis e como uma
1-forma pode estar relacionada com um campo de vetores. Assim definiremos também uma folheacao holomorfa de
dimensdo um em P2 através de uma 1-forma. Dada uma folheacdo definida por um campo de vetores, mostraremos
como encontrar a expressao de uma l-forma que define a mesma folheacao e também mostraremos o caminho
inverso.

Na Segao 3 definiremos singularidade de um campo de vetores e de uma 1-forma, e mostraremos que um campo
de vetores de grau 1 em P? genérico tem 3 singularidades. A partir dai classificaremos estas singularidades e
apresentaremos exemplos de campos de vetores que apresentam cada um dos tipos de singularidades.

Na Secdo 4 mostraremos o isomorfismo existente entre campos de vetores de grau 1 em P? e matrizes 3 x 3 de
trago nulo. Exploraremos este isomorfismo para dar uma relacao com a classificagao de singularidades feitas no
capitulo 3 com as possiveis formas de Jordan de uma matriz 3 x 3 de trago nulo.

Por fim, na Se¢do 5 calcularemos a dimensdo e o grau de cada subvariedade do espaco das folheagbes que

apresenta cada um dos tipos de singularidades.

2 Folheacoes em P2.

2.1 O plano projetivo.

Nesta secio vamos definir e estudar o plano projetivo complexo P? = CP2. Uma excelente referéncia para estudar
o plano projetivo e curvas planas é o livro de Fulton [3].

Como motivacdo para definir o plano projetivo P2, vamos comecar definindo o plano afim A? := C? e conhecendo
um pouco de curvas algébricas.

Uma curva algébrica de grau k no plano afim é o conjunto de zeros de um polinémio f(z,y) € C[z,y] de grau
k. A motivacdo para se definir o plano projetivo é que queremos que dadas duas curvas em 2 de grau ki e ko
respectivamente, elas tenham kq ks pontos de intersecao. Observe no plano afim o seguinte exemplo:

Exemplo 2.1. Sejam as curvas x +y+1=0ex+y—1=0. Temos que em A a intersecdo entre elas é vazia,

mas por outro lado ambas curvas sao de grau 1, logo queremos que a intersecao delas seja 1 ponto.

Observando geometricamente, temos que as duas curvas citadas acima sao duas retas paralelas. Entao a ideia
de definir o plano projetivo P? seré a de compactificar o plano afim A?, adicionando um ponto para cada direcao

no plano afim (este ponto serd a intersegao das retas, o que elas tem em comum).

Definicao de plano projetivo. Uma maneira de se fazer isso é definir P? como sendo o conjunto de todas as retas
passando pela origem em C3. Representaremos este conjunto como sendo o quociente de C3\{0} por uma relagio
de equivaléncia que identifica (zo, 21, 22) com (wp, w1, ws) se e s6 se existe A # 0 tal que (zq, 21, 22) = AMwp, w1, wa).

Vamos representar a classe de equivaléncia que contém (zg, 21, 22) por (zp : 21 : 22). Dal temos
P? = {(20 : 21 : 22); (20, 21, 22) # (0,0,0)}

Veremos A? C P? da seguinte maneira:
A = P?
(z,y) — (L:z:y)



Isto nos leva a perceber que P2 pode descrito como a unido de 3 conjuntos que sdo isomorfos a A2, a saber:
Ui = {(20: 21 : 22) € P2 # 0}

Temos P? = Uy U U; U U, e os conjuntos U; sao chamados de abertos coordenados. Os isomorfismos entre U; e A?

sao dados da seguinte maneira:

Parat=0
®o U — A?
(20 :21:22) +— (i—é, z—z)
Parat=1
(Y25 U1 — AQ
(20:21:22) + (%7 z*f)
Para ¢ =2
@Yo - UQ — AQ
(0:21:22) = (2,2)

Quando denotamos um ponto p € U; pelas coordenadas dadas por p;(p) dizemos que p estd escrito em coorde-
nadas locais. No caso especial em que ¢ = 0 escreveremos p = (z,y).

Associada a cada aberto U;, em P? temos sua correspodente reta no infinito ¢; definida pela equacio z; = 0.
Assim P? pode também ser pensado como a completagdo de U; com a reta no infinito ¢;. Por exemplo completando

o aberto Uy obtemos
P? ={(z0:21:22) |20 £ 0} U{(0: 21 : 29)} = Up U .

Curvas algébricas em P?. Facamos a seguinte pergunta agora: como so as curvas algébricas em P2?

Baseados na ideia de curvas algébricas em A? parece natural definir uma curva algébrica em P? como sendo
os zeros de um polindmio em C[zg, 21, z2], mas observe que isto pode gerar algum problema, pois temos diferentes
maneiras de representar um mesmo ponto. Por exemplo, seja F(zg,21,22) = 21 + 22+ 1 e o ponto (1:0: —1) =
(2 :0: —2), entdo temos 0 = F(1,0,—1) # F(2,0,—2) = —1. Logo os zeros de este polinémio nao definem
um subconjunto em P2. A condigao para que os zeros de um polinémio F € C[zg, 21, 22] defina um subconjunto
de P? = % é que se um ponto anula F', todos os pontos equivalentes pela relacao ~ também anulem F i.e.,
F(zg, 21, 22) = 0 implica F(Azg, Az1, Az2) = 0 para todo A € C*.

Para isso vamos definir polindmios homogéneos.

Definicao 2.1. Dizemos que um polinomio F(zo, 21, 22) € homogéneo de grau d se

_ i gl
F(20,21,22) = g Q17671 %5-
itj+l=d

Isto implica que AN F (29,21, 22) = F(A\20, A21, A22).

Assim se F' é um polinomio homogéneo e F' se anula em (2o, 21, 22), entdo F' se anula em qualquer representante
do ponto (zg : 21 : z2). Com isto podemos definir uma curva algébrica em P? de grau k como sendo os zeros de um
polinémio homogéneo de grau k em Clzg, 21, 22].

Notaremos Z(F) = {(z0 : 21 : 22) | F(20 : 21 : 22) = 0} & curva definida por F.

Exercicio 2.1. Rela¢do de Euler: Mostre que se F(2g,21,22) € um polinémio homogéneo de grau d entdo vale

a igualdade:

z a—F—kz a—F—Fz a—F =dF
082’0 162:1 262’2_

. o N
Dica: Mostre primeiro para o monomio a;jzyziz;.



Notagao. Em todo o trabalho, S; denotara o conjunto de polinémios homogéneos de grau d em trés varidveis.

Homogeneizagao. Dado um polindémio f € Clz,y] de grau d, vamos dizer que F' € C[zp, 21, 22] é a homoge-
neizagio de f em 2o quando F = zdf (j—é, j—i) Leitor, mostre que F' é homogéneo.

Com este processo de homogeneizagao, estamos adicionando um ponto (completando) as curvas definidas em Uy.
Por exemplo, voltando ao exemplo 2.1, consideremos as retas 1 = Z(x+y+1) e {3 = Z(x+y—1), homogeneizando

obtemos curvas definidas pelos polinémios
F1 =21+ 22+ 20 G‘FQ =21+ 22— 2

Observe que agora estas curvas se intersectam no ponto (0: 1: —1), que representa a dire¢ao comum de ¢; e £5. O

ponto (0:1: —1) ndo estd na carta Up, ele esta de fato na reta no infinito correspondente a Uy (i.e. Z(zp)).
Exemplo 2.2. Mais um exemplo, considere as curvas de grau dois definidas em Uy, por

fi=a?—y? —2=0

fai=2—y=0,
queremos ter dois (= grau(fi)grau(f2)) pontos na interse¢ao . Em principio sd temos o ponto (0,0) na intersegao,
leitor: wverifique.
Homogeneizando obtemos Fy := z% — zg — 2120 € Fy 1= z1 — zo, estas duas curvas se intersetam nos pontos

(1:0:0) € Uy (que jd tinhamos) e (0:1:1), que estd na reta no infinito da carta Uy.

Dado um polinémio F(zp, 21, 22) homogéneo, dizemos que f(x,y) := F(1,z,y) é a desomogeneizagdo de F na
variavel zg. Este é o processo inverso da homogeneizacio , e permite ver localmente as curvas definidas em P2.

Espago tangente a P?. Definimos o espaco tangente a um ponto p € U; como sendo T,P? := w(p)(Cz.

Quando p € Uy, denotaremos {a%(p)7 %(p)} uma base de T,P?.

O espacgo projetivo de dimensao n. Por fim, definimos P" como sendo o conjuntos de todas as retas que
passam pela origem em C"1. Igualmente a P2, representaremos P* = {(29 : 21 : -+~ : 2,) | (20,21, -, 2n) # O}
Pode se encontrar uma cobertura de P" por abertos coordenados, analogo ao feito para P2. Ver Fulton [3].

2.2 Campos vetoriais em P2,

Um campo de vetores é uma correspondéncia X que associa a cada ponto p € P2, uma direcio tangente X (p) € TpIP’z.

Permitiremos que esta correspondéncia se anule em alguns pontos (em um conjunto finito de pontos).
Dependendo da regularidade (continua, diferencidvel, holomorfa, polinomial, etc) desta correspondéncia o campo
chama-se continuo, diferenciavel, holomorfo, polinomial, etc.
Trabalharemos com campos que sao polinomiais, e nao escreveremos mais a palavra polinomial.
Em cada aberto coordenado, um campo é dado por dois polindomios by, bo nas coordenadas locais.

Se (z,y) sdo coordenadas locais de Uy e notamos {2 (p), (%(p)} uma base de 7,P? temos

Aceitaremos o fato de que esta base {a%(p), a%(10)} varia regularmente com o ponto p, e escrevemos {a%, a%}
desconsiderando o ponto p.

Se a reta no infinito da carta Uy (i.e. £y := Z(z)) ndo ¢ solucdo de X, entdo dizemos que o campo acima
tem grau d, onde d = max;—1 2{grau(b;)} — 1, este é o caso geral. Se a reta no infinito é solucéo, entéo o grau é

max;—1 2{grau(b;)}.



Descricao global de um campo. Note que a definicao de campo de vetores acima é dada apenas em um aberto
coordenado, isto nos motiva a perguntar se é possivel dar uma descricdo global de um campo de vetores em PZ2.
Veremos agora que isto é possivel.

Para isto definimos {820’ 821 ' Bas } a base de ToC?, onde 0 = (0,0,0).

Um campo de vetores em P? é dado por trés polinomios homogéneos de igual grau (que denotaremos d) Fy, F, Fy,

nas varigveis {zo, z1, 22 }:
X =F 880 + F 861 + Fy 822 (2.1)
Em principio X define um campo em C3. Para obter um campo em P? ¢ relevante observar que na construcio
de P? identificamos vetores de C3\ {0} que se encontram na mesma reta pelo origem. Isto implica que o campo
radial
0

9
Ri=zg tag  tag

é o campo nulo em P2,

Logo a representacio de um campo de vetores em P2 nio é tnica, pois o campo (2.1) pode ser representado por
X + GR, onde G é quaisquer polinémio homogéneo de grau d — 1.

Uma forma de evitar esta falta de unicidade, é trabalhar com campos que tenham divergéncia zero, isto é, se
escolhemos X como em (2.1) e com divergéncia zero este é inico no conjunto {X¥ + GR | G € S4_1}.

A divergéncia de um campo como em (2.1) é por defini¢ao

OF,  OF, OF,

DlV(X) = 8720 821 8722

Lema 2.1. Se X tem divergéncia zero, e X' é outro representante do mesmo campo em P? com divergéncia nula,

entio X' = X

Prova: Suponha que X tem divergéncia nula, e X + GR é outro representante do mesmo campo em P2?. Temos

. . . aGZo 3G21 6GZ2
Div(X = Div(X)+D = =
iv(X + GR) iv(X) + Div(GR) =0+ 97 + 921 + 22

oG oG oG
2087—"_21(91—"_225 + 3G = (d-‘r?)G.

A dultima igualdade foi obtida da relacao de Euler: Se G é um polinémio homogéneo de grau n, entao vale

Concluimos entdo que Div(X + GR) = 0 se e somente se G = 0, i.e., o tinico representante do campo em P2

com divergéncia zero é X. [

Expressao local de um campo. Dado um campo em sua expressao global, como encontrar uma expressao local
deste campo? Discutiremos agora este procceso.
Também veremos o processo inverso (i.e., dado um campo em sua forma local, como obter sua forma global)
na segdo 2.6. Se X é como em (2.1), podemos deduzir a forma local do campo em Uy como segue. Sejam (z,y) as
< iQ 1 — z — Z2 . . — . .
coordenadas locais de Up, e, v =2 ey=2 e (20:21:22) = (1:2:y).

Lema 2.2. A forma local do campo X em (2.1), é dada, nas coordenadas locais (x,y) por

v, = (f1 — l’fo)% +(f2 — yfo)(%

Onde fz(x7y) = E(laxay)



Prova: Comegamos por observar que esta forma local ndao depende do representante. De fato, se X + GR é outro

representante, entao a forma local seria

[(Fr +29) — 2(fo + D1 + [(f2 +49) — w(fo + 9)]

0 0
% f1—$fo)%+(f2—yfo)afy,

0]
3y~
Y
onde g(z,y) == G(1,z,y).
: 5 _ Jé) Jé) o)
Seja entao X = FUSTO + Py, + Fga—zz.
A expressao de X em Uy é a mesma que a de 2o X, e a mesma que a de
X — FoR = (2o F F)8+(F F)a
zopX — = (20F1 — 2 — 4+ (20F2 — 2 —
0 0 0Ll 150) 5, 0¥z — 2280) 5~
que é (f; — xfo)% + (fo — yfo)% simplesmente trocando (zp : 21 : 22) por (1,z,y). =
Quando trabalhamos com campos de vetores, estamos interessados nas direces tangentes determinadas pelo
campo, e nao no “comprimento” dos vetores X(p). Logo vamos a considerar dois campos que diferem em um
multiplo escalar como iguais: X ~ AX para todo A € C\ {0}.
Com todas as consideracdes anteriores podemos dar a definicio de campo de vetores em P? com a que traba-
lharemos em estas notas.

Definigao 2.2. Um campo de vetores (folhea¢io) em P? é dado (a menos de multiplos ndo nulos) por um trio de

polindmios homogéneos do mesmo grau (Fy, Fy, F») satisfazendo a sequinte relagao

0Fy, O0F, O0F,
—— =+ =—==0.
320 + 82’1 + 822

2.3 O espaco de campos vetoriais de grau d em P?.

Se consideramos a definigao acima, e consideramos bases para os espacos de polinémios homogéneos de grau d
podemos contar o niimero de parametros necessarios para obter um campo de vetores. Logo teremos um espaco
vetorial onde “moram” os campos (sem desconsiderar ainda os multiplos complexos).

Comecamos calculando a dimensao de Sy.

Lema 2.3. A dimensdo do espago vetorial formado pelos polinémios homogéneos de grau d em trés varidveis €

igual a (d;Q) = 7(‘“2)2(‘“'1).

Prova: A afirmacéo é clara para d = 1. Procedemos por indugédo em d, se H é um polin6mio homogéneo de grau

d nas variaveis zg, 21, z2, entdo podemos escrever de forma tnica
d
H = Z()HO + ZlHl + )\22,

onde Hj é um polinémio de grau d — 1 nas variaveis zg, 21, 22 € H; é um polinémio de grau d — 1 nas varidveis 21, 2o.
. - , . . rd+1 PV , .
Por indugao o nimero de coeficientes de Hy é ( ; ) Por outro lado é ficil mostrar que o nimero de coeficientes

de Hy é d. Logo o ntimero de coeficientes de H é (dgl) +d+1= (d;rz). n

Temos entao que o nimero de parametros necessarios para definir o trio de polinémios homogéneos de grau d,
(Fy, Fy, F3) (= a dimensao do espago vetorial onde “mora” o trio) é 3((1‘52).

Consideramos agora a condigdo da anulagao da divergéncia no trio (Fo, F1, F»), i.e.,

0Fy O0F, O0OF,

— +—+— =0 2.2
82’0 821 822 0 ( )

O numero de equacoes que tem que satisfazer os coeficientes do trio e igual a dimensao do espaco de polinémios

homogéneos de grau d—1. Pois satisfazer (2.2) equivale a zerar o polinémio homogéneo de grau d—1, g—fg + ‘gf -+ gf z

d'gl) equacoes independentes.

de onde obtemos (

Com estas consideragoes temos provado a seguinte proposicao.



Proposicao 2.1. A dimensdio do espaco vetorial V dos campos de grav d em P? é

3<d;2> - (d;1> _(d+1)(d+3).

Como estamos interessados s6 na direcao dos vetores definidos por um campo, desconsideramos multiplos es-
calares. Esto é, consideramos agora a identificacdo de campos que diferem em um multiplo complexo nao nulo e
obtemos que o espago de folheagoes de grau d se identifica ao espaco projetivo das retas que passam pela origem
de V,ie, PN =P(V), onde N = (d+ 1)(d + 3) — 1.

No caso em que estamos interessados em este trabalho d = 1, obtemos que o espaco de folheagoes de grau um

em P? é um espaco projetivo de dimensdo 7, P7.
2.4 1-formas em P?
Até agora definimos folheacoes através de campos de vetores. Nosso objetivo agora é definir folheagoes holomorfas

através de 1-formas diferencidveis. Para isso vamos relembrar conceitos de dlgebra linear.

Espaco Dual. Dado um espaco vetorial V' sobre C, vamos definir o espago vetorial dual a V' como sendo o

conjunto de todos os funcionais lineares de V' e denotaremos de V.
VY ={w:V — C;w é linear}.

Leitor, verifique que V'V é um espaco vetorial.
Se B = {v1,...,v,} é uma base de V, chama-se base dual de B & base do espago vetorial Vv formada pelos

funcionales lineares w; : V' — C tais que w;(v;) = J; ;. Isto é

wi(v;) = 1 se i=3
ST 0 ose i=#£

Assim, se um vetor v € V se expressa na base B como
v = E a;V;
i

temos que a; = w;(v). Leitor: verifique este fato!
Observe que se para cada elemento w € V'V, consireramos ker w C V, obtemos que cada elemento w € V'V define

um subespago linear de codimensao um (i.e. um hiperplano de V).

Espaco Cotangente. Definimos o espaco cotangente a P? em um ponto p € P2, como o espaco vetorial dual do
tangente e vamos denotar
Q= (%Eﬂ)v

No aberto coordenada Uy com as coordenadas locais (z,y) de P2, e denotando como antes
0 0
{53:(17), ay(p)}

{dpx, dpy}

a correspondente base dual, i.e., os funcionais lineares definidos por

a base de 7,P?, denotaremos



dyz(Z(p)) =1,
(2 () =0,
dpy( 2 (p)) = 1,
dpy (2= (p)) = 0,

Também esta base varia regularmente com p € P2, e notaremos {dz, dy} a base que em cada ponto p é {d,, d,y}.

1-formas. Analogo & definicio de campo de vetores, definimos uma 1-forma em P? como uma correspondéncia
w que associa a cada ponto p € P?, um funcional w(p) € €,. Trabalharemos com 1-formas polinomiais, i.e., a
correspondéncia acima depende polinomialmente de p.

Como no caso de campos de vetores vemos como representar uma 1-forma no aberto Uy utilizando as coordenadas

locais (z,y). Neste aberto uma 1-forma é dada por dois polinémios a;(x,y), az(z,y):

w = a1dzr + azdy

Descrigao global de uma 1-forma. Vamos agora estender uma 1-forma dada em sua expressao local, a uma
forma global em P2,

Comegaremos definindo Q,C? := (75C3)Y e denotemos {dzg, dz1, dz2} a base de QoC3 dual da base {6%07 %7 6%2}
de 7,C3.

Observe que = = z—; ey = z—i, dai dx = 7“’“1;3“‘120 e dy = 20dzazzedz

20
Mudando de varidveis temos a igualdade

1 Z1 Z1 <9 z9 zZ1 <9 Z1 <9 Z1 <9
w=adr+ady=—||——a|—,— | ——a|—,— ) |doo+a | —,— |dzy +az | —,— | dz
20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20

desconsiderando o multiplo % temos a 1-forma

21 Z1 22 22 21 22 Z1 22 Z1 22
——a | —,— | ——ag | —, — dzo+a1 | —,— |dzy +as | —,— ) dzo
20 20 20 20 20 20 20 20 20 20

Seja d = max;=1 2{grau(a;)}. Definimos

L d+1 21 21 22 22 21 22
Ap = 2 ——a | —,— | — —ax | —,—
20 20 20 20 20 20

Z1 22
A= ngal ( )

20 ’ 20
21 %
A2 = Zg+1a2 (17 2)
20 20
Veja que Ag, A1 e As sdo polinémios homogéneos nas varidveis {zg, 21, 22} e de mesmo grau d+ 1. Ainda temos
que Ag, Ay e Ay satisfazem a relacao zgAg + 2141 + 204 = 0.
Assim uma 1-forma polinomial (de grau d) em P? é dada por trés polinémios homogéneos de grau d + 1 nas
varidveis {zo, 21, 22} que denotaremos Ay, Ay, As.
w = Aogdzo + A1dz1 + Asdzo (23)

que satisfazem a seguinte relagao
2040 + 2141 + 2945 = 0. (24)

Veremos o exemplo a seguir:



Exemplo 2.3. Dada a 1-forma w = xzdx + ydy definida em Uy, queremos encontrar uma expressao global para esta

forma em P2. Temos que a1(z,y) = x e as(z,y) =y, dai temos

21 21 22 22 21 22 21 21 z2 22
A= -ZFa (=2 ) - Za (5,2 ) ) =4 (-5 - 22 ) = -2 22
20 Z0 20 20 20 20 20 %0 20 %0

Dai uma expressao global para w €

2 .2
w = (—2z{ — z5)dzo + z021dz1 + 2022d22

Expressao local de uma 1-forma. Vamos fazer agora o processo inverso, isto é, dado uma 1-forma na sua
expressdo global em P?, queremos encontrar sua expressao local em Up.
Se w é como em (2.3), fazendo a mudanga de varidveis (zp : 21 : 22) = (1 : = : y) no aberto coordenado Uy,

obtemos a forma local da 1-forma em Uj.

Lema 2.4. A forma local do campo w em (2.3), € dada, nas coordenadas locais (z,y) de Uy, por
wy, = a1dz + azdy.

Onde a;(z,y) = A;(1,2,y).

Prova: Fazemos a mudanga de varidveis x = le) ey = z—i Usando as regras de deriva¢do obtemos

dz = zodx + xdzg,
dzo = zody + ydzg

Substituindo estas identidades em (2.3) obtemos:

Wy, = zoArdx + ZQAQdy + (Ao + A + yAg)dZQ.

Agora, pela condigao (2.4), os polindémios Ag, A1, Ay satisfazem Ag + xA; + yAs = 0 0 que prova a afirmagao.

1-formas como distribuciao de diregdes. Lembrando que se w é uma 1-forma e p € P2, entdo w(p) é um

funcional linear em 7,P?:
w(p) : T,P? — C

Temos que o nicleo deste funcional linear Ker(w(p)), serd uma reta de 7,P? passando pela origem. Deste modo
obtemos uma correspondéncia p — Ker(w(p)), que associa a cada ponto p € P? uma reta em ’Z;IP’Q. Uma corres-
pondéncia deste tipo chama-se distribuicao de subespagos tangentes, em este caso trata-se de uma distribuicao de
retas tangentes.

Logo uma distribucdo polinomial de vetores tangentes a P? pode ser dada tanto por um campo, como na secao
anterior, como por uma 1-forma. Explicitamente, para cada p € P2, podemos definir um vetor de 7;1?2 como a
diregdo X (p) ou como um vetor em Ker(w(p)). Assim se um campo de vetores e uma 1-forma definem a mesma

distribucdo de vetores devemos ter que para cada p € P? entdo X (p) € Ker(w(p)), isto é:

w(p)(X(p)) =0 Vp € V.



Se escrevemos em coordenadas locais X = bla% + bga% e w = ai1dx + azdy. Da definicdo de bases duais obtemos
a relagao
a1by + asby = 0. (25)

Verifique.
Analogamente ao caso de campos, quando trabalhamos com 1-formas, estamos interessados em Ker(w) =
Ker(Aw) para todo A € C\ {0}. Assim obtemos a definigao correta de folheacdo definida por uma 1-forma.

Definicao 2.3. Uma folheacdo de grau d, definida por uma 1-forma em P? é dada (a menos de muiltiplos nao

nulos) por um trio de polinémios homogéneos de grau d + 1, Ag, A1, As satisfazendo a relagdo (2.4)

ZoAQ + ZlAl + 22A2 =0.

2.5 O espaco de 1-formas de grau d em P?.

Usando a definicdo anterior, voltamos a calcular a dimensao do espaco vetorial de folheacoes de grau d em P2,
Lembrando que a dimensao do espago dos polinémios homogéneos de grau d em 3 varidveis é (d‘52). Dai o

nimero de pardmetros necessarios para se definir um trio de polinomios homogéneos de grau d + 1 em 3 varidveis

é S(df’). Pedir a condigao de que zgAg + 2141 + 2245 = 0 é pedir que um polinémio de grau d 4+ 2 se anule, ou

seja, é pedir (dJ2r4) condicoes lineares. Dai a dimensao do espaco das 1-formas de grau d satisfazendo a condigao

ZoAO + ZlAl + ZQAQ =0¢é P p 4
3( ‘;3>—( s )z(d+3)(d+1).

2.6 Campos vs 1-formas.

J& vimos a relagao existente entre as formas locais de um campo e de uma 1-forma definindo a mesma folheagao em
P? (ver equagao (2.5)). Estudamos agora a relagao entre as expressoes globais de um campo e uma 1-forma definindo
a mesma folheagdo em P2, Ou seja, dado um campo em sua expressio global X (p) = FOB%D + Flaizl + Fga%2 tal
que Div(X) = 0, como encontrar uma 1-forma w = Agdzo + A1dz1 + Asdzy que define a mesma folheagdo que X, e

VICe-Versa.

Campo~1-forma. Dada a expressao local para o campo X em U temos que X (w(p)) = 0, Vp € Up, nosso
objetivo serd encontrar uma expressao local para w, e finalmente encontrar uma expressao global para w.

Seja X = Foa%0 + Fla%l + Fga%2 um campo de vetores de grau d tal que Div(X) = 0, daf uma expressao para
X no aberto coordenada Uy é (f; — xfo)% + (fa — yfo)a%, onde fy, f1 e fo sdao as desomogeneizagoes de Fy, F; e
Fy.

Agora utilizando X (w) = 0 em Uy, temos que uma expressao local para a 1-forma w que define a mesma folhegao
que & serd w = (f2 —yfo)dr — (f1 — xfo)dy.

Queremos agora uma expressao global para w. Esta expressio serd w = Agdzg + A1dz1 + Aadzs, onde

A _z2 z1 z2 z2 _z z1 z2
Ao = 25 ( 2(f2—2fo) (Z07ZO) + 20— 2 /) (ZO’ZO))
= —ZlF2+2’12’2F0+ZQF1 —ZQ,ZlFO
20F1 — 211

d+1
A = R - 26)(2,2)
= 2Fy — 2 F

d+1
A = =T (- 260 (2,2)
= ZlF() — ZoF1



Concluimos entao que a expressao global da forma que define a mesma folheagao de X é

w= (ZgFl - Z1F2)d20 + (Z()FQ — ZQFo)dzl + (ZlFo - Z()Fl)dZQ.

1-forma~~Campo. Reciprocamente, podemos obter os coeficientes da expressao global do campo, a partir dos
coeficientes da expressao global da forma.

Lema 2.5. Se Ag, A1, As sdo polinémios homogéneos de grau d+ 1 satisfazendo a relagdo zgAg+ 21 A1 + 29042 = 0,

entdo existem polinomios homogéneos Fy, F1, Fy de grau d tais que

Ao = 2P — 21 P
A1 = ZOF2 - ZQF() (26)
A2 = ZlFO - Z()F1

Prova: Da relacao z9Ag + 2141 + 2245 = 0 podemos escrever
ZoAO = —ZlAl — ZQAQ (27)

escrevendo Ag = 21Gq + 220G + )\ng e substituindo em (2.7) obtemos A = 0.

Logo Ag = 21G5 + 22G1. Substituindo em (2.7) esta igualdade e reagrupando obtemos
Zl(ZoGg + Al) = —ZQ(ZQGl + Ag) (28)
de onde deduzimos que 21 divide a 20G1 + Ao e 2o divide 20Go + Aj.

ZQG1 + A2 = ZlGO
ZoG2 + A1 = 22G3

Sustituindo estas relagoes em (2.8), deducimos que Gz = —Gg. Entdo Ay = 21Go — 20G1 e A1 = —22Go — 20Ga.
Definindo Fj := —Gy, F1 := G1 e F5 := —(G4, obtemos as relagbes procuradas. [ ]
Veremos um exemplo a seguir:

Exemplo 2.4. Seja o campo de vetores dado por:
0
X=20——21—,
2 821 ! 822

entdo a 1-forma w que define a mesma folheagdo que X € dada por
w = (22 4+ 22)dzy — z021d21 — 2972d2s

Estas relagoes podem ser usadas para calcular a expressao global de um campo dado em sua forma local, i.e.,
dado um campo em sua forma local

1o} 0
X =b=— +by—
'z +0 y
onde b1, by sdo polinémios com d + 1 = max;—1 2{grau(b;)}
A forma local da 1-forma associada é badx — bydy. Pelo visto anteriormente a expressao global de esta forma é:

w = AQdZO + A1d21 + AQdZQ onde

d+1 <1 21 %2 29 21 %9
A0=ZO+ <_b2 (, +*b1 —,—
20 20 20 20 20 20

Z1 22

Ay = 20T, <, )

20 <0

Z1 %2

o= (2.2)

20 <0

E daqui podemos obter Fy, Fy, F> como no Lema 2.5. Veamos um exemplo:



Exemplo 2.5. Seja o campo de vetores em Uy dado por X(x,y) = yQ% — xa%.

Queremos encontrar uma expressio global para este campo em P2 tal que o divergente seja nulo.

Neste caso by (x,y) = y? e ba(x,y) = —x. Logo

2 3
z z
Ay =28 ((2’(1)) + <zi> ) =222+ 25

371 2

Al = —25— = —2z5%
20
20\ 2
3 2 2
As = —2; () = —252p
20
Logo as coordendas do campo sdo Fy =0, Fy = z% e Fy = —z129.

Observe que Div(X) = 0. Com isto concluimos que uma expressao global para o campo é

0
X =22 — 2021 —
2 82’1 0=t 822
Exercicio 2.2. Seja o campo de vetores em Uy dado por X (z,y) = xa% + ya%.

Encontre wma expressao global para este campo em P2 tal que o divergente seja nulo.

3 Singularidades

Um dos focos no estudo de folheacoes holomorfas é o estudo de singularidades das folheagoes. Ha uma tentativa de
classificar o tipo de singularidades que pode presentar uma folheacao e também de calcular o grau do subconjunto
de folheacoes que apresentam um certo tipo de singularidades.

Para folhegoes de grau d > 1, resultados de Campillo e Olivares [1] mostram que uma folheagao queda deter-
minada pelas suas singularidades (considerando multiplicidades). Neste sentido este trabalho é o complementar de
este resultado, veremos que uma folheacao de grau um nao é determinada pelas suas singularidades e estudaremos
o espacgo das folheagGes que apresentam cada tipo de singularidade.

Nesta secao vamos definir singularidade de um campo de vetores e singularidade de uma 1-forma, e depois

definiremos os tipos de singularidades que nos interessam (e que, como veremos logo s@o as Unicas possiveis).

3.1 Singularidades em campos de vetores e em 1-formas

Comecaremos definindo singularidade em um campo de vetores.

Definicao 3.1. Dado um campo de vetores X, dizemos que um ponto p € singularidade de X se o vetor X (p) € T,P?

for nulo. Se p € U;, entao p é uma singularidade de X se anula a expressao local de X no aberto U;.
Analogamente definimos singularidades em 1-formas.

Definicao 3.2. Dado uma 1-forma w, um ponto p € U;, € uma singularidade de w se p anula a expressao local de

w em p.

Exercicio 3.1. Se w = Apdzg + A1dz1 + Asdzy € a expressio global de w, entao, as singularidades de w sao

exatamente os zeros comuns de Ag, Ay, As.

Exercicio 3.2. Usando o exercicio anterior prove que as singularidades de um campo

0 0 17
-X—Foaizo-1-5116721—l-F2aiz2



Fr F F
20 21 22
Dica: use a relagdo entre as expressoes globais do campo e da forma.

€ o conjunto de zeros dos menores dois por dois da matriz

Deduza que p € P? é uma singularidade de X se e s6 se X(p) = AR(p) para algiim X\ € C.

Podemos nos perguntar se é possivel contar as singularidades de um campo de vetores de grau d em P?. E a
resposta é que um campo de vetores de grau d onde o conjunto de singularidades for um conjunto discreto tem
d? + d + 1 singularidades contando com multiplicidades. Para se mostrar isto é necessario utilizar técnicas de teoria

de intersecao, que nao é o foco deste curso. Mas daremos uma demonstracao para o caso onde d = 1.
Teorema 3.1. Um campo de vetores genérico em P? de grau 1, tem 3 singularidades. “Genérico” aqui quer dizer
que existe um aberto do espaco P7 de folheacdes ao qual o campo pertece.

Prova: A expressao global para um campo de vetores de grau 1 em P? é dada por

X = (a1120 + a1221 + a1322) = + (a2120 + a2221 + a2322) =— + (as120 + az2z1 + aszze) =—

82’0 821 622
Um ponto p = (2g : 21 : 22) é singularidade de X’ se X(p) = AR(p), para algum X € C e R é o campo radial. Daf

teremos

a1120 + a2z + a1322 = )\Zo
a2120 + A2221 + A23%2 = A1

asz12o + azaz1 + azzzz = Az

Tomando a matriz de coeficiente desde sistema B = [a,;], das igualdades acima vemos que p = (2o : 21 : 22) é
uma singularidade de X se e somente se v = (2o, 21, 22) é um autovetor de B. A hipéteses de o campo ser genérico
implica que a matriz de coeficientes B é genérica, logo tem 3 autovalores distintos (o polinémio caracteristico nao
tem raizes repetidas), de onde obtemos 3 autovetores independentes. [ ]

3.2 Tipos de Singularidades

Nosso objetivos agora é distinguir diferentes tipos de singularidades que se apresentam em um campo de vetores
de grau 1 em P2,

Degeneracoes. Estudaremos os seguintes tipos de degeneracoes nas singularidades. Veremos na seguinte segao

que estas degeneragOes sao as Unicas possiveis.

Definigao 3.3. Se p € Uy € uma singularidade de um campo X, e bla% + bga% € a expressao local de X, definimos
9by oby

o jacobiano de X como a matriz J,X = glfz 2 Bdbyz 2 .
aT(P) 37,(29)

Consideraremos os seguintes tipos de degeneracoes nas singularidades:

1. Tipo 1. detJ,X = 0.

2. Tipo 2. det J,&X = tr(J,X) =0 i.e. a matriz J,X é nilpotente.

3. Tipo 3. J,(X) € CId; neste caso se diz que p é uma singularidade radial.
4. Tipo 4. J,X = 0. Singularidade de ordem maior que um.

Exemplo 3.1. Observe os diferentes exemplos de campos de vetores a sequir:



o X = —3,208%0 —1—2,216%1 —1—228%2.
Xy € um campo onde os pontos (1:0:0), (0:1:0) e (0:0:1) sdo singularidades.
Exercicio 3.3. Observe que os autovalores —3,2,1 (com autovetores (1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1)) da matriz
Bi1 da prova do teorema 3.1, tem multiplicidade algébrica e geométrica igual a 1.

é) 9 9
o X = (Zl +ZO)TZO +Z13721 —222%,

Xy € um campo com singularidades nos pontos (1:0:0) e (0:0:1).
Exercicio 3.4. Prove que como autovalor da matriz By da prova do teorema 3.1, 1 tem multiplicidade
algébrica igual a 2, e geométrica igual a 1, e —2 tem multiplicidade algébrica(=multiplicidade geométrica)

igual a 1. Identifique este tipo de campo com alguma das degeneracdes da defini¢cdo acima.

3 3
) Xg = 216720 +223721
X3 € um campo onde (1:0:0) € a unica singularidade.

Exercicio 3.5. Prove que como autovalor de Bs da prova do teorema 3.1, 0 tem multiplicidade algébrica
igual a 3 e geométrica igual a 1. Identifique este tipo de campo com alguma das degeneracoes da defini¢do

acima.

) X4 = _220% +213l21 +22¢9L22
Xy € um campo onde o ponto (1:0:0) € singular e todos os pontos da forma (0: a:b), com a,b € C também

sao singulares. Este é um campo que tem infinitas singularidades pois tem a reta zo = 0 singular.

Exercicio 3.6. Prove que como autovalor da matriz By da prova do teorema 3.1, —2 tem multiplicidade
algébrica (e geométrica) igual a 1, e 1tem multiplicidade algébrica igual a 1 e geométrica igual a 2. O que

podemos dizer da matriz By ? Identifique este tipo de campo com alguma das degeneragoes da defini¢do acima.
[ X5 == 22%.
Xs € um campo onde os pontos da forma (a:b:0) onde a,b € C sao singulares.

Exercicio 3.7. O que podemos dizer da matriz Bs? Identifique este tipo de campo com alguma das dege-

neracgoes da definicdo acima.

4 Folheacoes de grau 1 em P? vs Matrizes 3 x 3 de traco nulo

Na secdo anterior apresentamos 5 tipos de singularidades dos campos de vetores de grau 1 em P2. Nosso objetivo
agora é descrever o espago das folheagoes que apresenta cada um dos tipos de singularidades através de matrizes
de traco nulo. Associaremos a cada tipo de singularidade, um tipo de forma candnica Jordan nas matrizes. Em
particular obteremos que os quatro tipos de degeneragoes nas singularidades apresentados anteriormente sao todos
0s possiveis.
Primeiramente, motivados pela prova do teorema 3.1, vamos exibir uma bijecao entre campos de vetores de grau
1 em P2 e matrizes 3 x 3 de traco nulo.
A expressao global de um campo de vetores de grau 1 em P? é
X = (a1120 + a1221 + a1322) — + (a2120 + 2221 + a2322) 57— + (a3120 + 3221 + a3322) 7—
dzg 0z 0z
onde ai; € C.

Exercicio 4.1. Prove que DivX = 0 se é somente se tr(B) = a11 + ass + azz = 0.

Dai temos uma bijecdo do espacos dos campos de vetores de grau 1 em P? no espaco das matrizes 3 x 3 de traco

nulo definida por X — B = [a;;]. Dizemos que a matriz B é a matriz associada ao campo X.



Notagao. sl3(C) denota o espaco vetorial de matrizes 3 x 3 de trazo nulo.

Gl3(C) denota o grupo de matrizes 3 x 3 inversiveis.

Teorema 4.1. Existe uma bijecao
0:V — sl3(C)

que faz corresponder a cada campo sua matriz associada.
Além disso, se considerarmos a ag¢do de Gl3(C) por mudanga de coordenadas lineares em V', entdo o mapa 0 é

Gl3(C)—equivariante, para o sequinte a¢io em de Gl3(C) em sl3:
(9, B) — det(g)g™ ' Bg.

Isto significa que se g € GL3(C) e X' € 0 campo X onde fizemos a mudanca de varidveis definida por g, entdo
0(X') = det(g)g~'0(X)g.

Prova: O unico que falta provar é a afirmagao da equivariancia, esta prova nao é dificil (se reduz a uma mudanga
de varidveis e muitas contas) e se encontra em Jouanolou [5]. ]

Como importante consequéncia deste Teorema obtemos que a clasificagdo de campos a menos de mudanca de
coordenadas lineares é equivalente a clasificagdo de matrizes de trazo nulo pela sua forma de Jordan, i.e. pelos
tipos de drbitas (classes de equivaléncia) que aparecem quando consideremos a agdo de Gl3(C) em sl3(C) como no
Teorema acima.

Logo, se conhecemos todos os tipos de formas de Jordan, e fazemos corresponder a cada um destos tipos, campos
com um tipo de singularidade, os tipos de singularidades que obtemos por este processo serao as inicos possiveis.

Maos a obra: Comecamos relembrando algun fatos sobre formas de Jordan.

Reelembrando um pouco sobre formas candénicas de Jordan. A forma candnica de Jordan é uma forma
de representar uma matriz através de uma outra matriz semelhante a original que é uma matriz diagonal somada
a uma matriz nilpotente (possivelmente nula). Dizemos que uma matriz A é semelhante a uma matriz B se existe
uma matriz invertivel g € GL3(C) tal que B = gAg~!.

Se A é uma matriz, na sua forma candnica de Jordan a diagonal é preenchida pelos autovalores da matriz.
Escrevemos A = D+ N, onde D é uma matriz diagonal com os autovetores da matriz, e N é uma matriz nilpotente.

No caso que nos ocupa, i.e., de matrizes 3 x 3 as possiveis matrizes nilpotentes sao :

01 0 010 0 0 1
0 0 1],]0 0 O01|,]0 0 0 |[,ondeasduas tltimas sdo equivalentes (tem igual forma de Jordan).
0 0O 0 0 O 0 0O

Lembramos que o trago de uma matriz é igual a soma de seus autovalores. Dai as possiveis formas canonicas
de Jordan de uma matriz 3 x 3 de traco nulo sao:

—a—B 0 0 a 1 0 01 0
A = 0 a 0 ],4=] 0 « 0 A3 =110 0 1 |,
0 0 g 0 0 -2« 0 0 O
—2a 0 0 0 0 1
Ay = 0 «a 0]eds=]|0 0 0
0 0 « 0 0 0

onde « # 0.
Para maior conhecimento sobre o assunto consulte o livro Linear Algebra de Hoffman e Kunze [7] ou seu livro

de Algebra Linear favorito.



Correspondéncia entre formas de Jordan e degeneragoes . A seguir associamos a cada tipo de degeneragao

um tipo de forma de Jordan.

Proposigao 4.1. A correspondéncia entre degeneragées e formas de Jordan é como seque:

a 1 0
1. Degeneracgao de tipo 1. forma de Jordan=| 0 « 0 , com a # 0.
| 0 0 —2a
[0 1 0
2. Degeneragao de tipo 2. forma de Jordan=| 0 0 1
10 0 0
[ —2a 0 0
3. Degeneracdo de tipo 3. forma de Jordan = 0 «a 0 |,coma#0.
| O 0 «
[0 0 1
4. Degeneracao de tipo 4. forma de Jordan =1 0 0 0
0 0 0

Prova: Suponahmos que p = (1:0:0). Comegamos observando que se

1o} 0
X = (a1120 + a1221 + a1322) 57— + (a2120 + a2221 + ag322) 57— + (az120 + as221 + azzz2) 5—
82:0 82’1 822
a forma local de X em U, tem coordenadas

b1 = (a21 + agox + a23y) — l’((lll “+ aiox + algy)

e
by = (az1 + az2x + aszy) — y(an1 + a12x + azy).
O fato de que p = (1:0:0) é um autovetor da matriz B associada ao campo implica que a;; é um autovalor
ai;p Q2 a3
de B é que ao; = az; = 0. Leitor: verifique! Logo B = 0  agy ass

0 a3 ass

a a
Observe agora que J,X = S ai1ld.
ase ass

a22 Aa23 ‘|

1. Pelo provado acima a condicdo det(J,X) = 0 impde que a11 seja um autovalor de [
az2 433

Ou seja, a matriz B tem um autovalor repetido, a forma de Jordan mais geral de este tipo de matrizes é

a 1 0
0 « 0
0 0 —2«

2. Em este caso a condigao impoe, além do anterior, ass — a11 4+ az3 — a;; = 0, e como trB = 0, temos a1 =0
01 0

(Verifique!). A forma de Jordan mais geral para matrizes com tnico autovalor zero é | 0 0 1
0 00



a22 — A11 a23

3. Neste caso a condicao impoe: = Ad, logo ass = ass3, asg = aze = 0 i.e. a matriz B

a32 aszz — a1
—2a 0 0
é diagonalizavel, com um autovalor repetido. A forma de Jordan para esta matriz é 0 a 0
0 0 «

4. Neste caso condigao impde: a1 = ass = ass (que como o trago de B é zero, implica a11 = ass = azz = 0), e

ag3 = azz = 0. Logo B tem um tnico autovalor que é 0 com multiplicidade geométrica 2 (i.e. o autoespago

010
associado tem dimensao 2). A forma de Jordan mais geral para matrizes desta maneiraé | 0 0 0 [. m
0 00

Exercicio 4.2. Verifique os detalhes da demostragdo anterior.

5 Espaco de parametros para folheacoes com cada tipo de singulari-
dade

Nesta secao queremos dar a forma explicita de um campo representando cada um dos tipos de singularidades e
calcular a dimens?o e o grau das subvariedades M; de P7 formadas por campos com singularidade de tipo 1.
Para estes cdlculos usamos a correspondéncia com os tipos de forma de Jordan.

Alguns graus sao faceis de calcular, para os restantes damos referéncias dos resultados.

—a—0F 0 0
Observe que a forma canodnica de Jordan genérica é 0 a 0 |. Logo o campo genérico em P7 tem
0 0 g
trés singularidades distintas e estes campos sao da forma
0 0 0
—a—P)zo— tazy— + Pzo—.
( 6) 0 82’0 ! 8z1 ﬂ 2 82’2

Teorema 5.1. A dimensdo d; e o grau g; de M; é:
1. dy =6 e g1 = 6. Um elemento tipico de My € da forma

0 0
X = (azo+ zl)a—z0 —&—azla—Zl — Qazga—ZQ.

2. do =5 e go =6. Um elemento tipico de My € da forma

0 0
X :Zlaizo +228721

3. d3 =4 e g3 =6. Un elemento tipico de M3 € da forma

0 0
X = —20z0— — .
azo 97 + az o2 + azo 925

4. dy =3 e gy =6. Un elemento tipico de My € da forma

0



Prova: Em uma matriz B, 3 X 3 temos que o polindmio caracteristico, é da forma
Xp(t) = t3 + a1t® + aot + a3

onde a; = —tr(B),az = tr(A’B) e a3 = —det(B). Onde A?B é a matriz formada pelos menores 2 x 2 de B.
Logo a; é um polindmio de grau ¢ nos coeficiente da matriz B.

Em nosso caso, como tr(B) = 0 temos a; = 0.

1. Pela Proposicao 4.1, as matrizes correspondentes a degeneragoes de tipo 1 se caracterizam por ter um autovalor

repetido, logo esta subvariedade é definida simplesmente pelo discriminante do polinémio caracteristico. Este
discriminante é
A = 27a3 + 4azal + 4a3 — ala? — 18ajazas
em nosso caso a; = 0 temos
A = 27a3 + 4a3
que é um polinémio de grau 6 nos coeficientes da matriz B. Deduzimos entao que M; é uma hipersuperficie
de grau 6 em P7.

. Pela Proposicao 4.1, as matrizes correspondentes a degeneragoes de tipo 2 se caracterizam por ser ter todos
os autovalores nulos, dai seu polindmio caracteristico é t3, logo esta subvariedade é definida pela intersecdo
de duas hipersuperficies em P7, a saber as = az = 0, onde ay é um polinomio de grau 2 nos coeficientes da
matriz B e az é um polinomio de grau 3 nos coeficientes da matriz B. Logo dim My =7 —2 =5 e o grau de
Ms é 2 x3=6.

. Os casos 3 e 4 serao tratados juntos.

—2a 0 O
As matrizes B cuja forma de Jordan é 0 « 0 |[,secaracterizam por ter um subespaco invariante de
0 0 o

dimensao dois, i.e. existe a € C tal que B — ald tem nicleo de dimensao pelo menos dois. Equivalentemente,
o posto de B —ald é < 1.

Por outro lado as matrizes correspondentes a degeneracoes de tipo 4 se caracterizam por ser de posto < 1. E

claro que a dimensao de M, é 3, se consideramos a condigao de trago nulo.

Uma forma classica de descrever este tipo de matrizes é como sendo a imagem do morfismo de Segre
o:P? x P? — P8

dado por
YoZo Yox1 Yox2
0((330 1Ty X2), (yo YL y2)) = | Y1i®o Y1x1 Y1x2
Y2Zo Y2X1  Y2X2

(Leitor, mostre que este mapa é injetivo).

E conhecido o fato de que este morfismo é uma isomorfismo com sua imagem, que sdo justamente as matrizes
de posto 1. O grau desta variedade dentro de P® é 6. Se impormos a condicdo de traco nulo nada muda, pois
estamos intersetando com um hiperplano de P® (uma equagdo linear nos coeficientes de matriz). Daf temos
que o grau de My é 6.

Estas mesmas ideias podem ser usadas para calcular dimensao e grau de M3. Encontrandose que a dimensao
de M3 é 4 e o grau é 6. Estes célculos requerem um conhecimento de técnicas Teoria de Intersecao que nao é

o objetivo deste curso.

Deixamos ao leitor a tarefa de achar a “cara” dos campos com cada tipo de singularidade. [ ]

Exercicio 5.1. Para cada tipo de singularidade encontre a 1-forma tipica que presenta esse tipo de singularidade.
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