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Resumo

Neste minicurso apresentamos uma abordagem para o estudo de conteidos ligados ao cédlculo diferencial
com base na resolugao de problemas e no uso de tecnologias computacionais especificas para o trabalho de
aprendizagem colaborativa. Em particular, utilizaremos um sistema de geometria dinamica que permite que
alunos conectados em rede (local ou Internet) realizem atividades em grupo, compartilhando suas construcoes
de Geometria Dindmica. Abordaremos importantes contetidos do Célculo, como: a nogao de limite, a obtencgao
do coeficiente de inclinagdo de uma reta tangente ao grafico de uma fungdo real e fungao derivada. Com
isso, desejamos que os cursistas se engajem em discussdes e facam conjecturas na resolucdo dos problemas
apresentados. A parte final do minicurso consiste na criagdo de atividades pelos cursistas, permitindo que eles

ganhem autonomia para utilizagdo posterior desta ferramenta em suas escolas/universidades.
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1 Utilizando tecnologia computacional como ferramenta para apri-

morar o Ensino de Matematica

Hoje podemos encontrar diversos programas e aplicativos computacionais planejados para o uso em atividades de
ensino de matematica. No entanto, a aplicagao destas ferramentas em escolas e universidades ainda se d4 de modo
timido, sem uma efetiva integragdo com o contexto da sala de aula [1].

A utilizacdo de ferramentas computacionais pode desempenhar um importante papel no desenvolvimento da
Matematica e no seu ensino. Diversas dreas da Matematica, como a Probabilidade, a Geometria Diferencial, a
Teoria dos Ntimeros e a Algebra, tém recebido importantes contribuigoes do uso de programas de computador.

Existe grande variedade de ferramentas especificas para o ensino de Matematica, como sistemas de Computagao
Algébrica (e.g. Maple, Mazxima, Mathematica e Derive), Ambientes de Geometria Dindmica (e.g. GeoGebra, Cabri-
Géomeétre e Tabulae Colaborativo) e ferramentas para teste automatico dos alunos (e.g. Stack). Estes tipos de
ferramentas proporcionam estratégias de ensino que vem sendo testadas e utilizadas com resultados animadores hé
mais de uma década (e.g. [2,3,4]). No entanto, o uso de tais tecnologias em sala de aula ainda limita-se a eventos
esporadicos, sem uma integracao com o processo de ensino como um todo.

Ferramentas computacionais podem oferecer um espaco de efetiva aprendizagem de Matematica, permitindo o
teste de hipoteses, a formulagao de conjecturas e simulagoes do comportamento de objetos matematicos. Estratégias
como a resolugéo de problemas ([4,5]) podem ter resultados efetivos em sala de aula, aproximando o aluno do fazer-

matemadtica, incentivando a descoberta e a argumentagdo. Segundo Polya [6],

Um professor de Matemdtica tem [na resolugdo de problemas] uma grande oportunidade. [...] Se

ele desafia a curiosidade dos alunos, apresentando-lhes problemas compativeis com os conhecimento
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destes e auxiliando-os por meio de indagagoes estimulantes, podera incutir-lhes o gosto pelo raciocinio

independente e propocionar-lhes certos meios para alcangar este objetivo.

Neste trabalho, apresentamos algumas atividades de resolucao de problemas nos contetddos de pré-calculo e
céalculo diferencial. Nestas atividades, pretendemos apresentar aos cursistas a possibilidade de formular problemas
onde a investigagao e a elaboragao de conjecturas pode contribuir para um melhor entendimento dos conceitos. Para
isso, utilizaremos um software de geometria dindmica (GD) que oferece ferramentas de comunicagio em rede, muito
familiares aos alunos nos usos que fazem do computadores em redes sociais e de comunicagao. Fundamentamos nosso
trabalho na resolugdo de problemas em grupos pequenos (até trés integrantes), a partir de roteiros que busquem
incentivar os participantes de cada grupo a discussao de conceitos que consideramos importantes para aprendizagem
do conteido abordado.

Desta forma, desejamos evidenciar estratégias para o trabalho presencial ou a distancia, permitindo que pesqui-
sadores da mesma area ou alunos de um mesmo curso possam discutir problemas e resultados; propondo, eventual-
mente, solucbes alternativas. Abordagens semelhantes a estas foram testadas em cursos em nivel de graduacao e
educacao basica, utilizando softwares que medeiam o compartilhamento de conteiido matemédtico online em tempo
real [7,8].

Esta estratégia, chamada Aprendizagem Colaborativa apoiada por Computador, tem sido a base para trabalhos
recentes de ensino de matemdtica mediado por tecnologia (e.g. [7]). Os ambientes computacionais projetados
para a aprendizagem colaborativa permitem que os participantes do processo de aprendizagem construam seu
conhecimento pela discussao e reflexdo, produzindo elaboragoes a partir da geracao de conflitos, comparagoes e
avaliagoes de discursos.

A utilizagdo de um ambiente de GD neste minicurso tem como finalidade aproveitar as caracteristicas destes

ambientes. Segundo [10],

Em certas situacoes, figuras estaticas em papel tém capacidade relativamente limitada para prover
habilidades matemaéticas, pois a estrutura matemaética da situacdo nao estd suficientemente aparente

nestas — no maximo mostram um estigio particular do processo.

Os sistemas de GD permitem manipulagao direta dos objetos mateméticos em estudo e oferece facilidade de
geragao de movimento preservando propriedades geométricas da construgao. Com isso, os alunos podem observar
invariantes, conjecturar, abandonar hipéteses criando condigoes para possiveis generalizagoes de resultados; processo
este, importante na aprendizagem de matematica.

Um sistema de geometria dinamica permite que certas propriedades geométricas das construgoes fiquem auto-
evidentes ou que o aluno seja surpreendido em relagao a suas expectativas iniciais, o que pode ser utilizado para
evidenciar a necessidade de demonstrar e estabelecer rigorosamente os resultados conjecturados. Assim, este tipo
de ambiente pode ter um papel relevante nas diversas situacoes de ensino em que é possivel modelar problemas
matematicos.

Para realizar estas atividades, utilizaremos o software de geometria dindmica Tabulae Colaborativo (TC); um
programa que, além de possuir as funcionalidades de um sistema de Geometria Dinamica, é dotado de uma interface
para comunicagao remota (tanto da imagem das construgoes, quanto de texto em modo chat). Estas funcionalidades
serdo utilizadas para desenvolver atividades em grupos pequenos, em um primeiro momento. A seguir, os cursistas
criarao suas préprias atividades, permitindo que, posteriormente, possam desenvolver projetos semelhantes em suas

escolas ou universidades.

2 Desenvolvimento de Atividades Colaborativas

Muitas ideias e problemas do Calculo Diferencial envolvem nocoes de variacao e variabilidade, de dificil exploracao

em um ambiente estatico, como a lousa ou a folha de papel. Assim, propomos atividades que ajudem os alunos



a compreender a variabilidade dos objetos no estudo inicial desta disciplina, considerando os obstaculos de com-
preensdo advindos desta inexperiéncia. Acreditamos que o contato com construcoes em ambiente dinamico pode
contribuir para o desenvolvimento desta habilidade necessaria para uma compreensao significativa do Célculo. A
seguir, apresentamos algumas atividades a serem realizadas a partir de construgoes no TC:

2.1 Parte I: Pré-Calculo

As atividades desta parte servirdo para a familiarizacao dos cursistas com as ferramentas do software Tabulae
Colaborativo e com conceitos iniciais do célculo.

Atividade 1

Esta atividade terd como meta o estudo de algumas propriedades da fungao: y(x) = —a® + 4z. A partir de uma
tela pré-preparada (ilustrada na Figura 1), pergunta-se:
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Figura 1: Atividade 1

(a) E possivel determinar precisamente os zeros desta fun¢ao?

(b) E possivel determinar precisamente os pontos extremos (locais) desta fungao?

Acreditamos que alunos que ainda n#o tiveram contato com as ferramentas do Célculo Diferencial, pensem na
viabilidade de responder o item (b), alegando que a abscissa de um ponto extremo pode ser obtida pela média
aritmética de duas raizes. Esta consideragao é plenamente compreensivel; pois no estudo das fungoes quadraticas,
tal procedimento era realizado com sucesso devido a simetria de seu grafico.

Também é possivel que argumentem que o grafico obtido é composto por dois segmentos de pardbola. Esta
consideragao (falsa) também é compreensivel, devido a énfase dada no estudo de funges quadraticas em detrimento
do estudo das outras fungoes polinomiais. Assim, esta atividade pode ser produtiva no sentido de apresentar aos
alunos a demanda de um estudo mais aprofundado sobre funcoes reais.

Atividade 2

Para esta atividade, propomos o seguinte problema:

Problema 1: Utilizando uma folha retangular de papelao medindo 30cm x 50cm, construiremos uma caixa sem
tampa cortando quadrados iguais em seus quatro cantos e dobrando as abas. Determine o tamanho do corte que

maximiza o volume da caixa.

A figura 2 é uma simulagao do processo, feita no T'C. No caso, relaciona-se o volume da caixa com as dimensoes
da mesma.
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Figura 2: Atividade 2

Ao obter a expressao que relaciona o tamanho do corte com o volume da caixa, € interessante observar a restrigao
do dominio da funcao. Nao é incomum acontecer de o aluno nao compreender a necessidade de tal restrigao, achando
que basta apenas dizer que o tamanho do corte deve ser positivo. Ao fazermos isso, damos espaco para que o aluno
observe a necessidade de uma restricao de movimento a fim de obtermos uma construcdo robusta. Novamente,
perguntaremos aos cursistas:

(a) E possivel determinar precisamente o tamanho do corte que maximiza o volume da caixa?

2.2 Parte II: Calculo Diferencial

As atividades da secao anterior, se aplicadas a alunos que ainda nao tiveram contato com as ferramentas do cédlculo
diferencial, podem suscitar o questionamento: como determinar precisamente as coordenadas de pontos extremos de
uma fungao real? Nas atividades propostas nesta parte, trataremos do método de construgao de uma reta tangente
ao grafico de uma funcao para responder as questoes das atividades da secao anterior.

Atividade 3

Nesta atividade, trabalharemos com a fungao real: f(z) = 0,1.2% — 2 — 1. O objetivo inicial é construir a reta
tangente ao grafico de f em um ponto qualquer (z, f(x)).
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Figura 3: Atividade 3

Para os alunos que nao tem conhecimento do célculo da derivada de uma fungao, esta atividade pode ser
realizada fazendo a construcao de uma reta secante ao grafico e aproximar sua vizinhanga o maximo possivel. Com



isso, podemos apresentar a definigdo de derivada utilizando o conceito de limite (e de reta tangente) ainda de forma
intuitiva.
Ao fim da construgao e da definicdo de derivada, podemos explorar algumas questoes relativas a Atividade 1:
(a) Determine a inclinagdo da reta tangente ao grafico da funcéo no ponto P = (1,y(1)).
(b) Pela resposta encontrada no item (a), o ponto P é extremo da fun¢ao?

(¢) Como determinar precisamente os pontos de extremo de y ?

Ja para alunos que conhecem o célculo diferencial, pode-se tentar outra abordagem, vinculando o valor da derivada
da funcao em um ponto com o coeficiente de inclinacao da reta tangente pedida.

Uma vez construida a reta tangente pedida, podemos ir adiante na exploragdo da relagdo entre a fungao dada e
sua funcao derivada; como ilustrado na Figura 4:
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Figura 4: Atividade 3 (continuacéo)

(a) Com respeito a fungdo f, construa o gréfico de sua fungéo derivada no Sistema de Coordenadas Cartesianas
a direita da Figura 4.

(b) Observando atentamente o grafico de f’, analise o comportamento (crescimento e concavidade) da fungao f
original.

Virios outros conceitos podem ser trabalhados desta forma; como limites e comportamento assintético, por
exemplo. Neste minicurso, apresentaremos uma quantidade suficiente para que nao haja repeticao de atividades
entre os grupos participantes e para adequar a atividade ao nivel de cada grupo.

3 Planejamento e Criagao de Atividades

A parte final do minicurso consiste em aprender a cadastrar, criar e disponibilizar atividades de sessoes colaborativas
com o Tabulae. As atividades realizadas com o TC necessitam de um sistema que gerencie as informacgoes trocadas
pelos usuérios e sua forma de organizagao.

Para isso, foi desenvolvido um ambiente, chamado Portal de Colaboracao Matematica. Neste ambiente sao
criadas e cadastradas atividades e é feito todo o gerenciamento do trabalho dos alunos. Nesta pagina foram

agregados elementos para possibilitar o uso de professores e acompanhamento dos alunos.

3.1 O Portal de Colaboragcao Matematica

Cada atividade do TC possui um professor responsavel pela sua criagao, descricao, e cadastramento dos par-
ticipantes. Todo o conteido produzido por estas agoes fica disponivel para acesso dos participantes (alunos e
professores) cadastrados na atividade. O Portal de Colaboragdo Matematica (www.tabulae.net) fornece suporte



para todas as etapas da realizacao de atividades a distancia pelo TC. No Portal, um usudrio pode criar uma ativi-

dade, participar daquelas em que estiver vinculado, rever o que foi feito em atividades anteriores e publicar suas
b b

construgodes geométricas.
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Figura 5: O Portal do Colaboragao Matematica

O objetivo principal de conhecer e utilizar o portal é dotar os participantes do minicurso de autonomia para a
criagao de atividades futuras. Desta forma, desejamos motivar a utilizagao de ambientes de aprendizagem colabo-
rativa para o ensino de matematica.
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