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Apresentacao

Neste minicurso serao apresentados e resolvidos alguns belos problemas, cuja solucao utiliza
argumentos elementares e relativamente simples de Matematica Discreta. Entre os topicos abor-
dados podemos citar os seguintes: Inducao Matemética, Sequéncia de Fibonacci, Recorréncia,
Combinatoria, Divisibilidade, Sistemas de Numeragao, Principio da Casa dos Pombos e Prob-
abilidade. A ideia deste minicurso se assemelha com aquele ministrado na III Bienal da SBM
em Goiania, no ano de 2006. Muitos dos problemas abordados surgem em olimpiadas de
matematica e podem ser uma boa fonte para os professores incentivarem os alunos em aprender

Matematica.
A distribuicao das aulas serd a seguinte:

1 Aula: Nesta aula serao abordados problemas que envolvem a Inducao Matematica e Sistema
Binario: Torres de Hanoi, Pesagem de Moedas numa balanca de dois pratos, quantidade de jogos
necessarios para definir um vencedor num torneio do tipo mata-mata. A partir dos problemas
resolvidos vamos deduzir que todo niimero natural pode ser escrito de modo 1inico como soma

de poténcias de 2 e também apresentar os cartoes binarios magicos.

22 Aula: Apresentaremos varios problemas cuja solucao envolve o Principio da Casa dos
Pombos. Também abordaremos o Paradoxo Gémeo (problema dos aniversérios) e o problema

dos Dois Bodes.

3% Aula: Nesta aula abordaremos problemas que envolvem a sequéncia de Fibonacci e divisi-
bilidade. Vamos provar que todo ntimero natural pode ser escrito de modo tinico como soma
de termos nao consecutivos da sequéncia de Fibonacci e com isso apresentamos uma magica

com “cartoes de Fibonacci”.

42 Aula: Apresentaremos os conceitos bésicos de contagem, utilizando permutagoes (simples
e circulares) e combinagoes (simples e completas). Algumas férmulas interessantes de Combi-

natoria envolvendo somas serao deduzidas nesta aula.
5% Aula: Serao resolvidos problemas diversos envolvendo alguns topicos das aulas anteriores.

Pré-requisito: nenhum.
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Problema 1.

Os objetivos deste exercicio sao:

(i) Provar o resultado 1 +2+ 2% + -+ 42" = 2"*! — 1 para todo n > 1.

(ii) Fazer a magica com os Cartoes Magicos Binérios.

(iii) Deduzir o seguinte resultado: Todo nimero inteiro positivo pode ser escrito de modo tinico
como a soma de diferentes poténcias de 2.

(a) Num torneio de ténis individual ha 2"*! participantes. Sabendo que a disputa ¢ do tipo
mata-mata® , quantos jogos sao realizados para se definir o vencedor?

*Os jogadores sao divididos em grupos de 2, ao acaso, e jogadores de um mesmo grupo jogam
entre si. Os perdedores sao eliminados e os vencedores sao divididos novamente em grupos de

2 e assim por diante até restar um jogador, que é proclamado campeao.

(b) Em um programa de televisao, um candidato deve responder 21 perguntas. A primeira per-
gunta vale 1 ponto, a segunda 2 pontos, a terceira 4 pontos, e, assim, sucessivamente, do-
brando sempre. O candidato responde a todas as perguntas e ganha os pontos correspon-

dentes as respostas que acertou, mesmo que erre algumas.
(b.1) Qual o ntimero de pontos que o candidato fard se acertar todas as perguntas?

(b.2) Quantas e quais as perguntas o candidato acertou se o niimero de pontos obtidos for igual

a b711137

Problema 2.

Numa biblioteca ha dez estantes com muitos livros em cada uma delas. Além disso, dispomos

de uma balanga eletronica(como as que existem em farmadcias). Resolva cada uma das situagoes

abaixo:

(a) Sabemos que, em nove delas, cada livro pesa 1 kg e que, em uma delas, cada livro pesa
1,01 kg. Como descobrir, com uma pesagem apenas, qual a estante dos livros de 1,01 kg e,

em consequeéncia, quais sao as estantes com os livros de 1kg?



(b) Sabemos que, em algumas estantes, cada livro pesa 1 kg e nas outras, cada livro pesa 1,01
kg, podendo inclusive haver apenas livros de um dos tipos. Como descobrir, com uma

pesagem apenas, quais as estantes dos livros de 1kg?

(c) Sabemos que, em algumas estantes, cada livro pesa 1 kg, em outras cada livro pesa 1,01 kg
e nas outras cada livro pesa 1,02 kg, podendo inclusive haver apenas livros de um dos tipos.

Como descobrir, com uma pesagem, quais as estantes dos livros de 1kg, de 1,01 kg ?

Principio Fundamental da Enumeracao ou Principio Multiplicativo

Se uma decisao d; pode ser tomada de x; maneiras e se, uma vez tomada a decisao d;, a decisao
ds puder ser tomada de x5 maneiras, entao o nimero de maneiras de se tomarem as decisoes
dy e dy é x1 - x9. Mais geralmente, suponha que tenhamos que tomar n decisoes sucessivas
dy,ds, ..., d, e sea deciao d; puder ser tomada de x; maneiras, entao o nimero de maneiras de

tomarmos as decisoes dy,ds, ..., d, é x1-Tg ...  T,.

Teorema Fundamental da Aritmética — TFA

Todo nimero natural n > 2 pode ser escrito de modo tnico na forma n = pi* - p5* - ... - p;*,

onde p; < py < ... < p; sao0 numeros primos e os expoentes e; sao inteiros positivos.

Uma forma alternativa para o TFA:

Todo ntimero natural n > 1 pode ser escrito de modo tinico na forma n = 2¥(2m + 1), onde
k,m sao inteiros nao negativos.

Uma consequéncia importante do TFA e do Principio Multiplicativo:

Sen =p{-ps-...-pyt, entdo n possui (e; + 1) - (ea+1)-...- (e; + 1) divisores positivos.

Problema 3.

Numa escola ha um corredor com 2010 armarios numerados de 1 a 2010 , inicialmente todos
fechados. 2010 alunos numerados de 1 a 2010, passam pelo corredor. O aluno de nimero k
reverte o estado de todos os armarios cujos nimeros sao miltiplos de k. Por exemplo, o aluno

de nimero 4 mexe nos armarios de ntmeros 4, 8, 12,..., abrindo os que encontra fechados e



fechando os que encontra abertos. Ao final, depois da passagem do 2010° aluno, quais armaérios

ficardao abertos?

Principio de Indugao Matematica

Um conjunto A de ntimeros inteiros que contém o inteiro 1, e tem a propriedade que k € A,
implica que k +1 € A, entao A =N ={1,2,...}.

Problema 4. (As Torres de Handi)

O jogo consiste em uma base onde estao firmadas trés hastes verticais que denominamos A, B
e C e um certo numero de discos, de diametros diferentes, furados no centro. No comeco do
jogo os discos estao todos enfiados na haste A, em ordem decrescente de tamanho, com o disco

menor acima dos demais.

O objetivo é mover todos os discos, de A para C, obedecendo as seguintes regras:

s 7

(1) S6 é permitido mover um disco de cada vez.

(2) Um disco maior nunca pode ser posto sobre um disco menor.

E facil ver que ¢é necessario usar a haste B como intermediaria. O problema consite no seguinte:
Qual o nimero minimo de movimentos que precisaremos fazer para alcancar o objetivo?

Sugestao: Verifique quantos movimento sao necessarios quando temos 1 disco, 2, 3, 4 discos e

tente encontrar alguma regularidade. Existem varios sites que tratam do assunto.
Para jogar veja, por exemplo: http://www.prof2000.pt/users/pjca/Jogos_ficheiros/hanoi/Torre

Observacao: The Reve’s Puzzle: Uma questao interessante é considerar o mesmo problema
com 4 hastes A, B, C e D. Inicialmente ha n discos de diametros diferentes, fincados inicial-
mente na haste A, nas condigoes acima. O objetivo, seguindo as duas regras acima, é passa-las
para a haste bf D. Nesse caso as hastes B e C fucionam como intermediarias. Até o momento
nao se conhece o nimero minimo de movimentos para resolver o problema com n discos. Ha uma
conjecuta, com cerca de 70 anos, de que o nimero minimo de movimentos necessarios ¢ igual
ao nimero de movimentos usados por um algoritmo criado por Frame e Stewart (Conjectura

de Frame-Stewart).



Problema 5.

Seja k € N,k > 2. Suponha que vocé possua k moedas de um real, uma das quais ¢é falsa e pesa
menos do que uma verdadeira. Vocé tem uma balanca de dois pratos mas nao tem pesos. A

unica forma de pesagem consiste em por algumas moedas em cada prato e verificar se a balanga

esta equilibrada.

(a) Faca uma tabela com duas colunas. Na primeira coluna escreva valores de k(k = 2, 3,4, ...)
e na segunda coloque a quantidade minima de pesagens para descobrir a moeda falsa.

(b) O que acontece para os seguintes valores de k : 3,4,9, 10, 27, 287

(¢) Mostre, por indugao em n, que se k = 3", entdo n pesagens sao suficientes para achar a

moeda adulterada.

Problema 6.

Suponha que vocé possua 12 moedas de um real, uma das quais é falsa e tem peso diferente
de uma verdadeira(nao sabemos se a falsa pesa mais ou menos que uma verdadeira). Vocé tem
uma balanca de dois pratos mas nao tem pesos. A tunica forma de pesagem consiste em por

algumas moedas em cada prato e verificar se a balanga esta equilibrada.
(a) Mostre que 3 pesagens sao suficientes para achar a moeda adulterada.

(b) Consegues resolver o mesmo problema com 13 moedas? E com 14 moedas?

Principio das Gavetas de Dirichlet ou Principio da Casa dos Pombos (PCP)

Se n + 1 pombos sao colocados em n casas, entao pelo menos uma casa contera dois ou mais

pombos.

Problema 7.
Em Joao Pessoa ha pelo menos duas pessoas com a mesma quantidade de fios de cabelo na
cabeca.

Solucgao: Observagoes cientificas indicam que ninguém tema mais de 500.000 fios de cabelo na

cabega. Com isso a quantidade de cabelos que uma pessoa pode ter é 0,1,...,500.000 (essas



sao as casas!). A populacdo de Joao Pessoa é superior a 700.000 (esses sdo os pombos!). O

resultado segue pelo PCP.

Problema 8. Prove que se escolhermos mais do que n nimeros do conjunto {1,2,...,2n},

entao dois desses ntiimeros sao primos entre si.

Solugao: Considere os n pares de numeros: 1 e 2,3 e 4, ..., 2n — 1 e 2n. Como sao escolhidos
mais do que n numeros, pelo PCP, ha pelo menos dois pertencentes ao mesmo par. Como dois

nimeros do mesmo par sao consecutivos, eles sao primos entre si.

Problema 9.

Seja a # 0 um algarismo no sistema decimal. Prove que todo niimero natural n tem um

multiplo que se escreve apenas com os algarismos 0 e a.

Solugao: Consideramos os n + 1 numeros a, aa, aaa, aaaa, ..., aa...aq, (esses sao os pombos!).
——

n+1
Sabemos que os possiveis restos na divisao por 0,1,2,...,n—1 (essas sao as casas!). Pelo PCP

segue que pelo menos dois dos n + 1 nimeros acima devem ter o mesmo resto na divisao por
n, digamos que M = aa...aa (p algarismos) e N = aa . ..aa (q algarismos), com p > ¢. Entao

M — N é um niumero formado apenas por ZEROS e a’S.

Problema 10. (Primeira Questao da Terceira Fase da OBM de 2008)

Vamos chamar de garboso o ntimero que possui um multiplo cujas quatro primeiras casas de
sua representacao decimal sao 2008. Por exemplo, 7 é garboso pois 200858 ¢ multiplo de 7 e

comeca com 2008. Observe que 200858 = 28694 x 7.

Mostre que todos os inteiros positivos sao garbosos.

Problema 11.

Sejam A = {n € N : mdc(n,10) = 1} e ajaz...a; um nimero com k algarismos. Agora con-
sidere o conjunto B = {ajas...ax, aiay...aka1ay. .. ag, G103 ...0(010Q3 . .. AKA103 . .. Ak, ...}
Dado n € N; seja M (n) o conjunto dos multiplos de n.

Mostre que se x € A, entdo M (x) N B ¢ infinito.



Problema 12.

De 1° de janeiro até 31 de outubro de 2009, uma pequena livraria de Joao Pessoa, que abre
todos os dias, vendeu no minimo um livro por dia e um total de 463 livros. Mostre que existiu

um periodo de dias consecutivos em que foram vendidos exatamente 144 livros.

Solugao: Seja a; a quantidade de livros vendidos até 0 dia ¢, para 1 < ¢ < 304. Entao
1 <a; <ay < ... < azy = 463. Considere a sequencia b; = a; + 144. Assim segue que
145 < by < by < ... < bsps = 607. Logo a;, b; € {1, ..., 607 }, para todo i, j € {1, ..., 304 }.

Pelo Principio da Casa dos Pombos, existem 4, j tais que a; = b;. Portanto a; — a; = 144.

Problema 13.

Dados CINCO numeros reais arbitrarios, mostre que existem dois deles, digamos z e y, tais

r—Yy
e <
au T 14y

<1

tana — tanbd

Solugao: Observe que a expressao -—~= nos faz lembrar da férmula tan(a—b) = T+ tanatand
an a tan

142y

Sejam x1, X3, T3, T4, x5 0s CINCO nimeros reais arbitrarios.

T T
Como a funcao tangente é uma bijecao do intervalo (—5, 5) e R, logo para cada x;, existe um

T
a; € (—5, 5), tal que tana; = x;.

. . T T . ) T
Dividimos os intervalo (—57 5) em quatro subintervalos de comprimento 1 Pelo PCP, que
s
existem a;, a; tais que 0 < a; —a; < —.

4

~ , ™ T , .
Usando o fato de que a funcao tangente é crescente em (—5, 5), e a féormula acima temos

que:

T tana; — tana; Ty — Xj
tan0 < tan(a; —a;) <tan— e 0 < : I <1, ouseja, 0 < ——-L <1,

4 ~ 1+ tana; tana; 14+ 225

Problema 14.

Guilherme teve os olhos vendados e com uma caneta fez 50 pontos numa cartolina quadrada

com lado igual a 70 cm. Mostre que existem dois pontos cuja distancia é inferior a 15 cm.

Problema 15. Prove que se escolhermos mais do que n nimeros do conjunto {1,2,...,2n},

entao um deles sera muiltiplo do outro.



Solugao: Dado m um inteiro positivo, vimos que uma consequ encia do TFA nos diz que ele
pode ser escrityo de modo tinico na forma m = 2*b, onde k > 0 ¢ b é fmpar. Denominamos b a

parte impar de m.

No conjunto {1,2,...,2n} s6 podem existir n possiveis partes impares diferentes: 1,3,...,2n—
1. Se escolhermso mais do que n nimeros nesse conjunto segue, pelo PCP, que existem dois
ntmeros 7, s € {1,2,...,2n} que tém a mesma parte fmpar, ou seja, r = 2*b e s = 2'b. O maior

desses numeros serda multiplo do menor.

Problema 16. Paradoxo Gémeo ou Problema dos Aniversarios
Voceé esta assistindo um jogo de futebol e 14 pelas tantas surge a seguinte questao:

- “Qual é a probabilidade de que pelo menos dois dos 22 jogadores em campo fagam aniversario
no mesmo dia(dia e més)?” (*)

* E muito provavel que vocé nunca tenha pensado nisso durante uma partida de futebol...

Problema 17. Problema dos Dois Bodes

Este problema ¢ inspirado num programa de TV americano conhecido como Let’s make a deal
(Vamos fazer um negécio). Nesse show, da-se ao concorrente finalista a chance de escolher
uma entre trés portas. Atras de exatamente uma das portas, estd um prémio interessante (um
carro, por exemplo); as outras duas portas ocultam prémios de valor bem inferior (um bode
atras de cada porta, por exemplo). Pede-se ao concorrente que escolha uma porta. A esta
altura, o apresentador do show, Monty Hall, que sabe o que tem atrds de cada porta, mostra
ao concorrente um dos prémios de menor valor atras de uma das portas nao escolhidas. Além
disso, oferece ao concorrente a oportunidade de optar pela outra porta fechada. A questao é a

seguinte: é vantajoso optar pela outra porta ou tanto faz?

Problema 18. Problema dos Dois Bodes com apresentador Preguicoso

Uma variante do problema anterior é o caso em que o concorrente escolhe inicialmente a porta
em que esta o prémio maior. Nesse caso o apresentador, que sabe o que tem por tras das portas

e que sempre mostra um bode, pode escolher uma entre duas portas para abrir. Nesse caso



como ficam as chances do candidato, sabendo que o apresentador é preguicoso, ou seja, que ele

abrird a porta que estiver mais proxima dele?

Problema 19.

Imagine que um prédio de quatro andares deva ser pintado usando-se uma cor para cada
andar. Sabendo que as cores utilizadas podem ser verde e amarelo e que andares consecutivos
nao poderao ser pintados de amarelo, de quantas maneiras ¢ possivel fazer a pintura deste

prédio? E se o prédio tiver n andares?

Problema 20.

Uma escada tem 5 degraus. De quantas maneiras podemos chegar ao topo, subindo um ou dois

degraus de cada vez? E se a escada tiver n degraus?

Consideremos a seguinte variacao da sequéncia de Fibonacci Fy =1, F, =2e F,, = F,,_1+F,,_o,

para n > 3.

Problema 21. Sequéncia de Fibonacci e o Niimero de Ouro
Os objetivos deste exercicio sao:

(i) Provar os seguintes resultados para a sequéncia definida acima:
Fy+F3+ -+ Fopq = Iy, — 1.
Fy+Fo+ -+ Fy = Fopyq — 1.
(iii) Deduzir o seguinte resultado: Mostre que todo nimero inteiro positivo pode ser escrito de

modo Unico como soma de termos nao consecutivos da sequéncia F,.

(iii) Fazer a magica com os Cartoes Mégicos de Fibonacci.

Problema 22.

Um conjunto de nimeros positivos tem a propriedade do triangulo, se tiver trés elementos
distintos que sao os comprimentos dos lados de um tringle cuja area é positivo. Considere

conjuntos {4,5,6,...,n} de inteiros positivos consecutivos, em que todos os subgrupos de dez



elementos tém a propriedade de triangulo. Qual é o maior valor possivel de n?

Problema 23. Sequéncia de Padovan-Perrin e o Niimero de Plastico

Um carteiro entrega cartas para dezenove casas, numeradas de 1 a 19, numa certa rua de
Campina Grande. Até hoje em nenhum dia ele entregou cartas para casas consecutivas, mas
dadas duas casas consecutivas, sempre havia carta para uma delas. De quantas maneiras

diferentes isso pode ocorrer?
Problema das permutagoes simples: De quantos modos podemos ordenar em fila n objetos?

Resposta: O numero de permutagoes simples de n objetos distintos, ou seja, o nimero de

ordens em que podemos colocar n objetos é P, = n!.

Problema das combinagoes simples: De quantos modos podemos selecionar k£ objetos

distintos entre n objetos distintos dados?

Resposta: O numero de combinacoes simples de n tomados k a k, ou seja, o nimero de

subconjuntos com k elementos de um conjunto de n elementos é igual a

n n!
ck = =—— 0<k<n.
" (k’) Elln =k = —
Observagao: Seja A = {ay,as,...,a,} um conjunto com n elementos. E facil ver que a cada

subconjunto de A com k elementos, (0 < k < n), correponde um subconjunto com n — k

elementos. Portanto segue que:

n n
= <k<n.
(k> (n— /{;)’ para todo 0 <k <n

Combinagoes Completas: O nimero de solugoes inteiras nao negativas da equacao

1+ 29+ -+ 2z, =pédado por CRE = C’g;;,l =Cr. 1

n

Definicao:(sequndo diciondrio Aurélio) Anagrama é uma palavra ou frase formada pela

transposicao das letras de outra palavra ou frase.

Anagrama: do grego ana = ”voltar” ou "repetir” + graphein = ”escrever”.



Um exemplo conhecido é o nome da personagem Iracema, anagrama de Ameérica, no romance

de José de Alencar.

Problema 24.
Um numero ¢é dito peroba se possui pelo menos dois digitos vizinhos com a mesma paridade.

Quantos nimeros perobas de cinco digitos existem?

Problema 25.

Dizemos que uma palavra ) é quase-anagrama de outra palavra P quando () pode ser obtida
retirando-se uma letra de P e trocando a ordem das letras restantes, resultando em uma palavra
com uma letra a menos do que P. Um quase-anagrama pode ter sentido em algum idioma ou
nao. Por exemplo, RARO, RACR e ARCO sao quase-anagramas de CARRO. Quantos sao os

quase-anagramas da palavra PALAVRA que comecam com A?

Problema 26.

De quantas maneiras podemos colocar, em cada espaco abaixo, um entre os algarismos 4, 5, 6,
7, 8,9, de modo que todos os seis algarismos aparecam e formem, em cada membro, nimeros

de dois algarismos que satisfazem a dupla desigualdade?

Problema 27.

No campeonato interplanetario de futebol, cada vitoria vale trés pontos, cada empate vale um
ponto e cada derrota vale zero ponto. Um resultado é uma vitéria, empate ou derrota. Sabe-se
que o Lanoicanretni nao sofreu nenhuma derrota e tem 16 pontos, mas nao se sabe quantas

partidas esse time jogou.

Quantas sequéncias ordenadas de resultados o Lanoicanretni poderia ter obtido? Represen-
tando vitoria por V, empate por E e derrota por D, duas possibilidades por exemplo, sao

(VLEEV.EV,VE) e (E,V,V,VV V).
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Problema 28.

Esmeralda, a digitadora, tentou digitar um ntmero de seis algarismos, mas os dois algarismos

nao apareceram (a tecla devia estar com defeito). O que apareceu foi 20046.

Quantos sao os numeros de sete algarismos que ela pode ter tentado digitar?

Problema 29.

Quantos sao os anagramas da palavra PERIGOSA em que as quatro vogais aparecem em ordem

alfabética?

(Obs.: As quatro vogais nao precisam ficar em posi¢oes consecutivas.)

Problema 30.

Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ernaldo, devem formar uma fila com

outras 30 pessoas.

De quantas maneiras podemos formar esta fila de modo que Arnaldo fique na frente de seus 4

amigos? (Os amigos nao precisam ficar em posigoes consecutivas.)

Problema 31.

A fabrica Sehr Gut produz 5 tipos de trufas: Avela (A), Brigadeiro (B), Chocolate(C),

Morango(M) e Passas (P). Essas trufas sao vendidas em caixas com 12 unidades.

(a) Sabendo que seja possivel encontrar caixas com um unico sabor ou sortido, quantas caixas

diferentes existem?

(b) Sabendo que em cada caixa haja pelo menos uma trufa de cada tipo, quantas caixas

diferentes existem?

(c) Sabendo que em cada caixa haja pelo menos trés trufas de chocolate, quantas caixas

diferentes existem? (Nao é necessario que haja todos os tipos nas caixas)

(d) Sabendo que em cada caixa haja pelo menos trés e no maximo cinco trufas de chocolate,

quantas caixas diferentes existem? (N&ao é necessario que haja todos os tipos nas caixas)
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Problema 32. (Oitava Questao da OBM Sénior de 1992)

Em um torneio de xadrez cada jogador disputou uma partida com cada um dos demais partic-
ipantes. A cada partida, havendo o empate, cada jogador ganhou 1/2 ponto; caso contrario, o
vencedor ganhou 1 ponto e o perdedor 0 pontos. Participaram homens e mulheres e cada par-
ticipante conquistou o mesmo nimero de pontos contra homens que contra mulheres. Mostre

que o numero total de participantes ¢ um quadrado perfeito.

Solucgao: Seja h o nimero de homens e m o nimero de mulheres no torneio. Como em cada

jogo é disputado 1 ponto, nos jogos entre h omens forma disputados (’2‘) pontos e nos jogos

m

2) pontos. Sejam a e b os pontos conquistados por homens

entre mulheres foram disputados (
e mulheres, respectivamente.

h

’ h+m) 7

) eb= (’;‘) Como o total de jogos do torneio é ( A

Das condicoes do enunciado, a = (

temos 2 ((g) + (7)) = (hzm) <= h+m = (h—m)?, ou seja, o total de participantes, h + m,

é quadrado perfeito.

Problema 33.

O objetivo desta questao é provar de duas maneiras diferentes a identidade

> (1) - ()= (D) () ++ () -

(a) Aplique o Binémio de Newton para a expressao (1 + x)n Faca z = 1.

(b) Considere...

Problema 34.

O objetivo desta questao é provar a identidade de Lagrange

UGy I O 4 I 9 R R

~—
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(a) Basta mostrar que

zn:n no\ _(n n+n n+n n+”.+n n\ (2n (3)

= \k)\n—k 0/ \n 1/\n—-1 2)\n—2 n) \0 nj)’
(b) Considere o problema de formar comissoes de n pessoas a partir de um grupo de n homens
e n mulheres. Conte essas comissoes de duas maneiras diferentes: 2 diretamente, 22 dividindo
em casos, conforme o nimero de mulheres que a comissao contém. Comparando os resultados,

obtenha nova demonstragao de (3).

(c) Aplique o Binomio de Newton a ambos os lados da igualdade (1 + x) an

= (1+x>n(1+x)n.
Comparando a expressao do coeficiente de ™ de ambos os lados, obtenha a identidade (3).

(usar diagramas de ruas?)

Problema 35.

O objetivo deste exercicio é dar duas demonstracoes diferentes para a identidade
- n
k =n2" 1,
> k()
k=1

(a) Demonstragao combinatdria: Considere o conjunto de todas as possiveis comissoes tendo
uma pessoa designada para presidente, que se pode formar a partir de uma conjunto de n pessoas
(uma comissao pode ter um nimero qualquer de pessoas, de 1 a n). Conte este conjunto de

comissoes de duas maneiras diferentes e compare os resultados.

Sugestao: Um método é, depois de escolhida a comissao, escolher o presidente entre seus
membros. Outro método é escolher primeiro uma pessoa para ser o presidente e depois escolher
m
e . ~ . m
o restante da comissdo. Use o fato acima: se |B| = m, entdo B possui E (k:) = 2™
k=0

subconjuntos.

(b) Tome a expressao

(1+2)" = zn: (Z)ﬁ

k=0
que se obtém aplicando o binomio de Newton, derive em relacao a x e substitua x = 1.
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Problema 36.

O objetivo deste exercicio é dar duas demonstragoes diferentes para a identidade
= n
Z k? (k‘) =n(n+1)2"2
k=1

(a) Demonstra¢ao combinatoria: Considere o conjunto de todas as possiveis comissoes tendo
uma pessoa designada para presidente e uma para secretario, podendo a mesma pessoa acumular
os dois cargos, que se pode formar a partir de uma conjunto de n pessoas (uma comissao pode
ter um numero qualquer de pessoas, de 1 a n). Conte este conjunto de comissdes de duas

maneiras diferentes e compare os resultados.

Sugestao: Um método é, depois de escolhida a comissao, escolher o presidente e o secretario
entre seus membros. Outro método é escolher primeiro uma pessoa para ser o presidente, uma

pessoa para secretario e depois escolher o restante da comissao. Use o fato acima: se |B| = m,
m

m
entdo B possui Z < k;) = 2™ subconjuntos.
k=0

(b) Tome a expressao

(1+2)" = zn: (Z):vk

k=0
que se obtém aplicando o binémio de Newton, derive em relacao a xz, depois multiplique a

expressao obtida por x, derive mais uma vez em relacao a x e substitua x = 1.

Problema 37.

O objetivo deste exercicio é dar duas demonstragoes diferentes para a identidade
Z k(k—1) (Z) =n(n—1)2""2
k=2

(a) Demonstragao combinatoria: Considere o conjunto de todas as possiveis comissdes tendo
uma pessoa designada para presidente e outra para vice-presidente, que se pode formar a partir
de n pessoas (portanto as comissoes vao conter ao menos 2 pessoas). Conte essas comissoes de

2 maneiras diferentes e compare os resultados.

Sugestao: Um método é, depois de escolhida a comissao, escolher o presidente e o vice-

presidente entre seus membros. Outro método é escolher primeiro uma pessoa para ser o

14



presidente e outra para vice-presidente e escolher depois o restante da comissao. Use o fato
m

. ~ . m . R ~
acima: se |B| = m, entdo B possui E < ) = 2™ subconjuntos e a mesma ideia da questao

_ k=0
anterior.

(b) Tome a expressao

(1+2)" = Xn: <Z> zF

k=0

que se obtém aplicando o binomio de Newton, derive duas vezes em relacao a x e depois faca

a substitucao x = 1.
Problema 38.
Prove a identidade
2n —1 - I n\ >
n = )
n—1 k
k=1

(a) Demonstragao combinatoria: Dados um conjunto de n homens e n mulheres conte de duas
maneiras diferentes todas as comissoes de n pessoas com um homem escolhido para ser o lider

dos homens.

(b) Demonstracao utilizando o binémio de Newton: Considere

o (£6) (£6))

derive em relacao a z, substitua y = x e finalmente identifique o coeficiente de 2"~ dos dois

lados da igualdade.

Problema 39. ( Olimpiada Chinesa — 1994)

O objetivo desta questao é provar a identidade

<2nn+ 1) N g ? (Z) (L(nn—_kf /2 J)' (4)

Demonstracao combinatoria: Consideremos uma turma com 2n alunos, n meninos e n meninas,
e sua professora T'. Denotemos as meninas por aq, as, ..., a, € 0s meninos por by, bs, ..., b,. Para

1 < i < n, consideremos os pares de alunos (a;, b;). A turma tem n ingressos para um jogo de
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futebol entre Brasil e Argentina. Consideremos o nimero de maneiras de encontrar n pessoas
. . , . ;7 (2 1 ’
entre as 2n + 1 da classe para ir para o jogo. A resposta ébvia é ( ”; ) Por outro lado, noés

também podemos calcular esse nimero da seguinte maneira...

Problema 40.

O objetivo desta questao é dar trés demonstragoes diferentes para o fato de que sempre que

n >1rem > r, vale a seguinte identidade (Convolu¢ao de Vandermonde) .

()= @) ()0 G+ () ()

(a) Demonstracao combinatdria: Sejam A e B dois conjuntos disjuntos com | A |= n e
| B |=m. Considere a colegao

F={CCAUB| |C|=r}
Conte os elementos de F dividindo em casos, de acordo com quantos elementos eles tém em

comum com A.

(b) Demonstragao utilizando o Binémio de Newton: Considere
(1+2)"" = (1+2)" (1+2)",

expanda os 3 binomios, e compare o coeficiente de 2" nos dois lados da igualdade.

(c) O objetivo deste item é mostrar uma maneira diferente de provar a mesma identidade
acima: usando um diagrama de ruas e quadras. Para simplificar, s6 se pede que vocé faga um

caso particular.

No diagrama de quadras e ruas abaixo, considere todos os caminhos (de minima distancia) de
O para A (na figura, caminhos indo sempre para cima a para a direita) e conte-os dividindo em
casos, de acordo com o ponto onde cruzam a diagonal com os pontos marcados com quadrados,
correspondendo as esquinas cuja distancia de O é 8 quadras. Considerando todos os casos

possiveis, obtenha um caso particular da identidade da questao anterior.

(d) Novamente, dividindo todos os caminhos (de minima distancia) de O para A em casos, de

acordo com o ponto em que cruzam a diagonal de pontos circulados, obtenha uma igualdade
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similar a obtida na parte (a).

m
=s)

m
=s)

m
=s)

O

Problema 41.
Para k,n > 1 fixados, considere a pergunta: de quantas maneiras pode-se expressar
T+ x93+ 23+ -+ x =n, ondeos x; sao inteiros nao negativos?

Por exemplo, de quantas maneiras pode-se escrever x; + o + x3 = 47 Algumas possibilidades

sao: 1+340=4, 0+1+3=4, 14+2+1=4, etc.

Além do método visto em aula, é possivel usar um diagrama de ruas e quadras para resolver
este problema. Cada maneira de escrever x1 +xs+ 23+ -+, = n pode ser visualizada como

uma trajetéria, cada x; representando niimero de passos para cima. Por exemplo,

A A
IEQZZ IE2:3
$3:1 ngZO
O O
1+ 2+ 1=4 1+3+0=4
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(a) Conte desta maneira o nimero de diferentes solugoes da equagao

1+ a9+ 23+ 24 =7 onde cada z; ¢é inteiro com z; > 07

(b) Quantas diferentes combinagoes de moedas de 1, 5, 10, 25 e 50 centavos pode um cofrinho

conter, sabendo que ao todo ele contém 20 moedas?

Problema 42.

Considere o lancamento de um dado n vezes e seja .S a soma dos valores obtidos nos lancamentos.

Seja x; o resultado obtido no i-ésimo lancamento. Entao o ntimero de solugoes da equagao

S —6k—1
,le—l—xg—i-""i‘xn:‘s? com 1§xz§67 éiguala Z(_l)k(z>( 1 )
n —
k=0

Problema 43.

Um fazendeiro que dispoe de R$ 60.000,00 pretende gastar essa importancia na compra de
cavalos e bois. Sabendo cada cavalo custa R$ 700,00 e cada boi R$ 650,00, obtenha uma

equacao diofantina que modele este problema.
(a) Quantas e quais sao as solugoes desse problema?

(b) Qual o ntimero de bois e cavalos que ele deve comprar se quiser comprar a maior quantidade

de animais?

Problema 44.

Sejam a e b inteiros positivos relativamente primos. Mostre que a equagao ax + by = ¢ tem

solugoes inteiras nao negativas para todo ¢ >ab—a —b. Ese c=ab—a — b?

Problema 45.

(a) Um dado perfeito tem as faces marcadas com 1,1,2,2,3,3. O dado vai ser langado duas

vezes. Qual a probabilidade de que a soma dos resultados seja par?
(b) E se o dado for lancado n vezes e n comegar a crescer, o que acontece com esta probabilidade?

Sugestao: comecar a calcular a probabilidade nos casos n = 3,4, 5 e fazer uma conjectura.
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