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ARITMETICA EM RETAS E CONICAS
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Muitos problemas concretos versam sobre quantidades inteiras: ntimero de pessoas, de caixas, de latas, de obje-
tos em geral; pregos (em centavos), etc. A concepcao e a solugdo de problemas nos quais as “quantidades” envolvidas
sao inteiras é bastante antiga e, hd indicios, que estas ocupavam um lugar central no conhecimento matematico
chinés, grego e drabe. Chamamos Equacao Diofantina uma equagio polinomial (em vérias varidveis) com coefi-
cientes inteiros e da qual procuramos obter solugdes inteiras (ou racionais). O estudo de Equagdes Diofantinas é
milenar e sua motivacao inicial estd ligada a tais problemas concretos cujas solugoes sao inteira. Pitagoras, Diofanto,
Euclides, Fermat, Euler, Gauss dentre muitos outros, foram matemaéticos intensamente preocupados com questoes
aritméticas e contribuiram para o desenvolvimento deste ramo da Matemdtica, muitas vezes chamado Teoria dos

Nimeros ou, simplesmente, Aritmética.

Uma Equagdo Diofantina em duas varidveis representa uma curva no plano (dada implicitamente por essa
equagao cartesiana). Solugoes inteiras (ou racionais) da Equagao Diofantina corresponde a pontos com coordenadas
inteiras (ou racionais) na curva em questdo. Uma solugao inteira (racional) de uma Equagao Diofantina em duas
varidveis é um par ordenado que chamaremos ponto inteiro (racional). O casamento entre a Aritmética e a Ge-
ometria foi muito bem sucedido e Fermat foi um dos pioneiros na utilizacao de métodos geométricos para resolver
equagoes diofantinas.

Muitas importantes questoes aritméticas de cardter qualitativo sé puderam ser resolvidas gragas a utilizacao
de métodos geométricos (cada vez mais sofisticados) e o ramo da matematica que se ocupa desta interagao é hoje

chamado Geometria Aritmética. As principais questoes qualitativas que podem ser feitas neste contexto sao:
(i) Existéncia de ponto(s) racional(is);
(ii) Decisao entre a finitude ou infinitude do conjunto dos pontos racionais;
(iii) Existéncia de ponto(s) inteiro(s);
(iv) Deciséo entre a finitude ou infinitude do conjunto dos pontos inteiros.

No caso das curvas todas essas questoes ja foram praticamente completamente respondidas, mas a tecnicalidade
necesséaria para o entendimento das respostas (e também dos alguns enunciados de teoremas!!!) fogem completa-
mente aos nossos objetivos. Algumas dessas questoes foram respondidas no fim do século XX e estao relacionadas
com a mais sofisticada matemética até entdao concebida. Para citar, o Ultimo Teorema de Fermat (demonstrado
por Wiles, A.) e o teorema de Faltings (sobre a finitude do conjunto de pontos racionais para curvas de género
maior que 1) estdo relacionados diretamente com algumas das questdes propostas. Ambos os trabalhos renderam
medalhas Fields a seus idealizadores.

Estaremos interessados em tratar alguns problemas aritméticos classicos com uma abordagem geométrica elementar
(e veremos que isso é efetivamente possivel!ll). Os problemas especificos que abordaremos versam sobre a procura
de solugoes inteiras e/ou racionais em equagbes polinomiais a duas varidveis (com coeficientes inteiros) de graus
um e dois. Geometricamente essas sd@o as Retas e as Conicas (dai o nome do minicurso, Aritmética em Retas e

Conicas).
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As retas, tendo sido completamente entendidas a séculos, sdo classicamente chamadas Equacoes Diofantinas
Lineares. Aqui, daremos um tratamento um pouco mais geométrico ao estudo de tais equagoes.
No caso das conicas, além de resultados gerais, como o Método das Tangentes e das Secantes, de Fermat, faremos um
estudo detalhado de dois problemas classicos especificos: Inteiros que sao Soma de dois Quadrados e as equagoes
de Pell-Fermat. Para tratar esses problemas introduziremos a teoria de Minkowski no plano, de maneira auto
contida. Por fim enunciaremos o principio Local-Global para as conicas cuja demonstracdao pode ser obtida a partir
do teorema de Minkowski no espago (cuja demonstragio é analoga aquele do plano), mas nédo procederemos com
a mesma. Daremos referéncias que seguem essa linha de raciocinio para os leitores que, porventura, quiserem dar

continuidade ao estudo da assim chamada Geometria Aritmética.
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