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Introducao

As primeiras preocupagdes matematicas do ser humano diziam respeito aos nimeros e as formas. A Aritmética (do
grego dpifups = nimero) foi concebida como o estudo dos niimeros, em especial dos niimeros inteiros. A geometria
(do grego yewutpiae = medicoes da terra) é o estudo das formas - sdo casos especiais as retas, os poligonos e as

conicas. Vamos tentar explicar do que se trata Aritmética em Retas e Conicas.

Ha indicios historicos de que os problemas aritméticos ocupavam um lugar central entre o conhecimento
matematico em varias civilizagoes antigas e medievais. Na India destacamos os mateméticos Baudhayana (800
AC), Apastamba (600 AC), Aryabhata e Bhaskara I (século VI), Brahmagupta (século VII), Mahaviara (século
IX) e Bhaskara II (século XII). Na Grécia antiga (periodo helenistico): Pitagoras (500 AC), Arquimedes (300 AC),
Euclides (300 AC), Diofanto (250). Na China Zhou Bi Suan (300 AC) e Ch’in Chiu-Shao. Citamos ainda os
matematicos Mulgumanos Ibn al-Haytham (séculos X-XI ), Kamal al-Dim al-Farisi (séculos XIII-XIV). Todos esses
matematicos estavam intensamente preocupados com questoes aritméticas e contribuiram para o desenvolvimento
deste ramo da Matemadtica. Os principais livros desse perfodo sao Os Elementos de Euclides (300 AC), Jiuzhang
Suanshu “Os nove capitulos da Arte Matematica” (autor chinés desconhecido-300 AC), Aritmética de Diofanto(250)
e Brahma Sphuta Siddhanta de Brahmagupta(628) traduzido em Arabe(773) e Latin(1123).

A motivagao inicial do estudo da aritmética estava centrada em problemas concretos com solugoes inteira. Os
mais dificeis desses problemas ficaram famosos por serem (ou parecerem ser) indeterminados. Consideremos, por
simplicidade, o seguinte exemplo:

(Problema proposto por Euler) Um grupo de homens e mulheres gastaram, em uma taverna, 1000 patacas. Cada

homem gastou 19 patacas e cada mulher 13. Quantos eram os homens e quantas eram as mulheres?

Nos séculos XVII e XVIII nasce uma nova fase a partir dos trabalhos de Fermat, Euler, Gauss, Lagrange, Leg-
endre. Gauss, em seu memoravel Disquisitiones Arithmeticae (1801) escreve :
The celebrated work of Diophantus, dedicated to the problem of indeterminateness, contains many results which
excite a more than ordinary regard for the ingenuity and proficiency of the author, because of their difficulty and the
subtle devices he uses, especially if we consider the few tools that he had at hand for his work... The really profound
discoveries are due to more recent authors like those men of immortal glory P. de Fermat, L. Euler, L. Lagrange,
A. M. Legendre (and a few others).

Nessa nova fase foi o interesse intrinseco na Aritmética que impulsionou as novas descobertas.

De maneira parnasiana, a Aritmética passa a fazer “Matemadtica pela Matematica”e muitos de seus problemas,
de enunciado simples e intrigantes, nao tém conexao alguma com questoes concretas. Alguns desses problemas
duraram séculos até serem solucionados. Como, por exemplo o famoso

(Ultimo Teorema de Fermat, 1637) E impossivel para um cubo ser escrito como a soma de dois cubos ou uma quarta
poténcia ser escrita como a soma de duas quartas poténcias ou, em geral, para qualquer niumero que € uma poténcia
maior que a sequnda ser escrito como a soma de duas poténcias com o mesmo expoente(demonstrado por Wiles, A.
em 1995)

Dentro desse contexto, nao nos propomos fazer contextualizagoes “artificiais”, uma vez que as mesmas parecem
ter efeito negativo, como dizia, hiperbolicamente, Maiakoviski em sua auto biografia “Eu mesmo”:
Meus estudos: Mamde e primas de vdrios graus ensinavam-me. A aritmética parecia-me inverossimil. Era preciso
calcular peras e magas distribuidas a garotos. Contudo, eu sempre recebia e dava sem contar, pois no Cducaso hd
frutas a vontade. Foi com gosto que aprendi a ler.



Observamos que os problemas lineares indeterminados que foram estudados desde a antiguidade, algebricamente,
sdo escritos da forma ax + by = ¢, com a,b,c € Z. Outros, mais dificeis, mas também milenares sdo 22 = z2 + ¢
(estudados na India, China e Grécia) e 22 — dy?> = 1 (estudados na fndia) ou z" + y™ = 2" (de Fermat). Eles

possuem uma caracteristica em comum: todos sao “polinomiais”em varias variaveis.

Chamamos Equacdo Diofantina (em homenagem ao matematico Diofanto de Alexandria) uma equagao polino-

mial (em vérias varidveis) com coeficientes inteiros e da qual procuramos obter solugdes inteiras (ou racionais).

O nosso enfoque ¢ a ligacdo entre a Geometria e Aritmética, assim, para nds, uma Equacao Diofantina em duas
varidveis representa uma curva no plano. Solugoes inteiras (ou racionais) da Equagdo Diofantina correspondem a
pontos com coordenadas inteiras (ou racionais) na curva que chamaremos ponto inteiro (ou racional). O casamento
entre a Aritmética e a Geometria foi muito bem sucedido e Fermat foi um dos pioneiros na utilizagao de métodos

geométricos para resolver Equagoes Diofantinas.

Importantes questoes aritméticas de carater qualitativo sé foram resolvidas gracas a utilizacao de métodos
geométricos (cada vez mais sofisticados). As principais questdes qualitativas que podem ser feitas neste contexto

sao:
(i) Existéncia de pontos racionais;

)
(ii) Decisao entre a finitude ou infinitude do conjunto dos pontos racionais;
(iii) Existéncia de pontos inteiros;

)

(iv) Decisao entre a finitude ou infinitude do conjunto dos pontos inteiros.

No caso das curvas as questoes (i), (ii) e (iv) ja foram praticamente respondidas para grau menor ou igual a trés.
No caso geral apenas as questoes (ii) e (iv) estao solucionadas, mas a matematica envolvida é muito avangada. Para
citar o importanto teorema de Faltings, G. que implica, em particular, que toda curva plana lisa com coefcientes

inteiros e grau maior que 3 possui somente um ndmero finito de pontos racionais(1983).

Estaremos interessados em tratar alguns problemas aritméticos classicos com uma abordagem geométrica el-
ementar. Os problemas especificos que abordaremos envolvem a procura de solugdes inteiras (ou racionais) em
equagOes polinomiais a duas varidveis (com coeficientes inteiros) de graus um e dois. Geometricamente essas sdo as
Retas e as Conicas (daf o nome do minicurso, Aritmética em Retas e Cénicas).

Daremos um tratamento um pouco mais geométrico ao estudo das retas. No caso das cOnicas, além de resultados
gerais, faremos um estudo detalhado de dois problemas cléssicos especificos: Inteiros que sao Soma de dois Quadra-
dos 22 + 32 = n e as equacdes de Pell-Fermata? — dy? = 1. Para tratar esses problemas introduziremos a teoria
de Minkowski no plano, de maneira auto contida. Daremos referéncias que seguem essa linha de raciocinio para

aqueles que quiserem dar continuidade ao estudo da assim chamada Geometria Aritmética.



1 Aritmética em Retas

Consideremos os trés problemas a seguir, como motivagao inicial:

Exemplo 1.1. Uma crianga afirma que suas 1000 bolinhas de gude puderam ser guardadas algumas em latas
grandes com 65 bolinhas cada uma e outras em latas menores com 26 bolinhas cada uma, de modo que todas as
latas estavam completas. Reflita sobre a afirmagao da crianga, procurando descobrir a quantidade de latas grandes

e a quantidade de latas pequenos.

Exemplo 1.2. Um pai, no comeco do ano letivo, teve que comprar livros e cadernos para seus filhos. Cada livro
custou R$50,00 e cada caderno R$17,00. Sabendo que o pai gastou R$570,00 determine a quantidade de livros e

cadernos comprados.

Exemplo 1.3. Um general decide dividir seu batalhdo em colunas de 31 soldados e percebe que sobram 4 entao
tentou dividi-los em colunas de 50 soldados cada, desta vez sobrou um tnico soldado. Determine o niimero de

soldados deste batalhao sabendo que tal nimero é menor que 1500.

Os trés sao problemas similares nos quais os métodos algébricos elementares para resolvé-los, via equacoes, se

depara com um grande inconveniente:
UMA EQUACAO, DUAS INCOGNITAS

Esse tipo de problema comumente é dito ser INDETERMINADO. Entretanto, o tipo de incégnita implicita

nestes problemas é inteira (e positiva)...

Geometricamente, uma equacao linear em duas incognitas representa uma reta no plano, ou seja, todas as
solugoes de um problema desses, no conjunto dos niimeros reais, correspondem a uma reta no plano. Se procuramos
solugoes inteiras destas equacoes lineares, entao estamos buscando pontos desta reta que estao situados sobre o

reticulado inteiro do plano, Z2 C R2.

Problema 1.1. Mostre que o problema do exemplo 1.1 ndo possui solugao inteira, ou seja, a crianca nao falava a

verdade.

1.1 Pontos Inteiros em Retas

Considere uma reta £ = {(x,y) € R?|bz +cy = a} com coeficientes inteiros a, b, c € Z. Supondo que essa reta possui
algum ponto (xg,yo) € Z% com coordenadas inteiras, entdo podemos concluir que a mesma possui uma infinidade

de pontos inteiros.

Com efeito, se v = (¢, —b) é um vetor diretor desta reta, entdo os pontos (zx, yx) = (xo + ke, yo — kb) com k € Z
sao pontos inteiros da reta. O problema consiste em determinar se esses sao todos os pontos inteiros da reta. E
claro que se mdc(b,c) = d # 1, entdo devemos ter que d|a pois d|b e d|c implica que d|bxy + cyo = a. Em outras

palavras, as equagbes em que d Jfa nao possuem solugao inteira.

No caso em que d|a podemos escrever b = df3, ¢ = dy e a = da e encontrar uma nova equagao (simplificada)
fr+yy=a

que é uma equacgao da mesma reta ¢ que possui um ponto inteiro (zo,yo) € Z2. Um vetor diretor simplificado para
esta reta é w = (v, —3). Redefinindo (zy,yx) = (xo + kv, yo — kB) em que k € Z, concluimos que todos os pontos



(zk, yr) s@o pontos inteiros da reta e a verdade é que estes sdo todos os pontos inteiros da reta .

Poderiamos pensar nesse processo como uma simplificagao do vetor diretor inteiro da reta £. Com efeito, o vetor
diretor de uma reta estd definido a menos de multiplo escalar (ndo nulo) e, portanto, a menos de sentido, existe um
unico vetor diretor cujas coordenadas sao inteiros coprimos (supondo a existéncia de um vetor diretor inteiro). Tal

vetor serd chamado o vetor inteiro irredutivel.

Proposigao 1.2. Seja |l = {(z,y) € R%|bx + cy = a} uma reta com coeficientes inteiros a,b,c € Z*?. Suponhamos
que a reta possua um ponto inteiro (xg,yo) € Z2. Seja w = (—v, ) o vetor diretor inteiro e irredutivel da reta l,
entao todos os pontos inteiros da reta sao:

(zr, yx) = (xo + kv, 50 — kB)

em que k € Z.

Prova: E claro que todos esses pontos sdo pontos inteiros da reta, pois, a menos de sinal, w = § em que

v = (¢, —b) e d = mdc(b,c). Logo, bxy + cyr = bxo + cyo + b — cg = bxg + cyo = 0, pois (xg,yo) € . S6 nos resta
mostrar que esses sao todos os pontos inteiros da reta.

Suponhamos, por absurdo, que exista um outro ponto inteiro em I, Q = (z*,y*) € £ N Z2 Digamos que,
no sentido de nossa parametrizacao, esse ponto esteja entre os pontos inteiros Py e Pyi1. Isso d& origem a dois

triangulos retangulos semelhantes com hipotenusa sobre a reta e catetos nas direcoes horizontal e vertical.

P(k+1)

P(k) J I

O cateto horizontal do menor tridngulo tem comprimento inteiro h < |7y| e o cateto vertical do menor tridngulo

tem comprimento inteiro s < |3|. Por outro lado, pela proporcionalidade, temos que

h_hil

s B
e isso é um absurdo pois os valores h, s, |y| e | 5] s@o todos inteiros positivos e a fracao % é irredutivel pois, por
hipé6tese, mde(vy, 8) = 1. O

Problema 1.3. Encontre uma solugao particular do sequndo problema, exemplo 1.2, e use a proposi¢cao anterior

para encontrar todas as solugdes inteiras e positivas do mesmo. (Apds parametrizar vocé deve impor que z > 0 e
y>0.)

1.2 O Algoritmo Estendido de Euclides

Primeiramente, vamos relembrar o algoritmo de Euclides para o célculo de mdc de dois nimeros inteiros. Sejam

b e c dois nimeros inteiros e suponhamos que b > ¢ > 0. Dividindo b por ¢ obtemos quociente q e resto r, r < ¢



satisfazendo:

b=rcq+r.

E f4cil mostrar que:
mde(b, ¢) = mdc(e,r).

Mais precisamente, o conjunto dos divisores comuns de b e ¢ coincide com o conjunto dos divisores comuns de ¢
e r. De fato, se d|b e d|c, entdo d|r = b — ¢q e, reciprocamente, se d|c e d|r, entdao d|b = cq + r. Se procedermos,
iteradamente, com este método, como os restos vao diminuindo, apés um numero finito de iteragoes obtemos resto
igual a zero e entdo o algoritmo pdra. Quando o resto for igual a zero, obtemos uma relacao de divisibilidade el f

neste caso, mdc(e, f) = e é igual ao ultimo divisor obtido.
Teorema 1.4. Algoritmo de Euclides
Sejam b > ¢ > 0 dois nimeros inteiros. Existe um algoritmo efetivo para encontrar o mde(b,c) a partir de (um
nidmero finito de) sucessivas divisoes com resto.
Prova: Algoritmo
Sejam r_; = b, rg = ¢ e facamos as divisdes sucessivas de r por rx11 em que k = —1,0,...,n (em que n é o

passo em que o resto é zero).

Tk = Tk+1qk+1 + Tk+2-

Pelo anteriormente exposto mdc(ry, 7y, ,,) = mdc(ryy1,7,,,). O algoritmo funciona bem pois sempre temos
T > rg+1 €, como todos sdo ndo negativos(ry > 0), entdo 7,41 = 0 para algum n. Nesse caso rn—1 = rnqn €,

portanto, mde(rp_1,7n) = Tn.

Logo,

mde(b, c) = ... = mde(rg, Ti41) = .. = mde(rp—1,7n) =Ty

d

O algoritmo estendido de Fuclides é um método interativo de obter, para cada um dos restos encontrados no

algoritmo de Euclides, uma expressao do tipo:
ry = bxg + cyx

na qual xx e yi sao inteiros.

O algoritmo estendido de Euclides nos permite demonstrar o seguinte teorema conhecido por Lema de Bézout:

Teorema 1.5. Algoritmo Estendido de Euclides - Lema de Bézout

Sejam b e ¢ nimeros inteiros, b > ¢ > 0, e seja d = mdc(b,c). Entao existem inteiros x e y tais que:
bx + cy = d.
Além disso, os inteiros x e y podem ser efetivamente calculados a partir de um algoritmo finito.

Prova: Com as mesmas notacoes estabelecidas no teorema anterior, vamos proceder interativamente para de-

terminar x e yr de modo que bxy + cyr = 7.

Claramente, se k = —1, entdo podemos escolher x_; = 1 e y_; = 0 pois 1.b + 0.c = b. Se k = 0 podemos

escolher g = 0 e yo = 1, pois 0.b + 1.c = ¢. Agora, suponhamos que k£ > 1 e suponhamos que ja conhecemos x_o,



Yr_o tais que bry_o + cyr_o = Tr_o € também conhecemos x;_1 e yi_1 tais que brg_1 + cyr_1 = Tk_1-

Como 7, é obtido a partir da divisdo de ry_o por r,_1, temos:
Tk—2 = Tk—1qk—1 + Tk
substituindo as expressoes anteriores para Ty_o € Tr_1, obtemos:
Th = b(Th—2 — qr—1Tx—1) + c(Yr—2 — Qe—1Yk—1)-

Assim, podemos escolher xy = Tp_2 — qr_1Tk—1 € Yp = Yk—2 — Qk—1Yk—1-

O algoritmo vai parar quando 7,41 = 0, € no passo anterior, temos, pelo teorema 1.4, que

d = mdce(b, ¢) = r, = bxy + cyn.

1.3 Equacgoes diofantinas lineares
O teorema que exibiremos a seguir responde de uma vez por todas as indagagoes sobre a aritmética das retas e sua
demonstracao é uma leitura das segoes anteriores.
Teorema 1.6 (Euclides). Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros e defina d = mde(b, ¢). Considere a equacao diofantina
linear:
bx +cy=a

Entao temos:

1. (i) Se dta, entdo a equagdo dada nao tem solugao inteira;

2. (i) Se d | a, entdo a equagao dada tem infinitas solugdes inteiras e, além disso, o conjunto de pontos inteiros

pode ser parametrizado a partir de um ponto particular. Precisamente, fazendo a = da, b = dB e ¢ = dv a

equacao fica da forma:

fr+y=a
e dada uma solugao particular (xzg,yo) nos inteiros, entdo todas as oultras solugdes inteiras da equagdo sdo da
forma:
{ xr = z=ux9+k ke
y = yo—pk
Prova: A primeira parte é trivial. A segunda parte segue da proposi¢ao 1.2 e do teorema 1.5. De fato, do

teorema 1.5 concluimos que a reta possui um ponto inteiro (um ponto inteiro pode ser determinado pelo algoritmo
estendido de Euclides) e, pela proposigao 1.2, sabemos que se uma reta com coeficientes inteiros possui um ponto com
coordenadas inteiras, entao possui uma infinidade de pontos inteiros parametrizados a partir do ponto particular

com multiplos inteiros do vetor diretor irredutivel. 0

1.4 Areas VS Pontos Inteiros em Regioes Poligonais

Existem muitas formas de calcular a drea de um poligono no plano. Vamos apresentar duas delas: a primeira
via determinantes e a segunda, serd o teorema de Pick, que fornece uma maneira combinatéria de calcular area
de poligonos no plano cujos vértices pertencem ao “reticulado padrao” Z2? C R2?, ou seja, seus vértices possuem
coordenadas inteiras. A férmula de Pick fornece uma relacado entre a drea de um poligono simples e o nimero de

pontos inteiros em seu interior e em sua fronteira.



1.4.1 Area de um paralelogramo

Um paralelogramo no plano pode ser definido a partir de dois vetores v,w € R%. Seus vértices serdo 0, v, w e
v+ w. Se considerarmos estes vetores como vetores espaciais (com a tltima coordenada nula), estamos fazendo a
identificagao R? = {(x,vy,2) € R®|z = 0}. Agora, podemos usar o produto vetorial do R? para calcular a drea do

paralelogramo, verifica-se facilmente que
v x w = det(v, w)k = (0,0,det(v,w)).
Ou seja, a area de um paralelogramo no plano gerado pelos vetores v e w é
A =|lv x w|| = | det(v, w)|.
Nessa notagao, det(v, w) é o determinante da matriz quadrada de ordem 2 cujas linhas sdo, respectivamente, as

coordenadas de v e w.

Sejam v € Z? C R?, v = (a,b) e d = mdc(a,b). Vamos dar uma interpretagdo geométrica do nimero d em
termos de drea de parelogramos no plano. Considere o seguinte conjunto A(v) = {det(v,w)|w € Z?}, entao temos

o seguinte
Teorema 1.7. Sejam v € Z? C R?, v = (a,b), d = mdc(a,b) e A(v) = {det(v,w)|w € Z*}. Entdo:
A(v) =dZ = {dm|m € Z}.

Ou seja, o mdc entre as coordenadas do vetor v representa a menor drea de um paralelogramo com vértices inteiros

tendo v como um dos lados.

Prova: Ora,
A(v) = {det(v,w)|w € Z*} = {az + by|z,y € Z} = dZ

O resultado segue diretamente do lema de Bezout, 1.5.

1.4.2 O Teorema de Pick

O teorema de Pick fornece uma maneira combinatéria de calcular a drea de um poligono simples com vértices
inteiros. A férmula de Pick envolve o niimero de pontos inteiros na fronteira do poligono e o nimero de pontos
inteiros no interior do poligono. No presente contexto a férmula de Pick pode ser interpretada como uma forma de

encontrar o nimero de pontos inteiros no interior do poligono.

Definicao 1.8. Um poligono plano € dito ser simples se nao possuir “furos’e se suas arestas so se intersectarem

nos vértices. Um poligono simples pode ser concavo ou convezo.

Teorema 1.9. (Pick) Sejam P C R? um poligono simples cujos vértices pertencem a Z? (pontos do plano com
coordenadas inteiras). Defina F' o nimero de pontos inteiros na fronteira de P (vértices e arestas) e I o nimero

de pontos inteiros no interior de P. Entao a drea do poligono P é

1
A(P)=gF +1-1

Prova: Defina o numero de Pick de um poligono simples P com vértices inteiros por:

1
Pick(P) = JF +1—1.



Se dois poligonos simples possuem uma aresta de mesmo médulo e direcao, entao podemos obter, a partir
deles, um novo poligono identificando essa aresta e deletando-a, o poligono assim obtido é o que chamaremos a

concatenagao dos poligonos iniciais P = Py @ Pa.

Vamos mostrar que o numero de Pick é aditivo por concatenagao. Sejam P;, i = 1,2 dois poligonos simples
com vértices inteiros e com uma aresta de mesmo moédulo e diregao. E sejam F; e I;, respectivamente, o nimero de
pontos inteiros na fronteira e no interior do poligono P;, i = 1,2. Digamos que o segmento comum, na concatenagao

possui k + 2 pontos inteiros.

O nimero de pontos inteiros no interior da concatenacao é

I=hL+L+k

pois, apds a concatenagao, os k vértices (ndo terminais) da aresta deletada vao pertencer ao interior do poligono
P =P ®Pa.

O numero de pontos inteiros na fronteira da concatenagao é

F=F+F-2k+2)+2

pois somando os pontos de fronteira de P; e Ps e subtraindo duas vezes os pontos inteiros da aresta deletada so

faltam os terminais da aresta deletada para completar os pontos inteiros na fronteira de P.

Calculando o numero de Pick de P, temos:
1
chk‘(P) = §(F1 + Fy — Q(k + 2) + 2) + L+ 1L+ k= PZCk‘(Pl) + P’LC]C(PQ)

Agora note que todo poligono simples no plano pode ser subdividido em tridngulos de modo que o vértice de
cada triangulo seja algum vértice do poligono. Assim, todo poligono com vértices inteiros pode ser subdividido em
triangulos com vértices inteiros. Pelo resultado de aditividade por concatenacao, podemos nos reduzir ao caso de

triangulos com vértices inteiros para provar o teorema de Pick.

Todo triangulo com vértices inteiros pode ser inscrito em um retédngulo horizontal com vértices inteiros. Assim

podemos nos reduzir aos triangulos retangulos horizontais ou melhor, aos préprios retangulos horizontais.



Todo triangulo horizontal é formado por concatenacao de quadrados 1 x 1. Assim, se verificamos a férmula de

Pick em quadrados 1 x 1, entao vale o teorema de Pick em geral

Para um quadrado 1 x 1 temos: A =1, F =4, I =0, e efetivamente,

1 1
A=1=-440-1=-F+T1-1
2 * 2 +

Observagao 1.10. Ver, por exemplo, Lages Lima, E. [9]. A secdo intitulada Como calcular a drea de um poligono
se vocé sabe contar

Como haviamos dito queremos olhar para a formula de Pick de outra forma:
1

E sabemos que a drea pode ser calculada de varias formas. Gostarfamos de terminar essa se¢do mostrando como

calcular I' de maneira instantanea.

Proposigao 1.11. Seja P = AgA1As...A,,_1A,, com A, = Agy, um poligono simples no plano com vértices inteiros,

isto é, A; € Z. Defina v; = A;_1A; = (a;,b;) e d; = mdce(a;, b;). Entdo o nimero de pontos inteiros na fronteira de
n
PEF=> d.
i=1

Prova: Primeiramente lembramos que, a partir do argumento utilizado na proposicao 1.2, um segmento de
reta PQ com P,Q € Z2 tal que v = PQ = (a,b) com mdc(a,b) = 1, entdo nio existe ponto inteiro no interior do
segmento. Verifique na figurall!

Sejam P.Q € Z> C R?2 e v = w = (a,b) dois vértices consecutivos do poligono, entdo o niimero de pontos
inteiros na aresta PQ é igual a d+1 em que d = mdc(a,b). Com efeito, basta dividir o segmento PQ em d segmentos

cujo vetor que o representa tenha coordenadas inteiros coprimos.

Para concluir note que cada aresta A;_1A; do poligono vai possuir, em seu interior(sem contar os vértices),

d; — 1 pontos inteiros. Logo o niimero de pontos inteiros na fronteira do poligono sera

zn:di—n—kn
i=1

—n corresponde a —1 para cada aresta e +n corresponde aos vértices do poligono. O

1.5 Problemas

1. Vocé possui muitos palitos com 6cm e 7em de comprimento. Qual o nimero minimo de palitos que vocé

precisa utilizar para fazer uma fila de palitos com comprimento total de 2 metros?

2. (Problema proposto por Mahavira, 850) 5 pilhas de frutas mais duas frutas foram divididas (igualmente)
entre 9 viajantes; seis pilhas mais quatro foram divididas por 8; quatro pilhas mais 1 foram divididas por 7.

Determine o menor nimero possivel de frutas em cada pilha.

3. (Problema proposto por Bhaskara 1; Século VI) Encontre o menor ntmero natural que deixa resto 1 quando

dividido por 2,3,4,5,6 mas é exatamente divisivel por 7.



10.

11.

12.

13.

(Proposto por Euler) Uma pessoa comprou cavalos e bois. Foram pagos 31 escudos por cavalo e 20 escudos
por boi e sabe-se que todos os cavalos custaram 7 escudos a mais do que todos os bois.Quantos cavalos e

quantos bois foram comprados?

(Problema do século XVI) Um total de 41 pessoas entre homens, mulheres e criangas foram a um banquete e
juntos gastaram 40 patacas. Cada homem pagou 4 patacas, cada mulher 3 patacas e cada crianga um tergo

de pataca. Quantos homens, quantas mulheres e quantas criancas havia no banquete?

. Na Russia a moeda se chama rublo. Existem notas de 1, 3 e 5 rublos. Mostre que nao ¢é possivel pagar 25

rublos com exatamente 10 notas com os valores citados.

. Prove que toda quantia inteira maior ou igual a R$4,00 pode ser paga utilizando notas de R$2,00 e R$5,00.

. Sejam a, b, ¢ € Z ntimeros inteiros positivos e suponha que a > bc. Mostre que a equagao

br+cy=a

possui solugao inteira nao negativa (m,n) € Z, m,n >0

. Dado v € Z?> C R% v = (a,b), com mdc(a,b) = 1, mostre que existe w = (¢,d) € Z?> C R? tal que o

paralelogramo gerado por v e w nao possui ponto inteiro em seu interior.

Prove que todo poligono simples com vértices inteiros possui area cujo dobro é um nimero inteiro.

Mostre que um tridngulo plano com vértices inteiros tem area minima A = % se, e somente se, o triangulo

nao possui ponto inteiro no seu interior. Mostre que de fato essa é a drea minima.

Mostre que no plano existem triangulos com vértices inteiros de drea minima A = % com perimetro arbitrari-

amente grande.

Um agricultor possui um terreno poligonal e deseja plantar pés de milho em seu interior. Suponhamos que,
apds uma escolha de eixos coordenados os vértices do poligono e os pés de milho vao corresponder a pontos
com coordenadas inteiras. Determinar o nimero de pés de milho que podem ser plantados supondo que os
vértices do poligono sao: A = (0,0,), B = (8,0), C = (15,10), D = (12,20), E = (10, 15) e F = (0, 10).



2 Aritmética em Conicas

2.1 Introdugao

Uma curva algébrica plana em R? é dada como o conjunto solucdo de uma equacao polinomial em duas varidveis.

C={(z,y) eR*| f(z,y) =0}

E consideramos que esse conjunto é nao vazio e nao consiste de um numero finito de pontos. Chamamos conica
a uma curva algébrica plana definida por um polinémio de grau dois. Nao estaremos interessados no caso em que
o polinomio seja redutivel, pois, nesse caso seu conjunto de zeros serd um par de retas. E muito conhecido, da

geometria analitica béasica, que as tinicas conicas irredutiveis sao: pardbola, hipérbole e elipse.

As formas candnicas com coeficientes inteiros das conicas sdo as seguintes:

1. Parabolas
C = {(z,y) € R? | ax® + by = 0}

a#0eb#0
2. Hipérboles
C={(z,y) € R? | ax® — by* = ¢}
a,b,c >0
3. Elipses
C={(z,y) €R* | az® +by* = c}
a,b,c >0
4. Circulos Sao elipses especiais para as quais a = b

C={(z,y) eR* | 2® +y* =r%}

Observagao 2.1. Quando estamos interessados no conjunto de pontos racionais de uma conica, entdo podemos
efetivamente nos reduzir a sua forma candnica. De fato, o método de diagonalizacao de uma forma quadratica

funciona sobre qualquer corpo de caracteristica diferente de 2.

Entretanto nao é verdade o mesmo sobre os inteiros! Estaremos, de fato, fazendo uma simplificacdo ao supor

uma coOnica na forma candnica para tratar de questoes sobre seu conjunto de pontos inteiros.

2.2 O Método das Tangentes e das Secantes de Fermat

Nessa Secao vamos apresentar o Método das Tangentes e das Secantes de Fermat. Tal método foi utilizado por

Fermat em conicas e cubicas, por motivacoes aritméticas. Explicaremos o método somente para as conicas.

Para encontrar a intersecao de uma reta e uma conica devemos resolver o sistema de equagoes em duas variaveis
consistindo de uma equacao linear e uma quadrética. Substituindo y = mx + n, a equacdo da reta, na equagao da
cOnica, o sistema fica reduzido a uma equagao do segundo grau em uma unica varidvel. Digamos que a equagao do
segundo grau seja

az? +bx+c=0.

Se a reta e a conica possuem coeficientes racionais, entao a,b,c € Q. Sabemos que as raizes da equagao do

segundo grau fornece abcissas dos pontos de interse¢dao. Se temos uma raiz racional, entdo a outra raiz serd também

racional (pois o produto das raizes ¢ igual a £, que é racional). Verifique!!!



Podemos sumarizar o Método das Secantes e das Tangentes de Fermat da seguinte forma:

Sejam C uma conica, P € C e £ uma reta que nao passa por P = P;. Seja ? a reta paralela a ¢ passando por P

e CN{ = {Py, P} (nfo necessariamente distintos) entio a funco:

¢: C\{Pl,Pg} —_— Y/
Q —  PQN{=R(Q)

é inversivel, sendo sua inversa a seguinte funcgao:

d)il: / — C\{Pl,PQ}
R TRQCZQ(R)

Teorema 2.2. Seja C C R? uma cénica com coeficientes racionais. Suponhamos que o conjunto dos pontos

racionais de C seja nao vazio, entdo a conica C possui uma infinidade de pontos racionais.

Prova: Basta utilizar o Método das Tangentes e das Secantes de Fermat. O

Consideremos, agora dois exemplos: o primeiro fornece uma parametrizacao do circulo unitdrio (sem usar senos

e cossenos).

Exemplo 2.1. SejaC = {(z,y) € R? | #2+y? = 1}. Usaremos o ponto Py = (—1,0) eareta { = OY = {(0,%)|t € R}
para aplicar o Método de Fermat:
¢: C\{P} — 12
Q = PN
(z,y)  — (0,77)




A parametrizacao que queremos é ¢! e para encontra-la, basta fazer #_1 =t =y =t(x+1) e lembrar
que 2 + y? = 1. Daf segue que (£ + 1)2? + (2t?)z + (> — 1) = 0 e como 79 = —1 é uma raiz desta equagio
(correspondente ao ponto Py = (—1,0)) e o produto das rafzes é % obtemos para a outra raiz z; = %

substituindo temos y; = Logo,

2t
1+t2°

oL / — C\{P}
Q — PONC

42
0.t ~ (Fe )

Exemplo 2.2. Considere agora o circulo C = {(z,y) € R?|2? + y? = 2}. Um ponto racional nesse circulo é (1,1).
Considere a familia de retas passando por esse ponto: ¢ : y —1 =t(x — 1), se t € Q, entdo cada uma dessas retas é

secante ao circulo em um outro ponto racional P;. Mostre que todos os outros pontos racionais desse circulo sao:

2 —2t—1 —t2—-2t+1
t2+1 7 241

( )-

Teorema 2.3. Seja C C R? a cénica de equacio ax® + by?> = ¢ com a,b,c € Q. Se Py = (z0,y0) € um ponto

racional de C, entdo todos os outros pontos racionais de C sao da forma

bt2xy — 2btyy — axg —btlyo — 2atzo + ayo
bt2 4+ a ’ bt2 +a

( )

em quet € Q, bt2 +a # 0, exceto (w9, —yo). Ou seja, o conjunto dos pontos racionais de C pode ser parametrizado

a partir de Py.

Prova: Considere a familia de retas passando por Py, ¢ : y — yo = t(x — xp). Para cada pardmetro racional
t € Q, a reta ¢; possui coeficientes racionais e, portanto, essa reta sera secante a conica C em um outro ponto
racional P, = (x4, y:) (argumento de Fermat). Substituindo a equagao da reta y = yo + t(x — x¢) na equagao da

cOnica obtemos uma equacao do segundo grau:
(a+ bt?)x? 4 (%) + x0(bt?20 — 2btyy — axg) = 0

o produto das raizes dessa equacao é:

xo(bt?zo — 2btyo — axg)
a + bt?

ToTt = )

dai seguem as expressoes de x; € y;. O

Observagao 2.4. A partir do teorema acima podemos obter uma parametrizacido de qualquer conica utilizando,
apenas, funcoes racionais. O ponto central em nossa abordagem era encontrar solugoes racionais. Caso o objetivo
seja encontrar uma parametrizacao utilizando fungoes racionais, entao o ponto inicial pode ser tomado como um
ponto qualquer (x9,yo) € R%. Observamos ainda que as pardbolas sdo triviais uma vez que sua equacio fornece

imediatamente uma parametrizagao.

2.3 Homogeneizacao e Deshomogeneizagao: Curvas Projetivas
Um polindmio em mais de uma variavel é dito ser homogéneo se todos os seus monoémios sao de mesmo grau, digamos

n. Sua propriedade fundamental é que F(AP) = A" F(P), assim sendo, se A # 0 entdao: F(P) =0« F(AP)=0.

Suponhamos, agora, que o polinémio F' possua coeficientes racionais e vamos nos concentrar em procurar solugoes

racionais. Pelo exposto, quando estamos procurando solu¢des de um polinémio homogéneo, podemos nos reduzir



a procurar solugoes que nao sao multiplos, logo, na classe de solugoes existe uma tinica solugao inteira sem fatores

comuns(a menos de sinal).

E bastante natural considerar a seguinte relagao de equivaléncia em R?\ {0}: v = w < v = Aw com A # 0.

Definigao 2.5. O Plano projetivo P?(R) é definido como o conjunto quociente do R? pela relagao de equivaléncia
de multiplos néo nulos. Se a classe de v = (XY, Z) possuir z # 0, entéo (X,Y, Z) = (z,y, 1) caso contrério dizemos

que 0 mesmo representa um ponto no infinito, assim
P2(R) = R* U4y
em que /,, representa a “reta no infinito” (dos pontos no infinito) que corresponde a P*(R).

Se f(x,y) é um polinémio em duas varidveis de grau (mdximo) n podemos a partir de f obter um polindémio
homogéneo F(X,Y, Z) fazendo x = % ey = % e cancelando denominadores. Observe que como estamos interessados

em fazer F'(X,Y, Z) =0 é permitido cancelar denominadores.

Definigao 2.6. Seja f(z,y) um polinémio em duas varidveis com coeficientes reais e C' C R? a curva associada. O

polinémio homogéneo F, associado a f é chamado homogeneizacio de f e C C P? a curva projetiva associada.

Proposicao 2.7. Seja f(x,y) um polindémio com coeficientes racionais e F(X,Y, Z) a homogeneizacao de f. Eziste
uma bijecdo entre as solugoes racionais de f e as solugoes inteiras, sem fator comum e com Z #0 de F (a menos

de sinal).

Prova: Observe que a cada solugao racional em f(x,y) = 0 obtemos uma tnica solu¢do em inteiros coprimos de

F(X,Y,Z) =0 (amenos de sinal). Basta multiplicar (z,y, 1) pelo mmc das fragdes irredutiveis que determinam x, y.

Reciprocamente, se F(X,Y, Z) é um polinémio homogéneo em trés varidveis, podemos a partir de F' obter um
polinémio f(xz,y) fazendo X = zZ ¢ Y = yZ e cancelando Z™. Observamos que a a cada solu¢do em inteiros de
F(X,Y,Z) =0, com Z # 0, obtemos uma solugao racional de f(x,y) = 0. O

Exemplo 2.3. Ternas Pitagéricas

Um problema milenar, conhecido por “ternas pitagdricas”, consiste em encontrar solugdes em inteiros para a
equacdo de Pitagoras, a® = b% + ¢2, isto é, encontrar triangulos retangulos com lados inteiros. Inicialmente vamos
considerar o caso em que a, b e ¢ sdo coprimos, isto é, mdc(a,b,¢) = 1 que implica, por sua vez, mdc(a,b) =

mdc(a, c) = mde(b, ¢) = 1. Para encontrar a solugdo geral basta multiplicar por um inteiro arbitrario.

b

T ~ 2 . . .
Dividindo a equacio por a?, quando a # 0, obtemos .+ 52 =1, isto é, 22 + y*> = 1. Desta feita, procuramos,

agora, pontos racionais no circulo unitario. Sabemos que todos os pontos racionais no circulo unitério, exceto
1-t2 2t

(—1,0), podem ser parametrizados da forma ( ) conforme visto no exemplo 2.1.

1+t20 1+¢2
Suponhamos, agora que ¢ = 7, com mdc(m,n) = 1. Substituindo, obtemos:
b n?-m? ¢ 2mn

a n24+m? a n24+m?
Como mdc(a,b) = mdec(a,c) = 1, e b e ¢ ndo podem ser ambos fmpares, temos mdc(n? —m?,n? +m?) =1 (m,n

tem paridades distintas) nesse caso
a=m?+n%b=n?—m?c=2mn.

Alguns exemplos de ternas pitagdricas sao (3,4,5), (5,12,13),(8,15,17),(7,24,25), ...



Observagao 2.8. Poderia também ocorrer de m,n serem ambos impares. Nesse caso mdc(n? —m?,n? +m?) = 2

e dat
m?2 + n? n? —m?2
a= > ,b= 5 ,C=mn.

Fazendo m+n =2u en—m = 2v (que € sempre possivel pois a soma e a diferenca de dois impares é sempre par),

obtemos

a=u?+0v%b=2uv,c=u®— 0>

2.4 O Principio Local-Global para as Conicas

O principio Local-Global, de Hasse-Minkowski, fornece uma caracterizagao das formas quadrdticas (homogéneas)
com coeficientes racionais (inteiros) que possuem algum ponto racional (ndo nulo). Apds tal caracterizagéo é possivel
resolver o problema algoritmicamente, isto é, dada uma forma quadrética é possivel, apés um numero finito de pas-
sos, descobrir quando a mesma possui algum ponto racional. A formulagao geral do principio exige a defini¢ao de
nimeros p-adicos e nao € nosso objetivo. Vamos primeiramente mostrar, com um exemplo, que existem conicas que

nao possuem pontos racionais e enunciar, posteriormente uma versao do principio local-global para as conicas.

Analisemos o seguinte exemplo, proximo ao exemplo das ternas pitagéricas. Vamos ver que uma ligeira modi-
ficagdo nos coeficientes de uma conica pode trazer resultados catastréficos (mas interessantes). Nesse caso a conica
em questao nao possui ponto racional.

Exemplo 2.4. Analisemos o conjunto dos pontos racionais do circulo
C={(z,y) e R?|2? +y* = 3}
ou equivalentemente, as solugdes nao nulas, em inteiros, da equagao homogeneizada:
X% 4+Y?2 =322

podemos supor que se houver solu¢ao em inteiros mde(X,Y, Z) = 1. Fazendo a divisao euclidiana (com resto) de
cada um deles por 3, obtemos

X :3X+a
Y =3Y+5b
7 =37+c.

Substituindo na equagio original notamos que a? + b? — 3¢? deve ser multiplo de 3 mas como a, b, c € {0,1,2}
chegamos a conclusao (apds alguns testes) que a = b = 0 e, portanto, X e Y deveriam ser multiplos de 3 mas isso
obrigaria que 322 fosse miiltiplo de 9 e isto s6 seria possivel se Z fosse também miiltiplo de 3 e isto é um absurdo

uma vez que supomos que mde(X,Y, Z) = 1.

Esta contradigdo foi proveniente da nossa (falsa) hipdtese de existéncia de alguma solu¢do em inteiros nao
nulos de X2 + Y2 = 3272, assim podemos concluir que tal equacdo nao possui solucdo nao nula em inteiros e

conseqiientemente, a nossa curva C nao possui ponto racional.

Observagao 2.9. A estratégia utilizada para mostrar que a equagao nao possui solucao inteira nao nula é chamada
Descida Infinita de Fermat. Essa estratégia é baseada no principio da Boa Ordenagao. A filosofia geral da “descida
infinita de Fermat”é a seguinte: se supomos que existem solucoes inteiras positivas, podemos escolher uma minimal
(em um sentido a determinar) e, a partir desta encontrar outra “menor”, entdo nao existe solucao inteira. No nosso

caso a minimalidade dizia respeito a nao existir fator comum entre as coordenadas da solugao.

Em geral temos o seguinte teorema de Hasse-Minkowski que determina quando uma conica possui ponto racional.



Teorema 2.10 (Hasse-Minkowski). Seja C € R? uma cénica com coeficientes racionais e C C P? a curva

projetiva associada (com coeficientes inteiros). Uma condigdo necessdria e suficiente para a existéncia de um ponto

racional em C € que a sua equagdo homogeneizada possua solucao modulo p° para todo natural primo p e para cada
e > 0.

2.5

Uma visao geral sobre a aritmética das conicas

2.5.1 Elipses

(i)

(iii)

Existéncia de ponto(s) racional(is).

Pelo Principio Local-Global para as Conicas, Teorema 2.10 o problema é algoritmico. Daremos uma descrigao
completa para as circunferéncias, independente do Teorema de Hasse-Minkowski, no capitulo intitulado Soma
de Dois Quadrados.

Decisao entre a finitude ou infinitude do conjunto dos pontos racionais.

Pelo teorema 2.2, se a conica C' possui um ponto racional, entdo possui infinitos. Além disso, se co-nhecemos

um deles, entao é possivel parametrizar todos, pelo teorema 2.3.

Existéncia de ponto(s) inteiro(s)

Muito dificil, em geral, faremos uma anélise detalhada do caso do circulo no capitulo intitulado Soma de Dois
Quadrados.

Decisao entre a finitude ou infinitude do conjunto dos pontos inteiros.

Esse conjunto é sempre finito, pela compacidade das elipses. Verifique!!!

2.5.2 Parabolas

(i)

(if)

(iii)

(iv)

Existéncia de ponto(s) racional(is);

Toda parabola possui uma infinidade de pontos racionais.

Decisao entre a finitude ou infinitude do conjunto dos pontos racionais;

Toda parabola possui uma infinidade de pontos racionais.

Existéncia de ponto(s) inteiro(s);

Existem pardbolas que possuem e outras que nao possuem pontos inteiros.

Deciséo entre a finitude ou infinitude do conjunto dos pontos inteiros.

A andlise de exemplos mostrard que nao ha um padrao geral.



2.5.3 Hipérboles

(i)

(iii)

2.6

Existéncia de ponto(s) racional(is).

Pelo Principio Local-Global para as Conicas, Teorema 2.10 o problema é algoritmo. Faremos uma analise
detalhada de uma classe especial de Hipérboles denominadas de Pell-Fermat na se¢cao homonima.

Decisao entre a finitude ou infinitude do conjunto dos pontos racionais.

Pelo teorema 2.2, se a conica C' possui um ponto racional, entao possui infinitos. Além disso, se conhecemos
um deles, entao é possivel parametrizar todos, pelo teorema 2.3.

Existéncia de ponto(s) inteiro(s).

Muito dificil, em geral, faremos uma analise de um caso cléssico chamadas Equacgoes de Pell-Fermat no capitulo
homonimo.

Decisao entre a finitude ou infinitude do conjunto dos pontos inteiros.

A anédlise de exemplos mostrard que ndo ha um padrao geral, isto é, existem hipérboles que possuem infinitos

pontos inteiros e outras que possuem somente um ndmero finito de pontos inteiros.

Problemas

. Seja m € Z um inteiro positivo. Mostre que as pardbolas y? = ma possuem uma infinidade de pontos inteiros.

Mostre que as parabolas a seguir nao possuem pontos inteiros
(a) y? =4da +2
(b) y* =4z +3
(c) y> =3z +2
Encontre uma infinidade de pontos inteiros nas hipérboles
(a) 22 -3y* =1
(b) 22 —5y? =1
(c) 22 —Ty? =1

Seja n € Z um inteiro positivo. Mostre que a curva

1 1 1
4 ==
T Yy n

é uma hipérbole. Mostre que tal hipérbole tem um ntmero finito de pontos inteiros qualquer que seja n.

Encontre todos os pontos inteiros e positivos da curva

1 1 1
4+ ==
T Yy n

nos casos em que n = p é primo, n = p? é o quadrado de um primo e n = pq é o produto de dois primos.



10.

11.

Mostre que se uma coénica com coeficientes racionais possuir uma reta tangente com coeficientes racionais,

entao o ponto de tangéncia é racional.

Mostre que a equagao
322 + % = 222

nao possui solugao inteira nao nula.

Determine todos os pares de inteiros (x,y) tais que

9zy — 22 — 8y? = 2005.

Mostre que nao existem pontos racionais na conica x? + xy + y? = 2.
Encontre todos os pontos racionais a conica z? + xy + y? = 1.
Mostre que as solugoes inteiras coprimos da equagao

2

2?2+ 2°% =2

sdo x = £(u? — 20?), y = 2uv e z = u? + 202, com u, v inteiros primos entre si.



3 Reticulados no plano

3.1 Reticulados e seus Dominios Fundamentais

A teoria de reticulados é bem desenvolvida e um leitor com uma maior familiaridade a teoria de grupos (abelianos)
apreciard a leitura de Stewart [1]. Nosso objetivo é apresentar a teoria em um caso muito especial, reticulados no
plano; pois, nesse caso, muitas construgoes e demonstragoes se simplificam. Em particular utilizaremos o minimo

possivel de algebra linear.

Definigao 3.1. Sejam v1,v2; C R? dois vetores nao miiltiplos. Um reticulado (de dimensdo 2) no plano R2
com conjunto de geradores os vetores {v1, v}, consiste do conjunto das combinacgoes (lineares) inteiras desses dois
vetores, ou seja

L = {v € R*|lv = myvy + mavy, m; € Z}.

Defini¢ao 3.2. Dados, um reticulado L no plano com conjunto de geradores {vi,v2} , o conjunto dos pontos
a1v1 + asvs € R? para pos quais 0 < a; < 1 é chamado o dominio fundamental do reticulado L associado ao

conjunto de geradores {vy,va}.

Vamos abrir um parénteses para conectar a nogao de reticulado e a nogao algébrica de grupos. O leitor que
nao estd familiarizado com a nogao de grupos pode, simplesmente utilizar a defini¢ao acima, ou ler um pouco do
apéndice sobre grupos abelianos. O fato é que se v, w € L, entao v = myvi + movz € w = nyv; + navs €, portanto,
v+w=(mg +n1)v; + (M2 +n2)vg € L e —v=_(—mq)v; + (—m2)vy € L e estas sdo as condi¢oes para que L seja

um subgrupo aditivo de R2.

Entretanto um reticulado no plano L C R? ndo é qualquer tipo de subgrupo. Como conjunto de R? um reticulado

é, sempre, um subconjunto discreto!!!

Definicao 3.3. Um subconjunto de X C R? € discreto se todos os seus pontos sao isolados, isto ¢, se dado p € X,
existir 6 > 0 tal que o tnico ponto da intersecdo do disco aberto D(p,d) = {q € R?| ||g — p|| < 0} com X for o
prépio p. Ou seja,

D(p,0) N X = {p}

Observagao 3.4. Lembramos que os tnicos subgrupos discretos da reta real sdo isomorfos a Z (e todos séo retic-
ulados da retall!). De fato, seja G C R um subgrupo aditivo discreto e seja m o menor elemento positivo de G (tal

elemento existe pois G é discreto), entdo G = mZ. (Verifique os detalhes!)

Subgrupos de R nao discretos sdo bem mais complicados, por exemplo, @ C R é um subgrupo aditivo que é
denso!!!
Proposicao 3.5. Seja G C R? um subgrupo aditivo. Entdo sdo equivalentes:

1. G é um reticulado;

2. G C R? ¢ discreto.

Prova: Seja G C R? um reticulado com conjunto de geradores {v,w}. Vamos mostrar que G é um conjunto
discreto. Vamos mostrar que 0 é um ponto isolado e o resultado segue, por translagdo. Claramente nao existe
ponto reticulado no conjunto int(D) = {u € R?ju = av + Bw} com 0 < o < 1 e 0 < B < 1. Assim, tome
6 = 2 min{||v||,||w]], [[v 4+ w||}. Claro que G N D(0,d) = 0.

Reciprocamente, seja G C R? um subgrupo aditivo discreto. Para mostrar que G é um reticulado devemos

encontrar geradores. Seja v € G o vetor nao nulo de menor norma. Seja w € G o ponto mais proximo da reta



¢ =< v >= {M|\ € R} (nao contido na reta). Afirmamos que G =< v,w >= {av + bw|a,b € Z}. Com efeito, seja
u € G, e considere os pontos u — mw € G com m € Z. O ponto mais préximo da reta ¢ deve pertencer a mesma,
caso contrario encontrariamos um ponto mais préximo que w. Assim u—mw = Av e A =n € Z, logo u = mv + nw.

O

A partir da proposigdo acima vemos que € possivel exibir um reticulado intrinsecamente, isto é, sem explicitar
um conjunto de geradores. Por um lado é mais ficil tratar um reticulado quando conhecemos um conjunto de
geradores, por outro lado, muitas vezes é mais facil provar que um dado conjunto é um reticulado observando que

o mesmo é um subgrupo aditivo e discreto do plano RZ.

Exemplo 3.1. Considere o reticulado padrdo do plano, ou seja, L = Z2 C R2. Temos vérios possiveis conjuntos
de geradores para tal reticulado. Por exemplo B; = {(1,0),(0,1)} é um conjunto de geradores para L e By =
{(2,1),(1,1)} também é um conjunto de geradores para L (faga um esboco dos reticulados associados a estes

conjuntos de geradores e verifique que ambos coincidem com Z?). De fato,
(2,1) =2.(1,0) + 1.(0,1), (1,1) =1.(1,0) + 1.(0,1)

logo o reticulado associado a Bs estd contido no reticulado associado a B; (combinagdes inteiras dos vetores de Bs

sao combinagoes inteiras dos vetores de By pois os proprios vetores de Bz 0 sdo) e, reciprocamente
(1,0) =1.(2,1) — 1.(1,1) (0,1) = =1.(2,1) + 2.(1, 1).
Ou seja, os reticulados associados sdo o mesmo e, claramente, tal reticulado é Z2 C R2.

Observagao 3.6. A no¢do de dominio fundamental depende do conjunto de geradores, como mostramos no exemplo
anterior. Por outro lado, a darea de um dominio fundamental independe do conjunto de geradores. Verifique com

exemplos explicitos.

Proposigao 3.7. Sejam L C R? um reticulado, D e E dominios fundamentais associados, respectivamente, aos

conjuntos de geradores {v1,va} e {ui,us}. Entdo as dreas dos dominios fundamentais sio iguais,

Prova: Sabemos que existem inteiros aq, as, b1, by € Z tais que
U] = a1v1 + agvs Uz = b1vy + bavy

pois u1,us pertencem ao reticulado, logo, sao combinagao inteira de vi,vs e reciprocamente. Assim, a matriz de
ai
az 02
pelas coordenadas de vy, vy escritos como combinagao inteira de uy,us). Como M.N = I, det(M).det(N) =1 e

mudanca de base M = ( ) é inversivel e sua inversa N é também uma matriz de coeficientes inteiros(dados

como sao ambos inteiros, det(M) = +£1.

A 4rea do dominio fundamental E é

A(E) = |det M| - A(D) = A(D).



3.2 O Toro Plano

3

Como vimos na secdo anterior, proposicdo 3.7, a 4rea de um dominio fundamental de um reticulado L C R? é
um invariante que depende somente do reticulado e nao da escolha de geradores. Nessa secao vamos conectar a
algebra com a geometria e tratar mais a fundo a nocao de drea. A nogao de drea esbarra em dois problemas sérios:
mensurabilidade e métrica. O primeiro é ji um problema no plano, onde existem conjuntos que ndo possuem
uma area bem definida, por exemplo o conjunto abaixo do grafico de uma func@o nao integravel. O segundo
é um problema que fica mais evidente quando se pretende definir drea em uma superficie abstrata, a métrica é
o ingrediente necessario para isso. Nessa secao vamos lidar com uma superficie interessante cujo modelo mais
conhecido, mergulhado em R3, possui uma determinada métrica(proveniente da métrica usual do R?) mas no nosso
caso vamos “exportar”a métrica do plano para “medir” areas nessa superficie. A superficie ¢ o TORO e munida da

métrica “do plano”é chamada O Toro Plano.

Definigao 3.8. Seja L C R? um reticulado plano. O grupo (de Lie) quociente R? /L € a superficie que chamaremos

o toro plano.

E claro que, conjuntisticamente, o quociente R?/L pode ser identificado com um domfnio fundamental e, a
partir desta identificagdo é que exportamos a métrica do plano ao toro. Nao é esse o momento para entrar em
detalhes técnicos (que sdo muitos) sobre a estrutura algebro-topolégico-geométrica do toro. Vamos mostrar que,
como grupo (de Lie), o toro é isomorfo ao produto de dois circulos. Consideramos o cfrculo S' € R? como
St = {(x,y) € R?|2% + y? = 1} ou, equivalentemente, S! = {z € C| |2| = 1}. Lembramos que S! possui uma
estrutura de grupo. Usaremos parametrizacoes classicas, com a exponencial complexa ou com cossenos e senos no

caso real.

Proposicao 3.9. Seja L C R? um reticulado no plano e D C R2. Entdo o quociente R?/L pode ser identificado

com o toro T = S' x S'. Mais precisamente existe um isomorfismo de grupos (de Lie) entre eles.
Prova: Sejam {vy, v} um sistema de geradores para L. Considere o seguinte homomorfismo de grupos:
o: R? — T =S'x§S!
(alvl 4 GQ’UQ) — (6271'1'(11 , e27ria2)

em que
(e2ma1 e2™02) — (((cos(2may ), sen(2may)); (cos(2may), sen(2mas)))

claramente esse é um hoomomorfismo sobrejetivo (pois utilizamos uma parametrfizacio do toro) e seu nicleo é L.

Logo, pelo teorema do isomorfismo concluimos que

R?/L =T.

Geometricamente o isomorfismo explicitado no teorema anterior corresponde a famosa identificagao

T
=




Definigao 3.10. Seja X C T uma regido no toro T = R?/L associado ao reticulado L C R? e seja D um dominio

fundamental para L. Definimos a drea desta regidgo por
-1
A(X) =A(¢lp (X))
desde que exista A(¢|D_1(X)), que é a drea de uma regido no plano (desde que exista a drea dessa regido no plano).

Observagao 3.11. Observamos que a definicao acima independe de escolha de dominio fundamental e que, em
particular, a drea total do toro € igual a drea de um dominio fundamental que, pela proposicdo 3.7, independe do

dominio fundamental.
Proposicao 3.12. Se Y C R? ¢ limitada e existe A(Y), e se A(¢(Y)) # A(Y) entdo ¢|y ndo é injetiva.

Prova:  Supondo que ¢|y seja injetiva, Y = (JY;, onde Y; = YN(D+w;) sdo disjuntos. Fazendo Z; = Y;—w; C D

sao também disjuntos pela injetividade de ¢|y logo:

Alp(Y) = A JY) = AlJz) = Y_AZ) = Y~ AY:) = A(Y).

3.3 Reticulados Inteiros no Plano

Trataremos, agora, um tipo especial de reticulado. Chamaremos de reticulado inteiro no plano um (sub)reticulado
L C Z? do reticulado padrao. E interessante notar que se L C Z?, entdo L é necessariamente discreto, portanto,

basta que seja um subgrupo aditivo, para que seja um reticulado no plano.

O préximo resultado nos serd tutil para cdlculos efetivos e relaciona a drea de um dominio fundamental de um
reticulado inteiro no plano A(D), o ntimero de elementos do grupo quociente |Z?/L| e o ntimero de pontos inteiros

em D. Todas as quantidades citadas coincidem!!!
Proposicao 3.13. Dados um reticulado L C Z? e D um dominio fundamental. A drea de D serd
A(D) = |2°/L],
que corresponde ao numero de pontos inteiros em um dominio fundamental.
Prova:  E claro que |Z?/L| é igual ao ntimero de pontos inteiros em um dominio fundamental. Com efeito, se

L é um reticulado e D é um dominio fundamental, entao todo vetor do plano pertence a exatamente um conjunto

D 4 w, em que w é um ponto do reticulado.



Se mostrarmos que a adrea de D também ¢é igual ao ntimero de pontos inteiros de um dominio fundamental, entao
o resultado segue. A demonstracao de que a area do dominio fundamental é igual ao nimero de pontos inteiros do

dominio fundamental segue imediatamente do teorema de Pick, teorema 1.9, (verifique!). O

3.4 Teorema de Minkowski

Nessa secao apresentamos o principal resultado técnico deste minicurso. A idéia intuitiva associada a este resultado
é relativamente simples e explicaremos agora. Para isso precisaremos de dois conceitos geométricos:

Definicao 3.14. Um subconjunto do plano X C R? ¢ dito ser convexo se dados dois pontos x,y € X o segmento

de reta unindo esses pontos [r,y] = {ax + (1 — a)yla € [0,1]} estd completamente contida em X, isto é, [x,y] C X.

Observagao 3.15. Um poligono no plano é convexo se, e somente se, cada um de seus angulos internos for menor
que 7. Sdo ainda exemplos de subconjuntos convexos do plano o disco, a regido interior de uma elipse (e também
o seu fecho),...

Defini¢ao 3.16. Um subconjunto do plano X C R? serd dito ser simétrico (com relagdo & origem) se para cada
z € X tivermos —x € X.

Observagao 3.17. Paralelogramos, poligonos regulares e discos (centrados na origem) sao exemplos triviais de

subconjuntos limitados simétricos e convexos em R2.

Dado um reticulado no plano L € R? e D um dominio fundamental (associado a um conjunto de geradores
{v1,v2}). O mais simples conjunto convexo e simétrico do plano, associado a L, com drea mdxima e sem conter

pontos nao nulos do reticulado sao:

paralelogramos “semelhantes ao paralelogramo gerado pelos vetores v e v ”e centrados na origem.

E claro que se quisermos nos esquivar dos pontos nao nulos do reticulado tais paralelogramos devem ter area
menor que 4 vezes a drea do dominio fundamental. O teorema de Minkowski formaliza essa idéia mas ndo somente
para os (intuitivos) paralelogramos semelhantes ao dominio fundamental e sim para qualquer conjunto limitado

simétrico e convexo. Precisamente, temos o seguinte:

Teorema 3.18. Sejam L um reticulado em R2, D um dominio fundamental para L e X C R?, um conjunto

limitado, simétrico e convezo tal que A(X) > 4A(D). Entao X contém um ponto nao nulo de L.

Prova: Duplicando L, obtém-se um reticulado 2L com dominio fundamental 2D cuja drea é 4A(D). Con-
siderando o toro relativo a tal reticulado:
T =R?/2L

Cuja area é A(T) = A(2D) =4A(D).



Logo ¢ : R? — T, o homomorfismo estrutural ndo preserva a area de X. Pois:
A(9(X)) < A(T) = 4A(D) < A(X).
Entéao, pela proposigao 3.12, ¢|x nao é injetiva. Assim, existem x1 # 3, x1,22 € X, tais que:
d(x1) = p(x2)
ou equivalentemente, x1 — z9 € 2L = Ker(¢).

Por X ser simétrico tem-se que x2 € X o que imlica que —z2 € X;e como X é convexo %(xl) + %(—162) € X, ou

seja, %(Jcl —1x9) € X.

Portanto: )
5(%1 —.’EQ) eLnNX.

Este é um ponto nao nulo do reticulado L e que pertence a X. O

3.5 Problemas

1. Considere os reticulados, dados por um conjunto de geradores {u,v}:

(a) u=(1,2) ev=(1,1)
(b) u=(2,2) e v=(1,3)
(¢) u=(1,2)ev=(-1,1)
(d) w=(1,m)ev=(-1m)

2. Prove que o disco D = {(z,y) € R?|z? + y? < r?} é convexo.

3. Prove que o quadrado Q = {(x,y) € R?| | X| < c|y| < ¢} é convexo.



4 Soma de dois Quadrados

4.1 Introducao

O teorema dos Dois Quadrados afirma que os tinicos primos p que podem ser escritos como soma de dois quadrados
de inteiros, p = 22 + y2, com x,y € Z sdo p = 2 e os primos da forma p = 4k + 1. Esse teorema, juntamente com
outros dois de mesma natureza foram descobertos por Fermat. Em 1640 Fermat enviou uma carta a Mersene com o
enunciado do teorema, em 1659 ele enviou uma carta a Pierre de Carcavi com um esboco da prova. Em 1754 Euler
fornece uma prova completa do teorema. Euler esteve 40 anos de sua vida estudando esses problemas de Fermat
sobre primos da forma z? + ny?.

Sao problemas interessantes os de soma de trés quadrados, soma de quatro quadrados e o geral que é conhecido

como problema de Waring.

4.2 Pontos Inteiros VS Pontos Racionais em Circulos

Na secao intitulada Aritmética em Conicas enunciamos um importante Teorema de Hasse-Minkowsky, Teorema
2.10, que dava condigOes necessdrias e suficientes para que uma conica com coeficientes racionais possua ponto(s)

racional(is). Um exemplo que foi analisado particularmente foi a conica:
2?42 =3

que mostramos nao possuir ponto racional. O teorema a seguir mostra que para esse tipo de equacoes ¢é suficiente
verificar a nao existéncia de pontos inteiros (que é muitissimo mais facil!!!) para concluir a no existéncia de pontos

racionais.

Teorema 4.1. Seja n € Z um inteiro positivo, entdo n € soma de dois quadrados de racionais se, e somente se, n

for soma de dois quadrados de inteiros.

Prova: Suponhamos que n seja soma de dois quadrados de racionais p? + p3 = n com p; € Z ou py &€ Z. Seja

1
2

i =1,2. A reta £ = MP nao pode ser tangente ao ciculo 22 + 3> = n. Com efeito, se ¢ fosse tangente ao

P = (p1,p2) o ponto do circulo 22 + 32> = n. Seja M = (my,ms) € Z? o ponto inteiro tal que |m; — p;| <

. ~ N . ~ a . A2 =52 , 52 . .

circulo, entdo o tridngulo OPM seria retangulo em P (ponto de tangéncia). Assim OM = OP 4+ PM", e isso é
. A2 =52 o2 B2

um absurdo pois OM~ € Z, OP" = p?+p3 = n € Z (por hipétese) e 0 # PM~ = |mqi—pi1[>+|mo—pof> < 1 +3 = 1.

Logo, a reta PM é secante ao circulo, ambos(a reta e o circulo) possuem coeficientes racionais e se intersectam

em P ponto racional. Pelo método de Fermat, o outro ponto de intersegdo, @ = (q1,¢2) é também racional.

Seja d o mmc das fragoes irredutiveis py, p2 que definem P. Defina ¢ = d|PM|? < d,
c=d(|lmy — p1|> + |ma — p2|?) = d[m3 +m3 +n — 2(p1my + pamso)] € Z (4.1)

Vamos mostrar que ¢ elimina os denominadores de g; e ¢o. Isso conclui a prova pois, a partir de P obtemos @ e

reduzimos os denominadores, se procedermos assim, em algum momento encontraremos um ponto inteiro.

Ora, Q = P+t(M —P) = (p1 +t(mi—p1),p2 +t(ma —p2)) com t € Q*. Definav =M — P = (m1 —p1, ma —p2).

Como @ pertence ao circulo de equacao 22 + y? = n, temos que Q- Q = n (produto escalar é indicado por -). Logo:
n=(P+tv) (P+tv)=P -P+2(P-v)+t*(v-v)

como P - P =mn (P éum ponto do circulo), entdao 2t(P - v) + t*(v-v) =0 e como v -v = ||[PM||? = &, temos

a
fo oPv _ opimidpame —n_ d(2n = 2(prma + pems)) (4.2)

c
v.v d C




Vamos finalmente mostrar que ¢ elimina os denominadores de ¢; e g2. Devemos mostrar que

cq; = c(pi + t(m; — pi)) = ep; + (ct)(m; — p;) (4.3)

¢é inteiro.

Das equagoes 4.2 e 4.2, temos que

c
ct =d(2n — 2(p1m1 + pamsz)) = d(2n + g m? —m3) = c+d(n —m? —m3).
Logo
cq; = cp; + [c +d(n —m3 —m3)](m; — p;) = em; +d(n —m3 —m3)(m; — pi).

Claro que esses nimeros sdo inteiros pois ¢, m; e n sdo inteiros e d elimina os denominadores de p; e ps.

O resultado segue, pois, escolhendo P (ponto racional do circulo) de forma que o mmc entre os denominadores
de p; e ps fosse minimo, terfamos encontrado @ (ponto racional do circulo) cujo mme dos denominadores seria
menor. ([

Observagao 4.2. Novamente a técnica de demonstracao desse teorema é a “descida infinita de Fermat”. KEssa

técnica é aplicada em varios problemas aritméticos.

4.3 Inteiros de Gauss

O conjunto Z[i] = {a+ bila,b € Z} C C em que i*> = —1 é chamado conjunto dos inteiros gaussianos. Esse conjunto
foi estudado por Gauss (dai o nome) e é muito semelhante ao conjunto Z dos nimeros inteiros, tanto do ponto
de vista algébrico (propriedades da adigdo e multiplicacdo, ...) quanto do ponto de vista aritmético (algoritmo de

divisao, mdc, fatoragao... ).

Para nés, entretanto, sera interessante um tnico aspecto de tal conjunto, que é derivado das nogoes de conjugacao

e norma que existem no corpo dos niimeros complexos.
Definigao 4.3. A conjugagio em Z[i] € definida da sequinte forma:
a+bi=a—bi.

Proposicao 4.4. A conjugagiao em 7Z[i] satisfaz as sequintes propriedades:

(i) z+w=Z+w;
(it) zw = Z.w;
(iii) 22> 0 e 2z € Z.
Prova: Verifique!!!

A partir da idéia de conjugagao e pelo item (iii) da proposicdo anterior, podemos definir a chamada norma

algébrica em Z][i].
Definigao 4.5. Definimos a norma algébrica de um elemento z = a + bi € Z[i] por
N(z)=z2z2=d* +b* € Z
Proposicao 4.6. Sejam z,w € Z[i], entdo
N(zw) = N(2)N(w).

Ou seja, se m,n € 7 sao dois inteiros positivos que sdo norma de elementos de Z[i], isto é, se n = N(z) e

m = N(w), entdo mn também é norma de algum elemento de Z[i], de fato, mn = N(zw).



4.4 Soma de Dois Quadrados

Consideramos agora, para n um natural, a equagao

Quando a equagao tem solugao natural dizemos que n é soma de dois quadrados. Nosso objetivo é caracterizar os

naturais que sao soma de dois quadrados.
Lema 4.7. Sejap=1 (mod 4) um nimero primo. Entio existe u € Z/pZ tal que u?> = —1 € Z/pZ.
Prova: Pelo pequeno Teorema de Fermat sabemos que todo elemento de Z/pZ nao nulo satisfaz
a? t=T.
Ora, p = 4k + 1, considere a equagao:
e = -TeZ/pL.

Mostraremos que essa equagao possui solugdo em Z/pZ e assim o resultado segue, pois, se w é solugao de tal

equacdo, entdo u = w” satisfaz nosso enunciado, de fato, u?> = w?* = -1 € Z/pZ.

Ora, sendo que a** =T para todo a € Z/pZ, a # 0, temos que a equagio
2 =TeZ/pZ

possui 4k = p — 1 solugdes. Mas 2% =T = (22¥ — 1)(2?¥ + 1) = 0 e assim temos duas possibilidades: z?¥ —1 =0
ou z2¢¥ +1 = 0. Como Z/pZ é um corpo, entdo nao pode ocorrer da equagao 2%k —1 =0, de grau 2k, possuir 4k

solucdes. Logo, a equacao 2%* 4+ 1 = 0 possui alguma solucio e o resultado segue. O

Teorema 4.8 (Fermat-Euler). Um primo p > 0 é soma de dois quadrados de inteiros se, e somente se, p = 2
oup € da formadk + 1, k € Z.

Prova: E claro que 2 = 12 4+ 12 é soma de dois quadrados de inteiros. Portanto sé nos resta provar o resultado

para p # 2.

Sep#2ep#1 (mod4),entdo p=3 (mod 4). Suponha que existam dois inteiros a e b tais que a? + b = p.

Fazendo congruéncia médulo 4 temos: a? + b2 =3  (mod 4) que é um absurdo (verifique!).

Reciprocamente, se p =1 (mod 4), entdo mostraremos que p é soma de dois quadrados de inteiros. Pelo lema
4.7, existe u € Z/pZ tal que u?> = —1 € Z/pZ. Consideremos, agora, o reticulado L = {(a,b) € Z?|b = ua € Z/pZ.
Analisando a aplicagao:

7> -  Z/pZ
(x,y) — y-—ux

nota-se que ker(y) = L e, pelo teorema do Isomorfismo, Z?/L ~ Z/pZ. Logo, pela proposicio 3.13, A(D) = p.

Seja X o disco limitado, simétrico e convexo

3
X ={(v,y) e R%a® +y? < T},

Como a 4rea de X é mr? = 7r37p > 4p, entdo, pelo teorema de Minkowski, teorema 3.18, existe um ponto 0 # (a,b) €
LN X. Ou seja

0¢a2+b2§r2:3§<2p



analisando a? + b? médulo n, obtemos:

>+ =a®+u*a®=a®> —a*>=0 (mod p)
Logo,
a>+ b =p
Pois p é o inico multiplo nao nulo de p e menor que 2p.
Logo,se p=1 (mod 4), entdo p é soma de dois quadrados de inteiros. O

Teorema 4.9. Seja n > 0 um inteiro. Entdo n € soma de dois quadrados de inteiros se, e somente se, n nao
possui, em sua fatoragdo em primos, uma poténcia de expoente impar para um primo p = 3 (mod 4). Ou seja,
na fatoragao de n podem ocorrer os primos 2 e p =1 (mod 4) com expoente arbitrdrio, mas os primos da forma

p=3 (mod 4) devem ocorrer com expoente impar.

Prova: Suponhamos que

n = py'ps*..pyt
é a fatoragdo em primos (distintos) de n e suponhamos que todos os primos p = 3 (mod 4) que ocorrem na
fatoracao de n possuem expoente par. Para cada primop=2oup=1 (mod 4), p é soma de dois quadrados, pelo
teorema 4.8 e, portanto, qualquer poténcia de tais primos é também soma de dois quadrados, pela proposicao 4.6.
Para os primos que possuem expoente par, entao a propria poténcia é um quadrado e portanto soma de quadrados
(x2 = 0% + 22). O resultado segue do fato que o produto de inteiros que sdo soma de dois quadrados é também

soma de dois quadrados novamente, pela proposicao 4.6.

Reciprocamente, suponhamos que n = a? + b® seja soma de dois quadrados. Suponhamos que n possua algum
fator primo, p =3 (mod 4), cujo expoente em sua fatoragdo (em primos distintos) seja fmpar. Seja d = mdc(a,b).
Como d?|a® + b*> = n e p|n (com multiplicidade fmpar), entao plgz = m. Sejam u e v tais que a = du e b = dv,
entdao u? +v? = m, mdc(u,v) = 1 e p|m. Assim, existe um dentre os nimeros u e v que é coprimo com p (digamos
u) e, portanto, existe w tal que uw =1 (mod p). Como u? +v? =0 (mod p) temos que (wv)? = —1 (mod p).
Ora, p =3 (mod 4) logo p — 1 = 2¢ em que ¢ é fmpar. Considere a expressio (wv)? = —1 (mod p) tomando
poténcias com expoente ¢, obtemos (wv)?~! = —1 (mod p) (lembramos que ¢ é fmpar!). Isso é um absurdo, pelo

pequeno teorema de Fermat. O

4.5 problemas

1. Sejap =1 (mod 4) um primo positivo. Mostre que o circulo z2 + y? = p possui um tinico ponto inteiro e

positivo.

2. Dé exemplos de ntimeros inteiros e positivos n para os quais o circulo x2 + y? = n possui mais de um ponto

inteiro e positivo.



5 Equacoes de Pell-Fermat

5.1 Introdugao

Seja d € Z um inteiro positivo que nao é quadrado. Chamamos equagao de Pell-Fermat as equagoes do tipo
2 —dy? =1

das quais se procuram solugoes inteiras. Tais equagoes representam hipérboles que mostraremos possuir uma in-

finidade de pontos inteiros.

As equacdes de Pell-Fermat sdo estudadas ha milénios na India e na Grécia. Eles estavam particularmente

interessados no caso d = 2 uma vez que suas solucdes forneciam boas aproximacoes racionais de /2 ~ % Baud-

~ 577
— 408"

Brahmagupta e Bhaskara

hayana (800 AC) encontrou os pares (17,12) e (577,408) que forneciam muito boas aproximacdes para v/2
Arquimedes (300 AC) usou a equagéo no caso d = 3 e obteve a aproximagao V3~ %.
também estudaram essas equacoes utilizando um método denominado Chakravala.

O nome de Pell nestas equagoes ocorre devido a um erro de Euler atribuindo ao matematico inglés John Pell
(1610-1685) o estudo da mesma. Aparentemente foi Lord Brouncker (1620-1684) o primeiro matemdtico europeu
moderno a estudar as equagoes de Pell-Fermat. Fermat, em 1657 propos o problema geral de resolver tais equagoes
em uma carta a Frenicle. Euler, em 1770 estuda estas equagoes em seu livro de Algebra utilizando fragoes continuas.
Lagrange, em 1773 demonstra o teorema 5.6. Nosso enfoque serd mais geométrico, em particular, daremos uma
demonstracao original, via Teorema de Minkowski, da proposicao chave para mostrar que as equagoes de Pell-Fermat

sempre possuem uma infinidade de solugoes, Proposicao 5.7.

5.2 Inteiros Quadraticos de Pell-Fermat

Uma élgebra sobre os inteiros (que seja dominio de integridade) é chamada um Dominio de Inteiros Quadréticos se
A ~Z[X]/(f) em que f é um polindmio irredutivel de grau 2. Nés estaremos interessados num tipo um pouco mais
simples e suporemos que f = X2 — d em que d é um inteiro positivo ndo quadrado. Pelo teorema do isomorfismo

temos que tais conjuntos sao da forma
A~7Z[Vd = {a+bVdla,beZ} cC
tomaremos entao essa descrigao para os nossos dominios quadraticos de Pell-Fermat

Definigao 5.1. Um Dominio de Inteiros Quadrdticos de Pell-Fermat é um conjunto da forma
Z[\/g] ={a+ b\/g|a,b €Z}CR
em que d € 7. € um inteiro positivo nao quadrado.

Dizer que esse conjunto é um dominio (de integridade) significa dizer que o mesmo estd munido de duas operagoes,
adicao e multiplicacao, satisfazendo as propriedades usuais (como Z). Nao exigimos a existéncia de inversos multi-
plicativos em geral, somente a propriedade que caracteriza os dominios. Se xy = 0, entao x = 0 ou y = 0. H4, para

esses dominios, uma nog¢ao de conjugacao muito similar a conjugacao complexa.
Definigao 5.2. Seja z = a+ bVd € Z[V/d], o conjugado de z é Z = a — b\/d.

A conjugacao em Z[\/&] satisfaz as mesmas propriedades da conjugacao complexa, que sao

1. 24+w=72+4+w;



2. Zw =Zw
Definigao 5.3. A norma algébrica em Z[\/d] é definida por:
N(z) =2z
logo, se z = a + bVd, entio N(z) = a®> — b?*d € Z.

3

A propriedade fundamental da norma algébrica de Z[\/;i] é
N(zw) = N(2)N(w)
Proposigao 5.4. Um elemento z € Z[V/d] € inversivel se, e somente se, N(z) = £1.

Prova:  Se z é inversivel, entdo existe w € Z[v/d] tal que zw = 1 e, portanto, N (z)N(w) = 1 como N(z) e N(w)

s@0 ndmeros inteiros, temos que N(z) = +1 (que sdo os Unicos inteiros inversiveis).

Reciprocamente, se N(z) = £1, entdo 2z = 1 e portanto z(Fz) = 1 donde concluimos que z é inversivel.

Observagao 5.5. Se € Z[Vd] ¢ inversivel, entio 2~ = Z pois, nesse caso, N(z) = 2.2
inversivel e N(z) =1, entdo N(z~') =1, ou seja, se z=x +yvVd=1. Entio 2~ ' =z =2 —y/d =

Portanto, a partir desta proposi¢ao podemos concluir que sao equivalentes quando d > 0:
(i) z=a+bVd >0 com a,b > 0 ¢ inversivel em Z[v/d];
(ii) (a,b) é uma solucio em inteiros positivos da equacio 22 — y%d = 1;
(iii) z=a +bvd >0 com a,b>0e N(z) = 1.

O ponto que nos interessa é que se z = a + bv/d # +1, entdo, ndo apenas ele, bem como todas as suas poténcias
dao origem & solucoes nio triviais da equacio 22 — dy? = 1, pela proposicao 4.6. Nesse caso as poténcias de z nos

fornecem uma infinidade de solucdes para a equacao z2 — dy? = 1 desde que z # +1.

5.3 Solucgoes da Equacao de Pell-Fermat
Seja d € Z um inteiro ndo quadrado. As equagoes do tipo
2 —dy® =1

sao chamadas equacoes de Pell-Fermat. Vamos, agora, utilizar a Teoria de Minkowski sobre reticulados no plano
para mostrar que as hipérboles definidas por uma equagao de Pell-Fermat sempre possuem uma infinidade de pontos
inteiros. Chamamos solugoes triviais (£1,0). Podemos nos reduzir a procura de solugoes positivas, isto é, z > 0 e
y > 0 uma vez que todas as outras solucoes inteiras sao obtidas a partir destas.

Teorema 5.6. Seja d € Z um inteiro positivo nao quadrado, entdo a equagdo de Pell-Fermat
2 —dy? =1

possui uma infinidade de solugdes inteiras positivas. Além disso, se (x1,y1), x1 > 0 e y1 > 0, € a solugdo tal que
z1 + y1Vd € minimo, entdo todas as outras solucdes inteiras positivas da equacio de Pell-Fermat sdo (Tn,yn) tal
que T, + yuVd = (21 + y1Vad)"



De fato, a partir da discussao do fim da ultima secao, percebemos que é suficiente mostrar que existe uma
solucio (a,b) € Z? tal que a + bvd > 1. Com efeito, sendo 2, = a + bv/d € Z[\/d] definimos z;, = 2. Como 2, > 1,
entao todas as suas poténcias sdo distintas e além disso, (a, b) é solu¢do da equacdo de Pell-Fermat se, e somente se,
N(a+ b\/g) = 1. Nesse caso, nao apenas z; ¢ de norma 1 como também todas as suas poténcias. E assim obtemos
um infinidade de solugoes.

Exemplo 5.1. Considere a equagao
2 —2y% = 1.

Uma solugdo ndo trivial é (3,2) que corresponde ao inversivel z = 3 + 2v/2 € Z[v/2]. Suas poténcias sio:
22 =17 +12v/2, 23 = 99 + 70V/2, 2* = 577 + 408V/2, ...

Esses elementos de Z[d] ddo origem as seguintes solugdes da equagdo de Pell-Fermat:(+3,+2) (£17,+£12),
(£99,+70), (£577,£408), ... Pelo teorema de Pell Fermat essas sdo todas as solugoes da equagao.

A préxima proposicao sera fundamental para a demonstragao do Teorema de Pell-Fermat e apresentamos aqui

uma demonstracao geométrica original. As demonstragoes anteriores usavam teoria de aproximagao.

Proposigao 5.7. Seja d € Z um inteiro positivo ndo quadrado. Entdo existe m > 0 tal que a equacdo
2 —dy* =m

possui uma infinidade de solucdes inteiras.

Prova: Considere, primeiramente, o reticulado

Ly = {(a+bVd,a — bVd) € R?a,b € Z}.

Um conjunto de geradores pala Ly é {(1,1),(vd,—Vd)}, logo, a érea de um dominio fundamental de L; é
A =|det((1,1),(vd, —V/d))| = 2v/d. Observamos que se (z,y) = (a + bv/d,a — b\/d) € L1, entdo zy = a® — db*> =
N(a+ b\/a) Nosso objetivo, portanto, serda encontrar elementos cujo produto das coordenadas seja limitado.

Considere ainda, para cada ¢ > 0 os seguintes conjuntos:
He = {(z,y) € R?| [zy| < c}

Qc={(z,y) €R?| o] < Vee [y < Ve}

-
|




Claramente o quadrado (). esta contido na regiao hiperbdlica H., isto é, Q. C H. para todo ¢ > 0. O quadrado
Q. é limitado, simétrico e convexo e sua drea é A(Q.) = 4c. Se tomarmos ¢ > A = 2v/d (em que A representa a
drea de um dominio fundamental de L), estamos nas hipéteses do Teorema de Minkowski, Teorema 3.18, e assim,

concluimos que existe um ponto nao nulo do reticulado L; em Q.. Ou seja, existe a; € Ly tal que
0# a; = (a1 +bVd,a1 —b1Vd) € Q. C H, = |a? — db?| < c.

Podemos supor, por simetria, que aj,b; > 0. Sejam m = min{|a; + b1V/d|,|a; — b1v/d|} (0 menor dos médulos das

coordenadas de aq) e 1 E]O,m\/g[c R (=mn <$).

Considere a transformagao linear ortogonal:
T:R* —R? T(z,y) = (nz,n; y)-

Afirmamos que a aplicagao linear T' transforma o reticulado L; num reticulado Lo de mesma drea (de um dominio
fundamental). Com efeito, a transformagao linear é bijetiva, logo a imagem do reticulado L; é também um reticulado
Ls. Escolha 7y tal que o reticulado Lo nao contenha o ponto a;. Novamente, pelo teorema de Minkoswki, 3.18,

existe um ponto nao nulo do reticulado Ly no quadrado Q.,
0# as = (a2 + baVd,az — boVd) € Q. C Ho = |a3 — db3| < c.

Podemos, assim, escolher ag, by > 0 tais que |as — bg\/(ﬂ # la; — blx/g|.

Indutivamente, podemos construir uma infinidade de elementos z, € Z[v/d] com valores absolutos distintos e

com norma algébrica limitada. Isso implica na existéncia de um inteiro positivo m < ¢ tal que a equagao

2 —dy> =m

possui uma infinidade de solugoes inteiras. O

Prosseguimos, agora, com a demonstragao do teorema 5.6.
Prova: do Teorema 5.6

Primeiramente vamos mostrar a existéncia de uma solucao inteira positiva. Pela proposicao 5.7, existe m > 0
tal que a equagao

2 —dy> =m

possui uma infinidade de solugoes inteiras. Podemos, portanto, escolher duas solugoes positivas (z1,y1) e (22, y2)
tais que |z1| # |xa|, x1 = 22 (mod m) e y3 = y2 (mod m) (o ndmero de classes de equivaléncia médulo m é

finito ( = m) portanto existem uma classe que contém uma infinidade de elementos).

Fazendo
(x1+ y1\/3)(x2 - y2\/;i) = (z122 — dy1y2) + (w291 — $1y2)\/g (5.4)

note que x172 — dy1y2 = 22 —dy? =0 (mod m) e x1y2 — Toy1 = 1191 — 11 = 0 (mod m) pela nossa escolha
de represantes na mesma classe de equivaléncia médulo m. Denotamos 122 — dy1y2 = mu € T1y2 — To2y1 = Mmu.

Substituindo na expressao 5.4, temos:
(z1 + y1Vd)(z2 — y2Vd) = m(u + vVd)

tomando conjugados:

(21— y1Vd) (22 + y2Vd) = m(u—vVd)



multiplicando:
m2(u? — dv?) = (22 — y2Vd) (@} - y3Vad) = m?

Logo u? — dv? = 1. E assim mostramos que existe uma solucio em inteiros positivos.

Para concluir devemos mostrar que todas as solugbes em inteiros positivos sao obtidas a partir de poténcias
da solucdo minima o = z; + y1Vd (claramente as poténcias desta solucdo sao também solugdes, pela proposicao
4.6). Suponha, por absurdo que exista uma solugdo positiva (z,y) que ndo pode ser obtida por poténcia, ou seja,

x4+ yvd# a", com n € N. Entéo existe um natural n tal que

" < x4 yVd < ot
isso implica

1<a™™(z+yVd) <.

Isso é um absurdo pois o~ "(z + yv/d) é solugio em inteiros positivos (Verifique!!!) e a é a solucdo minima em

inteiros positivos. (I

5.4 Problemas

1. Encontre todas as solucdes para a equacio de Pell-Fermat 22 — dy? = 1 nos casos em que d = 3,5, 6,7, 8, 10.

2. Mostre que se d = c¢?, com ¢ € N, ou seja, d é um quadrado perfeito. Entdo a equacao =2 — dy? = m possui,
sempre um nimero finito de solugdes (pode ocorrer de nao haver solugao inteira). Encontre valores de d e de
m para os quais a equacdo z? — dy? = m possui solucoes e valores para os quais a mesma ndo possui solucao

inteira positiva. Se m = 1 as tnicas solugbes sdo as triviais (1, 0).

3. Mostre que as solucdes inteiras positivas da equacio 22 —2y? = 1 satisfazem a seguinte relacio de recorréncia:
(xlu yl) = (37 2) € Tpt1 = 33771 + 4yn7 Yn+1 = 2xn + 3yn

4. Mostre que existem valores de d, nao quadrados, para os quais a equagao
22 —dy? = -1
possui solugao e outros valores para os quais a mesma nao admite solugao.
5. Mostre que se (x1,y1) é a menor solugdo em inteiros positivos da equagao 22 — dy? = —1, entdo (z2,¥2)

definidos por (x5 + Vdys) = (21 + Vdy1)? é a menor solugdo em inteiros positivos da 2 — dy? = 1.

x

6. Mostre que as solucdes das equacbes 22 — dy? = 41 fornecem boa aproximacoes racionais para vd ~ 5

Sugestao: calcular % —Vd
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