Existéncia e dependéncia continua de solucdes de
EDOs através do teorema da funcdo implicita
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Equacoes diferenciais sdo fundamentais para a compreensao de muitos problemas de
matematica e de suas aplicagdes as outras ciéncias. Por exemplo, ja no século XVII Newton
e Leibnitz utilizaram a teoria do Calculo para resolver problemas sobre o movimento de
particulas e também de planetas. E a longa histéria desse assunto continua a se desenvol-
ver até a atualidade, com importantes aplica¢des na engenharia de controle e automacao.
Dois dos resultados mais importantes da teoria de equagdes diferenciais ordinérias (EDOs)
sdo o teorema de existéncia de solugdo para o problema de Cauchy e o teorema sobre a
diferenciabilidade continua da solucdo em relacdo as condi¢des iniciais. Em muitos livros
sobre esse assunto as demonstra¢des sdo apresentadas separadamente. Em primeiro lugar,
o resultado de existéncia é obtido pelo Teorema de Picard-Lindelof, que usa o método das
aproximagoes sucessivas e o teorema de pontos fixos para contragdes; em seguida, o resul-
tado de dependéncia continua e diferencidvel é demonstrado usando o lema de Gronwall.
O objetivo principal destas notas é demonstrar os dois resultados de uma s6 vez, através de
uma aplicagdo bem estruturada do teorema da func¢do implicita.

A disposi¢do do assunto pode ser percebida através dos titulos das se¢des; entretanto, sa-
lientamos alguns aspectos importantes. No que diz respeito ao teorema da func¢do implicita,
necessitamos de uma versao para espagos de Banach. Dessa forma, seguimos a sugestdo de
Lima em [7] e apresentamos uma demonstra¢do baseada no texto de Kolmogorov e Fomin
em [4] que segue, sem modifica¢Oes essenciais, do correspondente teorema para espacos ve-
toriais de dimensdes finitas. Além disso, para que o texto seja relativamente completo em
vista do objetivo, enunciamos muitos resultados que se encontram disponiveis de forma de-
talhada na literatura, como por exemplo o teorema do ponto fixo para contrag¢des, inspirado
no artigo de Palais em [8]. Por fim, é importante ressaltar que a demonstragao do resultado
principal, Teorema [11.1] baseia-se no interessante artigo de Robbin em [9].
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1 Defini¢oes e resultados preliminares

Nesta se¢do apresentamos as defini¢des e nota¢des bésicas que serdo usadas em todo o texto,
bem como alguns resultados importantes e ilustrativos.

*R. B. Assungdo foi parcialmente apoiado pela Fapemig (Projeto CEX APQ-00748-08).



1.1 Definic¢do Seja X = (X, || - ||) um espago métrico. Uma sequéncia (x,),en C X €
chamada de sequéncia de Cauchy se, para cada ¢ > 0, existe N = N(e) € N tal que
|Xm — xn|| < € para quaisquer m,n > N.

Observamos que sequéncias de Cauchy em um espago métrico X sdo invariantes por trans-
lagoes. Mais especificamente, se (x,),en € uma sequéncia de Cauchy e a € X é um ele-
mento arbitrdrio, entdo a sequéncia (x, + a),cN também é uma sequéncia de Cauchy. Isto
mostra, em particular, que sequéncias de Cauchy ndo podem ser definidas usando o con-
ceito de vizinhanga. Outro fato importante é que ao definir o conceito de convergéncia
usando a idéia de vizinhanga, o limite da sequéncia aparece explicitamente na definicao;
dessa forma, em principio, para mostrar que uma sequéncia converge é necessario conhecer
previamente o candidato a limite da sequéncia. Por outro lado, com a nogdo de sequéncia
de Cauchy é possivel reconhecer a convergéncia de uma sequéncia sem determinar o limite.
Essa é uma das principais propriedades das sequéncias de Cauchy. A seguir enunciamos,
sem demonstrar, outros importantes resultados sobre esse tipo de sequéncia. Deixamos as
demonstragdes para o leitor interessado.

1.2 Proposicdo 1. Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.
2. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

3. Se uma sequéncia de Cauchy possui uma subsequéncia convergente, entdo a sequéncia
original é convergente.

A reciproca do item [I] da Proposicdo [[.2l ndo é verdadeira em geral; em outras palavras,
existem espagos métricos nos quais nem toda sequéncia de Cauchy é convergente.

1.3 Exemplo Definimos recursivamente, no espago Q = (Q, | - |), a sequéncia (x,),eN por
xo =2ex,41 = (X, +2/x,)/2 para todo n € IN. Claramente temos que x, € Q para todo
n € IN. Além disso, é facil verificar que esta sequéncia converge para v/2 em R. Assim, pela
Proposigdo [L.2] temos que (x,),cNn € uma sequéncia de Cauchy em R e, portanto, também é
uma sequéncia de Cauchy em Q.

Por outro lado, a sequéncia (x,),en ndo pode convergir em Q. De fato, se x, — a para
algum a € Q, entdo x, — a em R também. Pela unicidade do limite, obtemos finalmente

quea = V2 e R\Q, o que é uma contradicao. AN

Esse exemplo motiva a defini¢do dos espagos de Banach, que apresentamos a seguir.

1.4 Definicio Um espago métrico X é chamado de espago métrico completo se toda sequén-
cia de Cauchy em X é convergente. Um espaco vetorial normado completo é chamado de
espago de Banach.

1.5 Exemplos 1. A retareal R é um espago de Banach ao ser munida da norma || x|| = |x|
para qualquer x € R.

2. O espago real R” com elementos denotados por x = (x1,xp,...,x,) é um espago de
Banach ao ser munido da norma

i=n 1/2
ol = [ L]

i=1

a métrica associada a essa norma é dada por p(x,y) = ||x — y||-
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3. Se (X, || - |l1) é um espago de Banach e se asnormas || - || e || - ||2 sdo equivalentes entre
si, entdo (X, || - ||2) também é um espago de Banach.

4. O espago C([a,b];R) das fungdes continuas f: [4,b] — R munido da norma

1flleo = sup{lf(x)[: x & [a, b]}

é um espago de Banach.

5. Seja K C R" um subconjunto compacto. O conjunto das fungdes reais e continuas
definidas em K, isto ¢, C(K;R) = {f: K — RR: f é continua} munido da norma

1 flleo = sup | f(x)]
xeK

para f € C(K;R) define um espago de Banach.

Ja o conjunto C"(K;R) = {f: K — R; f é m vezes continuamente diferencidvel} em
que m € IN, munido da norma || - || nd0 é um espago de Banach, visto que néo é
um espago completo. Especificamente, a convergéncia em relacdo a norma || - || €
a convergéncia uniforme e enquanto o limite uniforme de uma sequéncia de fungdes
continuas é uma fungdo continua, em geral o limite uniforme de uma sequéncia de
funcdes diferencidveis ndo é uma funcdo diferenciavel. JAN

1.6 Proposicdo Seja X um espago de Banach e seja F C X um subconjunto qualquer. Entao
F é um subespaco de Banach se, e somente se, F é fechado.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que F C X seja um subespaco fechado e seja (x,,),en uma
sequéncia de Cauchy em F. Entdo esta sequéncia também é de Cauchy em X; logo, existe o
limite lim, o X, = x em X. Como F é fechado, resulta que x € F.

A reciproca é imediata. O

No que segue, o conjunto das aplica¢des lineares continuas S: X — Y é denotado por
L(X;Y) e o conjunto das aplica¢des limitadas T: X — Y é denotado por B(X;Y).

1.7 Proposicdao Seja V um conjunto qualquer e seja X um espaco de Banach. Entdo B(V; X)
é um espaco de Banach.

DEMONSTRAGAO. Seja (fu)nen uma sequéncia de Cauchy em B(V; X). Dado & > 0 existe
N = N(e) € N tal que, se m,n > N, entdo || fu — fu|| < €. Dessa forma, para cada xg € X
fixado, se m,n > N, entdo

1 fm(x0) = fu(x0) || <e. @)

Dessa forma, a sequéncia (f,(x0))nen € de Cauchy em X; por hipétese, existe o limite
dessa sequéncia. Assim, definimos uma fung¢do f: V — X através da féormula f(xg) =
lim,, ;0 fn(Xp). Para demonstrar que f € B(V; X), basta verificar que f é o limite uniforme
da sequéncia e que é limitada.

Passando ao limite na expressao (I), obtemos

Hm || fiu(x0) = fu(x0)[| = [ fmn(x0) = f(x0)[| <€

n—o00

para todo xp € X. Se m > N, entdo f, — f uniformemente. Em particular, para e = 1,
escolhendo m > N(e) resulta ||f, — f|| < 1; portanto, || f(x)|| < || full + 1. Assim, obtemos
a limitagdo de f € B(V; X) e isto conclui a demonstragdo da proposicao. O



1.8 Proposicao Sejam X e Y espagos normados. Suponhamos que Y seja espaco de Banach
e que V C X seja um subconjunto qualquer. Entdo o conjunto C(V;Y) é um subespaco
fechado de B(V;Y). Em particular, C(V;Y) é um espago de Banach.

DEMONSTRAGAO. Para verificar que C(V;Y) é um subconjunto fechado, mostraremos que
o limite uniforme f de uma sequéncia (f,),en de fungdes continuas é sempre uma fungéo
continua em cada ponto xgp € X. De fato, suponhamos que lim,_, f, = f. Dado € > 0,
existe N(e) € N tal que, se m > N(¢), entdo ||fm — f|| < €/3. Como f, é continua para
todo n € IN, escolhendo n > N(e), existe d(¢) tal que || fn(x) — fu(x0)|| < €/3 sempre que
||x — xo||. Assim,

1) = fF@I < Mf(x) = fu() [+ 1fn(x) = ful@)]] + | fu(a@) = f(a)]

)
<t4i4s
3
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€
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sempre que ||x — xg|| < d(¢). Portanto, f é continua e o conjunto C(V;Y) é fechado em
B(V;Y). Finalmente, usando a Proposi¢do [1.6l concluimos que C(V;Y) é um espago de Ba-
nach. Isto conclui a demonstragdo da proposigao. O

2 Derivadas de Fréchet e de Gateaux

Tendo em vista a aplicagdo que apresentamos para o teorema da funcdo implicita, neces-
sitamos generalizar os conceitos de derivada e de derivada direcional do calculo de varias
varidveis. As derivadas de Fréchet e de Gateaux servem a esse propdsito. Nesta secdo apre-
sentamos as defini¢des e na sequéncia estabelecemos as relagdes entre os dois conceitos.

2.1 Defini¢do Sejam X e Y espacos de Banach, e seja V' C X um subconjunto aberto. Dize-
mos que a fungdo F: V — Y é Fréchet diferencidvel no ponto xy € V se existe uma aplicagdo
linear DF(xp): X — Y tal que

Jon [F R0 1) = F(x0) = DF(xo)h|

=0. 2
h—0 |h| (2)

Se F é diferencidvel em cada ponto x € V e a aplicagdo DF: 3 — L(X,Y) é continua, entdo
dizemos que F é continuamente diferencidvel em V e escrevemos F € C}(V;Y). A expressdo
DF(xg)h, que denota, para qualquer 1 € X, um elemento do espago Y, é denominada di-
terencial de Fréchet (ou diferencial forte) da aplicagdo F no ponto xg. O préprio operador
DF(xy) é denominado derivada forte da aplica¢do F no ponto xj e frequentemente é deno-
tada também por F'(x).

A seguir listamos algumas das propriedades fundamentais da derivada de Fréchet.

2.2 Exemplos 1. Se F é Fréchet diferencidvel no ponto xy, entdo DF(xp) é univocamente
determinada.

2. Se F é Fréchet diferencidvel no ponto xy, entdo F é continua nesse ponto.

3. Se F(x) = yo é uma funcdo constante, entdo DF(x) = 0, ou seja, a derivada de Fréchet
de F é o operador nulo.

4. A derivada de Fréchet da aplicagdo linear L: X — Y coincide com a prépria aplicagdo,
ou seja, DL(x) = L.



5. Sejam F,G: X — Y aplicagdes Fréchet difencidveis no ponto xp. Entdo as aplicacdes
F 4+ G eaF em que « € R também sdo Fréchet diferencidveis nesse ponto e

D(F + G)(xo) = DF(x0) + DG(xo)
D(aF)(x9) = aDF(xg).

6. Sejam X, Y, Z espagos normados; seja U(xp) uma vizinhanga de xo € X e F: U(xg) —
Y uma aplica¢do dessa vizinhanga em Y com F(xo) = yo; seja V(yp) uma vizinhanga
deyp € YeG: V(yo) — Z uma aplicagdo dessa vizinhanca em Z. Nessas condicdes,
se a aplicacdo F é Fréchet diferencidvel no ponto xg e se a aplicagdo G é Fréchet dife-
rencidvel no ponto yy, entdo a aplicagdio H = G o F, definida em uma certa vizinhanca
de xo, é Fréchet diferencidvel nesse ponto e vale a relagdo

DH(xo) = DG(yo) o DF(xo). 3)

Se F, G e H sdo fung¢des numéricas, a férmula (3) corresponde a regra de derivacdo da
fungdo composta. A

2.3 Definicdo Um espaco vetorial normado completo X e munido de um produto interno
(-,-): X x X = R é chamado de espago de Hilbert.

2.4 Exemplo Seja X um espago de Hilbert com produto interno (-, -). Entdo a derivada de
Fréchet da funcdo F: X — R definida por F(x) = ||x| = [(x,x)]!/? é dada por DF(x)h =
(ﬁ,h) para x # 0.
De fato, definindo a fungdo G(x) = ||x||?, temos que
|x +th||? = [|x||>  (x+th,x +th) — (x,x)

t t
— 2(x,h) + t{h, h).

Portanto, DG(x,h) = 2(x, h). Esta aplicagdo é continua para todos os pontos x € X; logo, G
possui derivada de Fréchet e

DG(x)h = 2(x,h).

Como F = G'/2, usando a regra da cadeia obtemos DG(x) = 2||x||DF(x), e como x # 0,
resulta que DF (x)h = (x/||x||, h). A

2.5 Defini¢do Sejam X e Y espacos de Banach e seja V' C X um subconjunto aberto. Dize-
mos que a fungdo F: X — Y é Gateaux diferencidvel no ponto xo em relacdo ao acréscimo
h € X se existe o limite

, (4)

em que este limite é avaliado relativamente a norma de Y. A expressdo DF (xg, h) é chamada
de diferencial de Gateaux; esta pode ndo ser linear em relacdo ao acréscimo h. No entanto,
se tal linearidade se cumprir, isto €, se

DF(X,h) = DFG(Xo)h,

em que DF; é um operador linear limitado, entdo este tltimo é denominado derivada de
Gateaux (ou derivada fraca) de F no ponto x.



2.6 Exemplos 1. Se F é Gateaux diferencidvel no ponto xg, entdo DgF(xg, /) é univoca-
mente determinada.

2. Se F é Gateaux diferenciavel no ponto xg, entdo DgF(xg, th) = tDgF(xp, h) para todo
t e R.

3. Se F é Gateaux diferencidvel no ponto xp, entdo para todo i € X e para qualquer
funcional linear y* € Y*, a fungdo real ¢: R — R definida por ¢(t) = (y*, f(xo +
th)), em que o simbolo (-, -) denota o produto de dualidade, isto &, (y*, f(xo + th)) =
y*(f(xo + th), é diferencidvel no ponto t = 0 e ¢'(t) = (y*, DgF(xo, h)). JAN

2.7 Definicdo Sejam Xj, X, e Y espagos de Banach. Sejam V; C Xj e V, C Xp subconjuntos
abertos e consideremos a funcdo F: V; X V, — Y. Se (x1,x2) € V5 X V, e se mantivermos
xy € V; fixo, entdo como fungdo da primeira varidvel definimos a derivada de Fréchet con-
forme o fizemos anteriormente. Se existir, esta derivada sera denotada por D1F(x1,x2) e,
nesse caso, temos a aplicagdo D1F: V; x V, — L(Xj;Y), denominada derivada parcial em
relacdo a primeira varidvel. Analogamente, podemos definir a derivada parcial em relagado
a segunda varidvel e denota-la por DoF(x1,x2), ou seja, DoF: Vi x Vo — L(Xp;Y).

De forma geral, podemos considerar uma fungdo F: V; x Vo x --- x V; — Y definida
em subconjuntos abertos Vi, C Xj de espagos de Banach Xy para1l < k < n e, dado
x = (x1,%2,...,%,) € V1 x Vp x -+ xV,, se mantivermos todas as coordenadas fixas com

excegdo da k-ésima, definimos a derivada parcial DyF((x1,x2,..., Xk, ..., X)) em relacdo a
essa varidvel, ou seja, DyF: Vi x Vo x -+ - x Vi, — L(Xy; Y).

Derivadas de ordens superiores podem ser definidas da maneira andloga; para mais de-
talhes, confira o Apéndice. Na préxima se¢do apresentamos a férmula dos acréscimos finitos
e uma de suas aplicac¢des para relacionar os conceitos de derivadas de Fréchet e de Gateaux.

3 Formula dos acréscimos finitos

Nesta se¢do apresentamos a férmula dos acréscimos finitos, também chamada de desigual-
dade do valor médio. Seja U C X um subconjunto aberto e seja [xp, x] um segmento contido
em U. Seja F: U — Y uma fungdo possuindo derivada fraca DF; em todos os pontos do
segmento [xp, x]. Dado um funcional arbitrdrio ¢ € Y*, denotamos por Ax = x — xp e
consideramos a fun¢do numérica f: [0,1] — R definida por

f(t) = ¢(F(xo + tAx)). (5)

Esta funcao é diferencidvel como funcdo da varidvel t. De fato, dada a expressao

f(t+At) —f(t) (F(xo + tAx + AtAx) — F(xo + tAx)>
At ¢ At
podemos passar ao limite sob o sinal do funcional linear continuo ¢, e assim obtemos
f'(t) = ¢(DFg(xp + tAx)Ax).

Aplicando a fungdo f a férmula dos acréscimos finitos no intervalo [0, 1], obtemos

f)=£0)+f(0) 0<[01],



ou seja,
¢(F(x) — F(x0)) = ¢(DFg(xo + 6Ax)Ax). 6)

Esta relacdo é valida para qualquer funcional ¢ € Y*, em que 6 depende de ¢. A partir da
equacao (@), obtemos

[p(F(x) — F(x0))| < [|@ll sup [[DF¢(xo+ 6Ax)]||[x]]. (7)
6<[0,1]

Agora escolhemos um funcional ndo nulo ¢ verificando a condigao

¢(F(x) = F(x0)) = [l F(x) — F(xo) | ®)
que existe em decorréncia do Teorema de Hahn-Banach. Da relagdo (7)), resulta que
[F(x) = F(xo)[| < sup |[DFg(xo + 6Ax)|[[|Ax]] )
0€[0,1]

Esta desigualdade pode ser compreendida como o analogo para espagos de Banach da
térmula dos acréscimos finitos para fun¢gdes numéricas (também chamada de teorema do
valor médio no caso de fungdes reais ou de desigualdade do valor médio no caso de fungdes
vetoriais).

No caso particular em que a aplicagdo linear tem a forma x — F(x) — DFg(xo)Ax, da
féormula Q) dos acréscimos finitos obtemos

|F(x) — F(x0) — DFg(x0)Ax|| < sup |[DFg(xo+8Ax) — DFg(xo)||[|Ax||- (10)
6<[0,1]

4 Relagao entre as derivadas de Fréchet e de Gateaux

Os conceitos de derivada forte de Fréchet e de derivada fraca de Gateaux ndo coincidem
nem mesmo no caso de espacos de dimensao finita. Sabemos que, dada a fun¢do numérica
f:R" - Remquen € N é tal que n > 2, a existéncia da derivada direcional Dj,f(x) para
qualquer i € IR” fixo ndo é condicdo suficiente para que esta funcao seja diferencidvel, isto
é, para que o acréscimo finito f(x + h) — f(x) possa ser representado como a soma de uma
funcdo linear de i e de um termo que tende a zero mais rapidamente do que 5.

4.1 Exemplo Consideremos a fungdo de duas varidveis f: R?> — R definida por
°y
se (x, 0,0),
f(x,y)E x4_|_y2 ( y)#( )

0 se (x,y) = (0,0).

(11)

Esta funcdo é continua em todo o plano R?, inclusive na origem. Além disso, existe a deri-
vada fraca de f na origem, que é a fun¢do nula, pois dado I = (hy,hy) € R?, temos
(0 + thy, 0+ thy) + £(0,0) . tth2h,

lim =lim———— =
t—50 t t=0 t4h + 12h3

Por outro lado, esta derivada fraca ndo é a parte linear da variagdo da fun¢do f em uma
vizinhanga da origem. De fato, se usarmos hy = h%, obtemos

- f(h,hp) hy 1
lim ———= =1 =40
N R ST T e
Isto significa que a fungdo f ndo possui derivada de Fréchet na origem. A
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Entretanto, se uma aplicacdo F possui derivada forte, entdo também possui derivada
fraca e ambas estas derivadas coincidem. De fato, seja F uma aplica¢do Fréchet diferenciavel;
entdo

fim TEF) ZF) o,
t—0 t t—0

O resultado a seguir estabelece condi¢des adicionais para que uma func¢do Gateaux dife-
rencidvel também seja Fréchet diferencidvel.

4.2 Teorema Seja F: X — Y uma funcdo fracamente diferencidvel no ponto xo € X. Se a
derivada de Gateaux DF;(x) existe em cada ponto de uma vizinhanga U de x e se a fungado
que a cada x € U associa o operador DF;(x) for continua em x, entdo a derivada de Fréchet
DF(xy) existe e coincide com a derivada de Gateaux.

DEMONSTRAGAO. Dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que, para qualquer ||/|| < &, vale a desigual-
dade

|DFg(xg +h) — DFg(x0)|| < e.
Aplicando a férmula (10) a fungdo F, obtemos

IF(xo +h) — F(xo) — DFg(xo)h|| < sup [[DFg(xo+ 0h) — DFg(xo)|[[|A]] < el|h]].
6€(0,1]

Dessa forma, é valido o limite (2)); portanto, obtemos a existéncia da derivada de Fréchet e a
sua igualdade com a derivada de Gateaux. O

A importancia do Teorema [4.2] reside no fato de que, em geral, ndo é facil determinar
diretamente a derivada de Fréchet de uma aplica¢do, mas o cdlculo da derivada de Gateaux
dessa aplicagdo reduz-se ao cdlculo diferencial de uma tnica varidvel. Podemos fazer uma
analogia com o estudo de funcdes de vérias varidveis, em que o calculo do gradiente reduz-
se ao calculo das derivadas parciais.

Encerramos esta secdo apresentando um resultado similar ao anterior, mas referente as
derivadas parciais. Omitimos a demonstracdo omitimos, ja que possui 0 mesmo esquema
geral daquela que apresentamos.

4.3 Proposicao Sejam X1, X, ..., X, e Y espacos de Banach. Sejam V; C X subconjuntos
abertos paral < k < n e consideremos a fungdo F: Vi x Vo X --- x V, — Y. Se as de-
rivadas parciais DyF: Vi x Vo x --- x V,; — L(X;Y) existem e sdo continuas, entdo para
X = (xl,xz,...,xn) eVixWhx---xV,eh = (hl,hz,...,hn) € X1 X Xp X -+ X X, temos
a relacao

k=n
DF(x)(h1,hy, ..., hy) = Y DiF(x)hy.
k=1

5 O teorema do ponto fixo para contracdes

Muitos problemas que tratam de existéncia e de unicidade de solu¢des de equagdes algébri-
cas ou de equagdes diferenciais podem ser reduzidos ao problema de existéncia de pontos
tixos por certas aplicagdes de um espaco métrico em si mesmo. O principio das aplicagdes
contractantes trata exatamente da existéncia de um tinico ponto fixo para certas aplicagdes.
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5.1 Definicdo Seja M um espago métrico e consideremos a aplicagdo A: M — M. Dizemos
que A é uma contracdo, se existe um nimero real « < 1 tal que

p(A(x), A(y)) < ap(x,y)

E imediato verificar que toda contragao é uma aplicagdo continua. De fato, seja A uma
contragdo e seja (x,)yen C M uma sequéncia tal que x, — x em M quando n — +o0. Entdo
p(A(xy), A(x)) < ap(xy,x) — 0 quando n — +o0, ou seja, A(x,) — A(x) quando n — +oo.

Além disso, usando a desigualdade triangular, obtemos

< p(x1, A(x1)) + p(A(x1, A(x2)) + p(A(x2, x2))
< p(x1, A(x1)) +ap(x1, x2) + p(A(x2,x2))

para quaisquer x,y € M. (12)

p(x1,x2)

e disso resulta o que Palais em [8] denomina de desigualdade fundamental para contragdes,
a saber,

ol A(x)) + plxa, A(x2))]. 13)

<
p(xll xZ) 11—«

5.2 Definicdo Seja F: M — M uma aplicacdo definida em um espago métrico M. Dizemos
que x € M é um ponto fixo por F se F(x) = x.

5.3 Teorema Sejam M um espacgo métrico completo e A: M — M uma contragdo. Entdo
existe um tnico ponto fixo por A.

DEMONSTRAGAO. Inicialmente mostraremos a unicidade do ponto fixo. Sejam x1,x, € M
pontos fixos para a aplicagdo A. Entdo pela desigualdade (13) temos que p(x1,x2) = 0, ou
seja, x; = Xp. Assim, a contragdo A pode ter no maximo um ponto fixo.

Dy

Ao

Co

By

Dy 5

]

Ao

Co

By

DO Dy o

B

Co

By

DO Dy o

B

Co

G

By

Usando novamente a desigualdade (13), mostraremos agora que a sequéncia das iteradas
de um ponto x € M arbitrario, isto é, a sequéncia (A"(x)),en € uma sequéncia de Cauchy.
De fato, dado um ponto arbitrario x € M, definimos x,, = A™(x) e x, = A"(x) para
numeros naturais m,n € IN, e assim temos

p(xm, xn) = p(A™(x), A" (x))

< 1 [p(A" (), A(A" (x))) + (A" (x), A(A" (x)))]




Como a < 1, resulta que a” — 0 quando n — +o0. Portanto, quando m — oo en — +oo,
resulta que também p(A™(x), A"(x)) — 0. Dessa forma, a sequéncia das iteradas do ponto
arbitrdrio x € M é uma sequéncia de Cauchy.

Finalmente, como M é um espago métrico completo, a sequéncia das iteradas converge
para um ponto p € M, que é claramente um ponto fixo para a aplicagdo A, j& que, por
defini¢do de p, temos

= lim A"(x)= lim A™"(x)=A
p= lim A"(x)= lim A™(x) = A(p)
e isto conclui a demonstragdo do teorema. O
Como consequéncia da demonstra¢do do teorema, para o ponto fixo p € M temos a
desigualdade seguinte,

n
p(f"(x),p) < 7 p(x, f(x)) (14)
valida para qualquer ponto x € M e para qualquer n € IN.

A relevancia da desigualdade é que permite-nos estimar o nimero N de iteragdes que
sd0 necessdrias para o erro na aproximagao do ponto fixo seja menor do que um valor pre-
viamente fixado. De fato, suponhamos que desejamos determinar, no lugar do ponto fixo
p € M para a aplicacdo f, um outro ponto denotado por j € M de modo que p(p, f) < e em
que o valor € > 0 indica o erro méximo da aproximacdo. Denotando por N € IN o ntimero
tal que p = fN(x), devemos ter p(p, fN(x)) < ¢; dessa forma, basta usar um valor de N de
modo que

aN

11—«

p(x, f(x)) <e

A partir da quantidade p(x, f(x)) = d, que pode ser obtida a partir da primeira iteracdo em
que usamos um ponto arbitrario x € M, podemos usar a fun¢do logaritmica e calcular uma
cota inferior para N, a saber,

log(¢e) +log(1 — a) — log(d)
N > log(a) . (15)

Assim sendo, para um valor de N verificando a desigualdade (I5), temos necessariamente
olx, N (x)) <

Suponhamos, que ¢ = 10~"; pela desigualdade (I5) vemos que o crescimento de N com
o valor de m é uma constante mais o valor de m/|log(a)|, ou seja, para obtermos uma
casa decimal adicional na aproximagdo do ponto fixo devemos efeturar aproximadamente
1/|log(w)| iteragoes suplementares. Equivalentemente, se necessitamos de N itera¢des para
obtermos uma aproximagdo com m casas decimais de precisdo, entdo necessitaremos apro-
ximadamente de outras N iteragdes para obtermos uma precisdo de 2m casas decimais.

6 Aplicacdes do teorema do ponto fixo para contracdes
O principio do ponto fixo para contragdes é ndo apenas um dos mais antigos e simples

dos teoremas de pontos fixos, como também tem a vantagem de que os métodos de suas
demonstragdes incluem instru¢ées de como determinar os pontos fixos. Como vimos acima,
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algumas demonstra¢des indicam também o erro associado as sequéncias de aproximagdes
sucessivas.

Como aplicagdo principal do principio do ponto fixo para contragdes citamos o teo-
rema da fun¢do implicita e uma de suas consequéncias, a saber, o teorema de existéncia de
solucdes para equagdes diferenciais ordindrias e de dependéncia continua das solugdes em
relacdo aos dados iniciais. Essas aplica¢fes sdo apresentadas nas se¢des seguintes. Por ora,
mostramos um método de célculo aproximado de solugées de equagdes da forma A(x) = x,
comumente denominado de método das aproximagdes sucessivas.

6.1 Exemplo Seja f: [a,b] — [a,b] uma fungdo lipschtiziana, isto é, uma fungdo para a qual
existe uma constante K € R tal que

|f(x) — f(y)| < K|x —y] para quaisquer x,y € [a, b]. (16)

Suponhamos que a constante de Lipschitz K seja tal que K < 1. Entdo a aplicagdo f é uma
contragdo e, portanto, possui um unico ponto fixo que é solugdo da equagdo f(x) = x.
Pela demonstragdo do teorema, a sequéncia (x,),eN definida por xy € [a,b], x; = f(x0),
x = f(x1) = f2(x0), eem geral, x, = f(x,_1) = --- = f"(xo) paran € N converge para o
ponto fixo.

Uma situagdo particular em que f é uma contra¢do é a seguinte. Suponhamos que
f: [a,b] — [a,b] seja derivével em (a,b) e que a derivada verifique a desigualdade | f’(x)| <
K < 1. Entdo f é uma contragdo e a sequéncia acima converge para a solu¢do da equagao
f(x) =nx.

Consideremos agora a fungdo diferenciavel F: [a,b] — R tal que F(a) < 0, F(b) > 0O e
existem constantes K1, K € R tais que 0 < Kj < F/(x) < K, para todo x € [g, b]. Definimos
a fungédo f(x) = x — AF(x) e procuramos a solugdo da equacdo f(x) = x, que é equivalente
a F(x) = 0O para A # 0. Como f/'(x) = 1 — AF/(x) resulta que 1 — AK; < f(x) < 1-—
AK7, podemos escolher um ntimero A # 0 que permite aplicar o método das aproximagdes
sucessivas e assim, podemos determinar aproximagdes das raizes de F(x) = 0.

Y y=x Y y=x Y y=x
()] <1 f=)
()] <1 ()] > 1

7(x)
-

f(x)

l 1
I I
l l
l T l
l T l
l T l
l I l
1 [l 1
X X X X X X

A hipétese f/(x) < K < 1¢é fundamental para que o método das aproximagoes sucessivas
convirja para o ponto fixo. Na verdade, se f'(x) > 1 entdo a sequéncia de pontos afasta-se
do ponto fixo. A

7 Teorema da funcao implicita

De acordo com Krantz e Parks em [5], o germe da idéia para o teorema da func¢do implicita
aparece nos trabalhos de Newton e de Leibniz, que usaram o que chamamos de diferencia-
¢do implicita; além disso, Lagrange descobriu uma versdo do teorema da funcgdo inversa,
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que é equivalente ao teorema da func¢do implicita. Entretanto, foi Cauchy que abordou o
teorema da funcdo implicita com o devido rigor matemaético e é geralmente reconhecido
como o descobridor do teorema. Nesta se¢cdo enunciamos o teorema da fungdo implicita e
na secdo seguinte apresentamos o teorema sobre a diferenciabilidade da fungao implicita; as
demonstrag¢des seguem estreitamente as idéias de Kolmogorov e Fomin em [4].

7.1 Teorema Sejam X, Y e Z espagos de Banach. Seja U uma vizinhancga de (xg,p) € X X Y
eseja F: U — Z uma aplicagdo verificando as propriedades seguintes.

1. F é continua em (xg, o).
2. F(XO,yo) =0.

3. Existe a derivada parcial D,F(x,y) para todo (x,y) € U; além disso, esta derivada
parcial é continua em (xg, o) e o operador D,F(xg, yp) possui um inverso limitado.

Entdo a equagdo F(x,y) = 0 possui uma tnica solu¢do em uma vizinhanca de (xo, o). Em
outros termos, dado € > 0, existem § > 0 e uma aplicagdo f: B — Y, em que B = Bs(x() é a
bola de centro x( e raio ¢, tal que y = f(x) é continua em xy e tal que quaisquer elementos
(x,y) com x € Bs(xg) ey = f(x) verificam também a equagdo F(x,y) = 0. Reciproca-
mente, quaisquer elementos (x,y) tais que x € Bs(xo) ey € B¢(yo) e verificando a igualdade
F(x,y) = 0 também se relacionam pela férmulay = f(x).

7.2 Observacao Gostariamos de tornar o teorema da func¢do implicita tdo simples como o
seguinte caso em dimensido dois. Consideremos uma fungdo F: V C R?> — R definida
em uma vizinhanga aberta V C IR? e verificando as hipéteses do teorema. Dizemos que a
equagdo F(x,y) = 0 define y implicitamente como fun¢ado da varidvel x se existe uma funcéo
f: I CR — Rdefinida em um intervalo aberto I C R e tal que F(x,y) = 0 se, e somente se,
y = f(x). Nesse caso, o conjunto F~1(0) é o grafico da fungao f.

ﬁ y 5 5

% 1

7 1l
;/(onyo)"’

/ // ;:(x,f(?E e

WEe——= / g

Para fixar as idéias, suponhamos que D,F(xo, o) > 0. Pela continuidade da fungéo F, exis-
tem vizinhangas abertas I = (xo —J,x0+6) e ] = (yo — &, yo +€) de xg e yp, respectivamente,
tais que I x ] C V e com D,F(x,y) > 0 para todo ponto (x,y) € I x J. Mais ainda, para
cada x € I fixado, valem as desigualdades F(x,yo —¢) < 0e F(x,yo+¢€) > 0.

Aplicando o teorema do valor intermedidrio, para cada elemento x € I existe um tinico
elemento y = f(x) € ] tal que F(x,y) = 0. Assim temos y € | e, portanto, F"1(0) NI x | =
F~1(0)I x J é o grafico de uma fungdo f: I x J. Isto garante a existéncia da fungdo implicita.

No caso mais geral de espagos de Banach, e até mesmo nos casos de dimensdes maiores
do que a situacdo que analisamos, ndo temos a nogdo de ordem e, portanto, ndo podemos
aplicar o teorema do valor intermedidrio. Uma possibilidade para contornar essa dificul-
dade é usar o teorema da perturbagdo da aplicacdo identidade; outra alternativa é aplicar o
Teorema 5.3 do ponto fixo para contragdes. E essa tltima idéia que utilizamos a seguir para
demonstar o teorema. A
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DEMONSTRAGAO DO TEOREMA [Z.]l Seja x € X; denotamos por Uy C Y o conjunto dos
elementos y € Y tais que (x,y) € U. Suponhamos que x esteja suficientemente proximo de
xp de modo que yg € U,.

Seja a aplicagdo Ay: Uy — Y definida por

Ax(y) =y — [D2F(x,50)] ' F(x,y). (17)

Dessa forma, sdo equivalentes as afirmativas: Ax(y) =y e F(x,y) = 0.

Para demonstrar que a equacgdo (I7) possui um ponto fixo y € U, para cada x fixado,
usaremos o Teorema [5.3] do ponto fixo para contragdes. Para isso, devemos mostrar que,
dado ¢ > 0 suficientemente pequeno, existe § = d(¢) tal que, se x € Bs(x), entdo a aplicacdo
Ay é uma contragédo e aplica a bola B¢(yo) em si mesma.

Comecamos calculando a derivada primeira da aplicagdo A,. Usando as propriedades
mais elementares da derivada, temos

DAx(y) = I — [DaF(x0,y0)] ' D2F(x,y)
= [D2F(x0, y0)] " { D2F (x0,y0) — D2F(x, 1)}

Agora fazemos uma estimativa da norma da derivada da aplicagdo Ay. Como por hipé-
tese a derivada D,F é continua em (x, yp), existe um namero real r tal que

IDAx(y)|| <r <1 (18)

Usando a férmula dos acréscimos finitos, a desigualdade (I8) garante que a aplicacdo Ay
definida em Y §é, para qualquer elemento x € X tal que x € Bs(xp), uma contra¢do da bola

fechada B.(yo).
Além disso, temos a estimativa
1Ax(yo) — yoll < [IID2F(x0,y0)] | - [IF(x, yo) |
= |I[D2F (x0,¥0)] || - [IF(x, y0) — F(x0, o) |

ja que F(xg,y0) = 0. Como a aplicagdo F é continua em (xg, 19), a norma da expressdo acima
torna-se arbitrariamente pequena, desde que ¢ seja escolhido adequadamente. Seja entdo
6 > 0 suficientemente pequeno de modo que

|Ax(yo) — yol| < (1 —r)sempre que ||x — xp| < 6.

Escolhendo ¢ dessa forma a aplicagdo Ay é tal que Ax(Be¢(yo)) C Be(yo). De fato, das
desigualdades ||x — xo|| < J e ||y — yo|| < € e da férmula dos acréscimos finitos resulta

[Ax(y) — yoll < [[Ax(yo) —yoll + [[Ax(y) — Ax(yo)|l

<e(l—=r)+ sup DA (yo+0(y —vo))ll - lly — vol
6€[0,1]

<e(l—r)+er=e

Portanto, para ||x — xp|| < 9, a aplicagdo A, é uma contracdo da bola B¢(yp) em si mesma.
Nessa bola existe um tnico ponto fixo y = f(x), isto é, um ponto verificando a condicdo

y =y — [D2F(x0,50)] 'F(x,y).

A aplicagdo f definida acima é a aplicagdo requerida. De fato, ja temos F(x,y) = 0 pela
hipétese 3 do teorema. Da unicidade do ponto fixo garantida pelo principio das aplicacdes
contractantes, resulta que f(xy) = yo. Finalmente, a continuidade de f é consequéncia do
fato de que podemos escolher o valor de ¢ > 0 arbitrariamente pequeno. Isto conclui a
demonstracdo do teorema. O
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7.3 Observac¢do Pela demonstracdo acima, concluimos que o Teorema [7.1] da fun¢do impli-
cita é, essencialmente, uma consequéncia do Teorema[5.3/do ponto fixo para contragdes. A

Conforme observa Chilov em [2], o Teorema [Z.1] da funcdo implicita possui um caréter
local; isto significa que, dado o ponto (xo, yo) tal que F(xg,y0) = 0, a existéncia da fun¢do
y = f(x) representando uma solu¢do da equacdo F(x,y) = 0 é garantida pelo teorema
apenas em uma vizinhanga do ponto xy. Para determinar de forma precisa o dominio de
existéncia da funcdo f, consideremos a seguinte situagdo. Suponhamos que a fung¢do F(x,y)
seja definida, continua e derivavel em relagdo a varidvel y para quaisquer x € X ey € Y,
e que DyF(x,y) seja definida, continua e inversivel em todo o dominio. Dada a equagdo
F(x,y) = 0, a funcdo implicita f(x) (cuja existéncia é garantida na bola |x — xo| < J pelo
teorema da fungdo implicita), pode ser definida ndo para todo x € X, mas para todos os
pontos de uma bola |x — xo| < r em que r > 0. Entretanto, o nimero r ndo é fixo para todo
x, mas depende da fungdo F(x, y).

7.4 Exemplo Para todo ¢ > 0 consideremos a funcdo F.: R? — R definida por

F(x,y) =x+¢e—eev.

Y 4
bt 2
:
i+ 1
I
—8: | | | |
: 1 2 X 1 2 7
—if 4 - Ye(x)
| ve(x) = In((x +¢)/¢) (0.025 < e < 0.25)
|

Essa fungdo é continua e derivavel em relagdo a variavel y para todos os pontos (x,y) €
R?; além disso, essa derivada é continua e inversivel para todos os pontos (x,y) € R?;
também vale a relagdo F;(0,0) = 0. Entretanto, o intervalo de existéncia da fun¢do implicita
é tal que x > —¢, pois nesse caso temos que ¥ = Y(x) = In((x +¢) /¢). A

No que diz respeito a unicidade da fungdo implicita, a situagdo é bem mais satisfatoria.
De fato, suponhamos que X seja um espaco métrico conexo, isto é, X ndo admite subcon-
juntos proprios que sejam simultaneamente abertos e fechados. Sejam fi, fo: X — Y duas
fungdes continuas tais que f1(a) = f2(a) e com F(x, f1(x)) = 0 e F(x, fo(x)) = 0. Se as
hipéteses do teorema da fungdo implicita sdo verificadas em todos os pontos (x, f(x)) €
X X Y, entdo temos f1(x) = fo(x) para todo x € X.

Com efeito, seja B = {x € X: fi(x) = f2(x)}. Claramente temos que o conjunto B é
fechado. Também temos que o conjunto B é aberto, j& que pelo teorema da funcdo implicita,
B contém um vizinhanca de todos os seus pontos. Como f1(xg) = f2(xp), resulta que B é
ndo vazio; e como X é um espago métrico conexo, obtemos finalmente que B = X, e isto
implica que f; = f>.

Observamos que se supusermos que a aplicagdo F é continua ndo apenas em (xg, /o) mas
em toda a vizinhanga U, entdo podemos demonstrar que a aplicacdo f, definida implicita-
mente pela férmula F(x,y) = 0, é continua em uma vizinhanga de x.
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8 Diferenciabilidade da funcao implicita

Para garantir a diferenciabilidade da aplicacdo f de que fala o teorema da funcdo implicita
devemos impor novas restri¢des a funcdo F. Este é o assunto do préximo teorema.

8.1 Teorema Suponhamos que sejam vdlidas as hipéteses do Teorema [Z1 Suponhamos
ainda que no subconjunto U C X x Y existe a derivada parcial D1F(x,y) e que esta seja
continua em xy, Yo ). Entdo a aplicacdo f definida implicitamente pela formula F(x,y) = 0 é
diferencidvel em x e vale a relacdo

Df(x0) = —[D2F(xo0, %0)] ™' DFi (xo, yo)- (19)
DEMONSTRAGAO. Seja L: X — Y o operador definido pelo lado direito da férmula (19), isto
é

—[D2F (x0,0)] ' DFy (x0, o).

Para demonstrar que o operador L é a derivada da aplicagdo f em xg é suficiente demonstrar
que, dado qualquer e > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo x € Bs(xg) vale a desigualdade

1f(x) = f(x0) = L{x = x0)[| < el[x = xol|- (20)

Denotando y = f(x), substituindo yy = f(xo) e usando a defini¢do do operador L, temos

f(x) = f(x0) = L(x — x0) = y — yo + [D2F(x0,%0)] " D1F(x0, y0) (x — xo)
= [D2F(x0,y0)] "
x {D1F(x0,y0)(x — x0) + D2F(x0,40) (¥ — yo) }-

Como F(x,y) = F(xo,y0) = 0, pela férmula dos acréscimos finitos obtemos a estimativa

1f(x) = f(x0) — L(x — x0)||
< ||[D2F (x0, y0)] 7|
x |[{F(x,y) — F(xo0,y0) — D1F(x0,y0)(x — x0) — D2F(x0,40)(y — yo) }||
< [[[D2F (x0,y0)] 7'
x| sup [|D1F(xo+ 01 (x = x0), yo + 02(y = yo)) - x — ol
91,926[1,0]
+ sup ||D1F(xo + 01(x — x0),y0 + 62(y — Y0)) — D2F(x0,y0)l - lly — }/o||}
61,0,€(1,0]

< 71l = xoll + [ly = woll],
em que 7 torna-se arbitrariamente pequena se escolhermos J convenientemente pequeno
(em decorréncia da continuidade das derivadas parciais D1F(xg, o) e D2F (x0, Yo))-
Dessa forma, temos

1f (x) = f(x0) = L{x — x0) || < 77llx = xoll + [| £ (x) — £ (x0) ]
7 [llx = xoll + [IL(x — xo) ]
+ 77l f(x) = f(x0) = L(x — xo)|-

Portanto, se 7 for suficientemente pequeno, obtemos

<
<

If () = f(x0) = L(x = x0)[| < 7(1 =)~ A +ILI) 12 = xol. (21)
Para demonstrar a desigualdade (20), basta escolher 7 de modo que 17(1—7) "1 (1+ ||L]|) <,
e isto conclui a demonstragdo do teorema. O
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9 Aplica¢des do teorema da func¢ao implicita

Como primeira aplicacdo do Teorema sobre a diferenciabilidade da funcdo implicita,
apresentamos o teorema da funcado inversa.

9.1 Teorema Sejam X e Y espacos de Banach e seja f: Y — X uma fungdo derivdvel em uma
vizinhanga de yy € Y, com f(yo) = xo, e tal que o operador f'(y) seja continuo e inversivel
em v. Entdo existem uma vizinhanga V5 = {x € X: |x — xo| < 6} e uma fungdo derivavel
g: Vs — Y denotada pory = g(x) tal que g(f(y)) = y para todoy € Vs. Além disso, o
operador ¢’': X — Y é o inverso do operador f': Y — X, isto é,

§'(x)=1[f(y) "

DEMONSTRAGCAO. Definimos a aplicagdo F: X X Y — Y pela férmula

F(x,y) = x— f(y)

e observamos que D1F(x,y) é o operador identidade e que DyF(x,y) = —f'(y). Dessa
forma, podemos aplicar o Teorema [/.J] da funcdo implicita para garantir a existéncia da
fungdo implicita ¢ bem como oTeorema [8.1] sobre a diferenciabilidade da fun¢ado implicita
para obtermos as correspondentes propriedades de diferenciabilidade de g. O

No caso de funcgdes numéricas F: R> — R, o valor da derivada da fungdo implicita
f: R = R pode ser calculado a partir da férmula

f'(x) = =[D2F(x,y(x))] 7 D1F(x, y(x)). (22)

Além disso, aplicando aos dois lados da equagdo (22) o operador D>F(x,y(x)), obtemos a
térmula

DiF(x,y) + DoF(x,y)y' (x) = 0. (23)

Dessa forma, sob as hipéteses do Teorema [8.1], podemos determinar y'(x) derivando implici-
tamente a igualdade F(x,y) = 0.

9.2 Exemplo Consideremos a curva definida implicitamente pela equacdo
X3+ P —2xy =0, (24)

denominada folium de Descartes. Esta curva contém o ponto A = (1,1) e para determinar
a equagio da reta tangente ao grafico do folium nesse ponto definimos a fungao F: R?> —
R por F(x,y) = x®+y> — 2xy. Claramente, temos F(1,1) = 0 e F é diferenci4vel, com
derivadas parciais dadas por

oF a2 oF a2
a(x,y)—?)x —2y @(x,y)—?)y 2x
oF oF

-1 =1 @(1,1)21#0-

Dessa forma, podemos aplicar o Teorema 8.1 sobre a diferenciabilidade da fun¢ao implicita
que garante a existéncia de uma fungdo y = f(x), solugdo da equagdo F(x,y(x)) = 0 em
uma vizinhanga do ponto A, = 1. Além disso, essa fungdo é diferencidvel e temos

oF(x,y)171 9F(x,y) . /1) —
dy } ay f1)=-1

£ =-|
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Consequentemente, a equacdo da reta r tangente ao folium de Descartes no ponto A tem a
forma

y—1=-1(x—-1).

Uma vez justificada a férmula de diferenciagdo implicita, podemos determinar esse re-
sultado derivando diretamente a equacao em relacdo a variavel x e obter

d d
2 29Y 5 oYY
3x° + 3y 2y — 2x 0

dy

e substituindo as coordenadas do ponto A, obtemos — = —1.

X
Esse raciocinio deixa de ser vélido na origem do sistema de coordenadas, j4 que no ponto

B 9F(0,0)
O = (0,0) temos oy

folium. YA

= 0. Com efeito, este ¢ um ponto comum aos dois ramos do

9.3 Exemplo Consideremos a superficie definida implicitamente pela equagdo
By + 28 —6xyz = 0. (25)

Esta superficie contém o ponto P = (1,2, 3)e para determinar a equagdo do plano tangente
ao gréfico da superficie nesse ponto definimos a fungéo F: R®> — R por F(x,y,z) = x> +
y® + 2% — 6xyz. E evidente que F(1,2,3) = 0 e que

oF a2 oF a2 oF a2
a(x,y,z) = 3x° — 6yz @(x, y,z) = 3y° — 6xz . (x,y,z) = 3z° — 6xYy
oF oF oF

5-(1,2,3) = 33 @(1,2,3) -6 @(1,2,3) =15 #0.

Dessa forma, podemos aplicar o Teorema [/.1] da funcdo implicita que garante a existéncia
de uma funcdo z = f(x,y), solug¢do da equacdo F(x,y,z(x,y)) = 0 em uma vizinhanga do
ponto Py, = (1,2) e tal que £(1,2) = 3. Além disso, a funcdo f: R*> — R ¢ diferencidvel e
temos
of of
grad f(x,y) = (5 (0 ,2), 5, (0 .2)
( B [8F(x,y,z)] “19F(x,y,2z) [BF(x,y,z)} —18P(x,y,z)>
ox dz ' dy oz

(5)

grad f(1,2)
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Consequentemente, o plano de equacdo

33 6
é tangente ao grafico da superficie no ponto P = (1,2, 3). A

9.4 Exemplo Consideremos a curva definida pelo sistema de equagdes implicitas
xz—yz:O; 3x3—y—ZZ:O. (26)

Esta curva contém o ponto C = (1,1,1) e para determinar a equagdo da reta tangente ao
grafico da curva nesse ponto definimos a fungdo F: R®> — R? por F(x,v,z) = (u,v) em que

u=x*—yz v=23x*—y—2z
Claramente temos que F(1,1,1) = (0,0) e que

ou(x,y,z) du(x,y,z)

IF(vy,z) _ | 9y 2z | [~z —y
ay,z)  |9v(xyz) dv(vyz)| |-1 2|
ay 0z

Dessa forma, obtemos

az;((;,;)n - H :ﬂ € [ag((;,;,;)]—l: [: fﬂ

Como a matriz dF(1,1,1)/9(y,z) é inversivel, podemos aplicar o teorema [Z.I] da funcéo
implicita e garantir que existe uma solugédo y = y(x), z = z(x) do sistema u = 0, v = 0, para
aqualy(l) =1ez|(1) = 1. Além disso,

oF(x,y,z) [2x oF(1,1,1) [2
0x 9x? ox |9

de modo que

(v'(1),2 (1) =~ [%} TOELLD

-~ 4Bl 17
+1 —-1| |9 7|
Consequentemente, a reta definida pela interse¢do dos planos
y—1=-5(x—-1) e z—-1=7(x-1)
é a reta tangente a curva no ponto C. A
9.5 Exemplo Consideremos um polindmio algébrico dado por
p(z) =2" —a 2" P4 ap" % — - (—1)"ay, (27)

com coeficientes complexos ay, ay, .. .,a, € C. O teorema fundamental da dlgebra afirma que
p(z) possui n raizes A1, Ay, ..., Ay, contadas as multiplicidades. E essas raizes sdo fung¢des
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continuas e derivaveis de seus coeficientes. De fato, a todo conjunto de coeficientes 2 =
(a1,a2,...,a,) € C" corresponde um tnico conjunto de raizes A = (Aq,Ay,...,A,) € C",
podemos definir uma fungdo A: C" — C" por A = A(a). Mostraremos que esta fun¢do
é continua e derivavel para todo elemento a € C" para o qual as raizes sdo duas a duas
distintas.

As figuras a seguir ilustram os casos dos polindmios f(x) = x® — x> —4dx+4e f(x) =
x% — 0.8x% — 4.84x + 3.872 bem como g(x) = x* +x3 —3x2 —x +2e §(x) = x* +0.6x° —
1.16x% + 0.6x — 2.16. A hip6tese de que as raizes sejam distintas é importante, como mostra
o0 caso em que h(x) = 2x2, hiy(x) = 2.2x%> +0.5x + 1 e hip(x) = 1.9x> — 0.5x — 1. Nessa
situacdo hi(x) possui uma raiz dupla, 1 (x) ndo possui raizes reais e h(x) possui duas raizes
distintas.

—4 4

Os coeficientes do polindmio (27) sdo relacionados as suas raizes pelas relagoes de Viete-
Girard, a saber,

ai =/\1+/\2++/\n
ay = MA2 + AMAz + -+ A 1Ay
a3 = MA2A3 + -+ Ay oAy 1Ay (28)

an — )\1)\«2...)\«71.

Além disso, a fungdo obtida a = a(A) é continua e derivavel em todos os pontos A € C".
d(ay,ay, ..., a,)
oA, Ap, .o An)

Denotando a matriz jacobiana complexa do sistema (30) por , entdo temos

que o operador diferencial

d(ay,ap, ..., ay)

da(A) = AL, Ay An)

dA (29)

é inversivel desde que

d(ay,ay,...,a,)
det 0.
oA, A, .o, Ay) 7

Nesse caso, o Teorema 9.1 pode ser aplicado para garantir a existéncia, a continuidade e
a diferenciabilidade da funcdo inversa A = A(a). Portanto, devemos mostrar apenas que
o determinante da matriz jacobiana é ndo nulo, desde que os ntimeros Ay, Ay, ..., A, sejam
dois a dois distintos.
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A demonstragdo desse fato se faz usando o principio de indugéo finita no grau do po-

lindbmio. A afirmativa é verdadeira no caso em que o grau do polindmio é m = 1, pois

8a1 . . . . coAL s
Fy v 1. Suponhamos que a afirmativa seja verdadeira no caso em que o grau do polindémio
1

ém = n — 1. Agora formamos as relagdes

by =A+A+-+ A
by = MA2+ MAz+ -+ Ay 2
by = MA2A3 + .. Ay 3An 24 (30)

by =MAy.. A1,
e definimos o polindmio
g(z) = 2" 1 = b 2" 24 b2 — o (1), . (31)

Usando novamente as relagdes de Viete-Girard, temos que os nimeros Ay, Ay, ..., A,_1 sdo
as raizes do polindmio (31); pela hipé6tese de indugao temos que

(b1, by, ..., by1)

det
d(A1, A2, At)

£ 0.

Portanto, completanto as férmulas do sistema (B0) com a equagado adicional A, = A,, obte-
mos a relacdo

a(blleI ey bn—ll /\YZ)
a(/\ll)\’2l cee //\71—1/ /\YZ)

det £ 0. (32)

Usando as relagoes do sistema (30), as férmulas do sistema (28) podem ser reescritas como

a=b1+ XM
a, = by + b1 Ay
as = bz + byA,
an — bn_lAn.

d(ay,ap, ..., ay)

tem a forma
a(bll bZ/ ceey bn—ll An)

Dessa forma, temos que a matriz jacobiana

1 . 1
A, 1 by
day,az,...,an) Ap 1 ... by
a(by, by, ..., by 1,Ay) : Lo : : :
Ay 1 byo
A, by

Para calcular o determinante dessa matriz, faremos a seguinte sequéncia de transformagdoes:
a partir da segunda linha, substituimos cada linha pela sua soma com a linha precedente
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multiplicada por A,. Dessa forma,

1 1
0 1 “ e bl _An

2

det a(al,az,...,an) - 01... by — biAn +)\n

a(blleI"'lbn—llA’l’l) : . Do :

" (1) by_1 —bu_2A, + . + (=1 1An-1
= ()" AT = AT 4 (1) T ]
=q(An) #0

j& que, por hipétese, A, é distinto de cada um dos nameros Ay, Ay, ..., A,,_1 e, consequen-

temente, ndo é raiz do polindmio (3I). Assim, em vista da desigualdade (32), obtemos a
desigualdade

a(ﬂl,ﬂz,...,an) — det a(al,az,...,an) det a(bl,bz,...,bn_l,)tn)

det
B(Al,Az,...An) a(bl,bz,...bn_l,/\n) B(Al,)xz,.../\n_l,/\n)

£0

que é a relacdo requerida. A

10 Equacodes diferenciais ordindrias de primeira ordem

O estudo de equagdes diferenciais originou-se da tentativa de descrever matematicamente
uma ampla classe de problemas em varias ciéncias. Por exemplo, o estudo do crescimento de
populagdes, ou do movimento de particulas, conduzem a certas equagdes diferenciais junta-
mente com variadas condi¢des iniciais. O problema matematico, comumente denominado
problema de Cauchy, é o de determinar uma funcao diferencidvel verificando a equagéo e a
condic¢do inicial.

Mais especificamente, sejam X um espago de Banach e U C X um subconjunto aberto;
sejam [ = (a,b) C Re f € C(I x U; X) uma funcdo que pode ser interpretada como um
campo vetorial dependente do tempo e definido em U. O problema de Cauchy é

Pt = flLotr)  olut) =, (3)

em que Py = (f,x9) € I x U e f é uma fun¢ao continua.
O leitor pode verificar que qualquer solucdo ¢ € C!(I;R) do problema de Cauchy (33) é
uma solugdo ¢ € C(I;R) da equagéo integral

o) =0+ [ f(tg(xx()dr, 34

Reciprocamente, se ¢ € C(I;R) é solugdo da equagio (34), entdo ¢ € C'(I/;R) e ¢ é solugao
do problema (33).

A interpretacdo geométrica da equagdo diferencial do problema de Cauchy é a seguinte.
Por cada ponto (t,x) € I x U desenhamos um pequeno segmento de reta cuja inclinag¢do
vale f(t,x). A colegdo desses segmentos é uma representagdo do campo de dire¢des cor-
respondente a equacdo diferencial [d¢/dt](x,t) = f(t,¢(t,x)). Uma solugdo da equagdo
diferencial do problema de Cauchy é, portanto, uma curva que, em cada um de seus pontos,
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tem como reta tangente o correspondente segmento do campo de dire¢des. Uma solugdo do
problema de Cauchy é uma dessas curvas que contém o ponto inicial Py (g, xo).

X
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10.1 Observacdo A hipotese sobre a continuidade da func¢do f muitas vezes é substituida
pela condicdo de Lipschitz na varidvel x, isto é, a de que existe uma constante K tal que

[f(tx1) — f(t, x2)] < K[x1 — x2

para quaisquer x1,x2 € IR. Com essa hipbtese, podemos garantir ndo apenas a existéncia
mas também a unicidade da solugao para o problema de Cauchy. A

10.2 Observagao Por simplicidade, normalmente supomos que a condicdo inicial para o
problema de Cauchy (33) é considerada em ¢y = 0. De fato, ndo ha perda de generalidade
ao utilizarmos esta suposigdo, j& que se ¢ é solugdo do problema de Cauchy

Lo =fepta) b0 =x,
entdo ¢(t) = ¢(t — to) é solucdo do problema (33) em que f(t, x) = f(t — to, x). A

10.3 Exemplo Sejam X = R e f(t,x) = x" em que n € IN e consideremos o problema de
Cauchy

Yoy =yor  yo=wekr 5)

Se a fungéo y é solucdo do problema (35) com yy # 0, entdo y(t) é ndo nula para f préximo
de zero. Portanto, pelo menos até o ponto em que possivelmente y() se anula, devemos ter

(t)
_/y u "du
y(0)

In }y ‘ sen =1
[y(t)] — [yo]* ™!

1—mn

sen > 1.

Resolvendo para y(t), obtemos

yoe! sen =1
y(t) =y(tyo) = [ Yo o sen>1 (36)
1—(n—=1tyg "~

22



[lrin

(e Y

Efetuando os calculos diretamente, que y(t, o) definida acima de fato é solugao do pro-
blema de Cauchy (35). Os argumentos garantem que essas sdo as tnicas solugdes possiveis.
Observamos ainda que no caso n = 1 ndo ha restri¢do para os valores de ¢; entretanto, para
n > 1 devemos impor a restricdo 1 — (n — 1)ifyg_1 > 0, ou equivalentemente,

1
t < +(;/[T)yn_1 se yg_l >0,
0
1 —1
t> = Do sey; ~ <O0.

Além disso, para n > 1 a solu¢do tem uma assintota vertical em t, = yé_” /(n—1).
Finalmente, para s e t suficientemente préximos de zero, vale a relagdo

(& (s, y0)) = y(t+s,x).
Em particular, no caso n = 1 esta propriedade é equivalente a identidade e'e® = e/**. A

A condicdo de Lipschitz é importante para garantirmos a unicidade da solu¢do do pro-
blema de Cauchy, conforme ilustra o exemplo a seguir.

10.4 Exemplo Sejam X = Re f(t,x) = x*em quew € R é tal que 0 < & < 1 e consideremos
o problema de Cauchy

Yoy =yl y0) =y @)

Realizando célculos semelhantes aos do Exemplo [10.3] para yy # 0 temos

em que, por simplicidade, usamos a notagdo u!=% = u|u|=*. Como y(t) e yo tém o mesmo
sinal (que denotaremos por o(y(t)) = 0(yo)), a equagdo anterior implica que

7(y0) (1 = )t = o(30) [o () y (1)~ ~ o (v0) ol ]
= O™ ~ Iyl

e, portanto,
y(tyo) = o (x) [|x]"* + o(yo) (1 — a)t] /7%, (38)
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Essa solucio é determinada univocamente até o primeiro valor de t para o qual |yo|! ™% +
o(yo) (1 — &)t = 0.

Claramente, y(t) = 0 é uma solugdo do problema de Cauchy (37) quando yp = 0; en-
tretanto, tal solu¢do ndo é tnica, por fazendo yp tender a zero por valores positivos na
equagdo (38) obtemos a fungdo

y(t,07) = [(1 - ,X)t]l/(l—a)

que resolve o problema (37) para t > 0. Além disso, se definimos a funcado

V=100 et >0, (39)

{O set <0,
entido podemos verificar prontamente que y(t) é solugdo do problema de Cauchy (37). E
facil verificar que a familia de fun¢des definidas por y,(t) = y(t — b) também é solugdo do
problema de Cauchy (37) para b > 0.

y Yy

5 4 4 1

4 - 3+ Yap(t)

3 7 1

2 14+

:—1 =
1- T A JVAR.
_ ‘ ‘ ——_11*12345f
1 2 3 4 6 t

5
Para o problema dy(t)/dt = 3y?/3, obtemos a familia de solugdes y,;(t) = (t — a)* para
t < a,y,p(t) = Oparaa <t <bey,p(t) = (t—b)° parab < t em que 4,b € R sdo
arbitrarios. O caso em quea = —1 e b = 3 é ilustrado acima. A

11 Teorema de existéncia e dependéncia continua da solu¢ao
do problema de Cauchy

Para que certos problemas de equagdes diferenciais possam ter algum significado impor-
tante para as aplica¢des é fundamental estabelecer de que forma uma solugao depende das
condi¢Oes iniciais. Em outros termos, um resultado de diferenciabilidade das solu¢ées do
problema de Cauchy em relagdo as condigdes iniciais fornece um método eficiente de se
estudar a influéncia exercida na solugdo por uma pequena perturbagdo da condigdo ini-
cial. Estabelecer um resultado dessa natureza é o principal objetivo destas notas. Para uma
demonstracdo simples do resultado citamos o trabalho de Dai em [3], que utiliza a sequéncia
de aproximagdes de Picard-Lindelof e o lema de Ascoli; entretanto, nessa abordagem é uti-
lizado também o resultado de existéncia de solugdo para o problema de Cauchy. Por outro
lado, Sotomayor em [10] demonstra de uma s6 vez tanto a existéncia quanto a diferenciabili-
dade da solugdo do problema de Cauchy em relagdo as condi¢des iniciais usando o teorema
de contracgdo nas fibras. Robbin em [9] também demonstra o resultado usando o Teorema [Z.1]
da funcdo implicita e é nesse tltimo trabalho que nos baseamos para o restante desta segao.
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11.1 Teorema Seja E um espago de Banach e seja U C E um subconjunto aberto; seja f: R x
U — E uma aplicagdo de classe f € C"(R x U; E), em quer > 1. Entdo para cada elemento
xo € U existem uma vizinhanga aberta V de xg, um intervalo aberto (—¢,+¢) C R e uma
aplicagdo ¢: (—¢, +¢€) x V — U tais que valem as afirmativas seguintes.

1. ¢ € C"((—¢, +e) x V; U).
2. $(0,x) = x paratodox € V.

5 %(t,x) — f(t, ¢(t,x)) para (x) € (—e,+€) x V.

DEMONSTRAGAO. Podemos supor, sem perda de generalidade, que o ponto xj é a origem
do espago de Banach E e que a vizinhanga U de xp é uma bola de raio r centrada nesse
ponto, isto é, U = B,(xp) e seja Uy = B, »2(xp) a bola centrada em x( e cujo raio é a metade
do raio de U. Seja I = [—1,4+1] € R. Dado o nimero natural p € N, seja C’(L;E) o
espaco de Banach das aplicac¢des de classe C? da forma <y: I — E com a topologia de C¥ e
seja C})(I;E) o subespaco fechado de C?(I; E) consistindo das aplicagdes y € CP(I;E) tais
que 7(0) = 0; finalmente, seja C}(I; Up) o conjunto das aplicacdes v € Cj(I;E) tais que
v(I) C Uy. Notamos que C}(I; Up) é um subconjunto aberto no espago de Banach C}j (I; E).
Seja F: R x Uy x C}(I;Up) — C°(I; E) a aplicagdo definida por

Fa,x,7)(t) = 7(t) —af(at, x + (1)), (40)

emquea € R, x € Upey € C{(I;Up) para t € I. Assim, temos que F € C! entre os
espacos de Banach envolvidos. Esta afirmativa é consequéncia do Lema [A.8} notamos que
a aplicagdo y — 7 é uma aplicagdo linear continua. A derivada parcial em relagdo a y no
pontoa = 0, x = xg e y = 0 avaliada no vetor tangente 6 € C}(I; E) é dada por
d

D3F(0,x0,0)6(t) = aé)‘(t). (41)
Claramente esta aplicagdo é um isomorfismo linear. Como F(0, xp,0) = 0, podemos aplicar
o Teorema [7.1] da fung¢do implicita e dessa forma obtemos uma vizinhanga (—2¢, +2¢) x V
de (0,x9) € R x Up e uma aplicagdo H: (—2¢,+2¢) x V — C}(I; Up) de classe C! tal que

F(a,x,H(a,x)) =0 (42)
para (a,x) € (—2¢,+2¢) x V. Podemos definir ¢: (—¢, +¢) x V — U pela férmula

¢(t,x) = H(e, x)(t/€) + x. (43)
A aplicagdo ¢ é de classe C! pois a aplicagdo avaliagdo A: C}(I; Up) x I — Uy é de classe C.

Além disso, (0, x) = x pois H(e, x) € C}(I; Up). Finalmente, como

%P(tIX) — f(¢9(t,x)) = (1/¢)F(e,x, H(e, x))(t/€) = 0, (44)

resulta que ¢ é a curva solugdo. Isto demonstra o teorema no caso em que r = 1.

O caso geral segue do caso demonstrado através de um argumento de indugdo padrao.
De fato, consideremos o espaco de Banach B = C"~}(U;E) e seja a aplicagdo wr: B — B
definida por w(17) = f o . Esta aplicagao ¢ de classe C! pelo Lema[A.8 Considerando w f
como uma aplicacdo sobre B, existe uma tinica solugdo 7; da equacdo diferencial do item 3
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que é de classe C! tal que 770 = identidade pelo que ja foi demonstrado. Essa curva integral
é o fluxo local de F e, portanto, é de classe C"~! pois pertence a B. Como r > 2, resulta que
11 é pelo menos de classe C! e assim vemos que D1; = u; verifica a equacédo diferencial do
item 3, isto é,

%ut = DF(m)ut. (45)
Novamente pelo que ja foi demonstrado, vemos que u; € C"~!((—¢, +¢) x V;U), ou seja,
e € C"((—¢, +¢€) x V;U). Isto conclui a demonstragdo do teorema. O

A Resultados auxiliares

Neste apéndice apresentamos os resultados utilizados na demonstragdo do Teorema

A.1 Derivadas de ordens superiores

Sejam X e Y espacos de Banach e seja F: X — Y uma aplicagdo diferencidvel. Para cada
x € X, a derivada DF(x) é um elemento do espaco L(X;Y) dos operadores lineares. Se
esta aplicagdo for diferencidvel, entdo sua derivada é denomidada derivada segunda da
aplicacdo F e é denotada por D?F. Assim, D?F(x) é um elemento do espaco L(X;L(X;Y))
dos operadores que aplicam X em L(X;Y).

Os elementos desse espago tém uma interpretacdo bastante conveniente que se realiza
através das aplicagOes bilineares, que definimos a seguir.

A.1 Defini¢do Sejam X e Y espacos de Banach. Uma aplicacdo B: X — Y é denominada
aplicagdo bilinear se, a cada par ordenado (u1,v1) € X x X, associa um elemento y €
B(u1,v1) € Y de modo que valem as propriedades seguintes.

1. A aplicagdo B depende linearmente de cada uma das componentes, isto é,

B(aquy + apup, v1) = a1 B(u1,v1) + apB(up, v1),
B(u1, B1v1 + B2v2) = B1B(u1,v2) + BaB(u1, v2).

2. A aplicagdo B é continua como funcdo de duas varidveis, isto €, existe um nimero
positivo M € R™ tal que, para quaisquer (u1,v1) € X x X vale a desigualdade

1B(u1,01) < Mfjur]|f|oa]- (46)

O menor dos nameros M verificando a desigualdade (46) é denominado norma da aplicagdo
bilinear B e é denotado por || B|.

Usando as propriedades acima podemos verificar que as aplicagdes bilineares de X em
Y constituem um espago vetorial normado, denotado por B(X x X;Y). Em particular, se Y
for um espago completo, entdo B(X x X;Y) também é completo, conforme a Proposigao[1.8

Definimos a aplica¢do T: L(X;L(X;Y)) — B(X x X;Y) associando um elemento A €
L(X;L(X;Y)) aum elemento de B(X x X;Y), através da equagdo

B(x1,x3) = (A(x1))x2. (47)
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A aplicagdo T é linear; mais ainda, é uma isometria entre os espagos envolvidos. De fato,
dado w = B(u,v) = (A(u))v), temos

[wll < [[A@)|[l[oll < [lAlllul[[],

e, portanto, ||B|| < || A]|-

Por outro lado, dada uma aplicacao bilinear B, a aplicagdo xp — (A(x1))x2 = B(x1,x2)
é, para cada elemento fixo x; € X, uma aplicacdo linear. Assim, a cada x; € X associamos
um elemento A(x1) € L(X;Y). Esta correspodéncia é linear e, assim, a aplicagdo bilinear B
define um elemento A € L(X, L(X;Y)). Nessas condi¢des, a aplicagdo B pode ser obtida de
A a partir da relagdo (47); dessa forma,

[AG)] = sup [[(A(x1))x2l = sup |[[B(x1,x2)[| < |[Bllf|x1]l,

|2 <1 22l <1

e, portanto, ||A|| < ||B]|.

Combinando as desigualdades dos finais dos dois pardgrafos anteriores, obtemos ||A|| =
||B||. Assim, a correspondéncia entre os espagos L(X;L(X;Y)) e B(X x X;Y) definida pela
equagdo (7) é de fato uma isometria linear. A importancia dessa isometria estd em que a
derivada segunda D?F(x) foi definida como um elemento do espaco L(X;L(X;Y)); e pelo
que acabamos de verificar, esta derivada segunda pode ser interpretada como um elemento
do espago B(X x X;Y).

A.2 Exemplo Sejam X = R" e Y = IR" espacgos euclideanos de dimensdes m e n, respecti-
vamente. Qualquer aplicagdo linear T: X — Y representa-se por uma matriz de dimensdes
n x m. Logo, dada a aplicagdo diferencidvel F: X — Y, a derivada DF(x) é uma matriz.
Consideremos as bases {ej,es,...,em} de X e {f1, f2,..., fu} de Y, e sejam os elementos
x € X ey €Y, representados respectivamente por

X = Xx1€1 + Xp€2 + - -+ + Xmlm,
y=wmfit+ty2fo+-+ynfu

Podemos escrever a aplicagdo y = F(x) e sua derivada DF(x), respectivamente, nas formas

(91 9 1]

1 Fl (xll X2y euny xm)/ g;g g;g %‘;’;
F(x1,%x0,...,%m), == == .. ==

]/.2 = 2(x1 2. m) e DF(x) = | dx1 0xy 0Xy,
yn Fl’l (xll X2y nny xm)/ a}/n ayn ) ayn
[0x1 Oxx T Qxy

A matriz DF(x) é chamada de matriz jacobiana e frequentemente é denotada também por
a(]/lz]/zr s /]/n) )
a(x1,x2, ..., Xm)

azl/k
ax,-ax]-
quel <k <nel <i,j< m. Esses numeros definem uma aplicagdo linear S: X — L(X;Y)
mediante a férmula

i=m
bij =) akiXi
i=1

Para um elemento x € X, a derivada segunda D?F(x) é definida por ayij = (x), em
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ou uma aplicagao bilinear B: X x X — Y mediante a férmula

i=mi=m
Y = Z Z ak,l-juiv]-.
i=1 i=1

Os conceitos de derivada terceira, derivada quarta e, de modo geral, o conceito de deri-
vada n-ésima de uma aplicagdo F: X — Y entre espacos de Banach, podem ser desenvolvi-
dos da seguinte forma. A n-ésima derivada de F é definida como a derivada da derivada de
ordem n — 1; serd, portanto, um elemento do espago L(X; L(X;L(X,...,L(X;Y))...)), em
que o simbolo L aparece n vezes na expressdo. Argumentando de forma andloga ao caso
da derivada segunda, podemos mostrar que a cada elemento desse espaco corresponde um
elemento do espago N(X x X x --- x X;Y) = N(X";Y) das aplicagdes n-lineares entre os
espacos X" e Y, que verificam propriedades semelhantes aquelas listadas para aplica¢des bi-
lineares. Especificamente, dizemos que uma fungdo A: X" — Y é uma aplicagdo n-linear se
aplica qualquer elemento (uy,uy, ..., u,) € X" em um elemento y = A(uy, up, ..., uy) €Y
de modo que A é linear em relacdo a cada uma das componentes u; € X, os demais ele-
mentos permanecendo fixados, e que verifica, para algum ntimero real positivo M € R" a
desigualdade

[AQur,uz, - ) [| < MJun[luz]] - - ],

para qualquer elemento (uq,uy,...,u,) € X". Dessa maneira, podemos interpretar a n-
ésima derivada da aplicagdo F, denotada por DF", como um elemento do espago N(X";Y),
isto é, D"F(x) € N(X";Y).

Definimos a diferencial de Fréchet de uma aplicacdo F: X — Y como o resultado da
aplicag¢do do operador derivada DF(x) no ponto x € X a um elemento / € X, isto é, DF =
DF(x)h. A diferencial de segunda ordem ¢é definida como D?F = D?F(x)(h,h), ou seja, é
a fungdo quadrética associada a aplicagdo D*F € B(X?;Y). Analogamente, a diferencial de
orden 1 é o elemento D"F(x)(h,h,...,h) € N(Z";Y) € Y, ou seja, é a imagem por D"F(x)
do elemento (h,h,...,h) € X".

A.2 Férmula de Taylor

A partir da defini¢do das derivadas de ordens superiores, podemos generalizar a conhecida
térmula de Taylor para espagos de Banach. Sabemos que se uma aplicagdo F: X — Y possui
derivada de Fréchet, entdo a diferenga F(x + 1) — F(x) pode ser representada como a soma
de um termo linear relativamente a /1 e de um termo negligencidvel em relacéo a ||/1||, que é
frequentemente representado pela notacdo de Bachmann-Landau, a saber,

F(x +h) = F(x) + DF(x)h +o(||]]),

em que
. o(||h]])
v P R

Generalizando a idéia da férmula de Taylor para fun¢des numéricas, obtemos a ex-
pressdo seguinte, denominada de férmula de Taylor para fungdes aplicagdes.
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A.3 Teorema Sejam X e Y espag¢os de Banach e seja F: U C X — Y uma aplicagdo definida
em um subconjunto aberto U C X, de modo que DF"(x) estd definida e é uniformemente
continua para todo x € U. Entdo é vélida a relagdo
_ L L s
F(x+h) = F(x) + DF(x)h + ED F(x)(h,h) + §D F(x)(h,h,h) us)
1 n
+- 4 ED F(x)(hh,..., h) +w(x,h),

em que [|w(x, h)|| = o(|[A[|").

DEMONSTRAGAO. Argumentamos por indugdo em k € IN. Para k = 1 a identidade (48)
é imediata, pela defini¢do da derivada. Suponhamos que seja vélida a igualdade (48) para
k = n —1, ou seja, cumpre-se a férmula para todas as aplicagdes que verificam as hip6teses
do teorema, enunciadas para n — 1. Assim, para a aplicagdo DF, obtemos

DF(x +h) = DE(x) + D2F(x)} + %D3(x)(h,h)

. (49)
+ -+ = 1)!D F(x)(hh,..., h) + wi(x,h),
em que wq(x, ) = o(||1||"!). Integrando ambos os membros da equagio (@9) obtemos
1
F(x+h) = F(x) +/ DF(x + th)hdt
0
1
= / [DF(x) + tD?*F(x)h + %t2D3F(x)(h,h) (50)
0 !
1 n—1pn
SR e M F(x)(h,h,...,h)]hdt+Rn(x,h),

1
em que R, (x,h) = / w1 (x, th)h dt. Da igualdade (50) obtemos
0

E(x +h) = F(x) + DF(x)h + %DZF(x)(h,h) bt %D”F(x)(h, By k) + Ra(x,h),

em que

1
[Rn (x, 1| </0 [l (x, th) ||| dt = o([|R][")-

Assim, se a férmula (48) vale para k = n — 1, entdo também vale para k = n e isso conclui a
demonstracdo do teorema. O

A.4 Observa¢do Na demonstragdo do Teorema[A.3 utilizamos o conceito de integral; entre-
tanto, visando tornar o texto mais sucinto, omitimos completamente a defini¢do de integral
de uma funcdo abstrata, cujo dominio é um subconjunto dos niimeros reais e que tem valo-
res em um espago de Banach. A teoria de integragdo nesse caso segue de perto a teoria de
integracdo de fun¢des numéricas; ao leitor interessado, recomendamos os textos de Kolmo-
gorov e Fomin [4] Cap. 10, se¢do 1] e de Lang [6, Cap. 1, secao 4]. AN

O préximo resultado trata da reciproca do teorema sobre a férmula de Taylor.
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A.5 Teorema Seja F: U C X — Y uma fungdo r vezes diferencidvel e paral < k < r, sejam
Ly € N(X*;Y) aplicacoes k-lineares simétricas tais que

1 1
F(x+h)=F(x)+ Li(x)h + ELZF(x)(h,h) + §L3F(x)(h, h,h)
. . (51)
1
+ -+ ELrF(x)(h,h,...,h) +o(h)||k]|",

N 1
em que ||o(h)|| = o(1). Entdo Li(x) = HDkF(x).
DEMONSTRAGAO. Consulte o livro de Abraham, Marsden e Ratiu [1, Box 2.4B]. Veja também
o livro de Lima [7| Cap. 9, exercicio 2]. O

A.3 Teorema de Hahn-Banach

A seguir enunciamos, sem demonstrar, o teorema de Hahn-Banach para espacos normados.
Este importante teorema garante que qualquer funcional linear fy: L — R, definido em um
subespaco L de um espaco vetorial E e verificando a desigualdade

o) < plx), (52)

em que p: E — R é um funcional convexo e homogéneo, pode ser prolongado sobre todo o
espaco E de modo que ainda se verifica a desigualdade (52). Para a aplicagdo desse resultado
em espacos normados, o teorema pode ser enunciado da forma seguinte.

A.6 Teorema Seja L C E um subespago do espago normado E e seja fo: L — R um funcional
limitado em L. Entdo o funcional fy pode ser prolongado em um funcional linear f definido
sobre todo o espaco E, de modo que seja valida a igualdade

Ifoll = Il flle-

DEMONSTRAGAO. Consulte o livro de Kolmogorov e Fomin [4, Cap. 3, secdo 2]. O

A4 Aplicacdo avaliacao

Seja I = [0,1] e sejam E e F espagos de Banach. O espago vetorial C"(I; E) das aplicagdes
definidas em I e com valores em E e que possuem derivadas de ordem r continuamente
diferenciaveis é um espaco de Banach quando munido da norma

_ i
11l = max sup [DF(1)].

SISK te]

Além disso, se U C E é aberto, entdo o conjunto C'(I;U) = {f € C'(LE): f(I) C U} é
aberto em C"(I; E).

A.7 Proposic¢do A aplicacdo avaliacdo A: C'(I;U) x I — U definida por A(f,t) = f(t) é
Fréchet diferencidvel e para (g,5) € C'(I;U) x R, vale a relacdo

DA(f,£)(8,s) = Df(t)s + g(t).
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A.5 Lema 6mega

O Lema [A.8 é conhecido na literatura como Lema 6mega. Seja M um espago topoldgico
compacto e sejam X e Y espagos de Banach. Sabemos que o espago vetorial C(M; X) das
fungdes continuas definidas em M e com valores em E é um espago de Banach quando
munido da norma

1£1l = sup [|f(m)]].

meM

Se V C X é um subconjunto aberto, entdo o subconjunto C(M; V) das fungdes f € C(M;E)
tais que f(M) C V também é aberto.

A.8 Lema Sejam X e Y espagos de Banach e seja V C X subconjunto aberto. Sejam f: M —
Xemquef e C(M;X)eg:V — Yemqueg € CI(V;Y). A aplicagdo Qg: C(M; V) —
C(M;Y) definida por Qq(f) = go f é tal que Qg € C"(C(M;V);C(M;Y)). A derivada de
Fréchet de ()g é

(DO (f)R](x) = Dg(f(x))h(x).

DEMONSTRAGAO. Seja f € C(M; V). Pela continuidade da aplicagdo g e pela compacidade
do espaco topolégico M, dado & > 0 existe & > 0 tal que

105 (f1) = Qg(f2)Il = SIGIAP/Iug(fl(m)) —8(fa(m))|l <

sempre que || f; — f2|| < 6. Dessa forma, a aplicagao ()¢ é continua em f.
Seja A: C(M; L(X;Y)) — L(C(M; X); C(M;Y)) uma aplicacdo definida por
A(H)(h)(m) = H(m)h(m)

para H € C(M;L(X;Y)), v € C(M;X) e m € M. A aplicagdo A é linear e continua;
além disso, ||Al| < 1. Como Dg: V — L(X;Y) é continua, o argumento precedente mos-
tra que a aplicagdo Qp,: C(M;V) — C(M;L(X;Y)) é continua e, portanto, a aplicagao
A-Qpg: C(M; V) — L(C(M, X);C(M;Y)) também é continua. Aplicando o Teoremal[A.5a
funcdo g obtemos

§(f(m) +v(m)) = g(f(m)) + Dg(f (m))h(m) + R(f (m),v(m))h(m).

Definindo

[(Dg o f)h](m) = Dg(f (m))h(m)

[R(f,0)(h)](m) = R(f(m),v(m))h(m),
temos que R é uma aplicagdo continua, R(f,0) =0e
Qg(f+v)=go(f+h)
=gof+(Dgof)h+R(f,v)h
= Qg (f) + (Ao Qpg) (f)hr(f,0)h.

Pela reciproca do Teorema de Taylor, DQg = A o Qp, e, portanto, ()¢ é continuamente
Fréchet diferencidvel, isto €, Oy € C!(C(M;V); C(M;Y)). Isto conclui a demonstragdo do
teorema. O
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