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ABORDAGEM CRITICA SOBRE O ENSINO DE LIMITE

Limite

Estetrabalho, mostra uma defirda@ de limite mais compreensiva do que nos
livros de Gilculo. Para tanto, a mesma, &elividida em partes: primeiro, uma
definicdo intuitiva, depois, uma defirdg preliminar e, logo &s, a definido
definitiva utilizandce e §.

Inicialmente, vejamos intuitivamente o gadimite.

Consideremos 0 caso em que uma pessoa esteja a uracdist de uma
parede (Figurd) e queira se deslocaréela, da seguinte maneira: anda metade
da diséincia e ara; depois metade do que faltouday; e assim sucessivamente.

Observemos que cada vez que a pessoa percorre metade do percusso, ela
se aproxima cada vez mais da parede, podendo chegar muito perto, mas jamais
chegaaa parede. Neste sentido diremos que a paeaalkmite do percurso dessa
pessoa, para expressar que a pessoa pode se aproximar a qual@neradok

parede, mais jamais chegaa parede.

Limites Historicos

1°) Consideremos o problema de encontrar o comprimentardolo de raior.
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Arquimedes para avaliar a @z da circunfeégncia para o dmetro de um
circulo, calculou os pémetros dos padfjonos regulares inscrito e circunscrito,
comecgando com o héagono regular e dobrando sucessivamentéaroaro de la-
dos aé chegar a noventa e seis lados. Aqui, faremos uma apro&omaelhor
tomando um ameron qualquer de lados, e depois tomaremoso infinito do
seguinte modo: vamos calcular o eetro do pdigono regular inscrito de la-
dos no @rculo de raior (Figura2).

Obsevermos que o detetro do pdigonoé P = n -1,,. Usando a lei dos senos

no triangulo da figur&, temos

Iy r

senf,  sena

Constatemos tan@m, que2a = 180° — 6,,, pois a soma do&ngulos internos

- , , On,
de um tranguloé 180°, o que nos da = 90° — 5 Portanto

r send,, r send,, r send,,
ln p— p— 0 pu— 0 .
sena sen (900 — —2n ) COS—;

0 0
Usando o fato de quenf = 2 - sen - COso, gue temos

r-2-sen 0—” CoS 0—"
L 2 2
- (3)
cos | —
2

ln:2'r-sen%" ou ln:2rsen(180 ),

n

Portanto,

o

0 . Logo,

180° 180°
Pzn-Qr-sen( )=>P:2rnsen( >
n n

poisf,, =
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Verificando que quanto maior farmais o peimetro do pdigono se aproxima
do comprimento da circunféncia, ou seja, quando — +oo 0 peimetro do
poligono P, tende ao comprimento da circurdaciaC, mas nunca igual, ou

seja,

n—-+o00 n—-+00 n n—-+00 n

C= lim P,= lim 2rnsen (180 > =2r lim nsen (180 ) :
Sendor a rela@o entre o comprimento da circurdecia e o cametro, temos

7= lim nsen(180>—£—7r e C =2nr.

n—r—400 n 2r

Agora, consideremos o0 problema de encontrarmérga do orculo.
Seja o pdigono regular de: lados inscrito noicculo de raior (Figura3).
Dividamos o padigono emn triangulos com alturé/.

Observemos que&ea do rculo do poigono (4,) é

H-1,

A =
p n 2

Observemos que ao dividirmos o fggno em um imero maior de téingulos,
aarea do padfjono se aproxima daea de rculo (A¢), ou seja, quando — +oo

temos quedp — Ac, obtemos

H-1l, Hn) -n-1l, _
Ac= lim Ap = lim n- = lim A -n-ln = lim
n—-4o0o n—-+4oo n—-+oo 2 n—-4oo

poisP, =n-,.
Observemos que quando— +oo, H(n) — re P, — C = 27r.

Portanto,
Hn)-P, 1 9

Ac = lim = — .7y 2mr =7re.
n——+00 2 2

2°) Problema: Velocidade Irétanea de um corpo em queda livre
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Soltemos um corpo a uma daiiciah, do solo. Temos eAb que sua altura
mudaé em fun@o do tempo. Tomemds = h(t), ondeh(t) & a disdncia orien-
tada e o referencial posto no solo (Figura abaixo).

Para pequena déstciah,,, temos que este movimento &eetiineo uniforme-
mente varvel. Qual erdio a sua velocidadeédia do corpo entrg, et, + At.

A velocidade nedia da paitula no intervalo de tempAt € dada por

h(ty + At) — h(t,)

Vin = At

Observemos que quanto menor for o intervalademenor sea a diferenca
entreV (t,) e V,,.

Portanto, podemos escrever

. h(to + At) — h(t,)
Vito) = Alirilo At '

3°) Problema: Reta tangente

Vamos agora analisar o comportamento das retas secantes a uma curva
y = f(x) que passam pelos pontB$xy, f(x1)) e Q(x2, f(z2)) da curva, quando
@ se move em diréip aP fixo ao longo da curva (Figurd).

A diferenca entre as abcissas @e de P € denotada poAz (lemos:“delta
x"), isto &, Ax = xy — 7.

A figura, mostra-nos o @fico def, e a retaP() secante a curva pelos pontos
PeqQ.

A inclinagdo ou coeficiente angular da rgtd) da figura6 & dada por

_ fla) = f(21)

T2 — T
desde que a retB() nao seja vertical.

SendoAz = x5 — 1, enfio a inclinaéo deP( pode ser escrita como

f(xy + Ax) — f(zy)

me = A:L’ .
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Examinando a figurd, vemos que quandg tende aP ao longo da curva)z
tende a zero. Com isso, a reta secante gira em torno do pontB {iigura5s). A
tangente a curva e € a reta que passa pBrcujo coeficiente anguldr o limite
dos coeficientes angulares das secantes quande P. Assim, a inclinago da
reta tangente ao gfico emP se# o limite dempy quandoAx tende a zero, se

esse limite existir, ist@,

Continuando a defindp intuitiva de limite, observemos o&jico de uma
fungao f representado na figufa Quandozr se aproxima de, pela direita ou
pela esquerdg,(x) se aproxima dé por baixo ou por cima. E quanto maise
aproximar dec,, mais f(x) se aproxima dé.. Com isso,L se@ o limite def(z)
quandar tende ar,, istoé€,

lim f(x)= L.

T—To

Analisemos o comportamento da fédwcf em torno der, representada grafi-
camente na figura.

Quandor — =z, pela esquerda de,, f(z) — f(z,). Mas quanda — =,
pela direita,f (x) nao tende g (z,). Portanto,f ndo tem limite.

Consideremos, tanéin, o gafico da fun@o f representado na figufa

Observemos que a fuag f tem limite L, pois ao tomarmos os valores de
proximos dez,, cadaf(z) aproxima-se dé..

Nas figuras, 8 €9, observamos o comportamento flguandar se aproxima
dezx,, sempre comx # x,. Com base nessas obseiag, antes de darmos uma

definicdo de limite, iremos defini-lo como se segue.
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Definicao Preliminar

Sejaf uma fun@o real definida num intervalo aberto contendo exceto
possivelmente em,. Se quanda: se aproxima muito de,, pela direita ou pela
esquerdaf(z) se aproximar muito dé por cima ou por baixo, edb dizemos

que o rumero real_ & o limite def(x). Simbolizamos por

lim f(x) = L.

T—To

Exemplo: Verifique algebricamente e geometricamente que
1 lim(3z+1) =4
2. lilr%(x2 —dx+3)=-1

Solucao (1): Tomemos valores de proximos del como mostra a tabela ao lado.

Graficamente, temos

Quandoz se aproxima dé por valores menores ou maiores gquyeou seja,
tanto pela esquerda como pela direita, a &mg se aproxima dd, embora Ao
assuma o valot.
Solucao (2): Os valores de com seus respectivos valores fle) e graficamente
esfio representados abaixo.

Notemos que quande se aproxima de&, tanto pela direita como pela es-
guerda, a fungo f aproxima-se de-1.

Observando a defirgp preliminar e os exemplos anteriores, temos que

i) lim f(z) = L se quanddx — z,| for muito pequeno, tan@m tivermos

T—To

|f(z) — L| muito pequeno.

i) Se todo intervalo aberto contendocontiver a imagem de um intervalo

aberto contendo,,, exceto possivelment&z,), enfo lim f(x) = L.
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Vamos considerar os intervalos abertes — §,z, + §) e (L — ¢, L + ¢),
contendar, e L respectivamente, ondee ¢ sAo mumeros reais (Figuré)).

Podemos torndrf (z) — L| tdo pequeno quanto desejarmos, tomdnde x|
suficientemente pequeno. Mas tenhamos em mente qu&ca assume o valor
To.

3. lim f(x) = L se para todos > 0, existed > 0 tal que se

T—To

x € (x,— 6,2, 4 0), tivermosf(z) € (L —e, L +¢).

Com base no que estudamog agora, seremos capazes de compreendermos

a defini@o de limite que se segue.

Definicao: Sejaf uma fun@o definida num intervalo aberto contendg ex-
ceto possivelmente em. O limite def(x) quandoz tende az,, se@ o0 nimero
real L, simbolizado porlim f(z) = L seVe > 0,36 > Otalque|f(z) — L| < ¢

sempre qué < |z — z,| < 0.

Vemos da definigo quevVe > 0, 3§ > O tal quef(x) € (L —¢e,L + ¢)
sempre que € (z, — d,z, +0), © # z,. Ou aindave > 0, 30 > 0 tal que se
0<|zr—uz,] <denbol|f(x)— L| <ecouser € (z, —d,z,+9), x # z, enBo
flz)e (L—¢e,L+e).

A figura 1l mostra essa defirda@ geometricamente.

Ao considerarmos 91_}11; f(z) = L, ndo exigimos que, pertenca ao domio
da fun@o f. Portanto, a a;firméag) xh_ﬂfj f(x) = L nada diz a respeito do valor
f(x,), ela descreve apenas o comporotamento dos valorg&udearaz proximo

dezx,, comzx # x,.

Observacao: Esta definigo de limite foi dada por Hayne, aluno de Weier-

strass, eni872.
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Como meio para compreender a defig@aremos alguns exemplos.
1. Mostre por definigo queglciE% 3r+1=4.
Demonstra@o: Temos que
|f(z) =L =|Bx+1) —4| =3z — 3| = 3|z — 1].

Portanto,
(Br+1)— 4| =3z 1] <e

sempre quér — 1| < % Logo tomand® = g temos que
(Bx+1)—4| <e

sempre qué < |z — 1| < §. O que mostra quh‘n% 3r+1=4.
. 1 1
Observe graficamente paga= 1, ¢ = 3 ec = £
Notemos que quanto menor tomarmos o valoe deenor se o valor de).

Isso significa que quanto maisgximo z estiver dex, = 1, mais pbximo f(z)
estaa de4. Em outras palavras, quanto menor fffz) — 4| menor se& |« — 1|.

2. Mostre por definigo que lim_ (22 =3z +1) = 3.

xﬂfg

Demonstra@o:
Temos que
f(z) = L| = [(22® =3z +1) —3| = |22° — 3z — 2|
1 1
= ‘ (x —2) ( 2)’—]2x—4|~ .71:—1—5’

. o : 1
Temos da defin@o de limite que o intervalo aberto contendc—z} pode ser

gualquer.
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. 1 1 31
Tomemos o mtervalo{—i -1, 5 + 1) = (—5, 5). Portanto para per-

tencer a este intervalo deve-se ter

3 1
——<x<§:>—3<2x<2:>—7<2x—4<—2:>\21;—4\<7.

2
Portanto,
9 1 1
|(22* =3z +1) = 3| = |20 — 4| - TG <T ety
1 ~
semprequ+x+§ < 1. Entao
9 1
| (22 —3x+1)—3|<7x+§ <e
sempre qu +1 <le +1 <:
pre quer =3 ot T

. 1 . .
Portanto,ve > 0, basta tormarmo& = min (1, ?5> (pois para satisfazer as

duas condiges deve satisfazer a inter@eg para qué(2z> — 3z +1) — 3| < ¢

1
sempre qué < x+§ < 9. O que mostra que
lim (2z% —3z+41) =3.
:c—>—%
i . 3 +2
3. Mostre por definigo quehn} x+1 =9
T—3 X —
Demonstra@o:
Temos que
3T+ 2 3r+2+18x -9
— Ll = — (= =
f@) -l = |32 - o = | Y
_|2lz =7 |7(3z —1)
22 —1| | 221
7 7 1
= 3z — 1| = ) prp——
23:—1‘ e T "” 3‘
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. 1 1
Como estamos observandoo a wzmhangagdevamos suporz — 3 <1

. 7 . . .|
para majorar|2 ik Multiplicando por2 e depois subtramd% chegamos a
:C J—
7 5
—<2r—-1< .
5 - 3
Observemos qugr — 1 pode assumir o valor)®. Entao B 1 nao pode
:L‘ —

ser definido. Vamos tomar &

r—-|<-=>--<zr—=-<

1 1 1 1 1
3 7 7 3 T

Somando%, multiplicando por2 e depois subtraindb, obtemos

13<2 1< 1:>13>|2 1|>1=>
o1 = o1 21~ 21
21 147 7
— 2l = — < < 147
13 |22 — 1] 13 7 2z —1]
Portanto,
3x + 2 7 1 1
=" —| < 147 - =
e —1 " ‘ 2z -1 "3 v 3‘
1 1 - |3 2 1
sempre quexr — —-| < —. Enfo v +9| < 147 - |[x — =| < € sempre que
3 7 2 — 1 3
1 - 1 o 1 - €
ST I ) A Vi
(1 1
Portanto, Ve > 0, basta tomarmos) = min (?7E76) para que
3 2 1
v + 9| <esempre qué < |r — —| <.
2 — 1 3

4. lim {r = {/x,sex, > 0ouser, <0enimpar.

T—T,

Vejamos agora, alguns teoremas com suas respectivas demoestrac

Teorema 3.1 Selim f(x) = L elim g(x) = M, enio

Tr—a Tr—a

lim [f(x) £ g(z)] = L £ M.

r—a
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Demonstra@o:

A demonstrago sea feita para o sinal de. Para o sinal de-, a demonstreio
é araloga.

Como}:iir(ll flz) =1L, enﬁovg > 0,36, > O0talque|f(z) — L| < %sempre

quel < |z —a| < d6;. E comolim g(z) = M, enﬁovg > 0, 39, > 0 tal que

lg(z) — M| < g sempre qué < |z — a| < d2. Enfo

[f(z) +g(z)] = (L—=M)|] = [(f(z) = L)+ (g9(x) — M)
< |f(z) = L]+ [g(z) — M|
< %—I— g =e€.

sempre quér —a| < 0, €|z — a| < .
Portanto, tomandd o menor dos doisimeros); e ds, istoé,§ = min(dy, ds),
temos quevs > 0, 36 > 0 tal que|[f(z) + g(x)] — (L — M)| < € sempre que

0<|z—al<od.

Teorema 3.2 a)Selim f(z) = L, enfioVe > 0 existek € R, k > 0 tal que

|f(x)| < k sempre qué < |z — z,| < 4.

. 1
b) Se lim f(x) = L # 0, enfio Ve > 0 existek € R, tal quem < k

sempre qué < |z — z,| < 0.

Teorema 3.3 Selim f(x) = L elim g(x) = M, enio

lim [£(z) - g(x)] = L- M.

Demonstra@o:

Observemos que

f@)-g(z) =L-M = f(z)-g(z) = L-g(x)+ L-g(x) = L-M
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Portanto,

lim [f(x) - g(z) = L- M} = lim [(f(z) = L) - g(z) + (9(z) — M) - L].

Temos quélim (f(x) — L) = 0, poislim f(z) = L (Por hiptese). E que
g(x) & localmente limitada, polsm ¢g(x) = L existe. Portanto,

lim (f(x) — L) - g(x) = 0,

pois existe um teorema: “SBm f(z) = 0 e g(x) & localmente limitada em,,
enio lim f(x) - g(z) = 0". Esse teorema sarabordado mais adiante com sua
respectiva demonstrag. Temos tamdm quelim (g(z) — M) - L = 0, pois

lim (g(z) = M)-L=L-lim(g(x) —M)=L-0=0,

Tr—a r—a

pois por hiptese temos, quem g(z) = M, o que torndim (g(z) — M) = 0.

r—a r—a

Portanto,

lim (f(z) - g(x) = L- M) = lim [(f(z) = L) - g(x) + (g(z) — M) - f(x)] = 0.

r—a r—a

Logo,
lim [f(x) - g(x)] = lim LM = LM.

E portanto,
lim [f () - g(x)] = L+ M.

r—a

Teorema 3.4 Selim f(z) = L elim g(z) = M, enBo

r—a r—a

seM # 0.
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Demonstra@o:
Temos que
flo) L _ M- f@z)- L g(x)
g(z) M g(x)- M
M- f(x) - LM+ LM — L-g(x)
B g(z) - M
1 L 1
= (f(m)—L)-@—M-(g(x)—M) 9@
Entao,

Observemos quém (f(x) — L) = 0, poislim f(z) = L. E comoL e

r—a r—a g(x)
localmente limitada, poiim g(xz) = M # 0, en@olim (f(z) — L) - ﬁ = 0.
L 1
Analogamente temos quan | — - - M) —| =0.
g a7+ (9(a) = 30)-
Logo,
, f(zx) L> , [ 1 L 1
lim|(—=—— | =1 r)—L)-——— —-(glx) —M)-——| =0
iy (15~ ) = 1m [0 - D) 55— 500 -0 o
A R
= }}E»Itlz g({]j) - :cl—>a M M
E portanto,
flz) L
o a7

Teorema 3.5 Selim g(x) = b e se a fungo f for coninua emb, enéo

r—a

lim (fog) (x) = f(b)

r—a

ou, equivalente

lim (£(g(x))) = f (1im g(a))

r—a Tr—a
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Demonstra@o:

Como f & contnua emb, do teorema, que diz que, uma fag/ se@a contnua
no nimeroa se f estiver definida em algum intervalo aberto contendose para
todoe > 0 existir umd > 0 tal que seéx —a| < d en@o|f(z) — f(a)| < &, temos

que para tode; > 0 existir umé; > 0 tal que
|f(y) — f(b)] < &1 sempre quéy — b| < 4.
Comolim g(z) = b, enfio para tod@; > 0 existe umd, > 0 tal que

lg(x) —b| < e, semprequé < |z —a| <y (1)

Sel < |xr — a|] < J, e substitimosy por g(x), temos que para todg > 0

existe umd; > 0 tal que
|f(g(x)) = f(b)| < e1sempre qué < |g(z) —b] <61 (2)
De (1) e (2), vem que para tode, > 0 existed, > 0 tal que
|f(g(x)) — f(b)] < e sempre qué < |z — a| < .
Logo,

lim f(g(x)) = f(b)  lim f(g(x)) = / (lim g(x))

r—a r—a r—a

3.3 Alguns Limites Importantes

1 fim 28 _ P

o q(@)  qzs)’ comp(z) e ¢(z) polindmios,q(z,) # 0.

Demonstrag@o:
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Sejap(r) = a,z™ + ap_ 12"+ ...+ ayx + a,. EnfiO

lim p(z) = lim (a,2") 4 lim (a,_12" ") 4+ ...+ lim (¢;z) + lim a,

T—To T—To T—To T—To T—To

n n—1
= a,| limz) +a,—;| lim z +...+a lim z +a,
T—To T—To T—To

~1
= apx) +ap12) + . a1z, +a,

= p(,).

Analogamente obtemos quan ¢(z) = ¢(z,).

Portanto, @)
lim p(z
. p 33) T—To p(xo)
lim = — = ,q(T, 0.
M@ T @) ) 7
2. lim {/p(z) = »/lim p(x) = /p(x,), p(x) polindmios.

(xo + Az)" — 2

3. lim =r-2' 1 VreqQ.
Az—0 Azx o 7 @
Demonstra@o:
1 m m
Vamos mostrar para 0S casos- m,r = —,r = — er = ——
m n n

1°r=m

. (ro + Az)™ — 2™
m
Axz—0 A.T

(Zo + Az — 2,) [(x0 + A2)™ " + (zo + Az)™ 2 - 2+

= A 7
+ (o 4+ Az)™ 22+ 42
Ax
= lim [(z,+ Az)™ (30 + D)™ wg + (o + Ax)™ 022 4L

o m—1 m—2 m—3 2 m—1
=z, +x, xot+zx, "-x,+...+x,
= 2™ 4™ 2™ (m vezes)

= x, x, otz m vezes

_ m—1
= m-zx,
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20 r= )
m
(zo + Az)m — x5 Na,+Ar — y/7,
Ax N Ax )
Mas,

(m\/:to+Aa:)m—("\7x_o)m
= (Vaot+ Az + %)-{(m)ml+(M) E .+ (vE)

Portanto,
Az
Vao+ 8z — T, (Voo +82)" 4 (Vo + 8a)" 7 gfae+ .+ (/@)™
Az N Az
B 1
(Vro+80)" "+ (Vro +80)" 2 T+ + ()™
Ento,
. Vi, +Ar — x/z,
lim =
Az—0 Az
= lim !
a0 (%, + Ax) "+ (Ko + Bx)" T jfa (e
1
()" ()" ()
1
a :ljomTi1 + l’omeJr# + + :L‘omTi1
B 1
Cmez,)
= i xorifl
m
="
n
Temos que,
lim (2o + Az)n — 28 _ g V(z, + Ax)™ — W

Az—0 Az Az—0 Az
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Mas,

(Vo) - = (s o)
[(W) (m) . W.,.mmm]
= 2+ A2)" — (W \/—>
[(m) o (v aa) s mn-l] |

Portanto,

Vo B —
Ax N

(ro + Az)™ — 2™

o

m—2

Az - <“ (xo—l—A:v)m)n_l—i- (” (xo—f—Ax)m) : {L/ﬁ—l—...—f—(ﬁ)m_l:

(o + Az — 20) « [(0 + A2)™ 7 + (2o + A7) 2y + . 2

m—2

Ax - (" (xo—i—Ax)m)nl—i— <” (xO+Ax)m> : W—i—...qL(@)m_l:

(1o + A2)" " 4 (2o + A2)™ 2wy !
n—1 m—2 .
("(930+Ax)m) +<"(:vo+Ax)m) N OV U

Portanto,

V(o + Az)™ — /oy
Ax B
(2o + Az)" ' 4 (2 + Ax)" 2 g+ ...+ a!

lim
n—1 m—2
S (Wt A7)+ (Ve A7)+ ()
xS, 2, L,
(2" (™) ™+ ()
" 4, g,
Ton ) 4o R g (D)

m - CComfl

lim
Axz—0

_m

n-x,"  n

_ m om_y

= —-I,n .
n
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go p— 1
n
1 1
I (To + Ax) ™™ — 2,7 ~ lim (2o + Az)" T
Az—0 Az Az—0 Ax
Ton — (To+ Az)n
Az)n -z, R (x4 Az)®
= lim (To+ AT)" - Ton lim —— m(x A7) —
Az—0 Az Ar=0 Ag - xom - (2, + Az) "
. —1 (T + Az) " + o
= lim — =
Az—0 | ¢ & . (xo + AI) n Azx
-1 (T An) 4
= lim - lim
_]_ m m m
g ™ ™ @ xon 1 = —@ xr,n 1-2 n
Ton - Ton N n
= —_— :L'O n
n

180°
4 lim n-sen( ):ﬂ'.

n—-+oo n

A demostracao ja foi feita.

t .
5 %in% nt_ 1, tem radianos.
Demonstrag@o:
180°
Sendo—— = —rad, temos de3 que
n n

. T
7= lim n-sen(—|.
n—-+4oo n

Sejat = T Enfo, quanda — +oc implicat — 0". Portanto,
n

. T . sent . sent
7=lim —sent=nr=7-lim — = lim — = 1.
t—0t+ t t—0t+ ¢ t—0t ¢

. sent
Calculemoslim —~
t—0—
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Sejau = —t. Set — 0~ implicau — 0*. Portanto,

sent sen(—u —senu
T P L Gl) SN —1.
t—0— t u—0t (—u) u—0t —U
sent sent
Comolim — = lim — =1, enfio
t—0+ ¢ t—0— t
sent
lim —— = 1.
t—0 ¢

n—4oo

1 n
6 lim (1 + —) = ¢, onde
n

O R 1

Demonstrag@o:
Primeiro demonstraremos pata— +oo.

. . 1 1
Sejam as se@nciasa, =1+ —+ -+ —+...+ —e€
20 3! n!

bn:<1+l> 1 n-(n—1) 1 Ln-1.21 1
n

=l4n - —+—-2. 4
n 2 n? n! nn

ou
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Observemos qug, < a, para todon, e queb, e a,, SA0 convergentes, pois

sao0 limitadas

RS S 1
an = +ﬂ+5+§+...+m
<1+1—|—1—|— ! + + 1
9 9.9 T onm1
1(1 o
2 1\"
1 2
1—=
2
<3
1 n
n
1 1
<1l+14+=4+...+—=
2! n!
< e,

1 n+1 1 n
(1 + ) > (1 + —) €a,.+1 > a,. Logo, obtemos quem b,, < lima,,
n+1 n
(pois sex,, ey, forem segéncias convergentes, cam < y, paratodon € N,
enBolimz, < limy,). Para mostrar que estes limiteésosguais mostraremos
que lim b, > lim a,.

n—-+00 n—-+o00

Fixando arbitrariamente € N, temos que para todo > p,

b, > 1+1—|—l 1—l —|—l 1—l 1—z +...
2! n 3! n n
+l(1—1)(1—g)...(1—pé1)
p! n n n

Fazendo: — oo (€ mantendo fixo), na desigualdade acima, obtemos que o

segundo membro tende para o limite

2! 3l
Entio, lim b, > a, paratodo € N. Sejal = lim b,. Comoa, < L

n—-+00 n—-+00

1 1 1
1+1+—+—+...+H:ap,

Vp € N, ento lim qa, < L. Portanto, lim b, > lim a,.

p—-+00 n—-+o0o n—-+o0o
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Comolim b, <lima, e lim b, > lim a,, obtemos

n—+0o0o n—+o0o
1\" 1 1 1 1
lim b,= lm a,= lm (14—} = lim (1+—+=4+—+...+—].
n—+00 n—-+00 n—+o00 n n—-+00 1! 2! 3! n!

Por hipbtese, temos que
li TR
1m — | =e.
n—+00 20 3! n! ¢

Portanto,

lim
n—-+4oo

Agora, observemos que

1\" 1 —1\"
lim (1 + —) = lim (1-— —) = lim (n )
n——oo n n——+00 n n—-+4o00 n
— N (1 )
- nﬂlrfoo n—1 - nirfm n—1
1
- | (55) ()|
n—-+o0o n—1
1 \"! 1
= lim (1+ - lim [ 1+
n—+00 n—1 n—+o00 n—1
= e-1

e

7 lim (1+ A:z:)ﬁ =e.
Az—0

Demonstra@o: .

No limite 6, provamos quagrinoo (1 + %) = e. Observemos que nesse
limite n tende para infinito tomando valores inteiros. Vamos trocampelo z e
supor agora que — +oo assumindo um valor real qualquer. Mostraremos que
este limiteé 0 mesmo.

Suponhamos que — +oo. Enfio, cada valor de esf compreendido entre

dois Mumeros naturais, ou seja,

1 1 1
n<r<n+l=->-> .
n T n—+1
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Somandd, temos

1 1 1
1+—>214->14 ——.
n T n+1

Comon < x < n + 1, temos da desigualdade anterior que

1 n+1 1 T 1 n
() = (2) = ()
n x n+1

Sexr — oo, temos tambm quen — oo. Com isso calculemos o limite dos

., . 1\
termos entre os quais a@stompreendido o termél + —) :
X

1\"*! 1\" 1
lim (1 + —) = lim {(1 + —) . (1 + —)1
n—+0o n n—-+0o00 n n

. " . 1
= lim (1+—=) - lm (1+—-)=e-1
n—-+oo n n—-+oo n

= €

1 n+1
1
: I \" . ( T + 1)
Iim (14 = hrf 1
n——+o0 (1 n )
n+1
1 n+1
lim (1 + )
n—-+oo mn —|— ].

1 1
lim (1 + )
n——+o00 n+1
= e

| ®

Portanto, pelo Teorema do “Confronto”, temos que

) 1\*
lim <1 + —) =e.
r——+00 T

Semelhantemente, temos que

: 1\*
lim <1 + —) =e.
T——00 x
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. . 1 1
Do limite anterior, vamos super = Ax = z = A Notemos que quando
x X
r — =£oo, temos que\xr — (. Portanto, podemos escrever

1 €T
e= lim (1—|——> :Alim (l—f—Ax)ﬁ.

r—+o00 x x—0

Logo,

lim (1+ A:z:)ﬁ =e.
Az—0



