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MODULOS SOBRE ANEIS -
GENERALIZANDO O CONCEITO DE ESPACO VETORIAL

L. C. R. GouLART* S. L. DE OLIVEIRAT & R. THIBES?

1 Modbdulos

Definicao 1.1. Um mddulo M' sobre um anel R € um conjunto néo vazio satisfazendo as sequintes condicdes:
M1) M € um grupo aditivo abeliano.
M2) r(x+y) =rz+ry,.(r +s)z =ra+ sz,
M3) r(sz) = (rs)z,
Mj)lax=x
1.0.1 Propriedades Basicas

1) rO=0
2)Or=0
3) (—r)x =r.(—z)=—(rx)

Observagao 1.1. As vezes, a no¢do de modulos se define para anéis sem unidade. Neste caso, se omite a condi¢do
M4 da definicdo de mddulo.

Exemplo 1.1. Se M é um espaco vetorial sobre um corpo K, entao M é um K-mddulo.

Exemplo 1.2. Qualquer anel R é um mddulo sobre si mesmo.

Exemplo 1.3. Se R ¢ um anel, entdo R é um R-mddulo.

Exemplo 1.4. Seja My,.n(R) 0 conjunto das matrizes mxn com entradas em um anel R. Entao M é um R-mddulo.
Exemplo 1.5. Qualquer grupo abeliano G € sempre um Z-mddulo.

nvezes

——
z+...+z,n>0
ne=< (—z)+...+(-z),n<0 (1.1)

nvezes
0,n=0

Exemplo 1.6. Se I é um ideal a esquerda de R, entdo I € um R-mddulo a esquerda.

Exemplo 1.7. Seja G um grupo abeliano e End(G) o conjunto de todos endomorfismos de G.
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Afirmacao: End(G) possui uma estrutura de anel.
Podemos definir em G uma estrutura de End(G)-médulo associando a cada par (fx) End(G)xG o elemento

fx=f(x) G.

2 Algebras

Uma &lgebra sobre um anel comutativo é um médulo com uma operagao binaria de multiplicagao de elementos

que tem a propriedade distributiva e associativa quando faz sentido

Definicao 2.1. Dizemos que M é uma dlgebra sobre um anel comutativo R se M é um R-mddulo que também é

um anel e as operagoes de anel e mddulo sao compativeis, i.e.,
r(zy) = z(ry);Ve,y e M er € R (2.2)
Exemplo 2.1. Todo anel comutativo € uma dlgebra sobre si mesmo.
Exemplo 2.2. Qualquer anel R é sempre uma Z-dlgebra.
Exemplo 2.3. O anel M, (R) (matrizes nzn com entradas em R) € uma R-dlgebra.
Exemplo 2.4. O anel de polinémios R[x]| e o anel de séries de poténcias R|[x]] sao R-dlgebras.

Observagao 2.1. Podemos definir uma dlgebra sobre um corpo e usar propriedades de espacgos vetoriais. Existem

propriedades que diferenciam uma dlgebra sobre um anel de uma dlgebra sobre um corpo.

Proposigao 2.1. Seja K um corpo. Se A é uma K-dlgebra e M tem uma estrutura de mddulo sobre A, entdo M é

um espaco vetorial sobre K.

3 Submoddulos

Assumiremos que todos os anéis envolvidos neste texto séo comutativos. Assim, ndo haverd distingdo entre

moédulos a esquerda e mddulos a direita.

Definicao 3.1. Seja M um R-mddulo. Um subconjunto N C M ndo vazio € dito um submodulo de M se: rx+sy € N
para todo x,y € Ner,s € R.

Em outras palavras, um submédulo com as operagoes herdadas do médulo, é também um R-mddulo.

Observagao 3.1. N € um submaodulo de M se as sequintes condi¢des sao satisfeitas:
1) N € um subgrupo aditivo de M.

1) N € fechado em relagao em relagio a multiplicagdo por escalar.

Observagao 3.2. Ao admitirmos que o anel é comutativo ganhamos algumas propriedades. Por exemplo, se

estamos com um mddulo livre, podemos falar em dimensdo se o anel é comutativo.

Observagao 3.3. Se M ¢ uma R-dlgebra, diremos que N C M € uma subdlgebra se N for um submddulo que

também ¢ um subanel.

Exemplo 3.1. Seja V um espago vetorial sobre um corto K. Um subconjunto S C'V é um submddulo sse S é um

subspago de V.
Exemplo 3.2. Seja G um grupo abelinao. Entdo os Z—submddulos de G sdo precisamente seus subgrupos.

Exemplo 3.3. Seja R um anel. Os R—submddulos de R sao precisamente os ideais d esquerda.



Exemplo 3.4. Sejam My, Ms submddulos de um MR—mddulo. Entao o conjunto N1 + Ny = {n1 + na,n; €

Ny e ng € No} também € um submddulo M denominado submddulo soma de Ny e Na.

Exemplo 3.5. Seja S um subconjunto de M wm R—mddulo. Entio , (S)={>1 risi|neN;r;, e Res; €5} ¢

um submddulo denominado submddulo gerado por S.

4 Homomorfismo de Moddulos

Definigao 4.1. Sejam My e M —2 R—mddulos. Uma aplicagao ¢ : My — Ms é um homomorfismo de R—maddulos

se.

i) ez +y) = o(@) +¢(y), Yo,y € M
i) o(rz) =ro(x),Yoe € My eVr € R

Exemplo 4.1. R um corpo. E um homomorfismo de R-mddulos < é uma transformacoes lineares
Exemplo 4.2. Os homomorfismos de grupos abelianos sGo homomorfismos entre os Z—mddulos

Exemplo 4.3. Homorfimso canénico

N ¢ um submodulo de M um R—mddulo

vo: M — MJ/N
z — x+N (4.3)

Exemplo 4.4. [Homotetia]
M é um R—mddulo er € R
or M= M/p.(x) =rz (4.4)

R comutativo = @, € um homomorfismo de R—mddulos

pr(z+y) =r(@+y) =re+ry=er(z) + e (y) (4.5)
or(ax) = r(ax) = (ra)x = (ar)x = a(rz) = ap,(x) (4.6)

4.1 Teoremas Fundamentais para Moédulos

Sejam My, My R—mdbdulos e N um submédulo de M;. Considere ¢ : My — M um homomorfismos de
R—médulos tal que o kernel contém N. Entao existe um tnico ¢ : My /N — My homomorfismo de R—mddulos tal

que p(z + N) = ¢(z)

Teorema 4.1 (12 Teorema do Homorfismo). Se ¢ : My — My € um homomorfismo de R—mddulos com kernel N,
entdo Imyp ~ My /N.

Teorema 4.2 (22 Teorema do Homorfismo).

(S+T)/T ~S/(SNT) (4.7)

rekerpC S+ T=TeorzeclTs2reSNT (4.8)
E claro que Tm ¢ = S + T/T.
Teorema 4.3 (32 Teorema do Homorfismo). Se N é um submddulo de L e L é um submddulo de M entdo

M/L~ (M/N)/(L/N) (4.9)



4.2 Anulador

Seja M um R—mddulo.

Definigao 4.2. O conjunto R—mddulo Ann(M) ={r € R|rm =0,Ym € M} é chamado de anulador do mddulo
M.

Exemplo 4.5. Considere M = |, 0 Z—mddulo e fica claro que Ann(Z,) = nZ.

Exemplo 4.6. Sejam K um anel de divisao e Ma(K) o anel das matrizes. Consideremos I = {A € M3(K)/a11 =

a22:a21=O 6&127&0}

Logo
BA=0= b11.a10 =0ebs1.a19 =0=b11=0eby; =0 (410)

Portanto
ATLTL(I) = {A € MgK/bll =0eby = 0} (411)

Observagao 4.1. A defini¢ao de anulador € usada em ideais primitivos, radical de Jacobson, entre outras coisas.

5 Produto de Mddulos

Seja R um anel e considere {M; | ¢ € I} uma familia de de R—mddulos & esquerda indexada pelo conjunto 1.
Considere M = [];c;
(ai)icr onde a; € M)i para cada i € I.

M; o produto cartesiano dos membros da familia, i.e., o conjunto de todas as sequéncias
Podemos introcuzir em M uma estrutura de R—mddulo definindo as seguintes operacoes:
i) (ai)ier + (bi)ier = (a; + bi)ier (5.12)

11) r(ai)ief = (rai)iel (513)

O R—mddulo definido anteriormente é chamado de produto direto da familia {M;};c;.

6 Soma de Moddulos

Seja R um anel e considere {M;;i € I} uma familia de R—mddulos & esquerda indexada pelo conjunto 1.

6.1 Soma Direta Externa

A soma direta externa M;(i € I) é definida como sendo o conjunto de todas as sequéncias (a;) onde a; = 0 com

excegao de um numero finito de indices e é denotado por .. ; M;

ier Mi
(a;) + (bi) = (ai +b;) (6.14)
r(a;) = (r.a;) (6.15)

Observagao 6.1. A soma direta externa € um submddulo do produto direto.

E claro que quando o conjunto de indices € finito, as duas defini¢bes sao coincidentes.



6.2 Soma Direta Interna

O R—moddulo M é uma soma direta interna dos submoédulos M; se para cada x € M temos que x = x;, +...+x;,
com z;; € M;, com j=1,...,n

Observagao 6.2. Soma direta interna quer dizer que cada elemento é escrito de maneira unica por um niumero
finito de elementos e jd na externa isso nao precisa ser verdade.

7 Mobdulos Simples

Seja M um R—médulo. Diremos que M é simples quando M s6 tem os submoddulos triviais.
Exemplo 7.1. 1) Um grupo abeliano G é um Z-mddulo simples se e somente se G

2) Um espago vetorial V' é simples se e somente se dimV = 1.

€ ci)clico de ordem primo. (G ~ Z,
Proposigao 7.1. Um R—mddulo simples € necessariamente ciclico.

Observagao 7.1. Um mddulo simples também é chamado de mdodulo irredutivel.

Afirmacao : Sejam K um corpo e i € {1,...,n}. O ideal (& esquerda) de matrizes colunas
L; = : o - |,a;; € Kparatodoj=1,...,np é um M,(K)—mddulo simples com
0 ... 0 apy O ... O

a operagao usual

Lema 7.1 (Lema de Schur). Se M e N sao R—mddulos simples, entdo qualquer homomorfismo de M para N ou

€ um isomorfismo ou € nulo. Em particular, o anel de endomorfismos de um mddulo simples € um anel de divisao.

Dem.:
Seja ¢ : M — N tal que ¢ # 0. Logo

kero#Me0&Imp CN

Pela hipdtese, podemos concluir que ker o — 0 e Im ¢ = N, i.e., ¢ é um isomorfismo.
Em particular, todo endomorfismo de M nao nulo é claramente inversivel; e portanto, uma unidade no anel de
endomorfismos Endg(M).

Observagao 7.2. O lema de Schur é bastante utilizado na teoria de representa¢des de grupos e dlgebras, por
exemplo.

Como veremos no exemplo a seguir, a reciproca do Lema de Schur nao é verdadeira em geral.

Exemplo 7.2. Seja M um espago vetorial sobre um corpo K de dimensao 2.

Considere R={T : M — M/T(m1) = am; e T(mz) = bmy + cma}, onde {m1,ma} € uma base de M.

Dado m = xmy + yma com x,y € R, teremos que T(m) = T(xmy + yma) = T (mq) + yT'(msa) = z(amy) +
y(bmy 4+ emg) = T(m) = (za + yb)m1 + (yc)ma.

Afirmacgao 1:
R é um subanel de Endg(M).

Sejam T, S € R tais que T(m1) = aymy, T(me) = bymy + c1ma, S(my) = asmieS(ms) = bamy + coms. Logo

i) (T+S)(my1) =T(my1)+ S(m1) = army + agma = (a1 + az)my



il) (T + S)(mz2) = T(ma) + S(mz2) = bymy + cyma + (bamy + cama) = (bym + 1 + bamq) + (c1ma + camz) =
(blbg)ml + (Cl + Cg)mQ

Portanto T'+ S € R. Além disso,
iii) (T'oS)(mq1) =T(S(mq)) = T(azmq) = ai(asmy) = (ar1az)my

iV) (T o S)(”H’Lg) = T(S(mg)) = T(b2m1 + czmz) = bgT(ml) + IQT(TTLQ) = b2(a1m1) + 02((b1m1 + ClmQ) =

(baa1)mi + (cabi)ma + (ca2c1)ma = (baar + cabi)my + (caci)ma

Portanto T oS € R

Afirmacgdo 2: M é um R—mddulo a direita com o seguinte produto:
m.T =T(m),Ym e M e T € Endg (M) (7.16)

Como M é um K— espaco vetorial, é natural que M seja um grupo aditivo abeliano.

Além disso, por ser um subanel de Endg (M) temos que as outras condi¢oes sdo também satisfeitas; i.e., M é
um R—médulo & direita.

Afirmacdo 3: M nao é um R—mddulo simples.

Vamos supor que M é um R—moddulo simples. Considere N =< m; >C M =< my >= M. Por outro lado,
mg € M = mg = m1.T para algum T € R. Logo, ma = m1.T = T(m1) = ma = am; = mg = maq, mysao L.d.
como elementso do field K —espago vetorial. Contudo isso contradiz o fato de que {mj, ma} é uma base de M.

Afirmagao 4: Endr(M) é um anel de divisdo. Sejam f € Endgr(M) e m € M. Logo Je¢q € field(K) tal que
m = c¢my + dmg. Definimos a transformacao linear 7' (em R) dada por T'(m1) = 0 e T(mz) = cmy + dma, isto é,
m = mo.T. Assim,f(m) = f(m2).T = T(f(ma)) =2T(am1 + bmsy) = aT(my) + bT(ms) = a(emy + dms) = a.m.
Portanto, como a € K dado acima depende somente de f(ms) podemos concluir que

f(m) =am,Yme M (7.17)

1

da forma (7.17) pertencem a Endg(M). Além disso, o homomorfismo g(m) = a~'m é a inversa do homomorfismos

f(m) = a.m desde que a # 0. De fato,
i) (g0 f)(m) = g(f(m)) = glam) = a~'(am) = (a~".a)m = 1g.m =m

ii) (fog)(m)=f(g(m)) = f(a~tm)=a(a™".m) = (a.a™")m = 1g.m=m

8 Modbdulos Finitamente Gerados

Seja M um R—moddulo. Diremos que M ¢é finitamente gerado quando existirem x1,...,x; € M tais que
M =R, + Ry, + ...+ Rs,. Neste caso, diremos que {x1,...,2:} é o conjunto de geradores de M. Defimos que M
é ciclico quando M = Rz para algum x € M.

Exemplos

Exemplo 8.1. Se M € um espago vetorial sobre o corpo K, entdo Ry, + Ry, + ...+ Ry, € 0 subspaco gerado pelos
vetores x1,...,xy € M

Exemplo 8.2. O produto direto R"™ € finitamente gerado pelos elementos e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) onde 1 é na

décima pos¢ao e para i =1,...,n.

Proposicao 8.1. Um R—mddulo é ciclico se e somente se ele é isomorfo ao R/L para algum ideal L de R.

2f(mg) € M = 3Ja,b € K tal que f(m2) = ami + bma



Demonstra¢ao. Suponha que M = Rx para algum x € M. Seja ¢ : R — M/p(r) = ra Afirmagdo: ¢ é um

homomorfismo de R—méddulos.
o p(r+s)=(r+s)x=rz+sx=p(r)+e(s)
o p(ar) = (ar)z = a(rz) = ap(r)
Observemos que ¢ é sobrejetora. Pelo 1° Teorema do Isomorfismo temos que R/wery ~ M. O

Proposigao 8.2. Um R—mddulo M ¢€ finitamente gerado se e somente se existe p : R™ — M epimorfismo para

algum inteiro positivo n.

Demonstragdo. (=) Sejam z1,...,x, os geradores de M e defina ¢ : R™ — M tal que ¢((r1,...,7)) = r1z1 +
R AT 7o

Afirmacdo: ¢ é um homomorfismo de R—médulos.

O((r1yeeoyrn) + (81,03 8n))p((r1 + 81,y Tn + 80)) =
(r1+s1)x1+ ..o+ (rn+ Sn)xn = (rx1 + 5121) + oo o+ (FpZn + Spop) =

= (mai+...+7mxn+ 5121+ ...+ 8pzn) = @((r1, .., m0) + (51, -+, 80)) (8.18)
ola(rl,...,rn) = wlar,...,ary) = (ar)z1 + ...+ (ary)z, =
= a(rz)+ ...+ (a(rpzn) = alrizy + ..o+ rpxn) = ap(ry, ..., T0) (8.19)

E claro que ¢ é sobrejetora. (<) Suponhamos que ¢ : R™ — M é um epimorfimso. Afirmacao: M é gerado por
p(er), ..., plen).

Seja M € M. Logo 3r =rie; + ...+ rpe, € R™ tal que p(n) = m.

Assim, m = ¢(r) = p(rie1 + ... + rpen) = r19er) + ... + rpp(en).

Portanto M é finitamente gerado. O

9 Modbdulos Livres

Um conjunto de elementos {z1,...,z,} em um R—mddulo M é independente sobre R se r1x1 + ...+ rp&, =
O=ri=r9=...=1r,=0.

Dizemos que B = {z1,...,2,} é uma base quando B é independente sobre R e M = Rx; + ...+ Rx,.

Um médulo é dito livre quando ele tem uma base. (Ou seja, um médulo livre se comporta quase como um
espago vetorial).

Observe que um médulo finitamente gerado nao precisa ser um médulo livre. Zg = Z3 + Z2 é um Z—mbdulo

finitamente gerado, mas nao é um modulo livre.

Exemplo 9.1. Para K um corpo, todo espago vetorial de dimensdo finita sobre K é um R—mddulo finitamente

gerado livre.

Exemplo 9.2. R" é um R—mddulo finitamente gerado e livre.

Proposigao 9.1. Todo R—mddulo livre é isomorfo a R™ para algum inteiro positivo.

Demonstragao. Segue da proposicao (8.2) O

Em particular, um grupo abeliano é um Z—mddulo livre se e somente se ele é soma direta de copias de Z.



