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Resumo

O constante avango da tecnologia e da acessibilidade da internet possibilitou o que antes era impossivel. Atualmente,
é facil se ter contato com pessoas distantes, discutir temas que sejam de comum interesse sem a necessidade de um
espaco fisico. E, principalmente, por esse motivo, que as redes de relacionamento como Orkut, Twitter e Facebook
vém se tornando comum entre jovens e adultos de todo o mundo.

As ligagoes que existem dentro dessas interacoes virtuais, no entanto, vao muito além dessa mera febre. Podemos
modelar tais interagbes por meio de estruturas que sao pouco conhecidas até mesmo por alunos da graduagao de
matematica. FEssa modelagem é um exemplo pratico da teoria dos grafos, uma abordagem em matematica discreta,
ou finita, que de modo geral, é o estudo das estruturas matemaéticas que nao requerem nogao de continuidade e
trata de objetos cujas representagoes geométricas sao disjuntas e na maioria das vezes sao conjuntos contaveis.

Os grafos s@o estruturas que se prestam a modelar ligagoes entre os mais variados tipos de objetos, como redes
de relacionamentos. Dentro dessa teoria existe uma classe interessante chamada grafos perfeitos. Essa classe se
sobressai por apresentar duas caracteristicas peculiares, a—perfeicdo e x—perfeicao: o grafo é denominado perfeito
quando possui essas duas caracteristicas simultaneamente.

As propriedades de um grafo perfeito se mostram importantes nas suas aplicacOes praticas, que possibilitam
que problemas modelados com tais grafos sejam resolvidos com maior agilidade do que com grafos quaisquer. Um
exemplo desses problemas é o nimero cromético que, num um grafo qualquer se apresenta como um problema
resolvido computacionalmente em tempo nao-polinomial, enquanto que num grafo perfeito o algoritmo é executado
em tempo polinomial. Esta classe especial de grafos apresenta ainda um grande nimero de subclasses, dentre as
quais, estao os grafos bipartidos, os intervalares e os cordais, que sdo os mais conhecidos.

Em 1972, Lévaz, importante estudioso do assunto, conseguiu provar que todo grafo que contém uma das per-
feigoes, possui também a outra, sendo, dessa forma, considerado perfeito. Fulkerson e Berge, dois estudiosos deste
mesmo assunto, demonstraram lemas que ajudaram Lévaz a provar esse teorema. Neste mini-curso, temos o objetivo
de apresentar e demonstrar os lemas e o referido teorema.

H4 outro importante teorema sobre grafos perfeitos provado mais recentemente, em 2003 : O Teorema Forte De
Grafos Perfeitos; demonstrado por M. Chudnovsky, N. Robertson, P. Seymour e R. Thomas. Contudo nao é nosso

objetivo demonstra-lo aqui.

Palavras chaves

Grafos, Clique, Conjuntos estaveis, Grafos perfeitos, Indugao Finita

1 Definigoes iniciais

Estudando Matematica discreta percebemos que podemos modelar coisas curiosas com a mesma, tao curiosas quanto

a que vou lhes apresentar.
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Pense numa rede de relacionamentos G, como Orkut, Facebook, Twitter, MSN; vamos definir algumas coisas
sobre ela:

e Grupo de amigos é um conjunto de pessoas onde sao duas a duas amigas na rede.

e Grupo de nao amigos é o oposto do grupo de amigos, é um conjunto de pessoas nao amigas duas a duas.
Sejam também:

e w(@) a quantidade de pessoas do maior grupo de amigos possivel dentro da rede.

e (@) a quantidade de pessoas do maior grupo de nao amigos na rede.

e x(G) o menor nimero de grupos de amigos tal que a uniao desses grupos seja toda a rede.

e x(G) a menor quantidade de grupos de nao amigos necessdrios para que a unido desses grupos seja toda a
rede.

Vamos pensar numa coloragao da rede da seguinte forma: duas pessoas que sao amigas nao podem usar a mesma
cor de camisa; entao todo grupo de amigos tera todas as pessoas com camisas de cores diferentes e tomando todas
as pessoas que vestem camisas de cor igual teremos um conjunto de nao amigos. Tomando todos os grupos de nao
amigos, teremos toda a rede colorida, o x(G) é a menor quantidade de cores necessédria para cobrir toda a rede.

Para uma rede qualquer valem as desigualdades:

(@) < K(G)

w(@) < x(G)

Podemos comprovar a primeira desigualdade pelo fato de que cada pessoa do grupo de nao amigos tem, neces-
sariamente, que vir de um grupo de amigos diferente.

A segunda vem do fato que em todo grupo de amigos todas as pessoas tem uma cor diferente, o maior grupo
entdo seria a quantidade minima de cores necessaria, mas héd casos onde se precisa de mais cores do que o maior
grupo de amigos, mas pra entender melhor isso vejamos um exemplo: pense numa roda 7T de pessoas, onde cada
pessoa conhece apenas seus dois vizinhos, se temos uma roda com o nimero de pessoas impar, precisamos de trés
cores, mas o maior w(T") é de duas pessoas, logo w(T) < x(T).

Imagine como seria calcular estes nimeros numa grande rede de relacionamentos como alguma das que vocé
conhece. Quais as condigOes necesséarias para haver igualdade nas desigualdades descritas acima para uma rede e
todas as suas sub-redes (a rede restrita a algumas pessoas) Isto é, termos o tamanho do maior grupo de nao amigos
igual a0 menor numero de grupos de amigos formando toda a rede; e o tamanho do maior grupo de amigos sendo
o menor ndmero de cores (ou grupos de ndo-amigos) para dar tal coloragido da (ou formando a) rede e sub-redes.

Podemos modelar uma rede de relacionamentos de forma bem simples usando uma teoria da matematica discreta,
mais especificamente a teoria dos grafos.

Um grafo G é uma estrutura matemética formada por um conjunto de vértices denotado por V(G), um conjunto
de arestas denotado por E(G) e uma relacdo de incidéncia entre os elementos deles I(G): uma aresta pode ser
incidente a um vértice ou nao, e no maximo incidente a dois vértices. De modo geral, os vértices representam objetos
e as arestas a existéncia de uma dada relagao entre eles; no nosso exemplo, as pessoas serao os vértices e as relagoes
de amizade entre elas as arestas. Neste mini-curso veremos apenas Grafos Simples, que sao caracterizados por todas
suas arestas serem incidentes a dois vértices distintos, uma vez que a relagao de amizade definida anteriormente é
sempre entre duas pessoas diferentes.

Os numeros descritos acima também sao definidos num grafo qualquer, onde a relacdo de amizade € substituida
pela mais geral: a existéncia de arestas. Definindo dois conceitos importantes no nosso mini-curso: um Clique
em G é um subconjuntoA de vértices em G tal que s@o dois a sois adjacentes; um Conjunto Estdvel ou conjunto



independente de G é um subconjunto X de G tal que seus vértices sao dois a dois nao adjacentes. Num grafo
qualquer temos que a(G) é a cardinalidade do maior conjunto estdvel de G, denotado acima como o maior grupo
de ndo amigos na rede; o w (G) é a cardinalidade do maior clique em G, denotado no exemplo como o maior grupo
de amigos na rede; o £(G) é menor quantidade de cliques necessérios para cobrir todo o grafo, denotado pela menos
quantidade de grupos de amigos necessdrios pra cobrir a rede; o x(G) é a minima coloragao de G, denotada como
a menor quantidade de cores necessarias para cobrir toda a rede. Entao o que desejamos é estudar uma classe
especial de grafos, onde valem as igualdades nas equagoes acima para o grafo G e todos seus subgrafos induzidos
por vértices Ga, ¥V A C V(G).

Pl. x(Ga) =w(Ga), VACV(G)
P2. a(Ga) =k(Ga), VACV(G)

Dizemos que um grafo é x-perfeito quando apresenta P1 e a-perfeito quando apresenta P2; quando apresenta
P1 e P2 chamamos apenas de perfeito. Veremos mais adiante que se um grafo é a-perfeito, também é y-perfeito.

Definimos grafo complementar G de um grafo G' como sendo o grafo formado pelo mesmo conjunto de vértices e
tendo aresta entre dois vértices se e somente se nao existe esta aresta em . Olhando para os vértices de um clique
no grafo que modela nossa rede de relacionamentos (um grupo de amigos), no grafo complementar corresponderao

a um conjunto estével (um grupo de ndo amigos) e vice-versa. Isto vale para qualquer grafo G, logo a(G) = w(G)

e x(G) = k(G), reciprocamente w(G) = a(G) e k(G) = x(G).

Pelo que vimos até agora podemos ver a primeira proposi¢ao:

Proposicao 1.1. G ¢ perfeito se e somente se G ¢ perfeito.

Prova: Temos que a(G) = k(G) e como a(G) = w(G) e k(G) = x(G) conclui-se que:

X(G) = w(G)

Temos também que Y(G) = w(G) e analogamente temos (G) = 1(G) e w(G) = a(G) assim concluimos que

k(GQ) = aG). |

Para auxiliar na compreensao de alguns exemplos é necessario saber algumas defini¢oes: Um A caminho em G
é uma seqiiencia de vértices e arestas intercalados de forma que comece num vértice e termine em outro vértice e
a aresta entre dois vértices é incidente aos dois. Um ciclo é um A\ caminho tal que o vértice inicial é também o
vértice final. E um circuito é um ciclo cujos vértices nao se repetem exceto o ultimo.

Um grafo é um importante objeto matemédtico pela sua estrutura simples aliada a capacidade de modelar os
mais variados tipos de problemas. Existem varias classes de grafos: bipartidos, planares, triangulares, intervalares
arvores, entre outros, mas nesse mini-curso nos interessa as classes que possuem perfeicao, onde as mais conhecidas
sao os bipartidos, triangulares e intervalares.

Grafos bipartidos: Dada uma particio{A, B} de V(G), as arestas de G existem apenas entre vértice de A e
vértice de B. Exemplificando de maneira interessante, pense numa quadrilha, onde ficam rapazes de um lado e
mocas do outro, existe uma relagao entre um rapaz e uma moga se eles tém a possibilidade de fazer um casal na
danga, assim nao existe ligagao entre dois rapazes nem duas mocgas, logo a partigao {4, B} refere-se ao conjunto de
mocas A e o conjunto dos rapazes B. Para qualquer grafo bipartido G temos que x(G) = 2 = w(G).

Grafos triangulares: Podemos defini-lo de acordo com a idéia de circuito dada mais acima, um grafo é definido
triangular se pra todo circuito de tamanho ¢ > 4 possui uma aresta entre os vértices nao consecutivos. No nosso
exemplo podemos dizer que para todo circuito com mais de trés pessoas todas elas sao amigas.

Grafos completos: um grafo é completo se para todo vértice em G todos os vértices estao ligados entre si. No

nosso exemplo, ele é um grupo de amigos.



Grafos intervalares: Uma definicao informal seria: representando vértices como intervalos de tempo, existe
aresta entre dois vértices se e somente se existe intercessao entre tais intervalos.

2 Teorema de Lovasz para Grafos Perfeitos

Para provar o teorema principal precisamos de alguns lemas e algumas propriedades importantes, vamos vé-los
entao:

Dado v € V(G), G — v é o grafo obtido de G retirado-se o vértice v e todas as arestas incidentes a v.

Seja G o x obtido através de multiplicagao de vértices, isto é, dado o vértice z acrescenta-se cépia ' e aresta

a2’z se e somente se existe aresta xz, Vz € V(G). Observe que para x e y vértices distintos de G,
(Goz)—y=(G—y)oux.

Mais geralmente, se (21, za, ..., x,) sdo vértices de G e h = (hy, ha, ..., h,) é um vetor de inteiros nao-negativos,
entdo H = G o h é construido por substituicio de cada x; por um conjunto de h; vértices z}, ...,z e vai existir
t
J

multiplicacdo de vértices. Tal definigdo permite h; = 0, implicando que nao ha cépia de x;, nem x;. Entao todo

aresta entre 7 e x’ se e somente se x; e x; sao adjacentes em G. Dizemos que H é obtido de G através de

grafo induzido por vértices de G pode ser obtido por multiplicagdo de um vetor de h € Z™ com h; € {0, 1}.
Lema 2.1. (Claude Berge[1961]). Seja H obtido de G por multiplica¢do de vértices.

Se G satisfaz P1, entdo H satisfaz P1. (2.1)
Se G satisfaz P2, entdo H satisfaz P2 . (2.2)

Prova: O lema ¢ verdadeiro pro caso trivial, se G' tem apenas um unico vértice. Vamos assumir que (??) e (?7?)
valem para todo subgrafo G’ de G. Isto é, se H é obtido de G’ e G’ satisfaz P1 (respectivamente P2), entdo H
satisfaz P1 (respectivamente P2).

Seja H = G o h. Se uma das coordenadas do vetor h for igual a zero, digamos h; = 0, entao H pode ser obtido
de G — x; por multiplicacdo de vértices. Mas se G satisfaz P1, (respectivamente P2), entdo G — z; também satisfaz
P1, (respectivamente P2). Neste caso a hipdtese de indugado implica para H (?7?) e (?77?).

Assim, podemos assumir que cada coordenada h; > 0, e desde que H pode ser construido a partir de uma
sequéncia de multiplicagbes menores, é suficiente provar o resultado para H = G oz. Vamos denotar x’ por “cépia”
de z.

Assuma que G satisfaz P1. Entao, vamos colorir G usando w(G) cores. Note que a cor que usamos em z pode
ser usada em 2/, uma vez que nao sdo adjacentes. Logo temos uma colora¢ao de G o 2z em w(G) cores. Também
como z e z' ndo sdo adjacentes, w(G o z) = w(G). Sabemos que x(G o z) > w(G o x) e temos uma coloragao de
G oz com w(G) = w(G o z) cores, daf uma coloragdo minima. Portanto H = G o x satisfaz P1 e temos (77).

Agora vamos assumir que G satisfaz P2, podemos mostrar que a(G o ) = (G o ).

Seja K uma cobertura por cliques de G' com | K] = k(G) = a(G), e seja K, um clique de K contendo x, entao
temos dois casos:

Caso 1: z estd contido num conjunto estavel de cardinalidade méxima S de G, isto é |S| = w(G). Neste caso
SU{z'} é um conjunto estdvel de G o z, entao

a(Gozx)=a(G)+ 1.
Como KU {{z'}} cobre G oz, temos que
K(Goz) <k(G)+1=0a(G)+1=a(Gox) <k(Gox)
entdo a(G o z) = k(G o x).



Caso 2: Nenhum conjunto estavel maximo de G contém z. Neste caso,
a(G o) = a(G).

Em qualquer grafo temos que cada clique intercepta um conjunto estavel no maximo uma vez. E como G possui
P2, o(G) = k(G), cada clique de K intercepta um conjunto estdvel maximo exatamente uma vez. Isto é verdade
em particular para K,. Mas z ndo é um membro de nenhum conjunto estdvel méximo, entdo, D = K, — {z}

intercepta cada conjunto estdvel maximo de G exatamente uma vez, entao
a(Gy_p)=a(G) -1
e como Gy _p € subgrafo induzido por vértices de G possui P2. Isto implica que
k(Gv_p)=a(Gy_p)=a(G) —1=a(Goz) — 1.

Tomando uma cobertura por cliques de Gy _p de cardinalidade a(G o x) — 1, junto com o clique extra DU {x'},
obtemos uma cobertura de GG o x, entao

k(Gozx)=a(Gox). =

Lema 2.2. (Fulkerson[1971], Lévasz [1972]). Seja G um grafo tal que cada um dos seus subgrafos induzidos
proprios satisfaz P2, e seja H obtido de G por multiplicacao de vértices. Se G satisfaz P3 entao H satisfaz P3,
onde:

P3. w(GA)a(GA) > |A‘7 VA C V(G)

Prova: Seja G satisfazendo P3, escolha H um grafo com o menor nimero possivel de vértices que pode ser obtido
a partir de G por multiplicacao de vértices mas nao satisfaz P3, temos

w(H)a(H) < |X|, (2.3)

onde X denota um conjunto de vértices de H. Observe que P3 é valida para cada subgrafo induzido préprio de H.

Como na prova do lema anterior, podemos assumir que cada vértice de G foi multiplicado por pelo menos 1 e
que algum vértice u foi multiplicado por h > 2. Seja U = {u',u?,...,u"} os vértices de H correspondentes a u.
Tome v’ € U. Pela minimalidade de H, P3 é satisfeito por Hx_,/, que é

XI—1=|X /| £ w(Hx w)a(Hx )
< w(H)a(H)
< | X -1 por (77).

Entao as desigualdades acima sao igualdades e podemos definir

p = w(Hx-w)=w(H),
= a(Hx_w)=a(H), e
pg=|X[]—1 (2.4)

Dai nenhum v’ € U pertence a qualquer conjunto estdvel méximo de H.

Desde que Hx_y é obtido de G — u por multiplicacao de vértices, G — u satisfaz P2, pelo Lema 7?7 temos que
Hx _y satisfaz P2. Entao Hx_y pode ser coberto por um conjunto de g cliques, digamos K1, K, ..., K,;. Podemos
assumir que os K; sdo disjuntos e que |Ki| > |K3| > ... > |K,|. Assim,

q
DKl =X —Ul=|X|=h=pg—(h=1) por(??).
i=1



Desde que |K;| < p no méximo h — 1 cliques nao contribuf com p para a soma. Daf
Ky | = [Ks| = .. = [Kg-nia| = p-
Seja H' o subgrafo de H induzido por X’ = K7 U ... U K,_p41 U {v'}. Entéo
X' =plg—h+1)+1<pg+1=I|X| por(??) (2.5)
Entao, pela minimalidade de H,
W(H )a(H') > | X, (2.6)

Mas p = w(H) > w(H'), entao
a(H') = |X'|/p por(??)
a(H') >q—h+1 pelaigualdade em (?7).
Seja S’ um conjunto estdvel de H' de cardinalidade ¢ — h + 2. Sabendo que os vértices de um conjunto estdvel
devem pertencer a cliques diferentes e H' é coberto pelos cliques disjuntos Ki,...,Kq_p+1 € {v'}, certamente

u’ € §’. Caso contrdrio S’ poderia conter dois vértices de um mesmo clique logo S = 5" UU é um conjunto estdvel
de H com mais de g vértices, contradizendo a defini¢ao de q.

Teorema 2.1. The Perfect graph theorem (Lévasz [1972]) Para um Grafo G = (V,E), As seguintes proposi¢oes
sao equivalentes:

o(Ga)=x(Ga) (VAC V), (27)
a(GA) = H(GA) (VA cV), (2.8)
W(Ga)a(Ga) > |A] (VA C V). (2.9)

Prova: Podemos assumir que o teorema é verdadeiro para todos os grafos G com menos vértices que G.

(??) = (??). Podemos colorir G4 com w(G4) cores. Desde que existe no maximo a(G4) vértices de dada cor
segue que w(Ga)a(G4) > |A|.

(??) = (77). Seja G satisfazendo (?7?); pela hip6tese de indugdo os subgrafos de G induzidos por vértices
satisfarao (77),(??) e (??), basta mostrar que w(G) = x(G).

Se temos um conjunto estavel S de G que intercepta cada clique maximo de G em um vértice: w(Gy_g) =
w(G) — 1. Pela indugdo, poderfamos pintar S de vermelho e pintar Gy _g em w(G) — 1 outras cores, e terfamos
w(G) = X(G).

Suponha que Gy _g tem um clique K(S) de tamanho w(G) para todo conjunto estdvel S de G. Seja S a colegao
de todos os conjuntos estaveis de G, lembrando que S N K(S) = ). Para cada x; € V, seja h; o numero de cliques

K (S) que contém z;. Seja H o grafo obtido de G por multiplicacdo de cada z; por h;. De um lado pelo lema (?7),
w(H)a(H) > |X]|.
De outro lado, temos os seguintes fatos

XI = ) hi= ) [K(S)=w(@)S],

x; €V Ses
w(H) < w(G),
)= 2
xz, €T
= max ZITﬂK(S)I]
Ses

IA
)
|
\‘H



que juntos implicarao numa contradi¢ao
w(H)a(H) <w(G)(|S|-1) < |X].
(?7)=(?7). Decorre do que ja foi provado que

G satisfaz (7?7) & G satisfaz (?7)
& G satisfaz (77) & G satisfaz (77)

Corolario 2.1. Um grafo G € prefeito se e somente se para todo grafo H obtido de G por multiplicacdo de vértices
€ perfeito.

Referéncias

[1] GOLUMBIC, M. C. - Algorithmic graph theory and perfect graphs., Academic Press, New York, First edition,
1980.

[2] TUCKER, ALAN - 5.5 Perfect Graphs, Handbook of graph theory, edited by Jonathan L. Gross and Jay Yellen,
CRC Press, 2004, 431-444.



