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1 Geénios e Cubologistas

O que a Arquitetura tem a ver com a Matemadtica...? Acho que a resposta tipica de um estudante de matematica,
fosse: ”No maximo, estao relacionadas através da geometria!” Pois bem... O arquiteto Hingaro, Erné Rubik, foi
além e ilustrou fantasticamente conceitos puramente algébricos, como a teoria dos grupos, através de um jogo de
logica espacial, que apesar do contraste entre a sua aparéncia inocente e a dificuldade escondida de sua solugao - O
Cubo Mégico ou Cubo de Rubik - oferece um sério desafio para todos os fas de quebra-cabega, mas especialmente

para noés, estudantes de matematica, que estamos profissionalmente preocupados com a deducéo légica.

A aplicacao mais interessante da teoria dos grupos é o estudo de simetrias, e na verdade os grupos sao a traducao
matematica da idéia de simetria. Os grupos de simetria sao fundamentais em geometria, em cristalografia e areas
afins. Com grupos podemos entender e resolver O Cubo Médgico : o mais fascinante quebra-cabega de todos os

tempos.

2 No mundo do Cubo Magico

2.1 Faces, Facetas e cubiculos

Nos trabalharemos com o cubo 3x3x3, isto é, ele é constituido de 27 cubiculos de mesmo comprimento de aresta,

e cada um tem seis facetas.

Um cubiculo fica no centro, sendo portanto virtual, e no resto dos cubiculos apenas as facetas externas sao
visiveis. Existem oito cubiculos que ficam nas pontas e ligam trés faces tendo apenas trés facetas visiveis,
portanto definimos como sendo os cubiculos de vértice. Existem doze cubiculos que ficam nas bordas e ligam
duas faces tendo apenas duas facetas visiveis, definimos como sendo os cubiculos de aresta. E por fim, existem
seis cubiculos que ficam nos meios, entre os cubiculos de aresta e os de vértice tendo apenas uma faceta visivel,

estes sao os cubiculos centrais, dando, portanto um total de 54 facetas.

Para facilitar a descricdo do movimento das faces e dos cubiculos introduzimos abreviaturas simples para as seis
faces, os doze cubiculos de aresta, os oito cubiculos de vértice e os seis cubiculos centrais do cubo. Entéao a partir de
agora, nos assumimos sempre que tivermos o cubo na nossa frente, tem se uma referéncia de todos os lados, isto é, de
tal forma que a parte da frente, de tras, direita, esquerda, de cima e de baixo poderao ser claramente identificados.
Utilizando as demais iniciais mintdsculas dos nomes das posi¢oes (em inglés, por questao de universalidade!) ficamos
com a seguinte notagao para as seis faces (ver figura 1) : f = face frontal (front), b = face de tras (back), |

= face esquerda (left), r = face direita (right), u = face de cima (upper), d = face de baixo (down).
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Figura 1: Faces do cubo

Para a notacao dos cubiculos de aresta e vértice, usamos as iniciais em qualquer ordem das faces que cada
cubiculo conecta, logo para as arestas temos duas iniciais, e para os vértices temos trés. Por exemplo, ru (ou ur)
indica a borda superior direita, ubr (ou bru, bur, etc) indica o canto superior de trds & direita, e fdl (ou dIf, 1fd,
etc) indica o canto inferior da frente & esquerda”, a figura 3 ilustra bem as demais e tnicas posigoes dos cubiculos.
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2.2 Manipulagoes no Cubo

A fim de descrever como qualquer posicao possivel no cubo pode ser devolvida a uma posicao inicial, precisamos
de uma simples, mas suficiente notacao geral para todas as manipulagoes permitidas no cubo.

As manipulagoes elementares sdo os movimentos! Os movimentos do cubo, sio (um pouco mais tarde eles
serao generalizados) os giros de 90° ou 180° de qualquer face do cubo como um corpo rigido em torno do eizo de
ligacdo do centro da mesma face.

Caracterizar os movimentos por meio de cores parece impraticavel, e a razao 6bvia seria por causa da diferente
coloracao dos cubos disponiveis hoje. Em vez disso vamos supor que o cubo estd diante de nés, de tal forma
como dito antes. Em seguida, as correspondentes iniciais : F, R, B, L, U, D, denotam o giro de 90° no sentido
hordrio. Se em vez disso o giro de 90° é no sentido contrdrio (anti-hordrio) podemos mudar os simbolos para

FYLR YBLYLL YU D também podem ser chamados de movimentos inversos (ver figura 4). No caso
de 180° basta colocar o movimento elevado a dois, o que equivale a fazer o mesmo giro de 90° duas vezes, logo:
F?,R?,B? L? U2, D?. Obviamente que, se for elevado a trés serd o mesmo que aplicar o inverso, e quatro voltars
para a posigao inicial a qual chamamos de I (identidade). Se seguirmos assim com vérios movimentos consecutivos
da mesma face, estes podem sempre ser condensados em um movimento simples é conhecido, no caso de F multiplas
vezes cairemos sempre sobre I, F, F2 ou F~!, isto também se aplica a varios movimentos consecutivos do cubo em
torno do mesmo eixo, como por exemplo, FRR™!D tem o mesmo efeito de FD.

Geralmente, é claro, iremos executar toda uma seqiiéncia de movimentos. Tais seqiiéncias sdo chamadas de

Manobras, uma manobra pode ser constituida de outras manobras e manobras-movimentos, e ¢ muito importante
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Figura 2: Movimentos

ter isto em mente. Uma manobra é constituida de movimentos escritos sempre da esquerda para a direita na ordem
em que eles devem ser realizados. Por exemplo, S = FLU, significa que devemos aplicar F seguido de L e logo
depois U. No final de uma manobra estard (entre parénteses) o nimero de movimentos necessdrios para efetud-la,
que em geral indica a sua duragao, assim: S = FLU (3). Mas cuidado, pois a ordem dos movimentos é importante!
Por exemplo, o movimento UR, traz o cubiculo de aresta ur para uf e RU traz o mesmo cubiculo de aresta ur
para br (verifique!). Esse tipo de fendmeno é descrito como nédo-comutatividade, isto é, a ordem dos fatores altera
o produto.

Da mesma forma que ao girarmos as faces certo nimero de vezes (no caso quatro), caimos sobre a posigao inicial
I, acontece analogamente para as manobras, se repetirmos uma manobra certo nimero de vezes ela caird sobre o
que tinhamos no inicio, ou seja, a posicao I, formando assim um ciclo. Vimos que o menor nimero de multiplos
movimentos F para se chegar a I foi quatro, portanto denotamos por Ordem de F = O(F) tal nimero, assim
trivialmente O(R) = O(L) = O(U) = O(D) = O(B) = O(F) = 4. Da mesma forma usaremos para as manobras,
podemos verificar que a ordem das manobras S = L2F2 e T = LF sio respectivamente, O(S) = 6 e a macro O(T)
= 105. Mais tarde veremos como calcular ordens de manobras quaisquer.

Outra grande questao ”chave”para a resolugao do cubo é: Como podemos reverter uma manobra que acaba de
ser realizada? Afinal, resolver o cubo méagico nao seria como reverter uma operagao baguncada, num cubo que estava
ordenado...? Isto certamente nao representa qualquer problema para um tinico movimento: a manobra inversa de
RéR™! de R é R e R? é sua prépria inversa, da mesma forma para os outros movimentos. Mas como a manobra,
RU pode ser revertida? Como reverter uma manobra muito grande? Posso garantir que a manobra inversa para
RU nao é R™'U~!, mas U 'R™!! Logo mais poderemos mostrar que em geral : a manobra inversa M~' de uma
manobra qualquer M € obtida pela leitura dos movimentos em M de trds para frente, invertendo cada movimento
tinico. Depois de mais um exemplo simples, (R2D7'R?D)~! = D~'R2DR? poderemos verificar o entendimento

calculando a inversa das manobras abaixo (e verificd-las no cubo).
1. F2ULRF?RLUF? (12) =
2. RTIDRFD U !'FD!'F~!'R!D7'RU (14) =
3. LF7IUL"'FB~'UR!FU!RF~'BU"! (14) =

Acima de tudo resolver o cubo significa tird-lo do estado de caos, retornando assim ao estado de ordem pré-
estabelecida, geralmente pelas cores. Fazendo uma comparagao conveniente, seria como aplicar uma operacao
definida sobre os elementos de um conjunto, para se obter um determinado resultado, que deverd estar sempre
presente neste conjunto. Mas, é importante observar que nem sempre existird wma unica maneira de tird-lo do
caos, e ao longo do caminho iremos entender o porqué, e se é possivel ter o mais eficiente dos resultados, que no

caso seria a quantidade minima de movimentos, por mais cadtica e desconhecida que seja a configuragao do cubo.



Por qué é possivel que um experiente cubologista geralmente sé precise de um olhar rapido em uma pequena area
do cubo, para a manobra acordar automaticamente de uma parte sondmbula de sua mente e de repente sentar-se

na ponta dos dedos, como uma sonata tocada por um talentoso pianista?

3 Meétodos de Resolucao

Pratico : Decorar e praticar um conjunto de manobras ja preparadas para um fim especifico!

Matematico : Usando teorias algébricas e combinatorias, calculamos manobras especificas ou aprimoramos outras
para resolver o cubo de maneira criativa e autentica, sendo necessarios conhecimentos de simbologias e teorias
matematicas. Este serd o nosso método, por isso arregace as mangas e equipe-se, pois 0 nosso cubo nao sera

mais um simples cubo mégico, mas sim, um cubo matemagico!

Algumas perguntas devem ser respondidas por aqueles que pretender aprender o método matemaético:
e (Quantas e quais as posigoes que podemos alcancar a partir da posicao inicial, girando as faces?
e Como estamos restritos se apenas uma parte de todos os movimentos é permitido?

e Existe alguma operagdao nao trivial para o qual ndo faz diferenca se realizarmos antes ou depois de outra

operacao?

4 Preparo matematico

4.1 Grupos

Um grupo é constituido de dois ingredientes basicos: um conjunto e uma operagao definida neste conjunto. Vamos
chamar o conjunto de G e a operacdo de *. Por operacao estamos entendendo uma regra que a cada dois elementos
a,b € G associa um terceiro elemento a * b que também estd em G. Entretanto nem toda associagao “conjunto e
operacao” constitui um grupo. Para termos um grupo é necessario que a operacgao satisfaca algumas condigoes.

Um conjunto G onde estd definida uma operacao * € um grupo se a operagao satisfaz as sequintes condigoes :

(A) Associatividade : a* (b*c) = (a*b) * ¢ para cada a,b e c € G;
(E) Elemento neutro : FEziste um dnico elemento e € G, tal que para cada a € G entdo axe=exa = a;

(I) Elemento inverso : Dado um elemento a € G qualquer, existe um dnico elemento ' € G (o inverso de a) tal

que, axa' =a' xa=e.

A seguinte regra pode ser valida em alguns casos. Com ela temos outro tipo de grupo, o Grupo Comutativo ou
Abeliano (devido ao matematico noruegués N. H. Abel, 1802-1829):

(C) Comutatividade : a*b="bxa para todo a,b € G.

O numero de elementos de um grupo G é a sua ordem, denotada por |G|. Um grupo finito ficil de descrever
é {—1,1} com a operagao de produto de inteiros, neste caso a ordem é 2 (|{—1,1}| = 2) . Veremos exemplos mais
concretos de grupos finitos.

Um subconjunto ndo vazio A de um grupo G, é dito um subgrupo de G, se A € um grupo com a opera¢ao

definida em G. Temos ainda que, qualquer que seja um subgrupo A de G, entdo ordem de A divide a ordem de G.



4.2 Permutacgoes

Uma permutagao nada mais €, do que o rearranjo de um conjunto finito de elementos quaisquer. Por exemplo,
(b a ¢) é uma permutagdo do conjunto {a,b,c}, (2 1 3) é uma permutacdo do conjunto {1,2,3}. Ambas as
permutagoes sao essencialmente iguais, pois trocam o 1° e o 2° elementos do conjunto. O nimero de permutagoes
em um dado conjunto é n! (trivial). Mostraremos a maior utilidade de permutagoes, e principalmente com a notagao
simplificada.

Se o conjunto a ser permutado é {1,2,...,n}, uma permutacao nesse conjunto pode ser descrita por :

1 2...n
2 1...n )

Essa matriz d4 uma descrigao precisa da permutacgao que troca o primeiro elemento com o segundo, denotamos
também, 1 — 2 — 1 ou (1 2), que é a notagao ciclica de permutagoes.

Na notagao ciclica, os n elementos entre parénteses formam um n — ciclo, usualmente o menor elemento tem
que comegar o ciclo e os elementos que ficam parados (i.e. ndo permutam) nao aparecem. Temos também que toda
permutagao é escrita de forma tnica como produto de k — ciclos disjuntos com k < n.

Por exemplo, considere as permutacoes:

12 3 4 1 2345 6
ag = , P =
324 1) 7 213564

Podemos representd-las na notacao ciclica das seguintes formas: o =(134) e p=(12)0o (45 6)

Podemos agora definir: O grupo simétrico S, é o grupo de todas as permutagoes do conjunto {1,2,...,n}, com
a operacao de composicao o , que, no nosso caso, serd aplicar a primeira permutagao depois aplicar a segunda.

Exemplo: p=(1346)eT=(14532).

Exercicio: Calcule ur.

Em S,, é importante notar que (12)(13)...(1n)=(123...n).
Portanto todo k — ciclo disjunto se escreve como produto de 2 — ciclos chamados também de transposigoes. Mais
ainda, o nimero total de transposicoes é impar se k for par, e o niimero de transposicoes é par se k for impar.

Sem dificuldades, mostramos que .S,, é grupo.

Agora consideremos o = (1 2)(3 4 5), que consiste de um 2 — ciclo e um 3 — ciclo sem elementos em comum. Por
isso a cada aplicagdo de o podemos olhar apenas para (1 2) ou apenas para (3 4 5). Apds 2 aplicagoes, o 2 — ciclo

(1 2) volta & posicao intacta. Isso ocorre para o2, 0%, 0, ... E apds 3 aplicagoes, o 3 — ciclo (1 2 3) também volta &

posicdo intacta, isso ocorre para o2, 0%, 0%, ... O que acontece se repetirmos o trés vezes? O 3 — ciclo desaparece,

mas nio o 2 — ciclo, logo 0® = (1 2). Embora ¢ mova 5 elementos, o3

move apenas 2. Logo, a permutacao o volta
a posicao intacta apds 6 aplicacoes sucessivas dela mesma.

Portanto, se uma permutagdo n consiste de k, 1, ..., n—ciclos disjuntos entdao sua ordem é o MMC(k,1,...,n).Por
exemplo: Se 7 consiste de ciclos de tamanhos 2, 3, 6, 7, entdo sua ordem é MMC(2,3,6,7) = 42.

Dizemos que uma permutagao é par se ela se escreve como produto par de transposigoes, caso contrario, dizemos
que ela é impar. O conjunto de todas as permutagdes pares é denotado por A,,, e este forma um grupo por si mesmo,
chamado grupo alterno. A metade impar nao é grupo, pois 1 € A,,. Logo A,, é um subgrupo de S,,, e temos que,

|A,| = n!/2. Para mais detalhes, veja[l].

4.3 Simetrias

Simetria de uma figura geométrica pode ser descrita como uma “transformagdao” que, quando aplicada a figura,

nao altera o seu aspecto visual. Iremos apresentar o minimo de simetrias de figuras finitas no plano, necessario



para o estudo adiante, a partir da qual, é possivel generalizar para o espago. Para mais detalhes sobre simetrias e
demonstragdes veja [3].

Vamos descrever as simetrias do quadrado, e logo apds, a combinagao de todas estas simetrias. E importante
observar que o conjunto das simetrias do quadrado o é o subconjunto das simetrias do cubo.

Todas as simetrias do quadrado sao descritas através de composicoes entre:

e 0 elemento neutro e (nao fazer nada);
e uma rotagao 0;

e ¢ uma reflexao r qualquer de espelho que divide o quadrado ao meio.
O grupo das simetrias do quadrado é chamado Dy, e é definido formalmente como :
Dy={e,r,0 | 0 Fr=rg* V0 <k<4)

Pode-se mostrar através dos axiomas dos movimentos rigidos finitos no plano (Teorema de Leonardo Da Vinci)

que todas as simetrias do quadrado sao:
Dy= e, 0, 02, 6>, r, Or, 0*r, 0°r) e dim(Dy) =8

Pela tabela de multiplicagao :

olel| 0 | 62 03
elel| 0 9? 03
r|r| Or| 6% | 03

Podemos também denotar cada transformacao no quadrado com a notacdo de permutagoes dos vértices :
Rotagoes: e=1,0 = (1234),60% = (13)(24), 6% =(1432).

Reflexdes: r = (2 4), Or = (1 4)(2 3), 6?r = (1 3), 03r = (1 2)(3 4).

5 Cubologia

5.1 Permutacoes e simetrias no cubo

Os movimentos do cubo agora podem ser formalizados como permutacoes das facetas e de cubiculos devido a
manobras quaisquer. Eles alteram a configuracao das facetas dos cubiculos, mas preservam a forma geral do cubo,
por isso sao chamados simetrias do cubo. Nem todas as configuragoes sao possiveis. Por exemplo, cubiculos de
aresta nao podem ser trocados com os de vértice, etc. Ha portanto algumas restrigoes 6bvias nas possiveis con-
figuragoes. Mais adiante, veremos que hé outras menos 6bvias. Por exemplo, serda que é possivel trocar apenas dois
cubiculos de lugar deixando todo o resto como esta ?

2

O que é "resolver”o Cubo?
Embaralhar o Cubo significa aplicar uma seqiiéncia aleatéria de movimentos S a um Cubo resolvido (I).

Resolver o Cubo geralmente significa encontrar alguma seqiiéncia de movimentos T tal que ST = 1.

Resolver nao é sé desembaralhar, pois T nio precisa ter os mesmos movimentos de S~!. Por exemplo, se
S = (FLU)*2, entdo tanto S™! = (UT'L71F~1)42 quanto T = FLU'L?U%L2UF ~'U?L~1UF?U?F?U~! resolvem o



Cubo. S6 que S™! tem duracdo 126, enquanto T tem apenas 22. E interessante notar que TS = ITS = S~!STS =
S—1IS = I, portanto S = T~ 1.

Usaremos uma notacao basica para as facetas dos cubiculos, desta forma operamos com as suas permutagoes.
Basta, com a notacao de antes para os cubiculos, colocarmos na frente e em maitsculo a letra da face que queremos
indicar como faceta (de acordo com a nossa referéncia) e adotaremos a seguinte hierarquia para as posicoes das
outras letras : f,b "\ u,d \_I,r. Por exemplo, o cubiculo ruf, tem trés facetas indicadas por, Rfu, U fr e Fur.

Entao R, L, F, B, U, D permutam o conjunto das facetas. Logo, o movimento F é andlogo aos movimentos das

outras faces e faz as seguintes permutagoes de facetas (ver Rubik):
F = (Fur Fdr Fdl Ful)(Fr Fd Fl Fu)(Rfu Dfr Lfd U fl)(Rfd Dfl Lfu Ufr)(Rf Df Lf Uf)
Usando os numeros 1, 2, ..., 48 ao invés dos nomes das facetas, temos:
F = (1234)(5678)(9111315)(10121416)(17181920)

As facetas centrais giram em torno de si mesmas, por isso nao aparecem nos ciclos.

E se os objetos permutados fossem os cubiculos do cubo 7 Os cubiculos das seis faces sempre permanecerao em
seus lugares servindo como um sistema de referéncia fixa, e uma posigao pode facilmente ser descrita pela localizagao
dos cubiculos de vértice e de aresta, sem se preocupar com as orientacoes, denotaremos essas permutacoes com todas
as letras minusculas, e seguindo a hierarquia definida anteriormente.

Um tipo de manobra entre faces adjacentes generaliza bastante todos os possiveis movimentos do cubo. Por

exemplo, vamos analisar a manobra S = F?L? que move exatamente 13 cubiculos. (ver Rubik!) A manobra S faz:
S = (fdfuw)(dlul)(flfrdl)(fdlfurbul)(bdlbul fdr)

Apés executéa-la trés vezes, sao trocados apenas dois pares de cubinhos, pois os elementos presentes nos 3-ciclos
tem ordem 3 e voltam a posicao inicial. No entanto, os elementos dos 2-ciclos foram permutados um nidmero impar

de vezes, por isso permanecem trocados. Logo,
T = 83 = (fdfu)(dlul)

Curiosamente, como S¢ = T2 = I, logo T~! = T e portanto (F2L?)3 = (L?F?)3.

Exercicio : Descreva quais as permutacoes dos cubiculos que as manobra abairo causa :

7 = FFULRF*RLUF?*(12)

5.2 Lei genérica da cubologia
Uma operagao € possivel, se e somente se as trés sequintes condi¢des sao satisfeitas :

1. O ndmero total de ciclos ou permutagdes de comprimento par (ciclos de aresta e vértice) € par.

Portanto, nao existe nenhuma combinacao de movimentos que consiga trocar apenas um nimero impar
de pares de cubiculos, pois isso s6 pode ser conseguido com uma permutacdo impar, ou seja um numero
impar de permutagoes de comprimento par. Entdo sempre um nimero par de cubiculos é permutado.
Vimos que (F2L?)3 troca 2 pares de cubiculos, e a manobra F2ULRF?RLUF? (12) = (Uf Ul Ur) que troca
ciclicamente 3 cubiculos (s@o permutagoes pares).

2. O numero de giros a direita de ciclos de vértice € igual ao numero de giros a esquerda de ciclos de vértice
modulo 3.

Sempre a rotacao total dos oito cubiculos de vértice deve ser congruente a zero médulo 360, ou seja trés giros

de ciclos ou permutacoes e também por conta da ordem da permutagao de cada face.



3. O numero de reorientacdo dos ciclos de aresta € par.

Observemos atentamente a configuragao dos cubiculos de aresta antes e depois do movimento F: para cada
cubiculo de aresta, exatamente dois pares de cubiculo de aresta sao girados. Sempre exatamente um
nimero par de cubiculos é girado. Portanto nao é possivel girar um tnico cubiculo de aresta deixando

os demais como estao.

5.3 O Grupo de Rubik

O conjunto de todas as possiveis permutacdes das facetas do cubo forma um grupo ® chamado Grupo de Rubik.
Ele consiste dos movimentos L, R, F, B, U, D e de todas as manobras S, assumindo que duas manobras que
produzem o mesmo resultado sio vistas como iguais, por exemplo, F e F® sdo os elementos equivalentes do
grupo R. O nimero total de elementos do grupo R é exatamente o nimero de todas as possiveis configuracoes do
Cubo, isso ndo significa que R deva conter todas as permutagoes das facetas, mas apenas aquelas que podem ser
atingidas por meio dos movimentos acima, portanto ® é um subgrupo do grupo P de todas as permutagoes.

O grupo P é composto de

1. Sg e Si2, que sdo os grupos simétricos bem conhecidos pela gente e equivalem as permutagoes dos cubiculos

de vértice e aresta no cubo.

2. Os elementos de C§ = {0,1,2}% e C3% = {0,1}'? caracterizados pela orientagao dos 8 cubiculos de vértice
e 12 aresta respectivamente. Se cada 0, 1 e 2 correspondem a trés cores adjacentes(e diferentes é claro) nos

vértices. E cada 0 e 1 corresponde as cores adjacentes de cada aresta.

Aordem do grupo P é:
|P| = |S®uS?ucCsucCy? =S8 |S*]-|Cy| - |Co?% =8!-12!- 3% .22,

Agora, podemos calcular a ordem do grupo R, a partir da ordem de P e da lei genérica da cubologia :

Sabemos que R é um subgrupo de P constituido apenas de permutagoes pares, logo ‘—12)'; E também pela lei
genérica da cubologia, cada orientacdo arbitrdria de 7 cubiculos de vértice, determina uma orientacao do oitavo
cubiculo de vértice, e cada orientacao arbitrdria de 11 cubiculos de aresta, determina uma orientacao do décimo

sequndo cubiculo de aresta. Portanto, o niimero de possiveis posi¢oes no cubo é

1

——_.81.121-3%. 212 = 43.252.003.274.489.856.000.
(2-2-3)

R =
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