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satisfagao. Contudo, mesmo hoje o debate continua sobre a validade de ambos
os paradoxos e as racionalizagdes.

Em suma, as recreagbes matematicas, os jogos matematicos foram feitos
por matematicos — ou estudiosos da matematica — discutidos por matematicos
e para matematicos ou ndo matematicos.

Ao mesmo tempo, sempre houve uma preocupagédo por parte de alguns
matematicos em tornar a matematica acessivel ao maior numero possivel de
pessoas.

O rigor da solugado apresentada e os principios de resolugdo seguem o0s
principios vigentes no contexto matematico, no que concerne a demonstragéo
matematica. Assim, € no ambito da matematica que tém lugar as recreacgoes, e
defendidas por tantos, matematicos ou n&o, sempre positivamente, tudo leva a
um avanco de que é legitima, oportuna e concernente o uso de jogos e
recreagées no ensino de matematica. Mais ainda, com os trabalhos ja
existentes a respeito, o professor de matematica ja dispde de elementos para
comecar a desfrutar das diversas vantagens da utilizagdo do jogo no seu dia a
dia.

Para concluir, observamos que, ha algumas décadas, as recreacdes
matematicas tém sido transportadas para o computador, portanto passado a
versao virtual contando, para isso, com o auxilio tanto de teorias cientificas
mais atuais, quanto equipamentos tecnolégicos mais sofisticados. Estas sao
encontradas em forma de softwares e presentes, tanto na Internet, quanto em
CDROM de revistas especializadas. Longe de distanciar, estes adventos
aproximam ainda mais as trés categorias que foram enfocadas: recreagdes
matematicas, conhecimento matematico e ensino de matematica.
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tempo precedente, iria decrescendo dessa maneira, 10, 1, 1/10, 1/100, 1/1000,
etc., o que forma uma progressao geometrica sub-décupla, cuja soma € igual a
11 1/9. E o intervalo de tempo apds o qual Aquiles teria atingido a tartaruga ?

A Seta: O tempo é formado por instantes, que sdo as medidas menores e
indivisiveis. Entdo ou uma seta esta em movimento ou em repouso. Uma seta
nao pode se mover, porque para que o0 movimento ocorra, a seta deveria estar
numa posicdo no comego de um instante e num outro no fim do instante.
Contudo, isto significa que o instante é divisivel o que é impossivel porque pela
definicdo, instantes sao indivisiveis. Dai, a seta esta sempre em repouso.

O Estadio: A metade do tempo é igual a duas vezes o tempo. Tome as trés
colunas abaixo.

Eles comegcam na primeira posigdo. A coluna A comeca estacionaria
enquanto as colunas B e C se movem em igual velocidade em dire¢des
opostas. Quando elas buscaram a segunda posigdo, cada B passou duas
vezes na de C e na de A. Portanto toma-se a coluna B duas vezes para passar
a coluna A como se faz para passar a coluna C. Contudo, o tempo para as
colunas B e C alcancarem a posi¢cao da coluna A € o mesmo. Assim a metade
do tempo é igual a duas vezes o tempo.

Embora todos os quatro argumentos paregam ilégicos, ndo mencionam
confuséo, eles ndo sao simples de explicar e levam a alguns sérios problemas
em matematica. Para os matematicos gregos, que nao tinham conceito real de
convergéncia para o infinito, os raciocinios eram incompreensiveis.
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Georg Cantor

Figura 24. Georg Cantor.

Aristoteles descartou-os como “falacias” sem realmente mostrar porque e os
paradoxos de Zeno ficaram escondidos no armario matematico pelos préximos
2500 anos. Por esse tempo, eles foram reduzidos principalmente as novidades
da Filosofia. Contudo, eles foram revividos matematicamente no século XX
pelos esforcos de pessoas como Bertrand Russel e Lewis Carroll. Hoje,
armado com as ferramentas das séries convergentes e das teorias de Cantor
sobre conjuntos infinitos, esses paradoxos podem ser explicados com alguma



antes correr 25 metros. Mas para fazer isso, primeiramente precisa correr 0s
12,5 metros.

Como o espaco ¢ infinitamente divisivel, nés podemos repetir esses
“requisitos” infinitamente. Portanto o corredor tem que correr um numero infinito
de ‘pontos médios’ num tempo finito. Isso € impossivel, assim o corredor nunca
alcangaria sua meta. Em geral, quem quer que queira se mover de um ponto
para outro precisa encontrar esses requisitos, a assim o movimento é
impossivel, e 0 que nos percebemos € que o movimento € meramente uma
ilusao.

Onde o argumento falha? Por que?

O corredor fica claramente desapontado por nédo poder ir a lugar
nenhum.

Zeno de Elea foi o grande questionador em matematica. Seus
paradoxos confundiram matematicos por milénios e proveram certos
agravantes que levaram a numerosas descobertas nas tentativas de resolve-
los.

Os quarto famosos paradoxos sédo a Dicotomia, o Aquiles, a Seta e o
Estadio.

A Dicotomia: o movimento nao pode existir porque antes de o
movimento poder buscar seu destino, ele precisa primeiro alcangar o ponto
meédio, mas antes do ponto médio, precisa alcancar o ponto correspondente ao
quarto da distancia, mas antes disso, precisa achar o oitavo da distancia, etc.
Dai, o movimento nunca podera comecar.

O Aquiles: O corredor Aquiles nunca pode agarrar uma tartaruga em
fuga a frente dele porque ele precisa primeiro chegar onde a tartaruga
comecou. Contudo, quando ele chegar 14, a tartaruga se moveu a sua frente, e
agora Aquiles precisa correr para a nova posi¢cdo, a qual por sua vez a
tartaruga ja se moveu na sua frente, etc. Dai a tartaruga sempre estara na sua
frente. Esse problema é discutido em Ozanam (1799):

ATIVIDADE: Aquiles vai dez vezes mais rapido que uma tartaruga que tem um
estadio de dianteira. Pergunta-se a que distancia ele a alcangara?
DISCUSSAO DE OZANAM: Essa questdo ndo tem a celebridade que, parece,
Zenon, Chefe dos Estdicos, pretendia, por um sofisma, provar que Aquiles ndo
alcancaria a tartaruga: pois, dizia ele, enquanto Aquiles fazia uma etapa, a
tartaruga teria feito um décimo; e enquanto ele fizesse um décimo, a tartaruga
faria um centésimo, que ele ainda teria que avancar; e assim até o infinito; por
consequéncia ela se afastaria um numero infinito de instantes antes que o heroi
tivesse alcangado o réptil; portanto ele ndo o alcancgaria jamais.

Deve-se entretanto ter o senso comum para ver que Aquiles atingiria sim
a tartaruga, ja que a ultrapassaria. Donde vem portanto o sofisma ? Ei-lo.

Aquiles, com efeito, ndo atingiria jamais a tartaruga, se os intervalos de
tempo durante os quais se supde que ele teria feito a primeira etapa, e em
seguida os décimos, centésimos, milésimos, de etapas que a tartaruga faria
sucessivamente a frente dele, sendo igual; mas supondo-se que ele tivesse
feito a primeira etapa nos 10 minutos de tempo, ele colocaria apenas um
minuto para percorrer uma centena, etc ; e assim os intervalos de tempo que
Aquiles empregara para percorrer o avango que a tartaruga ganhou durante o



Figura 23. Zeno de Elea.”

Os primeiros paradoxos da histéria da matematica: Zeno de Elea

Aparentemente, os paradoxos estdo imbuidos de uma ldgica
irrefutavel. Haveremos de nos lembrar, no entanto, que estes podem deixar de
ser paradoxos quando surge uma teoria que os explica, como os paradoxos de
Zenao, os primeiros de que se tem conhecimento, e até hoje constam nos
textos sobre o assunto.

A matematica transcende as civilizagbes individuais e as linguagens
especificas. E um largo sistema de légica — um tipo de linguagem universal.
Como tal, certos paradoxos e contradicbes tém surgido e tém posto em
dificuldades matematicos desde os tempos antigos até o presente. Alguns séo
falsos paradoxos: eles nao apresentam contradi¢des atuais, e sdo meramente
truques astutamente l6gicos. Outros tém abalados os verdadeiros fundamentos
da matematica, requerendo um raciocinio brilhante e criativo para resolver.
Outros permanecem sem resolugcao até hoje. Comentaremos brevemente dois
paradoxos: O paradoxo do movimento de Zeno e o paradoxo dos conjuntos
infinitos, resolvido por Cantor.

O grande filésofo Zeno de Elea (nascido em algum tempo entre 495 e
480 aC) propbs quatro paradoxos num esforco de desafiar as nogcdes aceitas
de tempo e espaco que ele encontrou em varios circulos filoséficos. Seus
paradoxos confundiu matematicos durante séculos, € ndo foi sendo até o
desenvolvimento da Teoria dos Conjuntos Infinitos de Cantor (nos anos de
1860 e 1870) que os paradoxos puderam ser completamente resolvidos.

Os paradoxos de Zeno focaram a relagao do discreto para o continuo,
um assunto que esta no verdadeiro @mago da matematica. Aqui serao
apresentado o primeiro de seus famosos quatros paradoxos. O primeiro
paradoxos de Zeno ataca a nocgao apoiada por muitos filésofos de seus dias
que o espaco era infinitamente divisivel, e que o movimento era portanto
continuo.

Paradoxo 1: O corredor sem movimento.

Um corredor quer correr uma certa distancia — digamos 100 metros —
num tempo finito. Mas para alcancar a marca dos 100 metros, primeiro o
corredor precisa alcangar a marca dos 50 metros, e para alcanga-la, precisa

31 Zeno de Elea criou os quatro famosos paradoxos, resolvidos apés a Teoria dos Conjuntos Infinitos de
Cantor. Do site http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians. Acessado em 2008.



ATIVIDADE: Seguia Beremiz, "o homem que calculava" com o narrador da
historia, montados no camelo deste o ultimo, quando encontraram trés irmaos
discutindo no caminho. Os trés irm&os discutiam sobre uma heranca
correspondente a 35 camelos. Ao primeiro coube a metade, ao segundo, a
terca parte e ao terceiro, 0 mais mogo, coube a nona parte. Como fazer a
partilha se a metade, a terca parte e a nona parte de 35 ndo sao inteiras?

" & muito simples _ atalho Beremiz, "o homem que calculava". Encarreguem-
me de fazer, com justica, essa divisdo, se permitirem que eu junte aos 35
camelos da herancga, este belo animal que, em boa hora, aqui nos trouxe!" O
narrador da histéria tentou impedir aquele, ao que falou Beremiz:

" Nao se preocupe com o resultado, o Bagdali!" _ replicou me em voz baixa
Beremiz. _ sei muito bem o que estou fazendo. Cede me o teu camelo e veras
a que conclusao quero chegar."

E Beremiz entregou ao primeiro filho ndo a metade de 35, mais a metade de
36, portanto 18 camelos. Ao segundo entregou nédo a terga parte de 35, mas de
36, correspondendo a 12 camelos. E ao mais mogo entregou a nona parte de
36, ou seja, 4. Desse modo, os trés irmdos sairam com uma parte maior da
heranca, portanto como lucros. Ocorre que o total de camelos da distribuicao
correspondia a 34, sobrando 2. Assim, foi devolvido o camelo do narrador e o
outro coube a Beremiz, por ter resolvido o problema da heranca.

Pergunta: Como foi possivel cada irmédo receber mais do que foi destinado
pela herancga, e ainda sobrar camelos?

Resposta: A metade mais a terga parte mais a nona parte de um inteiro nao
somam o inteiro.

Figura 22. Julio César de Melo e Souza.®

A busca de solugdo para varias das recreagdes propostas levou ao
surgimento e desenvolvimento de novas teorias matematicas e novos ramos,
como a Topologia, a Teoria dos Grafos e a Criptografia. Neste contexto, alguns
problemas insoluveis em determinadas épocas, passaram a ter solugao ou ser
comprovadamente insoluveis (como os trés classicos da Antiguidade), alguns
paradoxos levaram a outras teorias ou vice-versa, e os padrdes de rigor
gerados no contexto foram-se modificando até o estagio atual.

30 Disponivel em www.bn.com.br. Acessada em agosto de 2004.



elementares, tém levado a estudos que concorreram para o desenvolvimento
da matematica.

Embora nao vislumbrasse utilidade da matematica do ponto de vista
puramente matematico, Kraitchik mostrava uma preocupagdo em tornar a
matematica conhecida e compreendida pelo maior numero de pessoas,
principalmente através das recreagbes matematicas, o que esta sendo feito
com mais intensidade nos dias atuais.

Figura 20. Participantes do Deuxiéme Congrés International de Récréation Mathématique. Em
destaque, Maurice Kraitchik.?

Ainda em meados deste século, destacamos Toranzas, com sua obra
intitulada “Enserianza de la Matematica” o qual contém um capitulo chamado
“DICACTICA DE LA EJERCITACION Y APLICATIONS” (cap. Xl), o qual trata
da matematica recreativa no ensino. No referido capitulo, o autor recomenda o
uso das recreagbes matematicas, apresentando, inclusive, alguns exemplos.
Assim argumenta o autor na sua defesa (p. 190):

A importancia pode ser apreciada sob trés pontos de vista.

1. Se aprende melhor o que se estuda de forma amena - por que assim logra despertar
maior interesse nas mentes adolescentes, conseguindo-se assim um esforgo voluntario
intenso, que é o melhor caminho para alcancgar o objetivo educacional.

2. As curiosidades matematicas convenientemente selecionadas e dadas na hora certa sao
uma ginastica mental muito apreciada, se exercita a imaginagao e o raciocinio, obrigando o
aluno a intensificar o esforgo de analise para encontrar a causa do paradoxo ou a chave do
jogo.

3. A solugao dos problemas recreativos da motivos para exercitar trabalhos heuristicos.

Nos século XX, destacamos no Brasil o grande precursor da Educagao
Matematica, Julio César de Mello e Souza. O autor escreveu varias obras
sobre matematica e recreagdes matematicas, cuja resolugdo seguia, também,
as mesmas metodologias do ponto de vista matematico. Destacamos as obras
“O problema das definigdes em matematica” (1965), “O homem que calculava”
(de 1937 até hoje, 54 edigdes) e Didatica da matematica em dois volumes
(1961 e 1962), uma destas ultimas incluindo método para usar jogos em aulas
de matematica. Um de seus problemas mais famosos € o dos 35 camelos:

29 A foto foi escaneada dos anais do Deuxiéme Congres International de Récréation Mathématique.



Figura 19. Capa da Revista Sphinx.? Figura 20. Yakov Perelmann.”

Do referido campeonato, participaram matematicos de renome, entre eles
lakov Perellman, H. Vuibert e Victor Thebault. Suas palavras constantes no
prefacio da referida obra, reforcam nossa idéia:

Na verdade, grandes matematicos como Newton e Euler ndo desdenharam
abordar temas desta natureza e os seus nomes ficaram ligados a problemas do
género que vieram enriquecer as colegbes que nos tinham legado Gregos,
Hindus, Arabes, Chineses, e os matematicos da idade média. Alguns desses
problemas que requerem para a sua resolucido simples conhecimentos de
aritmética elementar; outros, pela sua dificuldade, deram lugar a estudos
aprofundados de certos capitulos da matematica superior. Apresentamos um
problema desta época:

ATIVIDADE: (O problema do bambu quebrado)®® H4 um bambu com 1 zhang
de altura, partiu-se e a parte de cima toca o chao a 3 chih da base do bambu.
Qual é a altura da quebra? (1 zhang = 10 chih)

DISCUSSAO: O problema pode ser resolvido usando o Teorema de Pitagoras.

ATIVIDADE: (Do livro Matematica Recreativa, de Yakov Perelman) Trés
prados cobertos de erva de igual espessura e do mesmo grau de crescimento
tém uma superficie de 3 1/3 ha, 10 ha e 24 ha. A erva do primeiro foi comida
por 12 bois durante quatro semanas, e a do segundo por dois bois em nove
semanas. Quantos bois comerdo a erva do terceiro prado em dezoito
semanas?

DISCUSSAOQ: Pode-se observar que este problema remete ao contexto da
regra de trés composta. Convidamos o leitor a resolver o problema.

Destes problemas, aparentemente recreativos para muitos conduzem a
fronteira do conhecimento em alguns ramos da aritmética superior e da
antropologia. Outros, se bem que se apresentem com o aspecto de problemas

% http://www.geocities.com/criptaritmetica/Sphinx.jpg.

7 http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/9/97/Yakov_Perelman.jpg/180px-
Yakov_Perelman.jpg.

ale) problema pode ser visto em Boyer (1972). O enunciado esta disponivel em
http://construtor.aprendebrasil.com.br/up/50540001/1778120/t133.asp.



ATIVIDADE: Transportar, no menor numero de movimentos possivel, a torre

de “n” pecas de um pino para outro de modo que movimente uma peca de cada
vez e uma pega maior nao possa ficar sobre uma menor.

Os trabalhos matematicos de Lucas versaram sobre a Geometria Euclidiana
nao elementar (a das transformacgdes, em particular a Geometria Projetiva vista
através de suas homografias), e, sobretudo, a Teoria os Numeros. Sua
principal contribuicdo é a do Teste de Primalidade.

Lucas provou em particular que o numero de Mersenne — 1 é primo, o
que significa um numero muito grande descoberto sem a ajuda de um
ordenador. Lucas foi o criador do conhecido jogo Torre de Handi, muito popular
na sua época e hoje muito utilizado nos laboratérios de matematica. Ainda
nesse seculo, destacamos Lacroix (1816) e Richard (1837), com obras que,
segundo os autores, usavam as recreagoes para ensinar as ciéncias.

Lembramos que o Padre Marin Mersenne foi um grande difundidor da
matematica em sua época, através de cartas que ele recebia de estudiosos da
Europa contado suas ultimas descobertas matematicas e re-enviava aos
outros, promovendo uma excelente difusao do que se produzia.
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Figura 18. Marin Mersenne.

Kraitchik, matematico belga do inicio do século XX, escreveu também uma
obra sobre recreacbes matematicas. O matematico também criou os
campeonatos mundiais de jogos matematicos e a revista Sphinx, que durou
cerca de cinco anos. Este matematico foi um dos divulgadores mais
conhecidos da matematica ludica, apesar de n&o acreditar na utilidade das
recreagoes matematicas, conforme o prefacio de seu livro:

Na verdade, grandes matematicos como Newton e Euler ndo desdenharam abordar
temas desta natureza e os seus nomes ficaram ligados a problemas do género que
vieram enriquecer as colegdes que nos tinham legado Gregos, Hindus, Arabes,
Chineses, e os matematicos da idade média. Alguns desses problemas que requerem
para a sua resolugao simples conhecimentos de aritmética elementar; outros, pela sua
dificuldade, deram lugar a estudos aprofundados de certos capitulos da matematica
superior.

Destes problemas, aparentemente recreativos para muitos conduzem a fronteira do
conhecimento em alguns ramos da aritmética superior e da antropologia. Outros, se
bem que se apresentem com o aspecto de problemas elementares, tém levado a
estudos que concorreram para o desenvolvimento da matematica (KRAITCHIK, 1930,
prefacio).

% Do site http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians. Acessado em 2008.



nos quatro vértices de um quadrado. Entre cada dois cogumelos vizinhos havia
um outro cogumelo, totalizando oito cogumelos ocupando oito casas de um
quadrado de trés casas em linha e trés em coluna, ficando vazia a casa central
(como o tabuleiro do jogo da velha). Cada par de sapos € de uma cor e dois
sapos de mesma cor devem ficar juntos. O problema consiste em fazer os dois
sapos de mesma cor trocar de lugar com os outros dois podendo pular
segundo o movimento do cavalo de xadrez, no menor numero de pulos
possivel (Ibid.).

Figura 13. Johann C. F. Gauss. Figura 14. Gottfried W. von Leibniz ~ Figura 15. Frangois
Viéte.

No século XIX, destaca-se o Récréations Mathématiques, de Edouard
Lucas. Como sabemos, Lucas havia recebido uma bolsa de estudos e prestado
concurso para entrar na Ecole Normale Supérieure em 1861. Entrando na
Escola, ele tornou-se astrbnomo adjunto no Observatorio de Paris, mesmo
depois da guerra franco-prussiana, ele obteve uma cadeira de Mathématiques
Spéciales em Moulins, de 1872 a 1876. Depois ocupou uma cadeira em Paris,
inicialmente no Liceu Charlemagne em Paris, depois no ja muito prestigiado
Liceu Saint-Louis. Embora seja bastante difundida no contexto do ensino de
matematica, é pertinente apresentar aqui a Torre de Handi:

Figura 16. Torre de Handi.  Figura 17. Francois Edouard Anatole Lucas®

24 Capturado em maio de 2002 no site http://mathweb.free.fr/bios/lucas.html.



cavalo. Cada movimento é feito considerando o fato de ndo gerar movimentos
repetitivos.

Com isso, vemos que o total de movimentos necessario para que os cavalos
de uma cor troquem de posicao com os cavalos de outra cor, € dezesseis. A
tabela pode ser vista a seguir.

Cavalo C1|C2|K1| K2
Casa inicial de cada cavalo 1|7 |3 5
Casa ocupada apdés o primeiro

movimento 4 | 2 6 8
Casa ocupada apdés o segundo

movimento 7 5 1 3
Casa ocupada apdés o terceiro

movimento 2 |1 8| 4 6
Casa ocupada apo6s o quarto

movimento, correspondendo a| 5| 3|7 1
configuragéo final

Agora, mostraremos a segunda tabela. Nela, consideramos a situacdo em
que o cavalo C1 vai para a casa 6, em vez da casa 4. Assim, o jogo atinge o
seu objetivo também em 16 movimentos, conforme podemos ver a seguir:

Cavalo C1|C2|K1| K2
Casa inicial de cada cavalo 1] 7 |3 5
Casa ocupada apdés o primeiro

movimento 6 | 4 | 8 2
Casa ocupada apdés o segundo

movimento 3] 1|5 7
Casa ocupada apdés o terceiro

movimento 8 | 6 | 2 4
Casa ocupada apo6s o quarto

movimento, correspondendo a| 5| 3|7 1
configuragéo final

(MENEZES et al, 2008, 97-99)"

Destacamos os problemas propostos sobre um tabuleiro de jogo de xadrez
que foram discutidos na época, tais como o Knight, que € um jogo proposto
numa parte do tabuleiro de xadrez correspondendo ao jogo da velha. Outros
jogos nesta situagéo s&o: o jogo das “oito rainhas”, ja citado, e o "Knight’s tour”,
segundo o qual, o cavalo, colocado em uma casa qualquer do jogo de xadrez e
usando o mesmo movimento do jogo, deve saltar sobre todas as casas apenas
uma vez cada, retornando ao ponto de partida (MENEZES et all, 2008). Estes e
outros jogos foram discutidos por Euller (1707-1783) e Gauss (1777-1855).

Um fragmento histérico relativo a estes jogos, devido a Dudeney (1970)
narra que Abnit Vandermonde, que era um matematico muito esperto (1736-
1793), dedicou-se intensamente a estudar a questao do passeio do cavalo. Um
dos problemas que ele chamou de “os quatro sapos” ou “the four froggs”,
consistia em dispor dois pares de sapos, sobre quatro cogumelos dispostos



Uma vez que cada cavalo tem uma trajetéria que retorna ao ponto de
partida, para representar o referido grafo, podemos tragar um poligono, mais
especificamente um octdégono, cujos vértices sdo enumerados da mesma
maneira, de acordo com a movimentacao de cada cavalo.

Para ndo sermos repetitivos, mostramos a seguir o grafo da
movimentacao do cavalo K1, e podemos observar que o mesmo pode percorrer
todas as casas permitidas, voltando ao ponto inicial.

Figura 45. Grafo de um dos cavalos do knight.

Vamos iniciar movimentando C1.

O cavalo C1 pode tem duas opcgdes: ir para a casa 4 ou para a casa 6; o
cavalo C2 pode ir para a casa 2 ou para a casa 4; o cavalo K1 pode ir para a
casa 8 ou 5 e o cavalo K2 pode ir para a casa 8 ou para a casa 2.

Observemos que cada dois cavalos tém a possibilidade de ir para uma casa
em comum, sendo uma para onde pode ir 0 outro cavalo de mesma cor e outra
para onde pode ir um cavalo de cor diferente. Assim sendo, a escolha de
movimento do primeiro cavalo vai influir nas possibilidades dos outros cavalos.

Abaixo, apresentamos duas tabelas. Na primeira, consideramos a situagcao
em que o cavalo C1 vai para a casa 4 e, na segunda, a situacdo em que o
mesmo cavalo vai para a casa 6. Vamos descrever cada uma delas.

A primeira tabela apresenta na primeira linha os cavalos. A segunda linha, a
posicao inicial de cada cavalo; a terceira linha apresenta o primeiro movimento
de cada cavalo, na sequéncia; a quarta, o segundo movimento; a quinta, o
terceiro movimento e, na sexta e ultima, o quarto e ultimo movimento de cada



interessante historia desse problema19. Ele desenvolveu um método para resolver o
problema num tabuleiro de qualquer com um numero qualquer de casas em cada lado
e fez a aplicagdo a tabuleiros de 16 e 25 casas. O prof. J. W. L. Glaisher, da
Universidade de Cambridge utilizou esse método em um trabalho publicado no
Philosophical Magazme para o problema de 6, 7 e 8 rainhas em, respectwamente 36
49 e 64 casas *°. Um tratado posterior publicado por G Bellavitis da as 92 solugoes e,
mais tarde, o problema foi proposto como questao a resolver por M. Lionnet®

ATIVIDADE: (Knight): Dispor os quatro cavalos do jogo de xadrez em um
tabuleiro de jogo da velha. Usando os mesmos movimentos do cavalo no jogo
de xadrez, trocar de lugar os dois cavalos de mesma cor com outros dois da
outra cor, no menor numero de saltos possivel.

DISCUSSAO:

516 |7

ﬁ K2
4 8 g C1
3 2 C2

Figura 44. Esquema do knight.

Assim sendo, para facilitar a discussao, vamos deixar a casa central sem
numeragao e representar as outras oito casas pelos numeros de 1 a 8; os
cavalos de mesma cor representamos por uma letra e os numeros 1 e 2 e 0s
outros dois semelhantemente por outra, como mostra a ilustracao:

Formamos ent&o a configuragao inicial:

Cavalo C1 C2 K1 K2

Casa 1 7 3 5

Podemos, usando um graf023, observar as opcdes de movimento de cada
cavalo. Uma vez que existem oito casas que podemos enumerar de 1 até 8,
correspondendo as casas possiveis aos cavalos do jogo, e observar sua
movimentagao.

19Archiv der Mathematik und Physik, de Grunet, vol.LVI,parte 3, p.291-292- Zur mathematischen Theorie
des Schachbretts. Leipzig, 1874.
0On the problem of the eight queens.( extraido do Philosophical Magazine).dez 1874.

ZAtti del Instituto Veneto, t.VI ,p.134.Venise,mars,1861.
2 Nouvelles Annales de Mathématiques, 2 .série, t. lll, p. 560, nov. 1869.

® De acordo com a Teoria dos Grafos, que tem poucos séculos de existéncia formal, um grafo
corresponde a um mapeamento dos possiveis movimentos de um jogador, em um jogo ou todas as
configuragbes possiveis do jogo apés cada movimento, desde a configuragao inicial.



DISCUSSAQ: Presentemente, somai os dedos elevados, que aqui fazem 7;
esse sera o numero de dezenas do produto. Multiplicai o numero dos dedos
abaixados de uma mao pelos dedos abaixados da outra; esse produto, que é 2,
sera o numero das unidades do produto. Assim, encontrar-se-a que 9 vezes 8
fazem 72.

Vé-se por ai que se deve tomar a diferenca de 10 a cada um dos numeros
dados; que o produto dessas diferencas designadas pelos dedos abaixados de
cada mao, da as unidades do produto; e que a soma dos dedos que restam
elevados, € a das dezenas desse mesmo produto.

E facil ver que isso é mais curioso que util; pois sé se pode multiplicar dessa
maneira os numeros menores que 10; e todo o mundo tem na memoria esses
primeiros produtos, sem os quais nado se chegaria a multiplicagdo complexa.
(OZANAM, 1779, p. 10)

Matematicos famosos a partir do século XV, e posteriormente as
criagcdes das universidades e das sociedades matematicas, produziram varios e
fecundos trabalhos foram Gauss, Leibniz, Leonhard Euler, Pierre de Fermat,
Chrystian Huygens, Christopher Clavius, entre outros. Esses estudiosos tém
sido citados em textos de Histéria da Matematica, com dedicados ao estudo de
alguns problemas recreativos como o problema das pontes de Kdenigsberg, as
oito rainhas, a equagéao de grau 45 resolvida por Viéte, entre outros'®.

ATIVIDADE: Em 1593, Adriaen van Roomen (1561-1615) ou Romanus, havia
feito um desafio publico para resolver a equagao
x*° — 45x* + 945x*" - | —3795x° + 45x = k.

DISCUSSAO (desafio): Viéte a resolveu exprimindo k = sen 456 em termos de
X =2 sen 6 e achou as raizes positivas. Convidamos o leitor a reconstrucao.

ATIVIDADE: (O problema das oito rainhas) Determinar todas as maneiras de
colocar oito rainhas em um tabuleiro de xadrez de 64 casas de modo que
nenhuma delas seja capturada por outra; noutros termos, dispor oito rainhas no
tabuleiro de modo que duas ndo estejam ligadas por uma mesma reta
horizontal, vertical ou diagonal no tabuleiro.

DISCUSSAO: Deixamos para o leitor a busca da solugdo. Um
encaminhamento dado a este problema € que uma maneira de distribuir as
rainhas de forma mais rapida é colocar uma apés outra segundo o movimento
do cavalo, o unico vedado a rainha. Observamos que este trabalho foi discutido
por Gauss, de acordo com Lucas (1882), citado por Menezes (1996):

Esse problema foi proposto pela primeira vez por Nauck a Gauss, chamado pelos
alemaes de "Princepis Mathematicorum", e foi objeto de correspondéncia entre Gauss
e o0 astrébnomo Schumacher. Gradativamente, Gauss chegou a 92 solugbes, cujo
numero foi posteriormente reconhecido como o exato. O Dr. S. Gunther, citado por
Lucas, membro do Parlamento de Berlim escreveu no século passado uma

'8 As fotos das figuras 10 a 15 foram encontradas em maio de 2008 no site
http://etsiit.ugr.es/web/jmaroza/images/Fermat.jpg.



Ainda, nesta época, eram consideradas recreagdes matematicas: calculo
digital (contar nos dedos, problemas de adivinhagdo (que hoje sao propostos
em livros do sétimo ano do nivel fundamental no contexto das equacdes) e
problemas de crescimento exponencial, hoje resolvidos no contexto das
progressdes). Sua coletdnea mais ampliada, ja sob a responsabilidade de
Montucla, incluia a pirotecnia (arte de produzir fogos de artificio), a mecanica, a
otica, a acustica e o magnetismo (hoje no contexto da Fisica), a quimica, a
navegagao, a astronomia, a musica, a geografia, o calendario, suplementos
sobre os fosforos e as lampadas perpétuas.

Os problemas recreativos discutidos nesta obra eram apresentados
algumas vezes com mais de uma solugao, comentada pelo autor como sendo a
ultima delas a “mais elegante”, ou a “melhor para compreensao”, e assim por
diante. Algumas vezes, observamos também comentarios acerca de solugbes a
problemas que, segundo Montucla, o autor teria se equivocado, apresentando
entdo, a solugdo correta.

BECREATT NS
SCIENCE
NATIHRAL PEHILOSOPITY.
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Figura 09. Jean Etiénne Montucl Figura 10. Pagina de livro de Ozanam'’

Notamos aqui uma preocupagao por parte dos autores em levar a
matematica contida nestes problemas ao alcance de todos, o que expressaram
também no prefacio.

Além disso, podemos observar na resolucdo dos problemas que, além de
utilizarem conhecimento matematico na sua discusséo, o rigor empregado era
0 mesmo que para as teorias matematicas produzidas.

Apresentaremos um exemplo de problema discutido por Ozanam:

ATIVIDADE: [Multiplicacdo pelos dedos] Para multiplicar, por exemplo, 9 por
8, tomai de inicio a diferenca de 9 a 10, que é 1; e, elevados os 10 dedos das
duas maos, abaixai um dedo de uma mao, por exemplo, a direita. Tomai
também a diferenca de 8 a 10, que € 2, e abaixo 2 dedos da mao direita.

15 Disponivel em http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/
Mathematicians/Montucla.html Acessado em maio de 2008.

'® Do site http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians. Acessado em 2008.
7 http://ciencianet.com/imagenes/riddlep.jpg.



Figura 07. Albert Diirer

Posteriormente, destaca-se a obra de Ozanam (1779), “Récréations
Mathématiques et Phisiques”, ampliada por Montucla, correspondendo a uma
compilagcdo do que havia sido feito até entdo sobre recreagdes matematicas e
cientificas em geral, com diferentes versdes e comentarios. Montucla havia
escrito sua Histoire des Mathématiques que foi referéncia entre os séculos
XVl e XIX.

Um comentario que cabe aqui, € que na época do lancamento da
coletdnea de Ozanam, a matematica mais conhecida e difundida restringia-se a
Aritmética e a Geometria Euclidiana. Ainda nesta época, Jean Leurechon, ou
Henry Van Etten, havia publicado seu Mathematicall Recreations, com mais de
vinte edi¢cdes, embora tenha sido duramente criticada por Ozanam no prefacio
de sua obra. Ao trabalho de Leurechon credita-se ter ocorrido pela primeira vez
uma mencgao aos termémetros.

Ozanam, procedido por Montucla, discutiu sobre a maior parte dos
conhecimentos cientificos da época. Com relagdo a matematica, dividiu o
primeiro volume da colecao, a ela dedicada, em Aritmética e Geometria. A obra
era todas descrita em forma de problemas propostos seguidos das respectivas
solugdes (as vezes apresentando alguns fatos histéricos relevantes a eles
referentes), incluindo as que ele considerava mais elegantes, ou interessantes,
ou ainda que corrigiam possiveis equivocos dos que haviam discutido
anteriormente.

MISTOINE
6
YATHEMATIQUES,

Figura 09. Pagina do Histéire des Mathématiques, de Montucla. '®

:i Do site: www.jim3dlong.com. Acessado em julho de 2002.
Ibid.



toma a metade de tudo, triplica novamente essa metade, e pergunta quantas
vezes tem nove nesse ultimo triplo. Entdo, para cada nove, tome 2, e tu teras o
numero pensado. Cuida somente que se falhar juntar 1 para tomar a metade,
precisas também juntar 1 ao numero que tu encontraras tomando 2 para cada
9.

Por exemplo, se alguém tiver pensado 6; triplicando, viria 18; tomando a
metade, sera 9; de novo triplicando, teremos 27, que contém 9 trés vezes;
portanto, tu tomaras 3 vezes 2, a saber 6, para o numero pensado.

Porém suponhamos ter-se pensado 5; ftriplicando teremos 1, que
precisamos somar 1 para ter a metade, e no lugar de 1, sera 16, cuja metade
sera 8, que ftriplicado dara 24, que contém 9 duas vezes; portanto, tomando
dois, teremos o dobro quatro, ao qual, se juntares 1, por causa do 1 que
juntaste para tomar a metade, tu encontraras 5, 0 numero pensado.
DEMONSTRACAO

Se foi pensado um numero par 2n, faz-se as operagdes seguintes:

2nx3=6n;6n:2=3n;3nx3 9n;9n .9 =n; 2xn = 2n.

Se foi pensado um numero par 2n, faz-se as operagdes seguintes:
(2n+1)x3 =6n+3;6n+3+1=6n+4;6n+4):2=3n+2;(3n+2)x3=
9n + 6;

On+6):9=n2xn+1=2n+1.

Dai, seguindo a regra, encontra-se o numero pensado. (BACHET, 1612,

p.1)

Os problemas e respectiva discussao propostos na obra de Bachet
apresentam discussdes detalhadas, que sugerem a preocupagdo de serem
compreendidas por todos os que lessem. Isso sugere mais uma vez a
interligacao referida.

Sao famosos os problemas dos pesos de Bachet. Apresentaremos o
enunciado de um deles.

ATIVIDADE: Qual € o menor numero de pesos que podem ser usados em uma
panela de balancga para pesar qualquer numero integrante de libras inclusive de
1 a 40, se os pesos podem ser colocados em qualquer um das panelas de
balanca?

DISCUSSAO: O que se quer saber é qual &€ a menor particdo de 40 que
permite escrever qualquer nimero menor ou igual a ele.

Os quadrados magicos, estudados por Moschopoulos, tém despertado o
interesse de estudiosos por séculos. Matematicos como Riollot, Delesalle e
Salomon tém estudado quadrados magicos a luz de teorias matematicas. Vale
destacar que, no ultimo século, Bandeira de Mello (1958) apresentou um
método geral de construgdo de quadrados magicos, 0 método das matrizes.
Destacamos ainda uma xilogravura datada de 1514, da autoria de Albert Ddarer,
que representa um simbolo das recreagdes matematicas no que concerne aos
quadrados magicos.
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Outro problema que aparece no livro de Chavignaud, e que hoje consta em
livros didaticos em outras versdes, € o problema envolvendo Progressdes
geométricas (que ele ensina no livro)

ATIVIDADE: Resolver o problema das terras usando os conhecimentos sobre

P.G.:

“Uma senhora econdmica tem trinta terras bonitas,

Que tenta colocar em méos estrangeiras;

E para se livrar de seus credores,

E nado assustar os avidos herdeiros,

Ela expde de cada vez o menos consideravel,

A condicdo que parecia toleravel,

Requerer primeiro uma moeda do primeiro bem,

Entao duas pelo segundo, até o trigésimo em resumo,

E sempre dobrando isto, de acordo com a oferta que encanta.

Que soma aqui volta a senhora?

E necessario adquirir o preco em questao,

R. Procurar o ultimo termo, e a abreviacao

Diz para determinar, de acordo com nossa certeza,

A vigésima nona aquisi¢ao tomando a poténcia

De nosso expositor dois, e o multiplicando

Por dois, termo segundo: o numero resultante,

Se eliminando um, o quadrado do primeiro termo,

Dividindo-se enfim o total que elimina

Pelo excedente procurado, do primeiro ao segundo,

Quem no caso citado ndo muda nada ao fundo,

Considerando que € a unidade, mostra para ndés que a soma

Que nossa dama requer, subjugaria seu homem.

2 multiplicado 29 vezes por ele mesmo, da 268,435,456,

268,435,456 X 2 = 536,870,912 - 1 = 536,870,912 X. ou
26,843,545 fs. 60 cs.”

Depois vem o trabalho puramente sobre recreagbes matematicas de
Gaspar Bachet de Méziriac, o Problémes plaisants qui si font sur les nombres,
cuja resolugdo segue os procedimentos matematicos da época, alguns dos
problemas aparecendo hoje em livros didaticos. A discussao ja contempla
alguns encaminhamentos algébricos e algoritmo. Vejamos a discussao de um
deles:

ATIVIDADE: (PROBLEMA 1) Adivinhar o numero que alguém teria
pensado.

Primeiramente, faz triplicar o nimero pensado, e depois toma a metade do
produto, se puderes fazer a fragdo; e se ndo puderes fazé-la, junta 1, depois



Fixam o julgamento dos comerciantes uteis

A adigao imediatamente se grava em seu espirito
Eles estao felizes de ver aumentar seu crédito
Da subtracéo a doce e certa chance.

Das maos da justiga fixa-se a balanca
Multiplicagdo, de um n&o nobre e certo

Tu vens a enriquecer de uma preciosa pilhagem
Divis&o, tua fazes com a societaria

Obténs, gracas a tua arte, sem haver salutar

Chavignaud incluiu, em seu trabalho, cinco problemas recreativos, dos quais
apresentaremos a tradugao da discussao de dois:

ATIVIDADE: “Um dia, o cozinheiro de um carater poderoso,
Para satisfazer trés meninas da aldeia,

Que pediram ovos, disse-lhes enquanto as via:

Eu vou dar todos esses que eu tenho no momento.

Ele da a primeira a metade,

Mais a metade de um ovo através de favor singular;

Para a segunda ele também oferece o melhor do coragéo,
A metade que lhe resta, com mesmo favor,

Da metade de um ovo o qual a menina toma;

Enfim, continuando compartilhando sua partilha bizzarra,
Ele da a terceira, com a mesma amizade,

A terceira restante novamente a humilde metade,

Mais a metade de um ovo; ele teve a vantagem entao,
Tudo para distribuir. Este compartilhando feliz,

Que parece singular, quantos ele tinha,

E como teve ele a mente sutil o bastante

Para dar meio ovo a cada menina

Sem quebrar um s6, nem esquentar a bilis?”

RESOLUCAOQO: “Este homem tinha sete ovos: na primeira vez
Ele da a metade; dali em diante eu percebo

Que é trés e meio mais 0 a metade de outro,

E entdo quatro em uma palavra. Para nosso apdstolo do bem
Restam so trés, e de acordo com sua espera,

A segunda ganha dois deles, pois esta feliz de ter

Igual a um e meio mais meio. Nosso homem

tem entdo apenas mais um so6 ovo, o que compartilha em soma,
Enquanto oferece metade, mais meio. Vé-se

Que todos sao dados, o resto se concebe.”
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A resolugao desta equacgao leva ao valor procurado.

Desde o século anterior e perdurando neste, com a difusdo da imprensa
na Europa, trabalhos impressos comegaram a serem produzidos, em geral
manifestando o desejo de desenvolver as mentes mais jovens e tornar o
conhecimento matematico acessivel a todos. O primeiro trabalho em
matematica de cunho ludico conhecido é o “Nouvelle Arithmétique appliquée au
commerce et a la marine mis en vers”'?, de L. CHAVIGNAUD, datado de 1484.
O prefacio reflete a preocupagao de tornar o trabalho mais didatico. Vejamos
este trecho:

Convencido por vinte anos de experiéncia como a que uma ciéncia &
tdo mais facil quanto seja clara e simples, eu a tenho, sem desnaturar
principios, ornado de charmes de poesia. E um meio seguro para
abreviar o estudo da primeira parte de matematica, que &, como se
sabe, indispensavel a todos.

Que os jovens desencorajados pelas dificuldades, me serdo gratos de
Ihes ter tornado agradavel uma ciéncia abstrata cuja aridez é
frequentemente prépria a Ihes inspirar desgosto!

Um fato curioso € que este livro pretende fazer a matematica interessante
as mulheres pelo fato de ser escrito em versos, conforme prefacio: “Les jeunes
demoiselles pouront désormais apprendre cette science, qui avait peu d’attraits
pour elles. Appelées a partager les travaux de ceux a qui elles unissent leurs
destinées, elles saisiront sans difficulté les principes de l'arithmétique, qu’il est
urgent de bien connaitre quand on veut se livrer a des opérations
commerciales ». Em outras palavras, “As jovens senhoritas, que até entdo néo
viam atrativos na matematica, poderiam aprendé-la a partir de entdo, para
quando precisassem lidar com as operacdes comerciais.” Apresentamos entao
um trecho do livro, referente as operacgdes:

DES OPERATIONS DE L’ARITHMETIQUE. (17)

Quatre opérations, distinctes et faciles,
Fixent le julgement des commergants utiles.
L’addition d’abord se grave en leur esprit:
lls sont heureux de voir augmenter leur credit
De la Soustraction la douce et stre chance,
Des mains de la justice en fixe la balance.
Multiplication, d’'un pas noble et certain,

Ti viens le enrichir d’'un préicieux butin.
Division, tu fais que le sociétaire

Obtient, grace a ton art, son avoir salutaire.
Traduzindo:

Das Operagdes da aritmética

Quatro operacgdes distintas e faceis

12 Nova aritmética aplicada ao comércio e a marinha, posto em versos. Tradugao livre da autora.



ATIVIDADE: Uma mulher estava carregando ovos para vender no mercado. No
caminho, um homem esbarrou nela e derrubou os ovos, pelos quais ele foi
obrigado a pagar. Mas esta mulher ndo sabia quantos ovos ela tinha, exceto
que quando ela os contava de 2 em 2, 3 em 3,4 em 4, 5em 5 e 6 em 6,
sempre sobrava 1. Mas quando ela os contava de 7 em 7 ndo sobrava
nenhum. Para saber quantos ovos esta mulher podia ter tido...

DISCUSSAO: No tempo de Chuquet, a questdo era discutida
semelhantemente a solugdo de Bachet: Eu peco um numero que sendo
dividido por 2 reste 1; sendo dividido por 3 resta 1, e semelhantemente por 4 ou
por 5 ou por 6 reste sempre 1, mas sendo dividido por 7 nao reste nada. O
MMC dos numeros 2, 3, 4, 5, e 6, sendo 60, deve-se encontrar um multiplo de
7 que passe em uma unidade um multiplo de 60. Acha-se rapidamente por
ensaios sucessivos: 60 dividido por 7 da resto 4; portanto 2 x 60 dara por resto
8, ou 1; tem-se, portanto, 2 .60 =7 + 1 ; por conseguinte 7.60-2 .60+ 1 =7,
isto &, 5. 60 + 1 =7. Assim, 0 menor numero que resolve a questao é 301.
Resolver-se-ia o problema da mesma maneira por um resto diferente de 1, por
exemplo se fosse pedido um multiplo de 19 que dividido por cada um dos
numeros 8, 12 e 15 desse por resto 7.

Hoje, podemos escrever o numero como o consecutivo de um multiplo do
MMC dos numeros da contagem (2, 3, 4, 5, 6) que seja multiplo de sete. Em
outras palavras, queremos um numero X tal que para o menor inteiro n, temos
que

x=7n=MMC(2,3,4,56) + 1
Este problema também remete a teoria das congruéncias, onde devemos

encontrar o menor numero x que satisfaca ao sistema de equacoes:
(

A

XX XX XX

ATIVIDADE: Um comerciante Fez trés Um comerciante faz trés viagens. Na
primeira, ele dobra o seu dinheiro e gasta 30 moedas. Na segunda, triplica seu
dinheiro e gasta 54 moedas. Na terceira, quadruplica o dinheiro e gasta 72
moedas e fica com 48 moedas. Quanto ele tinha na partida?

DISCUSSAOQ: Na época de Chuquet, despontava a formalizacdo da Algebra.
Nao temos a discussido do problema, mas observamos que o enunciado pode
ser traduzido numa equagao de grau um e resolvida de modo simples. Assim,
indicando por x o valor procurado, temos que

Na primeira viagem fica com 2x — 30
Na segunda viagem, fica com 3 (2x — 30) — 54
Na terceira viagem, teremos que 4[3 (2x — 30) — 54] — 72 = 48.



Renascimento carolingiano. Suas obras se voltavam para principiantes em

geometria, aritmética e astronomia.

Parece que na Idade Média os matematicos eram de dois tipos havendo
entre os dois alguma rivalidade: os das escolas religiosas e universidades e os
que se ocupavam do comércio e de negdcios, com alguma rivalidade. Entre
eles destaca-se Leonardo de Pisa (1180-1250) o Fibonacci. Este escreveu o
Liber Abaci (ou Livro do Abaco), que versava sobre o novo algorismo vigente
na época, ou o sistema com numerais indo-arabicos que considerava o zero
nuamero, com meétodos e problemas algébricos, métodos hoje considerados
obsoletos. Esse livro é o mais conhecido de Fibonacci, mas n&o foi bem aceito
nas escolas, tendo sido impresso apenas no século XIX. Alguns dos problemas
desse livro se destacam pelo seu aspecto interessante:

“Sete velhas foram a Roma; cada uma tinha sete mulas; cada mula

carregava sete sacos; cada saco continha sete pdes; e com cada p&o havia

sete facas; cada faca estava dentro de sete bainhas.” (este problema
parece ter sido inspirado no problema semelhante do papiro Ahmes);

- “Quantos pares de coelhos serdo produzidos num ano, comegando com um
SO par, se cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do
segundo més?”

Este ultimo problema da origem a sequéncia de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, 21,...,un, onde u, = un.1 *+ Un2 .Em outras palavras, cada termo corresponde
a soma dos dois anteriores. Essa sequéncia também tem propriedades belas e
significativas como quaisquer dois termos sucessivos sao primos entre si e 0
limite da raz&o entre um termo e seu sucessor quando o incide tende para o
infinito corresponde a razao da secgao aurea. Fibonacci estudou também sobre
analise indeterminada. Sua obra foi considerada demasiado avangada para a
época. Estudou também problemas indeterminados que lembram Diofanto, e
problemas determinados que lembram Euclides os arabes e os chineses.

No final do século XIl, e inicio do seguinte, 0 mundo viu nascer muitas
universidades na Europa. Nestas e nas escolas religiosas eram retomadas a
filosofia e a ciéncia aristotélicas, e no século treze, destacam-se as idéias de
religiosos como Alberto Magno, Tomas de Aquino, Robert Grosseteste e Roger
Bacon. Engenhos orientais como a bussola e a pdlvora chegavam a Europa
nesse tempo, sucedendo a maré de tradugcdes do arabe para o latim.
Destacaram-se nestes trabalhos William de Moerbeke, Gerardo de Cremona,
Nicole de Oresme e Thomas Bradwardine.

O século XV é o do Renascimento. Em 1447, foi impresso na Europa
ocidental o primeiro livro, e seguiu-se uma expansao formidavel que chegou a
30.000 edig¢des, embora poucas eram obras matematicas e, em sua maioria,
traducdes.

A maior parte dos matematicos da Renascenca era da Alemanha e da
Italia, mas o mais importante manuscrito da época veio da Franga, o Triparty
em la sicience des nombres, de Nicholas Chuquet, médico em Lyon. Esta obra
€ bastante diferente das anteriores sobre algebra ou aritmética, com vaga
influéncia italiana, tendo sido citados apenas Boécio e Campanus. Segundo
Boucheny, Chuquet teria escrito a primeira obra impressa inteiramente sobre
recreacbes matematicas, Invention des nombres en general. E do Triparty o
famoso problema dos ovos discutido a seguir:



Com o passar do tempo, observamos discussao deste problema e de
versdes mais gerais até a versao mais geral possivel sendo discutidas através
de graficos tridimensionais; grafos, tabelas e esquemas; calculos algébricos
para determinar o numero minimo de travessias e discussdes em prosa sobre
as solugdes (MENEZES, 2004). Aqui, podemos observar que, a partir da
evolugdo do conhecimento matematico e da nogéo de rigor, a busca de solugéo
para estas questdes acompanha os elementos da matematica. Mais ainda, os
esquemas graficos de solugdo buscam ajudar a compreenséo de todos.

Outro problema constante no trabalho de Alcino de York € o da divisao de
frascos, que organizamos em uma categoria que denominamos de divisdes
divertidas; para resolvé-los, ndo precisamos realizar uma divisdo explicita.
Segue a discussao:

ATIVIDADE: Problema da heranca do pai e trés filhos.

Um pai de familia ao morrer deixou para seus trés filhos de herancga, 30 frascos
dum liquido precisoso, sendo dez cheios, dez meios e dez vazios. Divida pelos
trés irmaos os frascos e o 6leo de modo que recebam igual quantidade de
liquido e frascos.

DISCUSSAOQ: O pai deixara os dez frascos meios para um dos filhos; para
cada um dos outros dois, devera deixar cinco frascos cheios e cinco frascos
vazios.

Sobre a ldade Média: a idade das sombras

Na ldade Média havia uma tendéncia a se centrar a produgao matematica
na Europa, mas Boyer (1974) frisa que eram cinco as linguas nas quais se
escrevia matematica embora, de modo geral, os estudiosos falavam o latim.
Filoponus, que viveu em Alexandria no inicio do século VI, foi um dos gregos
que contribuiu para manter certa continuidade de produgdo matematica na
Idade Média. Ele escreveu uma obra sobre o astrolabio, considerada
matematica aplicada. Sua contribuicdo era referente a matematica elementar
na era bizantina, e também ajudou a preservar a matematica arabe.

A matematica Bizantina era considerada elementar, sendo mais
comentarios sobre os classicos. Esta obra tinha o significado de mostrar que a
tradicao grega antiga se manteve até o fim do periodo medieval. Até hoje se
usam os numerais alfabéticos nesta regido em Bizancio.

Um discipulo de Maximos Planudes (12557-1310), monge grego que
escrever sobre numeragao hindu, foi Manuel Moschopoulos (viveu em 1350),
que escreveu sobre quadrados magicos. Nesta época a matematica quase se
anulou. O destaque é Boécio, que escreveu tratados latinos apenas a nivel
elementar. Durante esta época, apenas Beda (673-735) escreveu na Inglaterra
sobre matematica, o necessario para o calendario eclesiastico, ou sobre a
representacdo dos numeros por meio dos dedos. No ano de sua morte nasceu
Alcuin de York.

Carlos Magno recrutou Alcuin de York (735-804) para revitalizar a instrugao
na Franga, o que resultou numa melhoria suficiente para se falar em



bibliotecas da Europa de entado, tendo transformado a escola num dos maiores
centros de saber. Em 782 foi convidado por Carlos Magno para assumir as
questbes educacionais da sua corte. Fundou o palacio-escola de Aix-la-
Chapelle onde eram ensinadas as sete artes liberais segundo o sistema
educacional de Cassiodorus. E-lhe atribuida a autoria de uma das mais antigas
colegbes de problemas de Matematica, intitulada Propositiones ad Acuendos
Juvenes (Problemas para Estimular os Jovens). Estes 53 problemas e as suas
solugcdes dao-nos uma idéia do estado do ensino de matematica durante o
reinado de Carlos Magno.

Esta colecéo teria Alcuino anexado a uma carta ao Imperador servindo,
segundo 0 mesmo, para desenvolver a mente dos jovens. Entre eles, o famoso
problema da travessia do lobo, a ovelha e o feixe de capim, o qual teve varias
versdes com varias abordagens matematicas de solugao até a generalizagao
(MENEZES, 2004).

ATIVIDADE: Um lobo, uma cabra e uma couve tém de atravessar um rio num
barco que transporta um de cada vez, incluindo o remador. Como é que o
remador os levara para o outro lado de forma que a cabra ndo coma a couve e
o lobo ndo coma a cabra?"’

DISCUSSAQ: Primeiro ele atravessa a cabra deixando o lobo com a couve.
Volta sozinho e atravessa o lobo, mas traz a cabra de volta e deixa na margem
do inicio. Atravessa entdo a couve e deixa na outra margem com o lobo.
Finalmente, atravessa a cabra, tendo todos os seus pertences atravessados a
salvo.

10 Disponivel em http://www.malhatlantica.pt/mathis/Europa/Medieval/
Alcuin/Alcuino.htm Acessado em 16/02/2003.

"' Existe uma versdo do jogo no formato virtual chamado foxduckcorn disponivel em
http://www.delphiforfun.org/Programs/FoxDuckCorn.htm.



ATIVIDADE. [Problema 7]: Sou um ledo de bronze, uma fonte, as minhas
bicas sdo os meus dois olhos, a minha boca e a planta do meu pé direito. O
meu olho direito enche um pote em dois dias, o meu olho esquerdo em trés
dias, e 0 meu pé em quatro dias, a minha boca é capaz de o encher em 6
horas. Diz-me em quanto tempo, os quatro todos juntos, o encheréo?

ATIVIDADE. [Problema 11]: Desejo que os meus dois filhos recebam as mil
estateres 2 que possuo, mas que a quinta parte da heranga do legitimo exceda
em dez a quarta parte do que cabe ao ilegitimo.

ATIVIDADE. [Problema 48]: As trés Gragas carregaram cestos de magas e
cada uma tinha o mesmo numero. As nove Musas encontraram-nas e
pediram-lhes magas, elas deram 0 mesmo numero a cada uma e as trés e as
nove ficaram cada uma com o mesmo numero. Diz-me quantas € que elas
deram e como € que todas ficaram com o mesmo numero.

ATIVIDADE. [Problema 127]: Os anos de sua vida, Demochares passou o
primeiro quarto na infancia, a quinta parte na juventude a terca parte homem
feito. Os cabelos brancos viram, faltavam-lhe ainda treze anos para a velhice.

ATIVIDADE. [Problema 2]: O seguinte problema refere-se a estatua de Pallas.
Eu sou Pallas de ouro batido, mas o ouro € um presente de poetas vigorosos.
Charisios deu metade desse ouro, Tepis, um oitavo, Solon a décima parte;
Temison a duodécima parte. Os nove talentos lrestantes e a méo de obra sdo
presente de Aristodicus.

ATIVIDADE. [Problema 6 (enigma)]: Diz-nos, indicador de horas sem igual,
que fracgao do dia ja passou? Sobram duas vezes dois tergos do que passou.
Nota: Um dia dura 12 horas.

ATIVIDADE. [Problema 1]: Bem-aventurado Pitagoras, O filho das Musas de
Hélicon, diz-me: o desporto da ciéncia, quantos, na tua casa, de boa vontade
se |he entregam? Eu te direi Policrates: a metade interessa-se pela bela
matematica; um quarto aplica-se no estudo da natureza imortal; um sétimo no
designio do siléncio total e do discurso eterno dos seus coragdes; mais trés
mulheres, cuja melhor é Teano. Este é o numero de interpretes das Musas que
reuni a minha volta.

Estes problemas, em versdes atualizadas, sdo encontrados em livros de
aritmética do antigo curso ginasial, principalmente na primeira metade do
século XX. Nao consta se as solugcbes dos problemas sao apresentados na
Antologia Grega, mas hoje, s&o resolvidos com o auxilio da algebra, através
de equacdes.

Do século VI, conhecemos o Jesuita Alcuino de York, religioso do tempo
do Imperador Carlos Magno. Alcuino de York nasceu na Northumbria (Gra
Bretanha) em 735 e morreu a 19 de Maio de 804 em Tours (Franga). Estudou
na escola Catedral de York e, provavelmente, também na Italia. Ensinou
durante 15 anos na escola da Catedral de York, onde criou uma das melhores



Urania — 120;
Calliopie — 300.

Assim sendo, o numero de magas corresponde a 50 + 450 mais (1/5 + 1/12
+1/8 + 1/20 + 1/4 + 1/7) do total, de modo que [1 - (1/5 + 1/12 + 1/8 + 1/20 +
1/4 + 1/7)] [= 25/168] do total corresponde a 500 magas. O numero de magas
pode ser assim calculado:

N° de magés = [500 x 168] / 25 = 3.360

Uma solugdo algébrica usando raciocinio semelhante corresponde a,
representando pro x 0 numero de magas, temos:

X=50+450+ (1/5+1/12 + 1/8 + 1/20 + 1/4 + 1/7)X,
cuja solugao é x = 3.360.
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Figura 05. Busto de Metrodorus.

De forma geral os epigramas podem ser agrupados segundo o tipo de
contextos do proprio problema:

Epigramas 7, 130 a 133 e 135: Problemas envolvendo torneiras;

Epigramas 11, 123, 128 e 143: Problemas sobre herangas;

Epigramas 3, 48, 116 a 120 e 138: Partilhas de nozes e magas;

Epigramas 124, 126 e 127: Problemas sobre etapas da vida;

Epigramas 2, 13, 51, 144 a 146 : Problemas envolvendo pesos de estatuas;

Epigramas 6, 121, 129 e 139 a 142: Problemas envolvendo questdes sobre
tempo e espaco;

Epigramas 1, 4, 125 e 137: Problemas envolvendo numero de pessoas ou
animais.

Vamos apresentar alguns enunciados destes problemas®:

° Os problemas foram transcritos de http://7mares.terravista.pt/mjl1/Grecia/Antologia.htm
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Figura 04. Capa da Aritmética de Diofanto’

Os problemas da antologia grega estdao repletos de poesia. Um
problema que segue mostra isto, o problema das macgas. Vamos transcrevé-lo
para discussao.

ATIVIDADE: Cipris dirigiu-se a Love, que estava olhando cabisbaixo: “Como
meu filho tombou essa amargura sobre ti?” Ele respondeu: “As Musas
roubaram e dividiram entre elas, em diferentes propor¢cbes, as macgas que
trazia de Helicon, arrancando-as do meu peito. Clio ficou com a quinta parte, e
Euterpe com a duodécima, mas a divina Thalia a oitava. Melpomene levou a
vigésima parte, e Terpsichore a quarta, e Erato a sétima; Polyhymnia roubou-
me trinta macgas, e Urania cento e vinte, e Calliope foi-se com uma carga de
trezentas macas. E assim fiquei com as maos mais leves, trazendo esta
cingiienta macas que as deusas me deixaram”® Resposta: 3360 macés.

DISCUSSAO: As representagbes das fracdes e quantidades de macéas
roubadas sao:

Clio-1/5;

Euterpe — 1/12;

Thalia — 1/8;

Melpomene — 1/20;

Terpsichore —1/4;

Erato — 1/7;

Polyhymnia — 30;

7 Fonte Diofanto: http://etsiit.ugr.es/web/jmaroza/images/Fermat.jpg

8 Acessado em 27/06/2002. Disponivel no site
SITE: http://7Tmares.terravista.pt/mjl1/Grecia/Antologia.htm.



autor dos problemas, mas o colecionador. Porém, deve ter vivido apds a morte
de Diofanto (200 - 284), uma vez que o 126° problema é sobre a sua vida. A
seguir, discutiremos este problema.

ATIVIDADE. Este problema foi retirado da antologia grega: Esta gravada no
tumulo de Diofanto a sua idade, revelada na solugdo do problema: “ Deus
concedeu-lhe passar a sexta parte de sua vida na juventude; unduodécimo na
adolescéncia; um sétimo, em seguida, foi passado num casamento estéril.
Decorreram mais cinco anos, depois do que nasceu um filho. Mas este filho
desgragcado e, no entanto, bem amado! _ apenas tinha atingido a metade da
idade de seu pai, morreu. Quatro anos ainda, mitigando a propria dor com o
estudo da ciéncia dos numeros, passou-os Diofanto, antes de chegar ao termo
da sua existéncia”. Diofanto® viveu 84 anos.’

DISCUSSAO: Uma solugdo no contexto da algebra, mais especificamente
remetendo as equagdes algébricas, para esse problema, pode ser assim
discutida: O filho de Diofanto nasceu a 1/6 + 1/12 + 1/7 de sua vida mais 5
anos. O filho morreu quatro anos antes da morte do pai, e viveu a metade do
tempo.

Considerando que Diofanto tenha vivido x anos, o ano em que o filho
nasceu foi (1/6 + 1/12 + 1/7) x + 5 e o filho morreu no ano x — 4.

Subtraiamos o ano do nascimento do da morte, e obtemos a expressao
para o tempo de vida do filho, correspondendo a metade da do pai, ou seja:

(x-4) = [(1/6 + 1/12 + 1/T) x + 5] = x/2.

Resolvendo esta equagao, chegamos a conclusdo que Diofanto viveu 84
anos.

Supomos ser possivel resolver 0 mesmo problema usando procedimentos
aritméticos, considerando que a matematica da época nao era tao avancgada.

Diofanto estudou uma classe de equacdes que ficaram famosas e levaram
seu nome. A figura que segue corresponde a capa de seu livro Aritmética.

® Fonte Metrodorus: http://www.mlahanas.de/Greeks/Portraits/
Parmenides.jpg. Acessada em maio de 2008.
® Esse problema esta citado em Tahan (1965, 18)



Figura 03. Pedago do Papiro Rhind*

Assim, na escola atual, nas séries iniciais do ensino fundamental o
problema pode ser resolvido usando adicdo e multiplicagao; nas séries finais,
pode-se escrever a expressdo como soma de poténcias. O numero de coisas
somadas é igual a uma expressao numeérica correspondendo a sete mais sete
elevados ao quadrado mais sete elevado ao cubo, mais sete elevado a quarta
poténcia mais sete elevado a quinta poténcia. Pode-se calcular cada poténcia e
depois somar tudo. No ensino médio, pode-se calcular a soma dos termos de
uma progressao finita cujo primeiro termo € sete e a razdo também é sete.

Algumas versdes desse problema tém aparecido, com novas abordagens
de solucéo.

Mais adiante, vemos o aparecimento de recreagdes em antigas produgdes e
manuscritos como a Antologia Grega ou Palatina, que consiste de um conjunto
de epigramas sobre varios assuntos. Corresponde a uma recolha de epigramas
(breves composicdes poéticas) recolhidas no século V d.C. O livro XIV contém
problemas aritméticos, oraculos e enigmas. A maior parte dos problemas
resolve-se através de simples calculos numéricos com fracdes, sendo que 0s
problemas de 116 a 146 sdo atribuidos a Metrodorus, embora nao se saiba
bem quem este autor seria. Alguns autores apontam-no como sendo Métrodore
de Skepsis que viveu por volta de 150 a.C., outros como Métrodore de Bizancio
que viveu no século IV d.C., outros, ainda, pensam que Métrodore nao era o

* Fonte: http://pentagono.uniandes.edu.co/~mateyciv/Contenidos/
rhind.gif. Acessado em 20/11/2001.



DISCUSSAO: Ora, a solucdo apresentada no papiro consistia de calcular a
quantidade de coisas de cada tipo, e depois somar tudo. A tabela que segue,
reproduzida do papiro, ilustra a solucéo.

Casas 7

Gatos 49

Ratos 343 1 2801
graos de cevada 2401 2 5602
hekats de cevada 16807 4 11204
total 19607 total 19607

Vale ressaltar aqui que a multiplicacdo nessa época, era feita a partir de
dobrar o valor inicial, dobrar esse dobro, e assim por diante, de modo a calcular
um produto como uma soma de poténcias do valor inicial. Por exemplo,

7=1+2+4=20+2"+22

Portanto, n x 7 = n + 2n + 4n, como no papiro Rhind.

Estando a tratar com alunos dos anos que conhecem apenas a adigcéo
como operacao com numeros naturais, podemos resolver o problema do papiro
tal qual o encaminhamento resolvido.

Para alunos que conhecem as operacoes desde adigao até a multiplicacao,
podemos resolver o problema a partir destas trés operacdes, remetendo uma
expressao numerica:

N°decoisas=7+7 X7 +7TXTXT+TXTXTXT+TXTXTXTXT
=7 +49 + 343 + 2.401 + 16.807 = 19.607

O mesmo problema, para os que conhecessem a potenciagao, poderia ser
solucionado mediante a resolucido da expressao

Nedecoisas=7+ 72+ 73+ 74+ 7° =
=7+49 + 343 + 2.401 + 16.807 = 19.607

Ainda estando ndés no século XXI, portanto ja conhecendo a teoria das
progressdes, podemos observar que a solugao do problema pode consistir de
calcular a soma dos cinco termos de uma progressdao geométrica finita cujo
primeiro termo é sete e a razdo também é sete. Existe a formula conhecida que
permite fazer este calculo.

Aparentemente, a tabela mostrada mais atras nao faz sentido. Mas, na
época, o processo de multiplicagdo era o de duplicagbes sucessivas. Por
exemplo, para se multiplicar um numero por sete, primeiro dobra-se o numero e
depois este dobro; como sete e igual a um mais dois mais quatro, sete vezes o
nuamero € igual a uma vez o numero mais o dobro do numero mais o quadruplo
(o dobro do dobro) do numero, tudo somado.



contato. Essas recreagdes estdo manifestadas em forma de problemas,
quebra-cabegas, jogos estruturados, enigmas e objetos de arte. Assim,
podemos chamar de recreagbes matematicas em geral as que necessitam
essencialmente as habilidades matematicas (l6égica, concentragdo, memoria,
raciocinio rapido, percepgdao de formas e tamanho, etc.) e/ou calculos
matematicos.

O

Figura 02. O lo-shu.

Recreacdes muito antigas

Como sabemos, as informagdes confidveis mais antigas sobre o
surgimento da matematica das quais se tem noticia vém da regido dos Rios
Nilo, Eufrates e Tigre. Assim, os problemas recreativos existem desde o
documento matematico mais antigo conhecido, que é o Papiro Rhind. Datado
de 1650 aC, mas declaradamente ter sido copiado pelo seu autor, o escriba
Ahmes, de um documento 200 anos mais antigo, o qual parece corresponder a
um caderno de exercicios de um estudante. No referido papiro, estava presente
a matematica discutida na época; o caderno de exercicios sugere a
preocupagao com o ensino-aprendizagem com os procedimentos matematicos
vigentes e o problema de n° 77 corresponde a um problema ludico, que vamos
discutir a seguir.

ATIVIDADE: Resolva o problema 77 do papiro Rhind: “Uma relacdo de bens
consiste de sete casas, cada uma das quais contém sete gatos, cada um dos
quais matou sete ratos, cada um dos quais comeu sete graos de trigo, cada um
dos quais produz sete hekats®. Qual o nimero de coisas contadas?” Como
seria discutido hoje em diferentes niveis de ensino?

3 Antiga medida de capacidade.



acentuam, pela simulagado, a sua estranheza em relagdo ao mundo habitual."
(HUIZINGA, 1980, p. 34-35).

Dentre os rituais inerentes a cultura humana que englobam o jogo, o autor
cita o casamento, a morte, o direito, a guerra, apenas para citar alguns. Neles,
alguns aspectos podem ser considerados bizarros em outras situagdes,
bastando considerar os trajes de juizes e magistrados em um tribunal ha pouco
tempo atras.

Suas idéias nos levaram a conclusdo de que o jogo esta fortemente ligado
ao conhecimento.

A relacdo do conhecimento com as caracteristicas do jogo pode ser
identificada na seguinte argumentacdo: o conhecimento € para o homem
primitivo uma fonte de poder magico, pois todo saber é saber sagrado; esta
sabedoria € esotérica, capaz de fazer milagre, pois todo conhecimento esta
ligado a ordem cdsmica; esta ordem, decretada pelos deuses e conservada
pelo ritual de preservagao da vida e salvagdo do homem esta salvaguardada
no conhecimento das coisas sagradas, seus nomes secretos e na origem do
mundo.

Os desafios, enigmas, as adivinhag¢des sédo elementos fortemente presentes
nos mais conhecidos e preciosos livros do conhecimento. O conhecimento
nesses casos da uma posicdo de superioridade ritual independente da
condigao social na cultura em questao.

A Antiguidade

Os gregos, como povo que serviu de referéncia na matematica antiga,
discutiram recreacdes matematicas desde a educacéao infantil. Nas palavras de
Platao: “Foram inventadas para as criancas pequeninas, no que esse refere ao
calculo, nogdes aritméticas a serem aprendidas através do jogo e da diversio.”
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Figura 01. PLATAOQ?.

Desde a Antiguidade, em diversos jogos, a mobilizacdo das diversas
habilidades matematicas era essencial para o seu desenvolvimento pleno, em
atividades as quais chamamos recreagdes matematicas. Revestidas de
mistério, lendas, histérias e enigmas, as recreacbes matematicas tém
atravessado os tempos, divertido e encantado todos os que com ela tém

2Fonte: http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians
/Plato.html. Acessado em maio de 2008.



CONEXOES HISTORICAS E DESDOBRAMENTOS ENTRE RECREACOES
MATEMATICAS, CONHECIMENTO MATEMATICO E ENSINO DE
MATEMATICA

Josinalva Estacio Menezes
Cicero Monteiro de Souza

Nossa experiéncia profissional e bibliografica tem nos mostrado uma série de
evidéncias de ligagbes profundas, no contexto da matematica, entre
recreagoes, ensino e conhecimento, incluindo as nogdes de rigor e validade de
uma teoria. Mais ainda, quando um desses trés elementos esta em foco,
freqientemente os outros dois emergem em algum momento. Assim,
acreditamos que apesar das fortes resisténcias apresentadas ainda hoje no
contexto académico da matematica, principalmente por professores em todos
os niveis, o lugar por exceléncia das recreagdes é no contexto da matematica,
seja na produgdo do conhecimento matematico puro, seja no processo de
ensino e aprendizagem. Portanto, objetivamos nesse mini-curso mostrar,
através de alguns problemas classicos que atravessaram os tempos, algumas
conexdes entre Recreagdes Matematicas, conhecimento matematico e
Educacado Matematica ao longo da histéria através de problemas recreativos
discutidos historicamente por matematicos, com o rigor de sua época e
refletindo uma intencédo de tornar a matematica acessivel ao maior numero de
leitores possivel.

Palavras-chave: Recreacbes Matematicas, Conhecimento Matematico,
Educagao Matematica, Historia da Matematica.

Introducéo

As recreagdes matematicas englobam uma categoria ampla de jogos
estruturados, problemas recreativos e outros elementos interdisciplinares,
como obras de arte que sao concebidas e realizadas a partir de idéias
matematicas’.

Buscando relacionar jogo e cultura, Huizinga (1980), em sua obra filoséfica
intitulada Homo Iludens a qual objetivou integrar o conceito de jogo no de
cultura, procurando determinar até que ponto a prépria cultura possui carater
ludico, buscou mostrar, do ponto de vista filoséfico — muito mais que
psicolégico ou antropolégico — os elementos ludicos presentes nas principais
atividades de uma sociedade, inseridos na cultura.

Huizinga define o jogo como "uma acgao livre, vivida como ficticia e situada
para além da vida corrente, capaz, contudo, de absorver completamente o
jogador; uma acgao destituida de todo e qualquer interesse material e de toda e
qualquer utilidade; que se realiza num tempo e num espacgo expressamente
circunscritos, decorrendo ordenadamente e segundo regras dadas e suscitando
relacbes grupais que ora se rodeiam propositadamente de mistério ora

1 Antdnio Petikov € um conhecido artista plastico que vive no Brasil e suas obras de arte sdo concebidas
com base em elementos matematicos.



