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O ENSINO DE PROBABABILIDADE ATRAVES DE UM JOGO DE
DADOS E DA METODOLOGIA DE RESOLUQAO DE PROBLEMAS

JOoSE MARcOS LOPES *

Resumo

Apresentamos neste mini-curso uma proposta diddtico-pedagdgica para o ensino de probabilidade, utilizando-
se um jogo de dados e a metodologia de resolugdo de problemas. A resolugdo de problemas é utilizada para a
construcao dos conceitos matemdticos. O jogo proposto é original e foi baseado em Game of Kasje, apresentado
em Schuh ([5], p. 181). Através da utilizagdo deste jogo, formulamos vérios problemas, cujas solugdes e a
adequada intervengio do professor, induzem os alunos a construgao,/reconstrugio de todos os conceitos bédsicos
de probabilidade.
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1 Introducao

Os Parametros Curriculares Nacionais elegem a resolucao de problemas como pega central para o ensino da
Matematica, pois o pensar e o fazer se mobilizam e se desenvolvem quando o individuo estd engajado ativa-
mente no enfrentamento de desafios. Neste sentido é que entendemos que os jogos devem ser utilizados. O jogo
deve ser olhado como um elemento que pode disparar o processo de construgao do conhecimento e deve expressar
aspectos-chave do tépico matematico que se deseja estudar. Assim, o jogo é utilizado como um ponto de partida e
um meio para se ensinar matemdtica. A atividade de jogar desempenha papel importante no desenvolvimento: de
habilidades de raciocinio logico, dedutivo e indutivo; da linguagem; da criatividade; da atengao e da concentragao.
Habilidades estas, essenciais para o aprendizado em Matemédtica ( [1], p. 8). A parte deste mini-curso referente
ao ensino de Probabilidade Condicional foi publicada em [3], p. 34-8. Um outro trabalho utilizando dois jogos e a
metodologia de resolugdo de problemas para o estudo dos conceitos iniciais de probabilidade é apresentado em [2],
p. 41-5.

O Jogo: Este jogo utiliza dois dados e é disputado por dois jogadores, Joao e Maria. Os resultados abaixo

valem os pontos indicados e resultados diferentes nao sdo pontuados.

(4,1) ou (1,4) vale 1 ponto (4,2) ou (2,4) vale 2 pontos;
(4,3) ou (3,4) vale 3 pontos (4,4) vale 4 pontos;
(4,5) ou (5,4) vale 5 pontos (4,6) ou (6,4) vale 6 pontos.

Cada jogador podera efetuar até dois langamentos. Se nao conseguir nenhuma face 4 no primeiro langamento,
efetua o segundo langamento com os dois dados. Se conseguiu pelo menos uma face 4 no primeiro langamento,
reserva este dado e decide se langa ou nao o outro dado mais uma vez. Vence o jogo quem obtiver a maior
pontuacao. Caso os dois jogadores obtenham a mesma pontuacao o procedimento todo é repetido.

Comentarios sobre o jogo: Num primeiro momento todos os alunos deverao jogar. Depois de realizado o
jogo, o professor pode fazer os questionamentos abaixo.

O jogador devera sempre aproveitar o segundo lancamento?
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O segundo jogador possui maior possibilidade de vencer o jogo?

Estamos supondo a utilizagdo de dados com faces equiprovdveis. Se o jogador conseguiu (4, 1) ou (1, 4), ou
seja, 1 ponto no primeiro langamento, é conveniente langar o segundo dado mais uma vez, nao existe neste caso
possibilidade de piorar sua pontuagio. Agora se o jogador obteve 3 pontos, (4, 3) ou (3, 4) no primeiro lancamento
e decidir lancar o segundo dado mais uma vez, entao ele terd uma chance em 6 de permanecer com a mesma
pontuacao, duas chances em 6 de piorar sua pontuagado, ou seja, obter a face 1 ou a face 2 no langamento do
segundo dado e possui trés chances em 6 (faces 4, 5 ou 6) de melhorar sua pontuagao. O jogador poderd ndo marcar
pontos ou ter pontuacao zero, isto ocorre se nos seus dois possiveis lancamentos ele nao conseguiu nenhuma face 4.

Primeiramente, Joao efetua um ou dois langamentos, posteriormente é a vez de Maria efetuar o seu jogo.
Assim, Maria estd numa posigdo melhor de decidir se aproveita ou nao o seu segundo langamento, ela ji conhece
a pontuacao obtida por Joao. Para tornar o jogo mais justo deve existir uma alternancia entre Joao e Maria para
ser o primeiro a jogar. Para a resolucao dos problemas, o trabalho deve ser realizado em grupo. Depois da solucao
de cada problema, um grupo é escolhido para apresentar sua solugao. Posteriormente, uma pequena plenéria pode

ser realizada para discutir a solugao apresentada, bem como outras solucoes alternativas.

2 EXPERIMENTO ALEATORIO, ESPACO AMOSTRAL E EVENTO

Os conceitos de Experimento Aleatoério, Espaco Amostral e Evento serdo sistematizados através das solugoes dos

problemas a seguir.

Problema 1. Considerando-se apenas o primeiro langamento dos dois dados, Jodo terd maior chance em
conseguir 1 ponto ou 6 pontos? Justificar sua resposta.

Solugcao

Os alunos deverao apresentar suas solugoes utilizando-se de sua prépria linguagem. O professor nao deve neste
momento apresentar definicoes ou conceitos. O objetivo do problema ¢ fazer com que os proprios alunos sistematizem
o conceito matemdtico que se pretende estudar. O professor deve sim explorar o fato que embora no lancamento de
dois dados nao sejamos capazes de prever o resultado (Experimento Aleatério), somos capazes de descrever todos
os resultados possiveis (Espago Amostral). Temos os resultados possiveis: (1, 1), (1, 2), ... , (1, 6), (2, 1), (2, 2),

., (2,6), ... ,(6,1), (6,2), ..., (6,6), ouseja, 36 elementos. Uma representacao destes 36 pontos em um eixo

cartesiano pode também ser bastante util. Jodo obtém 1 ponto quando ocorre (1, 4) ou (4, 1) (Evento). Assim
terd duas chances em 36 de marcar 1 ponto. De maneira andloga, terd duas chances em 36 de marcar 6 pontos,
isto ocorrerd nos casos (4, 6) ou (6, 4) (Evento). Conclusdo, Joao possui a mesma chance de marcar 1 ponto ou 6
pontos considerando-se apenas o primeiro lancamento dos dois dados.

Problema 2. Considerando-se apenas o primeiro lancamento dos dois dados, Joao terd maior chance em
conseguir 5 ou 4 pontos? Justificar sua resposta.

Solucao

Da mesma forma que no problema 1, o professor deve explorar o fato que dos 36 resultados possiveis, Joao
marcard 5 pontos quando ocorrer (4, 5) ou (5, 4), ou seja, terd duas chances em 36 de marcar 5 pontos. Entretanto,
Jodo marcard 4 pontos somente no caso de ocorrer a face 4 nos dois dados, ou seja, no caso (4, 4). Assim, terd
apenas uma chance em 36 de marcar 4 pontos. Conclusdo, Jodao possui maior chance de marcar 5 pontos do que 4
pontos considerando-se apenas o primeiro lancamento dos dois dados.

]
Apés o trabalho com problemas do tipo dos problemas 1 e 2, o professor terd mais facilidade para sistematizar

os conceitos de Experimento Aleatério, Espaco Amostral e Evento ( [4], p. 120).



3 DEFINICAO DE PROBABILIDADE

Até o presente momento o termo probabilidade nao foi mencionado, este conceito serd sistematizado nesta secao.
Entretanto, os conceitos de Espaco Amostral e Evento, ja sistematizados anteriormente, podem e devem ser uti-
lizados pelo professor.

Problema 3. Se Joao obteve 1 ponto no primeiro langamento ele devera utilizar o segundo lancamento para
melhorar sua pontuagdo? Justificar sua resposta.

Solugcao

No primeiro langamento, Jodao obtém 1 ponto se ocorre um dos dois casos: (4, 1) ou (1, 4). Pelas regras do
jogo, Joao deve reservar o dado com a face 4 e lancar novamente o segundo dado. Neste caso, terd 5 chances em
6 de melhorar sua pontuagdo. Os casos favoraveis sdo: faces 2, 3, 4, 5, ou 6, em seis casos possiveis. Ainda, Joao
terd uma chance em 6 de continuar com 1 ponto e nenhuma chance de piorar sua pontuacao. Conclusao, Joao deve
aproveitar o langamento do segundo dado com o objetivo de melhorar sua pontuacao.

]

Problema 4. Se Joao obteve 3 pontos no primeiro lancamento, quais sdo suas chances em melhorar, piorar ou
manter inalterada sua pontuagao se utilizar o segundo langamento?

Solucao

Da mesma forma que no problema 3, Joao terd 3 chances em 6 de melhorar sua pontuacao; 2 chances em 6 de
piorar sua pontuacao e 1 chance em 6 de manter sua pontuacao inalterada. Portanto, neste caso é mais conveniente
que Joao utilize o segundo lancamento. Entretanto, deve-se observar que Joao podera piorar sua pontuagao.

]
Para as solugbes dos problemas 1, 2, 3 e 4 ja estamos, intuitivamente, calculando a probabilidade (de Laplace):

numero de casos favoraveis

p = Probabilidade de A = P(A) =

niimero de casos possiveis -

Nesse momento o professor poderd apresentar a defini¢do de probabilidade na concepgao cldssica (Laplace) -
([4], p. 120).

No caso do problema 4, concluimos que Jodo possui uma probabilidade de 33,3 % ( % ) de piorar sua pontuacao
e uma probabilidade de 66,7% ( % + % ) de manter ou melhorar sua pontuagao. Assim, neste caso é recomendavel
que Joao aproveite o seu segundo langamento.

]

Com o objetivo de familiarizar os alunos com a defini¢do de probabilidade, os seguintes problemas poderao ser
utilizados.

Problema 5. Qual a probabilidade de Jodo néo obter a face 4 no primeiro langamento?

Solucao

nimero de casos favoraveis 25

= = — = 697 44(7~
P nimero de casos possiveis 36 ’

]

Problema 6. Se Joao obteve 4 pontos no primeiro lancamento, qual a probabilidade de aumentar, diminuir ou
permanecer com esta pontuacdo se utilizar o segundo lancamento?

Solugcao

Joao tera probabilidade p; = % = % de aumentar sua pontuacao, probabilidade p; = % = % de diminuir
sua pontuagao e probabilidade p3 = é de permanecer com a mesma pontuagao. Neste caso, Joao possui uma
probabilidade de 50 % ( p = 3 ) de diminuir sua pontuacéo e uma probabilidade de 50 % ( p = % + % ) de manter
ou melhorar sua pontuagao, se decidir pela utilizacao do segundo langamento.



4 SOMA E PRODUTO DE PROBABILIDADES

O objetivo desta segdo é trabalhar com problemas que envolvam soma e/ou produto de probabilidades. Geralmente
os alunos tém muitas dificuldades em saber quando devem somar ou multiplicar probabilidades. Em linhas gerais, se
necessitamos que exigéncias sucessivas sejam satisfeitas, entao usamos o produto. Agora, quando podemos satisfazer
uma exigéncia ou outra, entao usamos a soma.

A partir desta segdo e considerando os resultados dos problemas anteriores, assumimos a seguinte estratégia
para Joao.

Estratégia de Joao: se obtém 1, 2 ou 3 pontos no primeiro langamento, entao realiza o segundo lancamento
com apenas um dado para tentar melhorar sua pontuacao. No caso em que obtém 4, 5 ou 6 pontos no primeiro
lancamento entao ele para. Obviamente, se nao conseguiu nenhum ponto no primeiro langamento, langa novamente
os dois dados.

Observar que se Jodo obteve 3 pontos em seu primeiro langamento e usar o segundo lancamento, entdo existe a
possibilidade de piorar sua pontuagcao.

A estratégia de Maria deve ser diferente daquela utilizada por Joao. Como Maria é a segunda a jogar, quando
realiza seu jogo ela ja sabe a pontuacao obtida por Joao, possui assim melhores condigoes de decidir se aproveita
ou nao o seu segundo langamento.

Problema 7. Qual a probabilidade de Jodo marcar 1 ponto neste jogo?

Solucao

Para Joao marcar um ponto e considerando-se a estratégia adotada por Joao, varios casos devem ser consider-
ados:

(i) Jodo nao obteve nenhuma face 4 no primeiro langamento e obteve 1 ponto no segundo langamento dos dois

dados. Neste caso,
25

2
= — X — = 0,0385802;
P1 36 36 ) )
(ii) Joao obteve 1 ponto no primeiro langamento e a face 1 no langamento do segundo dado. Neste caso,
2

p2= 57z X

1
- = 92592;
55 % g = 0, 0092592;

(iii) Jodo obteve 2 pontos no primeiro langamento e a face 1 no langamento do segundo dado. Neste caso,

2

p3 = == X = = 0,0092592;

1
36 6
(iv) Jodo obteve 3 pontos no primeiro langamento e a face 1 no langamento do segundo dado. Neste caso,

_2
36

Portanto, a probabilidade de Joao marcar 1 ponto serd dada por:

1
P4 X 6= 0,0092592.

P =DP1+ P2+ Pp3+ps=6,63%.

]

Se Joao obtém 4, 5 ou 6 pontos no primeiro langamento, entao o jogo é interrompido e consequentemente nestes
casos ele nao poderd marcar 1 ponto. O objetivo deste problema é o de estudar os conceitos de soma e produto
de probabilidades. Deve ser destacado pelo professor que para o calculo das probabilidade pi, p2, ps € p4, duas
exigéncias sucessivas devem ser atendidas, destacar o papel do ”e”, por isso multiplicamos. Agora, para o calculo da
probabilidade p de Joao marcar 1 ponto, deve-se destacar o papel do ”ou”, neste caso podera ocorrer uma situacao
ou outra que mesmo assim Joao continuard a marcar 1 ponto, por isso somamos. Analogamente ao problema 7,
podemos mostrar que a probabilidade de Joao marcar 2 pontos é igual a probabilidade de marcar 3 pontos e é dada
por p =~ 6,63 %.



Problema 8. Qual a probabilidade de Joao marcar 4 pontos neste jogo?

Solugcao

Vérios casos devem ser considerados:

(i) Jo@o ndo obteve nenhuma face 4 no primeiro langamento e obteve 4 pontos no segundo lancamento dos dois
dados. Neste caso,

_® x ! =0,0192901;
367 36 ’

(ii) Jodo obteve 1 ponto no primeiro langamento e a face 4 no langamento do segundo dado. Neste caso,

P1

2

P2 = — x — = 0,0092592;

1
36 6
(iii) Joao obteve 2 pontos no primeiro langamento e a face 4 no langamento do segundo dado. Neste caso,

2

ps = — X = = 0,0092592;

1
36 6
(iv) Jodo obteve 3 pontos no primeiro langamento e a face 4 no langamento do segundo dado. Neste caso,

2 L 0,0092502;

p4:% 6

(v) Joao obteve 4 pontos no primeiro langamento. Neste caso,

1
= — =0,0277778.
Ps 36 )

Portanto, a probabilidade de Joao marcar 4 pontos serd dada por:

P=p1+Pp2+Dp3+ps+ps=7,48%.

]

Quando Joao obtém 5 ou 6 pontos no primeiro langamento, entdo o jogo é interrompido e consequentemente
nestes casos, ele nao podera marcar 4 pontos. Podemos mostrar que Joao possui a mesma probabilidade de marcar
5 ou 6 pontos, a qual é dada por p ~ 12,19 %.

Problema 9. Qual a probabilidade de Joao nao marcar pontos neste jogo?

Solugcao
25 25
= — X — = 0,4822531 =~ 48, 22%.
P~ 36 " 36 %
]
Temos que a soma das probabilidades de Joao marcar 1 ponto, 2 pontos, ... , 6 pontos e nao marcar pontos é
igual a 1.

5 PROBABILIDADE CONDICIONAL

O célculo de probabilidades condicionais esta relacionado ao calculo da probabilidade de um evento ocorrer sabendo-
se que um outro evento ja ocorreu a priori. Este conceito serd sistematizado através da resolucao dos problemas a
seguir.

Problema 10. Considerando-se apenas o primeiro langamento, qual a probabilidade de Jodo marcar 3 pontos,
sabendo-se que ele obteve em pelo menos um dos dois dados uma face 47

Solugcao

O professor deve explorar inicialmente que agora o Espago Amostral mudou. Quando lancamos dois dados
temos um Espaco Amostral S constituido de 36 resultados possiveis, neste caso, a informacao que Joao obteve em



pelo menos um dos dois dados a face 4, reduz o Espago Amostral para {(1, 4), (4, 1), (2, 4), (4, 2), (3, 4), (4, 3),
(4, 4), (4, 5), (5, 4), (4, 6), (6, 4)} que tem 11 elementos (Espaco Amostral Reduzido S ). Assim, a probabilidade
de Joao marcar 3 pontos deve agora ser calculada neste novo espaco amostral e Joao obtém 3 pontos se ocorrer
(3, 4) ou (4, 3), ou seja, a probabilidade de Jodo marcar 3 pontos sabendo-se que obteve pelo menos uma face 4
sera: p = ll

]

A representagio de S e dos casos favoraveis (3, 4) e (4, 3) num eixo cartesiano facilita em muito o entendimento
do conceito de Probabilidade Condicional.

Problema 11 Considerando-se apenas o primeiro langamento, qual a probabilidade de Joao marcar 3 pontos,
sabendo-se que o numero da face do primeiro dado é maior do que a do segundo?

Solugcao

Da mesma forma que no problema 10, temos agora o Espaco Amostral Reduzido S = {(2, 1), (3, 1), (3, 2),
(4, 1), (4,2), (4, 3), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6,4), (6,5)} que tem 15 elementos. Destes 15
elementos, Jodo pode marcar 3 pontos em apenas um deles, quando ocorrer (4, 3). Assim, a probabilidade de Joao
marcar 3 pontos no primeiro langcamento, sabendo-se que o niimero da face do primeiro dado é maior do que a do
segundo é p = %5

]

Nos dois problemas anteriores, estamos calculando a probabilidade de Joao marcar 3 pontos, entretanto, a
informagao fornecida a priori, altera o valor da probabilidade. A partir daqui é possivel comecar a sistematizar o
conceito de probabilidade condicional. No problema 11, definimos os eventos:

A = { Joao marcou 3 pontos no primeiro lancamento dos dois dados } e

B = { O ndmero da face do primeiro dado é maior do que a do segundo }.

Temos neste caso, B = {(2, 1), (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (6, 1), (6, 2),
(6, 3), (6, 4), (6, 5)} que possui 15 elementos. Assim, P(B) = 12 .

Agora, A ={(3,4), (4,3)} e ANB ={(4,3) }. Assim, P(ANB) = - .

Das probabilidades calculadas acima e do resultado do problema 11, obtemos:

1 %  P(ANB)

PAIB) = - =

% P(B)

A relagao acima néao se verifica apenas para o caso particular do problema 11. Na verdade, essa relagao é a
defini¢ao do conceito de probabilidade condicional ( [4], p. 141), admitindo-se que P(B) > 0.

Observar que as probabilidades P(ANB) e P(B) s@o calculadas considerando-se o Espago Amostral S, enquanto
que a probabilidade condicional P(A|B) é calculada em termos do Espaco Amostral Reduzido S.

O professor deve explorar o fato que a Probabilidade Condicional envolve dois eventos, por isso usamos P(A|B),
leia-se "pe de A dado B”, ou seja, desejamos calcular a probabilidade de ocorrer o evenot A sabendo-se que
ja ocorreu o evento B. Os problemas a seguir podem ser utilizados para fortalecer o conceito e a utilizacao da
definicao de Probabilidade Condicional. Nesse momento, é conveniente que se trabalhe com a definigao (férmula)
de Probabilidade Condicional.

Problema 12. Qual a probabilidade de Jodo marcar 5 pontos neste jogo?

Solucao

Definimos os seguintes eventos:

B = {Jodo marcou 5 pontos no jogo};

A; = {Joado nao obteve face 4 no primeiro langamento};
Ay = {Jodo obteve 1 ponto no primeiro langamento};
A3z = {Joao obteve 2 pontos no primeiro langamento};
A4 = {Joao obteve 3 pontos no primeiro lancamento} e

A5 = {Jodo obteve 5 pontos no primeiro lancamento}.



Assim,

P(B) = P(A1).P(B[A1) + P(A2).P(B|A2) + P(As).P(B|As) + P(A4).P(B[A4) + P(A5).P(B[As)

25 2 2 1 2 1 2 1 2
P(B) = 20 X 4 =X — 4 X = x4 % 1 12,19%.
B)= 3636366 3 636 6" 3" ,19%

]

Observar que P(B|A5) = 1, pois se Jodo obtém 5 pontos ja no primeiro langamento entdo ele nao utilizard o
seu possivel segundo lancamento. A solugao do problema 12 pode ser utilizada para sistematizar o Teorema da
Probabilidade Total ( [4], p. 149).

Problema 13. Qual a probabilidade de Joao nao ter obtido nenhuma face 4 no primeiro langamento sabendo-se
que Joao marcou 5 pontos no jogo?

Solugcao

Considerando-se os mesmos eventos como definidos para a solucao do problema 12, devemos calcular agora
P(A1|B). Assim, usando a defini¢do de Probabilidade Condicional obtemos:

_ P(BNA;)  P(A).PBJA)  2xZ&
P(AB) = P(B) P(B) T 0,1219133 31,64%

]

A solugéo do problema 13 pode ser utilizada para sistematizar o Teorema de Bayes ( [4], p. 150). O problema
14 seré utilizado para introduzir o importante conceito de eventos independentes.

Problema 14. Considerando-se apenas o primeiro lancamento, qual a probabilidade de Joao marcar 4 pontos?

Solugcao

Jod@o obtém 4 pontos no primeiro langamento se consegue o resultado (4, 4) no langamento dos dois dados, isto
ocorre com probabilidade p 2% , um caso favoravel em 36 casos possiveis.

]

Outra solugao:

Consideremos os seguintes eventos:

A = {Jo@o obtém a face 4 no primeiro dado} e
B = {Joao obtém a face 4 no segundo dado}.

Para Jodo marcar 4 pontos no primeiro langamento, deve obter a face 4 no primeiro dado e também obter a
face 4 no segundo dado, temos entao a probabilidade p = % X % = %, ou seja, P(ANB) = % Temos ainda que
P(A) = P(B) = %.

Portanto,

P(A NB) = P( Joao obter 4 pontos no primeiro langamento)
1 1 1
=3%"56 X 6= P(A).P(B).
Em termos de Probabilidade Condicional, obtemos que:
P(ANB) P(A) . P(B)

P(A|B) = PB) - PB) = P(A)

ou seja, a probabilidade de ocorrer o evento A dado que ocorreu o evento B é igual a probabilidade de A. As-
sim a ocorréncia do evento B nao interfere sobre a ocorréncia ou nao do evento A. Se P(A N B) = P(A) . P(B) ,

entao os eventos A e B s@o chamados Eventos Independentes ( [4], p. 153).



6 PROBLEMAS DIVERSOS

Quando Maria faz seus lancamentos, sua probabilidade de vitéria esta condicionada aos pontos que Joao obteve a
priori. Lembrando que Maria faz seu jogo apés Joao ter realizado a sua jogada.

Se Maria obtém uma pontuacgao menor do que Joao no seu primeiro langamento entao ela utilizara o seu segundo
lancamento. Quando Maria obtém uma pontuagao maior do que Joao ja no seu primeiro langamento, entao o jogo
termina com a vitéria de Maria. Agora, quando Maria empata com Joao em seu primeiro langamento entao ela
deve decidir se aproveita ou nao o seu segundo langamento, e isto, obviamente estd condicionado aos pontos obtidos
por Joao. Vamos considerar na sequéncia a seguinte estratégia para Maria.

Estratégia de Maria: Se empatou com Joao no primeiro lancamento, entao usara o seu segundo langamento
se Joao obteve 3 pontos ou menos.

Nos problemas a seguir calculamos as probabilidades de Maria vencer, perder ou empatar o jogo, considerando-se
os véarios possiveis pontos obtidos por Joao e a estratégia adotada por Maria.

Problema 15. Se Joao nao marcou pontos qual a probabilidade de Maria vencer, perder ou empatar o jogo?

Solugao

Como Joao ndo marcou pontos, Maria nunca perderd o jogo. Assim a probabilidade de Maria perder é igual a
Zero.

Maria pode também nao marcar pontos e assim empatar com Joao, neste caso, com probabilidade,

25>
p = <36) = 0,4822531.

Portanto, usando o conceito de Evento Complementar, temos que a probabilidade de Maria vencer o jogo sera
dada por: p =1 — 0,4822531 =~ 51, 77%.

]

Problema 16. Se Joao marcou 1 ponto qual a probabilidade de Maria vencer, perder ou empatar o jogo?

Solugcao

e Maria perde o jogo se nao marcar pontos, neste caso com probabilidade,

p = 0,4822531 = 48,22%.

e Maria empata o jogo nas seguintes duas situagoes:
(i) ndo obteve nenhuma face 4 no primeiro langamento e obteve 1 ponto no segundo langamento dos dois dados.
Neste caso,
25 2
= — X — = 0,0385802.
PL=36 “36

(ii) obteve 1 ponto no primeiro langamento e a face 1 no lancamento do segundo dado. Neste caso,

2 1

= %= 92592.
P2 = e X ¢ = 0,009259

Assim, a probabilidade de Maria empatar o jogo é dada por:
p=p1+p2 =0,0478394 ~ 4, 78%.

e Maria vence o jogo com probabilidade p = 1 - (0,4822531 + 0,0478394) = 46,99%.
]
Podemos mostrar de maneira andloga ao problema 16 que:
(i) se Joao marcou 2 pontos, entdo as probabilidades de Maria sao:
e para perder:
25 25 25 2 2

1 2 1
—_— —_— — — — — — - = 1 =~
3636736 36 736 <6 36 <o 0398017~ 03,95%



e para empatar:

25 2 2 1 1
— X — + — X =

36 36 36 6 36 6
° para vencer:

1 —(0,5393517 + 0,0570986) ~ 40, 35%

(ii) se Jodo marcou 3 pontos, entdo as probabilidades de Maria sdo:

e para perder:

25><25+25x4+2><2+2><2+2><2
36 36 36 36 36 6 36 6 36 6

e  para empatar:
25x2+2><1+2><1+2><1
36 36 36 6 36 6 6 6
e  para vencer:

1 —(0,6149691 + 0,0663578) ~ 31, 87%

(iii) se Joao marcou 4 pontos, entdo as probabilidades de Maria sao:

e para perder:

25 25 25

2
+ — x = =0,0570986 =~ 5, 71%

= 0,6149691 =~ 61,50%

=0,0663578 =~ 6,63%

6 2 3 2 3 2 3
—x—+—x—+—x6+—x6+—><6=0,6813269z68,13%

36 36 36 36 36 36 6

e para empatar:

%Xi+ixl+le+le
36 36 36 6 36 6 36 6 36

e  para vencer:
1 —(0,6813269 + 0,0748455) = 24, 38%
(iv) se Jo@o marcou 5 pontos, entdo as probabilidades de Maria sao:

e para perder:

25 25 25 7 2 4 2 4 2 4 1

1
+ — = 0,0748455 ~ 7,48%

4
—X—F+=X—=4+—=X=-4+—=X=+4+—=xX=+4+—=x —=0,7469135 = 74,69%

36 36 36 36 36 6 36 6 36 6 36 36

e para empatar:

25><2+2><1+2><1+2><1+1><1
36 36 36 6 36 6 36 6 36 6 36

e para vencer:
1 —(0,7469135 + 0,1265429) ~ 12,65%

(v) se Jodo marcou 6 pontos, entdo as probabilidades de Maria s&o:

e para perder:

36 36 36 36 36 6 36 6 36 6 36 36 36

e para empatar:

25 2 2 2 2 1 2 1

5_
=

2
+ — =10,1265429 =~ 12,65%

0,8641975 =~ 86,42%

1 1 1 1 2
X =X — X+ — X4 — X =+ — x -+ — =0,1358021 =~ 13,58%

36 36 36 6 36 6 36 6 36 6 36 6 36

L] para vencer:

p=20



A partir deste momento temos condicoes de calcular as probabilidades de Maria vencer, perder ou empatar com
Joao. No problema a seguir calculamos a probabilidade de Maria vencer o jogo considerando-se todas as pontuagoes
possiveis que Joao poderéd obter como sendo o primeiro a jogar.

Problema 17. Calcular a probabilidade de Maria vencer este jogo.

Solucao

Maria pode vencer o jogo nos casos onde Joao obteve 0, 1, 2, 3, 4 ou 5 pontos. Se Joao marcou 6 pontos entao
a probabilidade de Maria vencer é igual a zero. Neste ultimo caso, Maria pode apenas empatar ou perder o jogo.

Consideremos os seguintes eventos:

B = {Maria vence o jogo};

A; = {Joao ndo marcou pontos};
Ay = {Joao marcou 1 ponto};
A3z = {Joao marcou 2 pontos};
A4 = {Jodo marcou 3 pontos};
A5 = {Jodo marcou 4 pontos} e
Ag = {Joao marcou 5 pontos}.

Utilizando-se o Teorema da Probabilidade Total e os resultados anteriores obtemos que:

P(B) = P(A1).P(BJA) + P(A2).P(BJAs) + P(As).P(BJAs) + P(A4).P(B|A4) + P(As).P(B|As) + P(Ag).P(B|Ag)

ou

P(B) = 0,4822531 x 0,5177469 + 0,0663578 x 0,4699075 + 0,0663578 x 0,4035497 + 0,0663578 x 0,3186731

+ 0,0748454 x 0,2438277 + 0,1219133 x 0,1265436 =~ 36,25 %.
]

Analogamente ao problema 17, podemos mostrar que:

e P(Maria perder) = 35,60 %;

e P(Maria empatar ) = 1 - [ P(Maria vencer) + P(Maria perder) | = 28,15%.

Concluimos assim, que a probabilidade de Maria vencer o jogo é ligeiramente maior do que a probabilidade
de perder. O segundo jogador estd numa situacao melhor, ele ji sabe a pontuacao obtida por seu opositor. Para

tornarmos o jogo mais justo, deve existir uma alternancia entre os jogadores na escolha de quem inicia o jogo.

7 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta metodologia, os alunos tornam-se ativos na construgao de seu proprio conhecimento, o que buscamos é
o desenvolvimento do raciocinio dedutivo do aluno e nao a memorizagao de férmulas. A memorizacdo pode ser
temporéria, mas o desenvolvimento do raciocinio é para toda a vida. Os problemas devem despertar algum interesse
no aluno e sua solugao conduzir ao conhecimento matematico pretendido. Temos neste trabalho, utilizado o jogo
como uma forma de motivacao para os alunos. Mudar a forma de se ensinar matematica é tarefa ardua e lenta;

mas s6 depende de nds, professores.
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